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Unidad 11. Calculo de primitivas

Resuelve
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Obtencidn de la primitiva de algunas funciones

® NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

a)Jldx=x b)Jde=2x c) fﬁdx=«/§x
d)J2xdx=x2 e) xdxz%z f) f3xdx=3sz
§) [7xds- 77362 h) [x2 di - %3 D [Laae - %3

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

21 2 X -1
Q) [(x2de=x = L b) [x2ds - -
5 , -5 1 5. (.3, x2%_ -1
C) f?dx—T d)J‘?dx—J‘X dx—j—zxz
2 2 -1 5 -5
dx = 2 dx_— =1 £ dx =
e)f f x* )f(x—3)3 2(x—3)?

B LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

a)f%x”zdx=x3/2= S
b)J%&dx:f%x”zdx=x3’2=«/?
O [7lede =7 [ fede= 1AL
d)J%x_llzdx=x”2= .

o fidh Jx

f)fsﬁdx sf 2 =5 5/2 24>

2

B ;RECUERDAS QUE D (/n x) = %?

1, . 1o 1[5 41
a)f;m_zn|x| b)fodx_ stxdx-sln|5x|

1 _ 3 4._3 2 _3
c)fx+54x_1n|x+s| d)f2x+6¢x 2f2x+64x 3 o+
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B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) J‘cosxdxzsenx
b) f2c05x4x=2senx
9] Jcos(x+%>dx = sen <x+%)
1 -1
d) Jcostdx- 2f2cos2xdx- 5 sen 2x
e) f(—sen x) dx = cos x
f) |sen x dx = —cos x
g |sen(x—m) dx = —cos (x — )
1 =1
h) | sen2x dx = 2f2xen2xdx— 3 cos 2x

i) f(1+tg22x)dx= %f2(1+tg22x)dx=%tg2x

j) th22xdx= J'(1+tg22x—1)afx=f(1+tg22x)dx—f1dx=%tg2x—x

B ALGUNAS EXPONENCIALES

a) Jex_ldx=€x_1

b et Lo
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E Primitivas. Reglas basicas para su calculo
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1 Halla:
Y fxux b)f(5x3—8x2+2x—3)dx C)faxalx
1 1 3
> 2 a5
o | e W [ 3% ds [
j f(ﬁx-wdx k)f3«/mdx N f5x3+6x2;ﬁx+ﬁdx
2x%_6x3+5 s
R P L=

4
0) f7 _5x2+3x_4dx

X

5
a) fx4dx= %hé

b) f(5x3—8x2+2x—3)oix= 5fx3dx—8fx2dx+2j‘xdx—3j‘dx= 5t 8; +x? —3x+k

(1/3)+1 3

O [Usedbe = [ - T +k=%x4/3=3x4‘/;+k
=+1
3

—(1/2)+1
d)dex:f 12 g T o2 o ek
Jx 1
2

~(2/5)+1 3,3
e) J‘de= fx_2/54x=x2—+/e=ix3/5+/e=§+/e

5x2 2. 3
£) idx=3J‘X_2afx=3xz+l+/e=—é+/e
x2 -2+1 x
5 _4 —4+1 5
) —dx— dx = +h=— +k
i f f 18x°

3@ 3[ PGV P SV PR 632 ¢/
h)f de - [ f d_@ o k= OV2605
6

o (e 5x3 x!3 fxm 1 (.2 5 (an
i) dex= d f =§fx dx+?fx dx =
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, i1 (Bx=3"  (5x-3)
D [Brogyia - LAOXI B

@/3) + 3 2
0 Y067 ds = [7x-6P oL x0T 43 g o2 30x=0N0x=0"
7 2. T35 35
3

) fo + 6x? _[xJ”fdx f(Sx +6x — «f+£)a’x-5 +3x% = 2x + 3 In|x|+ k

3

4 4 3
m) fo - 6 +5xa’x f( —10x% +20x — 35+ 702>dx=x7— I%x +10x% = 35x + 70 In |x + 2| + b
X+

n)fG e = =3 In|6— 4|+ b

4 3
n)f2x +6x = 3 dx = f(2x3+4x2+8x+22+ 4l )dx=x—+4x +4x2+22x+4lln|x—2|+/€

x—=2 2 3
7x* —5x2 +3x — 4 (7x4> (5x2> (3x> (4)
o) dx = || 5 |dx— || 25 dx+ |[ 22 |dx - || = | dx =
f 2 f 2 f 2 +f 2 fxz
2 3 4 7x° 4
=f7x dx—]5dx+fxdx—f?dx=T—5x+3/n|x|+;+k
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2 a) f(?)x— 5 tgx) dx b) f(S cos x + 3%) dx 9] f(3 tgx—>5 cos x) dx d) f(lO"— 5%) dx

_ _3x2 _3x2
a) |Bx—51gx)dx=3|xdx-5 tgxdx-T—S(—lnko:x|)+k—7+51n|msx|+k

b) f(S cos x + 3%) dx = 5fcosxdx+f3xdx=55mx+ 3" +k

n3

9] f(?) tgx—5 cos x) dx = 3ftgxdx—5fcosxdx=3(—ln|cosx|)—53mx+/e= —3ln | cos x| — 5sen x + k

d)f(lox 5 d - lnlO %He
soffie v olfle  afsle
0 [ dv=3 gk
b)fxzzfl de=ln|x2 1]+ k
c)fx +1 dx_f<1+x2+l>afx x —2arctg x + k
d)f(’;++1)1 e fx;2+x1+ldx f<1+x22+1>4x b+ 1|+ k
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2 dx dx
4a) fsen x d b)J‘l+9x2 C)fl+8x2
d dx dx £ dx
)f25+9x2 e)f3+2x2 )f,/1_9x2
dx dx . dx
) h) | —== i)
8 f«/l—sz f«/25—9x2 f«/3—2x2
]) J.eSx—de.
a) Restando las ecuaciones del ejercicio resuelto 2.a) de esta pagina, obtenemos que 1 — cos 2x = 2sen? x.
1—cos 2x 1 x 1 sen2x _X _ sen2x
fsen x dx = f dx = f coslxdx-2 75 +k T4 +k
b | Lasg3aak
)f1+9x v G973 arc tg 3x +
dx 1
—=arc k
)f1+8x NP Jgarcg[x+
S N S U S S U U SN B Vg
f25+9x2 25 1+ix2 25 1 (3 )2 25 éclrctg 5 + lsarctg 5 +
25 + gx 5
de 1 _de 1 de 1.1 2 i =38 ey [2
3i22 3 2 773 l . 773 \/Zarctg\/gx+k—6m’ctg\/gx+/e
R
dx dx 1
f) = =—arcsen3x + k
J“/1—9962 f\/l—(Sx)z 3
dx dx 1
g) = =— arcsen 8 x + k
JJI—SXZ f«/l—(«/gx)z /8
)fm = lf\/i dbx 2=% éarcsm%+/e garcsm%+/e
e
1 1 2 1 2
A (e 1| e 1 1 2 koL 2 ik
i) JW 3 l > «f i \/zarcsen\/gx+ ﬁarcsen\/;x+
3% -((3+) 3

i) fe5x—2dx = %esx_2+/e
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B Expresion compuesta de integrales inmediatas
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1a) f cos® x (—sen x) dx b) f 3/cos? x (—sen x) dx 9] f %% sen x dx
d) | e +% (3a% + 2x) dix X% 2x dx f
)f (B3x~ +2x) e)ftg 2x )f1+x
g)f‘/l__ei:;x dx h)fln(x2+1)2xtlx i) f3v(x4+5x)2(4x3+5)dx

6
a) J‘cos5 x (—sen x) dx = f(cos x)> (=sen x) dx = % +k, yaque Dlcosx] = —sen x.

(cos x)
b) f3«/ cos® x (—sen x) dx = f(cos X) 213 (—sen x) dx = 2—3 +k= % Neos x, porque D [cos x] = —sen x.
+1
3

<) fe”‘ X sen x dx = —fem ¥ (—sen x) dx =—¢"" " + k, puesto que D[cos x] = —sen x.
d) fex3+x2 (3x% +2x) dx = €x3+x2 +k, yaque D[x3 +x?] = 3x? + 2x.

e) thx 2xdx = fsenx - 2x dx = fwdx —In|cos x*| + k, porque D[cos® x] = —sen x% - 2x.

cos X cos x

2
dx = f 3x dx = arc tg x4 k, puesto que D[x3] = 3x2.

£
) 1+(x%)?

1+x

dx =arcsene™, yaque D[e™] = -

) = e — ¥
o= IS
h) f/n(x2+l)2xdx =P+ D)+ )= (P 1) + b, porque D[x?+ 1] = 2x.

4 2/3)+1
i) faxj(x4+5x)2(4x3+5)afx = f(x4+5x)2/3(4x3+5)dx=%+k=%3«/(x4+5x)5+k,

=+1

3
yaque D[x*+ 5x] = 4x3 + 5.
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\x dx
sofPrarsetae wfploge  ofele

&) [ 241 I 439 d o [senxcosx g, f) fexw’;(L’f&)dx

1+ sen* x

a) Llamamos #=x3—3x%2+5 — du=3(x%—-2x) dx — %:(xz—Zx)dx
[\ =35 2 -2 o= [ o L [0 = 20 k= 22 -3 19 k-
=%v( —3x245)3 1 k
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D UL N S
Ve e E

- Jx Jx

Hacemos #=¢"" — du=-% = dx
2yx x
I= Zdu=2¢rcsenu+/e=2arcsen€&+k

5

dx 2 (1= sen” %) - cos x
5 fcos x Jcos x4coxx dx f de=T

4
sen’ x sen” x sen” x

Llamamos # =senx — du = cos x dx

=J‘l;4”2du= %—f%zfu_4du—fu_zdu=— LS S S S

&) [62 1) 3 +39 dx = 1
Si u=x"+3x = du=0Bx*+3)dx — %:(x2+l)dx

1= flnu —u- /nu—%u+/e 1(x +3%) In (x° + 3x) — (x3+3x)+/e

C) fSKﬂX COSX _ fSKﬂX cos X dx I

1+ sen* x 1+ (sen’® 2)?

Llamamos % =sen® x — du=2sen x - cos x dx —> %:Mﬂxwosxdx

I= f1+1u2 %=%ar¢tgu+/€=%awtg(wn2x)+/e

f) fe“ﬁ(L*xM)dx - fe“&(w%)dxd

Como D[x+«/;]=1+L, hacemos #=x++x — du={1+
24x

I= fe”Gdu:Ge”+/e=6€x+&+/e

1 6+3 )
2&)dx—>6du-(6 &)d
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5 [ Vr—d(xs5)ds
Para eliminar la raiz hacemos x —4=1> — dv=2rdr (x=1>+4)
f«/x——4(x+5)dx=f«/?(tz+4+5)thtzzftz(t2+9)dt=2f(t4+9t2)dt=
e = 64k
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«/—1+x 1
f x 1)3

Para eliminar las raices hacemos x—1=1% — dx=6£2dt (x=1+ %

f3(xl—+x_1 f‘F” 68 dt = 6[‘ +f £ dt = 6[( +t)dt_

=6|( +t2)dt—— +27 +k—— 6 +26(x—1)3+/e
«/ 1
x_

5 [ Vi-xde

Hacemos el cambio x = 2sen 00 — dx = 2cos O do

f«/4 —x? dx = f«/4 — (2sen 00) % 2cos o dot = |4 — 4sen” o 2cos 0L do. =
= J.Z«/l— sen® o 2cos o dot = 4J‘6‘052 o do = 4(% + M) +k=

4
= 2ﬂrcsen<’2€>+xen Zarcsen<2>]+/e
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E Integracion “por partes
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1 Calcula:

fxsenxdx

Llamamos /= fx -sen x dx

u=x, du=dx

]=—x-cosx+fcosxdx:—x-cosx+senx+/e
dv = sen x dx, v=—cos x

2 Calcula:

fx arc tg x dx
Llamamos /= fx -arc 1g x dx

u=arctg x, du:Lafx

1+ 2
dv=sdv, v=%
v=xde, v="3
I= —arctgx—— —arctgx——f 1- dx =
1+x 1+x
=x—zarct x—l[x—zzrct x]+/e=x—247ct x—Ltx+Lacrwxik=
2 XS g p MegxT XA
x2+1

= Tarctgx—%xhé
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3 Calcula:

fx4 e dx

Resolvimosa integrando por partes:

u=x¥ = du=4x> dx
dv=¢"dx = v=¢"

I= x4~ex—Jex~4x3 dx=x4-ex—4fx3 e dx
I, = fxa-exdx=x3-ex—3x2-ex+6x-ex—6€x

(Visto en el ejercicio resuelto 2 de la pdgina 337)

Matematicas |l

I= x4~ex—4[x3-ex—3x2-ex+6x-ex—6€x]+k=x4-ex—4x3'ex+12x2-€x—24x~ex+24ex+k
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4 Calcula:
fsenz x dx

Resolvimosla integrando por partes:

u=senx — du=cosxdx }

dv=senxdx — v=—cosx

I= —sen x - cos x — f(—cos X) cos x dx = —sen x - cos x + fcosz X dx =

—senx-cosx+f(1—.ven2 x)dx:—senx-cosx+fdx—fsen2xdx=

= —:mx-co:x+x—fxen2xafx
Es decir:

I= —senx-cosx+x—1 — 2] =—senx-cosx+x — [=X"3NX"COSX )

2
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1 Calcula:
3x*—5x+1
x—4 dx
3% —5x+1 , 29 3% ~
J‘ix—4 dx-f(3x+7+—x_4>dx- 2 +7x+29 In|x — 4|+ k
2 Calcula:
352 —5x+1
2x +1
3% —5x+1 , (g 13 17/4) 3 XA 13, 17 B
2x+1 ‘fz G o) By g el
2
= 32 _14—3 ——/n|2x+l|+/e
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3 Calcula:
5x-3 x—2x+6
dx
fx -x )f (x-1)3
a) Descomponemos la fraccién:
5x -3 _ 5x -3 _A, B C
o —x x(x Dikx+1) x x-1 x+1
Sx—3 Alx—-1)(c+1)+Bx(x+1)+Cx(x—1)
PRV x(x=1)(x+1)

Sx—3=A(x—1)x+1)+Bx(x+1) + Cx(x—1)
Hallamos A, B y C dandoa x los valores 0, 1 y —1:
- 3=-A — A=3
— 2=2B — B=1
-8=2C —» C=-4

x=0
x=1
x=-1 —

Asi, tenemos que:

S5x=3 , {3
J73_xdx_j(x+

_i)dx=3zn|x|+/n|x_1|_4/n|x_1|+/e
x+1

x -1
b) Descomponemos la fraccién:
x2—2x+6: A B . C :A(x—l)2+B(x—l)+C
(c-1° ¥l -1 x-1)° (c=1)°

X = 2+6=Ax-1)*+Bx-1)+C
Dando a x los valores 1, 0y 2, queda:
- 5=C — A=1
6=A-B+C; > B=0
6=A+B+C| = C=5

|

%
H
Por tanto:

5
(x —

2 —2x +6

f (x—1)°

1

5
x—1 *

2(x—1)2 ’

)dx=ln|x—l|—

13

Matematicas |l
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4 Calcula:

22x*-12x+8 x5 — 4a? + 4
2 [+ dx b [
x% — 42 % 2x% — 422+ 8x
a) x4—4x2=x2(x2—4)=x2(x—2)(x+2)
Descomponemos la fraccién:

X+22*-12x+8 _A B, C D

X (x—2)(x+2) x x5t x=2 x+2

K r22x% _12x+ 8 _ Ax(e—2)(c+2)+ Blx —2) (¢ +2) + Ce? (x + 2) + Dx? (x — 2)
2 (x=2)(x+2) X (x=2)(x+2)

X +22x7 —12x+8=Ax(x —2) (x +2) + B(x — 2) (x + 2) + Cx* (x + 2) + Dx* (x — 2)

Hallamos A, B, C y D dandoa x los valores 0, 2, -2y 1:

x=0 — 8=—4B — B=-2
x=2 — 80=16C - C=5
x=—2 — 112=-16D - D=-7
x=1 — 19=-34A-3B+3C-D — -3A=-9 — A=3
Por tanto:
x>+ 2257 —12x+8 7 _
j K i = < x+2)dx_

= 3ln|x|+%+51n|x—2|—7ln|x+2|+,é

b) La fraccién se puede simplificar:

%0 — 4x” + dx _ x(x—z)z __ 1
X 2x% — 4x? 4 8x x(x—2)2(x+2) x+2

3 2
AT dx g ds=lnlx+ 2|+ k
f4 x> — 4x* + 8x X+ 2 | |
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dx dx dx
5 b d
a)f3x 243 )f9x2+3 9 J‘69‘¢2+3 )f7x2+11

=—arctgx+k

dx _ _ 1 |_dx _1
aI)J‘3x2+3 37541 3

dx 1 dx _1 1 1 1
b = =2 . arctg 3 k= arc tg 3 k
)f9x2+3 3735241 J‘(«/7x)2+1 3 3 e 3/3 e
dx 1 dx 1 _dx 1 1 1
) = = == . arctg 2 x+ k= arctg 2 x + k
J‘6962+3 300241 («/—x)2+1 3 42 ¢ ' 3y2 ¢ '
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__dx __dx _dx
6a)J.xz—4x+5 )f x? 4x+10 ° x2+3x+8 d f2x2—12x+26

a) Como el polinomio x2%—4x + 5 no tiene raices reales,

dx _f dx _ dx

= = =arcte(x—2)+k
X —dx+5 P —hx+del Y (x=2)%41 ¢

b) Al igual que en el apartado anterior, el polinomio x% —4x + 10 no tiene raices reales,

dx _ dx
x? —4x +10 f —4x+4+6 f(x 2) +6 6f
‘/7 +l
:%.%d?ftg(xﬁ )+k £arctg< k2)+/e
J6
¢) Como el polinomio x2 + 3x + 8 no tiene raices,
dx =f dx =f dx =Lf dx
2 2
x“+3x+8 2,..3..9 9 2 23 3 \2
x“+2 2x+4 4+8 <x+%) +T3 4 x+5 »
i)
2
1 1 2x+3 2423 2x+3
= — arctg( >+k= ﬂrctg( )+/e
23f 2x+3 B % % V23 23 ¥23
25
d) Una vez comprobado que el polinomio x? — 6x + 13 no tiene raices,
f dx 1 e _1 dx S O IR S
26 —12x+26 2752 _6x+13 27 x*-2.3x+9+4 2 (x—3)2+4

DA d 11 (x=3),, 1 3
= 8f 5 8 larctg( 3 >+/e 4arctg< 3 >+/e
2

(T
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7x—11 5x +12
7 _x=2 5 b) | =X —— d | === _dx
a)fxz 4x+10 )fx2—4x+10 C)f x2 4x+10 x2+3x+10
1 2(x—2) d 1 2x — 4 d 1[ 2 4 1
= —|—=" = == | —=X=2F == - 0)+4
a)fx —4x+10 2032 _4x 410 ) x? —4x+10 ) n #+10)+
(2x 4)+ 4-11
b) | X1l g o |2 de-L | 2x=4 4 o 1 -1y o
f —4x+10 f —4x+10 2032 _4x+10 j 4x +10 2! :
L= |52 e ln (P~ dx+10)+ £
x“—4x+10
1 1 1 1 1
L= |—  dx=|— 2 dx=|—" dx==> dx =
2 fx2—4x+10 fx2—4x+4+6 f(x—2)2+6 6f -2\,
+
%)
=%.iarctg(xkz)+k=%arctg(xk2>+k
G
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Por tanto:
f&dx:lln(x2—4x+10)—3£arctg<x_2)+k
x> —4x +10 2 2 6
7 . 4_
9 7x 11 fz(zx 4)+ 4-1l _7 2x—4 dx+3f 1 e =
4x+10 —4x+10 2052 _4x+10 4x +10

76

(Las dos ultimas integrales estdn resueltas en los apartados anteriores).

= %ln(x2—4x+10)+§arctg<x_2>+k

)f 5X+12 f2(2x+3) 3+12afx:2 2X+3 afx 9 dx 5[ +2[2
x+3x+10 x“+3x+10 27,2 413x+10 20,2 3x410 2 !
1) = 22x—+3¢ix=/n(x2+3x+10)+k
x“+3x+10
B dx 3 dx _ 1 dx _ 1 dx _
[2_f2 3.9 9 _J 2 ‘31f 2 ‘31f PR
R T R (’“*i)*i T xe2) T (B
2 4 312 +1 J31
2
_ 1 1 2x+3 _ 2 2x +3
= ﬂiﬂ”tg( B >+/e—mﬂmtg( B )+/e
4 31
Por tanto:
5x +12 5 2x+3
dx = ln(x +3x+10) + ﬂrct( )+/e
fx +3x 410 TG
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8 Calcula fx +2x +3x2 +3x+3¢lx

2 +2x2% +3x

Comenzamos efectuando la divisién:

x4+2x3+3x2+3x+3=er 3x+3

%2+ 2x% + 3x %0 + 2x% + 3x

fx +2x +3x+3x+3 s = <x+ 3x+3 ) dex*'f 3x+3

x4+ 2x% + 3x %0 + 2x% + 3x x4+ 22 +3x

Descomponemos el cociente en fracciones simples:
x3 4+ 2x% + 3x = x(x2 + 2x + 3)

3x+3 A, Mx+xN o 4 1 p-_1, N=1

2% +3x X P 42x+3

3x+3 1, -—x+l
2% +3x X x4 2x+3

J'x+2x+3x+3x+3aijxoix+fldx+f —x+1 dx=]1+]2+]3

%2 + 2x% + 3x 2+ 2x+3
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2
I, = fxdx=%+/e

I = f%dx=ln|x|+k

[Szf —x +1 d = fZ

X2 +2x+3

2x+2)— 2+1

—lf 2x +2 dx+2f

X2 +2x+3 2+ 2x+3 X2 +2x+3

Calculamos esta segunda integral:

st st st e

x“+2x+3 x 4+ 2x+1+2 (x+l 2 :
— +
2
:%-iamtg( 7 )+/€ £m’ctg( ‘/%1>+/e
V2

De donde /5 = %lﬂ(x2+2x+3)+‘/§arctg(szl>+/e

Finalmente, obtenemos el resultado:

J-x +2x +3x’ +3x+3 dx =% +ln|x|——ln(x +2x+3)+ «/iarctg( 1>+k
X0+ 2x% + 3x V2
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1. Integrales inmediatas de funciones compuestas

Hazlo tu. Calcula las siguientes integrales:

2) fsen3x+cos3x dx b)f

sen 3x — cos 3x

4x —
) l—coszxdx d)f 2x

sen 2x x2+1

a) Observamos que D [sen 3x — cos 3x] = 3(cos 3x + sen 3x). Por tanto:

Ly, |sen 3x — cos 3x| + &

fxen3x+cos3x dx=if3(cos3x+sen3x)d

sen 3 x — cos 3x sen 3x — cos 3x

_if 2x
2 «/x2—2

2 (-1/2) +1
o (G E R Y Mt RSy BEN R I

—%+1
)fl cos” x sen” x P _Lfmdx_ Lf—senxdx_ lll I+ b
sen 2x 2enxcosx T2 Jeosx T2 ) cosx =T rleos X+

d) Jx 1 dx = fx t1-1 g fx t1 e fx21+ dx = fdx f 1 dx=x—arctg x+k

x+1 x+l x+1
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2. Método de sustitucidon

Hazlo tu. Aplicar el método de sustitucién para resolver estas integrales:

) | b [

a) Hacemos el cambio 1 -/ x =12 — L de=2tdr > ﬂ=—2ta,’t
x x

f A :f_%/%dt=f(—Z)dt:—2t+/e:—2«/1—lnx+k
xJl—Ilnx P

b) Usando el cambio x =2 — dx = 2¢dt, obtenemos:

f1+x&dx:fl \/,tht 2f—dt 2f<t —t+l—%>dt:

3 2 3
= 2(%—%+t—ln|t+I|>+k=2(g—%+«/§—ln|«/}+l|>+k
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3. Integracién por partes

Hazlo tu.
a) farcsen— b) f%lnxdx
x
a) Integramos por partes:
u = arc sen X — du:édx
2 - 2
4
dv=dx = v=x
) —(1/2)
I=x- arcsm— f Fafx:x-arcsm326+f(l+x4) <—%>dx=
12"
4
2 —(1/2) +1
_X_
4) 2 p)
= x«arcsm%+ " +/e=x-arcsm%+2 1—%+k=x~ﬂr€sm%+«/4—x +k
—-—+1
2

b) Integramos por partes:
w=lnx — du="dx
x

dvz%a{x - p=-1

X X

I=— an+ ldx——Llnx+f%dx-——lnx——+k
x x X 5 X X
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4. Integracién por partes

Hazlo tu. Calcular:

a)l= f2x2 cos 2x dx b) I= fe‘x cos 2x dx
a) Integramos por partes:

w=2x" — du="4xdx

dv = cos 2x dx — 1/=M

I=2x*. sen22x _fsen22x -bix dx = x* sen 2x—2fx-sm 2x dxc = x* - sen 2 — 21

I, = fx-seandx

Aplicamos de nuevo la integracién por partes:

u=x — du=dx

dv = sen 2x dx — yz_%
I = 6‘0522x+f€0§22x dx = —x 6052296 +%f€o:2xdx:_x%+%5m2x+k
Finalmente:

I= xz-xean—le=x2-sen2x+x-6052x—%sen2x+k
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b) 7= fe_x - cos 2x dx = —% e (cos 2x — 2sen 2x)
Integramos por partes:

u=e¢> = du=—¢"dx

sen 2x

dv=cos2xdx — v= 3

I=¢" —56”22’6 +% e sen 2x dx=€_x%+%]1

I, = fe_x sen 2x dix

Integramos de nuevo por partes:

X

u=e¢> = du=—¢"dx

—cos 2x

dv=sen2xdx — v=-— 5

I, = —e_x-%—%fe_x-chxdx

Sustituimos /; en / y se obtiene:

fe_x ccos2x dx=e"- sen22x —e. 60542’6 - % e cos 2x dx

Pasamos el dltimo término al primer miembro y despejamos:

%J‘e_x-ms2xdx=e_x~%—e_x-% - f_ - cos 2x dx = % sean—%e_x~cos2x+/e

8. Integracion de funciones racionales

Hazlo tu.
x+2 2
b dx
a)fx 4_2x2 +1 )f3x2+4
x+2 x+2
= | —2F=  _Jdx
a)f x4 2x2 41 J‘(x—l)z(x+l)2

Descomponemos en fracciones simples:

x+2 A B C D 1
= + + + - A=—=,
x-12x+1)2 x=1 (x-1)%2 x+1  (x+1)? 2

x+2 _ 1 (1 3 1 1( 1 1( 1 )
fx4—2x2+1dx_ 2 x—ldx+4f(x—1)2dx+2fx+1dx+4f(x+1)24x

—l/n(x—l)—L+L/n(x+1)—¥
2 X —

4(x-1) 2 4(x+1)
b)f ; dx:;.[%:l'Ld”tg< 3x>+/€=Lﬂmtg<‘Bx)+/e
3x?+4 4 2 e 3 5 >
(_«/gx) +1 Bl
2
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6. Integrales racionales con raices reales y complejas

Hazlo tu.
Calcula fx+2 dx
X —
fx+2 dx:f x+2 dy
-1 x—1)2+x+1)
Descomponemos en fracciones simples:
X+22 A MX+N N A=l, M=—1, N =—
(x—1) (x +x+1) x—1" rx+l
]=f x+22 = afx J %+1 dx =In|x - 1| -
(x—=1)(x +x+1) rx+l
5 - f xel g fz(z“l) Rt el d“lf
X ex+l x“+x+1 2052 x4 x* +x+1
=iln(x2+x+l)+%[2
L- | ! P [— do-d [ I e
[V R NPV SR S 3 3 1\
2 4 4 ’“'_ 4 4 rry .
+
B
2
= Lf 1 de=L . L s <2x+l)+/e=iarct (2x+1)+k
3 3 2% BB
3
Sustituimos en /;:
1 2 1 2x +1
L= =ln( +x+1)+—arc t <—>+/e
1 2 ‘/3 4 B

Sustituimos en [

I=ln|x-1]- %ln(x2+x+l)—%arctg<2x+l)+k

7. Integrales de diversos tipos

Hazlo tu.
a) f1+f b)f(ezx—le)(e"+l) dx c) f[cos(2x)+senxcosx]dx
a) Llamamos # = yx — du=—L"dx — 2udu=dx
2Vx
2
I= |- 2udu-2|- du:2f<u—1+ 1 >du=
u u u+l

2
= 2(”7—u+ln|u+l|>+/e=2<%—«/;+ln(«/;+l))+/e
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b) Llamamos # = ¢* — du=e*dx
& f du _ f du
@ =1 (u+1) 7 (-1)(u+1)?
Descomponemos en fracciones simples:

1

11
1 __4 4 2
(-1 (u+1)? w=1 u+l  (441)2

D 11 _1 1 -1 _q -1 1.1 =
[—4fu_ldu 4fu+1du > (u+1)zdu 4/n|u 1 4ln|u+l|+2u+l+/e

1 x 1 x 1
= —Inle"-1l|-=ln("+1)+ ——+k
gl 2(6° +1)

2
c) J(ms2x+smx-cosx)dx=f6052x4x+fsmx-cosxafx:w+m+/e

2 2
En la segunda integral se ha tenido en cuenta que D [sen x] = cos x.

8. Primitiva que cumple una condicién

Hazlo ti. Halla f(x) sabiendo que £(0) =1, f'(0) =2 y f"(x) = 3.
f’()—f3 de=35 g
x) = | 3xde ="tk
f0)=2 = k=2
fx) = f(Ssz+2)dx=x73+2x+/e2

£O)=1 > k=1

3
fx) = %+2x+1



Unidad 11. Célculo de primitivas VNANNSACHILLERATO)

Matematicas |l

Ejercicios y problemas guiados
Pagina 349

Curva de la que se conocen las pendientes de las rectas tangentes

Hallar la curva en la que las pendientes de las rectas tangentes en cualquier punto vienen dadas por
la funcién f(x) = xe?*. Se sabe también que la curva pasa por el punto A (0, 2).

Sillamamos F (x) ala funcién buscada, esta cumple dos condiciones:
F'(x) =x-e%
F(0) = 2 para que pase por el punto A.

Por tanto,

F(x) = J'x-ezxafx

Integramos por partes:

u=x — du=dx

2x
dv = dx — v=€7

s 121 2
Fe= x-S [ e L2k
F0)=2 — —%+k=2—>k=%

Asi, F(x)—% —Zezx+%.

Funcién derivable
Hallar una funcion f(x) derivable en R, que pase por el punto P (-1, 3) y cuya derivada es:

2x—1 si x<1
f'e) =11 si x>1
x
Calculamos las primitivas de los dos tramos:
filx) = f(Zx—l)ﬂfx:xz—x+/e1 flx) = f%dx:/nxﬂ%z, ya que x> I.

Como pasa por el punto P:

fHED =3 5 2+ k=3 = k=1
Asi:
—x+1 si x<1

2
-

nx+ky, six>1

Como f(x) es derivable en IR, debe ser continuaen R vy, en particular, en x = 1.

fy=1

Iim (*—x+1)=1
lim f=1""" S k=1
x—1 lz’r;zl+(lnx+/ez)=k2 >

X —>

Con el valor de 4, obtenido se cumplen todas las condiciones y la funcidn es:

2 .
f(x) { —x+1 s%xsl

Inx+1 si x>1
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3. Integraciéon de un valor absoluto
Dada la funcién f(x) = % -2, calcular J.| f(x)| dx.

Definimos la funcién por intervalos:

%-2:0 - x=4

— X412 si x<4

| f(0)] =

X _2 six>4

2
Integramos cada tramo:

2
f(—%+2>afx‘:—x7+2x+kl

2
X X _
f<5—2>d.3€— 4 2x+k2

—X 4 2x+ky six<4

Fo = [If o=yt

T—2x+/e2 si x4

Como la funcién debe ser continua en x = 4:

42
F@)= 4 2 4uky=—diky

2
x[£>7’14—<_x7+2x+k1):4+k1

ll’_7>%4F(x): %4+k1=—4+k2%k2=8+k1

2
x/ir}14+(x7—2x+/e2)=—4+/e2

Es decir:

2
X i 2x+k  si x<4

F=1{ 4

X _Ix+8+k si x>4

4

4. Gréficas de primitivas

Hallar una primitiva F (x) de la funcion f(x) = 2x — 4 tal que su grdfica corte al eje X en un dinico
punto.

PG = [@x—4)de =~
Para que F(x) corte al eje X en un Unico punto, la expresién de F(x) debe ser un cuadrado perfecto. Por tanto:
Fx)=x?—4x+4=(x-2)*

y el tnico punto de corte con el eje X es el punto (2, 0).
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Para practicar

M Integrales casi inmediatas

1 Calcula las siguientes integrales:
4x% —5x+7
) #5507

1
C)J-2x+7dx
4% —5x+7 ( 2 5 1) 28 5
a)fi2 dx—f2x—2x+2 dx—3—4
xdx _ |xdx [ 23 _xS/3 _33x5
b)f%_ e [ ek 2
3

o fle 7dx = %ln|2x+7|+/e
+
d) f(x—senx)afx= x—2+cosx+k
2

2 Resuelve estas integrales:

a) J‘(x2 +1)2dx

9 [(Bxe5ds

a) f(x2+1)2afx= J.(x4+2x2+1)afx=x?5+ 2;‘3 +x+k
(x-5)*

b [ee-5pae- E20 04

b)f%

d) f(x — sen x) dx

b) [(e—5)7
d) f(cos x+e°)dx

3/2
9) f«/3x+5dx= %f(3x+5)1/23dx=%%+k=%«/(§x+5)3+k

2
d) f(cosx+ex)dx = fcosxdx+Jexdx=senx+ex+k

3 Calcula:
2
3/ x
) [y de

c) fsen (x —4) dx

b)f74x

(,‘052 X

d) f(er +3e™) dx

2 5/3
3/x 1 213 ;1 x 3 3]s
a) J‘A,_Z dx = —32fx dx——32 5 +k= 53h VX’ + b

3

b)f 7 dx =7tgx+ k

6'052 X

9) fsen(x—4) dx = —cos (x—4) + k

&) [(e 436 ds - fezxafx+J3e_xdx=%fe2x2dx—Bfe_x(—l)dx=%ezx—3e_x+/e
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4 Halla las siguientes integrales:

) (202 ) b)f(x'f’cl)3 o [ 4
e e e

a) f(%+%)dx = 2J%afx+2fx_zafx=2 In|x| -

)f( s f(x—l)_adx=—ﬁ+k

(x

o fx:rcz‘/;afx= <%+x_3/2>dx=ln|x|—%+/e

d) f ljiz dx =—8arctgx + k
e)f i’; 3f 2x dx-aln(1+x2)+k
2 -
f)fzf—xadx f 3 e Lip-wlek

5 Resuelve las integrales siguientes:

B [55 )f(Sx e o [Br—dd d)fs/mdx

de _ 1 [ 3dx _1 _
a) o 3.[3 4—3ln|3x 4]+ £k

_ 1 A _ 1 +
0 [ Gl Flon kel

3/2
9 f¢3x_44x: %f(ax_@”z3&:%%%:%\/(%_4&/«

2
2/5
4 fﬁ/mdx o L e e R S TR
5
6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:
3 [ex—4 dx b) [e 249 d 9 [esvax &) [6*- 5% dx

a) fex_4dx=ex_4+k
2x+9 _ =1 9 ,2x+9 _ =1 -2x+9
b)fe dx = 3 f2e dx = 53¢ +k

19) feSxdx= %J‘Seixdx=%e5x+/e

w3y 30 st
d)f(3 L
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7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

)-f1+25x )fIOOx 241 ° f3+3x d)f46f§c2
e)f4+d;x2 f)f9+x2 g)f2+4x2 h)flf;xd”
a) 2dx _ _ 2 dx =larctg5x+/e

1425¢> 14502 5

5 dx 5 dx S5
b = g 10 k_—a tg10x +
)f100x2+1 f(IOx)2+1 10 arcig 1Ux + rc tg 10x +

9 4 dx 4 dx 4 dx 4

= =2 |2 __Zarctgx+ k
3+3x2 3(1+x%) 37 1+4% 3 ¢

R

_1 de 1 1 3x), 1 3x
)f4+9x 4f = im'ctg( 3 >+k—6m’ctg( 3 >+k
2

=—arctg< >+k

T TR
f) 912 9f R lm’ctg +hk= m'ctg +k
g) dx __ 1 dx =l-L¢zrctgA+k=£m’ctg(ﬁx)+/e
2 2 2 4

& _ X
h)f1+62x dx = f1+(€x)2 dx=arctg (e¥) +k

8 Expresa el cociente de la forma L _c. R y resuelve:

Q Q b)J‘x _5x+4dx
c)fx —21 d)fwdx
X+
e)fxzledx f)fx—3x+x ldx

) e [3ate [ 2

b)fx _5x+4dx_ f(x—6+ 10 )dx=x7—6x+10 In|x+1]+ 4

x+1 x+1

<x+3+ —+3x+9ln|x 3|+ k

x+2

d)f%dx:f(Zx—2+xfz)dx=f2xdx—f2dx+fxf2

(x+ 5 1)dx=fxdx+f 5

2

f) fx =3¢ +x L = (xz—x i2>dx=fxzcix—fxafx—fgfx_
2

3
XX -
3"y X 3in|x — 2|+ k

9] fx _1dx:f(x—2+x22)dx=jxdx—f2dx+f 3 dx=x72—2x+3ln|x+2|+/e

dx=x*—2x+8ln|x+2|+k

dx = fxdx+1f 2% d x7 1/n|x ~1+4
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9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:

dx dx 1 dx
b — 2 dx d | —&
¥ f«/1—4x2 )f«/4—x2 9 f«/1—100x2 )fx-«/l—(lnx 2

=L e sen (2x) + £

e e

dx 1/2 dx
b) = —arcsm( >+k
‘/4_x2 J‘\/l <£>2 2
“\2
=L e sen10x+ b

) S 10
‘ f«/l—lOOxz 10 f~/1_(1ox)2 10

=arcseninx+ k, yaque D[lnx] = 1,

d) [——dx
)J‘x-«/l—(/nx)2 x

10 Resuelve las siguientes integrales:

a) |sen x cos x dx b) senx dx ©) 2x dx d) x dx
f cos® J‘\/9—x2 f«/x2+5
2
a) senx-cosxdx=%+k

—4
b)fsenxdx f(—senx) cos D xde=—210 "% p__ 1}

cos’ —4 4eos* x
12

c)fz’”fx fzx(9 A" 1/2495__(9 X ke 29 2k
2

xdx 1 2 172 ;.1 (x2+5)1/2_
d)f——ifbc(x +5) dx—?f_

X“+5 o1

V2 +S+k

11 Resuelve las siguientes integrales:

a) foz—Zx(x—l)dx b)fa;ﬂxdx 9] J«/(1+cosx)3senxdx

[ Y e~i o]

a) f«/x2—2x(x—l)dx= %J‘«/xz—2x(2x—2)dx=%f(x2—2x)1/2(2x—2)afx=
l (X2—2X)3/2 b ,(X2—2X)3 b

2 3 3

2

e* dx
J1+e€*

2
arc sen x dx = G X L}

b) arcsenxd _ 1 _
5/2 / 5
19 f«/(1+cosx)3senxdx= —f(1+co:x)3/2(—senx)dx=— (1+ cos x) +k= —2V(1+ cos x) +k

B 5
. f(1+lnx)2dx [ 2 1, (e’ .
) [ g = f1im? L= 00
x2 2 3x2 2 32 5 2 2
2 (3% a2 (o2l e 2

© 2- x3)2 SJ‘(2—963)2 f( £V 3 3(x3—2)+

« x 1/2
f)fﬁ 912 g g (1“’) che2 Tk

+ €

7
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M Integracién por partes

12 Aplica la integracién por partes para resolver las siguientes integrales:

a) |x e dx b)flenxdx
©) fo cos x dx d) fln 2x-1) dx
e) f% dx f) | arc cos x dx
e
a) |x e dx

u=x — du=dx

dv=e* dx — v=%e2x

fx e dyx =

L2y

2x LZx _ X
e 5 ¢ dx—z 7

x
2
b) fxz In x dx

u=lnx — du="Ldx
x

3
dv=x*dx — v=x7
3 2 3 3
J‘lenxa’x=xsﬂ—J‘%dx=xéi_%+k

) f?)xcosxdx:?) X cos x dx
{u=x — du=dx

dv=cos x dx — v=senx

3fx cos x dx = 3[x sen x — fsen x dx

=3 [x sen x + cos x)+ k = 3x sen x + 3cos x + k

d) fln(Zx—l)dx

[u:/anl — du-= 2x2—1

dv=dx = v=x

fln(Zx—l)dx:xln(Zx—l)— %4X=Xln(29€—l)—f<l+ 2x1_1>dx=

= xln(Zx—l)—x—%ln(Zx—lh/e

e) f%dx
e
u=x — du=dx
dv=¢"dx = v=—c"dx

J.ixdx=—x-e_x+fe_xafx=—x-e_x—e_x+k
e

£) |arc cos x dx

u=arccosx — du= -1 E dx
1-x

dv=dx = v=x

farccosxdx=x-arccosx+f X _de=x-arccosx—Nl—x>+k

1—x2
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13 Resuelve las siguientes integrales aplicando dos veces la integracién por partes:

a) |x? sen x dx b) |x2 e** dx c) fex cos x dx d) f(x +1)2 e*dx

a) | x? sen x dx

|u=x2 — du=2xdx

dv=senxdx — v=—cosx

fxzsenxdx=—x2cosx+f2xcosxdx=—x2wsx+2 X cos x dx

uy=x —> duy=dx Iy
dvy=cos x dx — vy =senx
I} = xsen x — fsenxdx:xsmx+cosx
Por tanto:
fxzsenxdx=—x2cosx+2x5mx+2€osx+k
b) [x? & dx
u=x> = du=2xdx
dv=edx — v=2L
2
2
fxzezxdxz%ezx_fxezxdx
[ —
11
uy=x — du;=dx
dvy = dx — U1=%€2x
I = ﬁer_J.Lebcdx:ier_Ler
L) 2 2 4
Por tanto:
fxzezxdx=x—zezx—iezx+Lezx+/e= x—z—i+L &k
2 2 4 2 2 4

19) fexcoxxafx
u=e" = du=¢"dx
dv=cosxdx — v=senx

I=e¢%senx— fexsenxdx

-
I

{uzex — du=¢"dx

dv=senxdx — v=—cosx

I, = —cosxex+fexmsxdx
I=¢" senx—(—cosx e +1)
21 = ¢" sen x + €* cos x

X X
J= 4 senx;e COSx+k
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d) f(x+1)zex dx
u=(x+1)% = du=2(c+1)dx
dv=e"dx — v=¢"

f(x+1)zexdx=(x+l)zex—2f(x+1)exdx
I

uy=(x+1) = du;=dx
dvy=¢"dx = v)=¢"

I, = (x+1)ex—fexdx=(x+l)ex—exz(x+1—1)ex=xex
Por tanto:

f(x+1)26xdx=(x+1)zex—2xex+k=(x2+2x+1—2x)ex+/e=(x2+1)ex+/e
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M Integrales racionales

14 Aplica la descomposicién en fracciones simples para resolver las siguientes integrales:

1
——dx
2 fx2+x—6

d)fx+1dx

x+x

dx
) f(x2—25)(x—4)
4
ety v te

1
———dx
Y J‘xz+x—6

1 __A B A=-1/5
rx—6 x+3 x-2 B=1/5

1 1/5 1/5 1
fx2+x—6 fx+3dx fx_zdx /n|x+3| 1”|x 2|+ 4
3% |x2—4 3x° B 12x
3 120 3 24 Ay

12x

3 2
stx “{x=f(3x+ ;Zx >4X=3x +6/n|x2—4|+/e
x“—4 x°—4 2

dx _ dx
9 f(x2—25)(x—4) B J‘(X+5)(x—5)(x—4)

Descomponemos en fracciones simples:

. .4, B, C 1 op 1l o 1
G G54 x+5 x5 x4 > 1790 P 00 €779
S U | 1 (1 1 (1 1
I- 55 s der [ Lo 9fx_44x s inbesSle bl =5 - Linfe -4k



Unidad 11. Célculo de primitivas

NNCNSAC HILLERATO

Matematicas |l

dx

@[5

Por el mismo procedimiento:

2
x“+1 . =x+1 _,. 1 2
x2+x_1+x2+x_l+x x+1
2
fx2+l dx=x+In|x|-2n|x+1]+k
x“+x
4
————dx
o J‘xz+x—2
4 A B 4 4
= A=-2, B=2
Prx—2 x+2  x—1 - 3 3
f%d = 4ln|x+2| ln|x—1|+/e
xX“+x-—2
) —
) x% +4x+3 v
2
X 1- 4x +3 =1_( A N B )—)A=2,B=—l
X%+ 4x +3 x2+4x+3 x+3 x+1 2 2
f dx = f[l— 9/2 +_1/2>ldx—x——ln|x+3| =Inlx+1+k
X +4x +3 x+3 x+1

18

Resuelve las siguientes integrales:

2x% —5x+3 -16
) x*—3x+2 dx b)J‘x2 2x — Ide
2x—-4 2x+3
)f(x 1)2(x+3) d)J‘(x 2)(x+5)

f)ff}x 26&

° f(x—l)(x+3)2 s
2) f2x
x-1

I = d:

! f C3xa2 f<x_1)(x 2)
Por tanto, [=2x+In(x—2) + £

b) e R L —
f 2x 15 f(x+3)(x—5)
Descomponemos en fracciones simples:

16 _
(¢ +3)(x~5)

—5x+3 a’x _

J‘<2+2x;l)dx=f2dx+f2x—dx 2x + 1,
3x+2 x“=3x+2 3x+2

f(x )afx In|x -2

A, B, 4-3 B-2

x+3 x-5

I- 2fx13 dx—2]%496:2[n|x+3|—2ln|x—5|+/€

2x—4
)f(x 1)? (x+3)
Descomponemos en fracciones simples:
2x—4 .4 , B _ C
-1 w+3) ¥-1 (x-1)% x+3
I — 4 =A(x—l)(x+3)+B(x+5")+C(x—1)2

(x =1)%(x +3) (x=1)2(x +3)
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2x—4=A(x-1)(x+3)+B(x+3)+Clx —1)?
Hallamos 4, By C:

x=1 — —2=4B — B=-1/2
x==3 — -10=16C — C=-5/8
x=0 — —4=-3A+3B+C — A=5/8
Por tanto:
2x — 4 5/8 d + —1/2 5/8 dy =
J.(x 1) (x+3) f f Jx+3

S5 qe_q. 1.1 5 5 [x-1 1
—8/n|x 1|+2 oD 81n|x+3|+k 81n<x+3>+2x—2+k

2x+3
i
) (x—2) (x + 5)
Descomponemos en fracciones simples:

2x+3 __A N B =A(x+5)+B(x—2)
x—=2)(x+5) x-2 x+5 (x=2)(x+5)

2x+3=A(x+5) + B(x-2)

Hallamos A y B:
x=2 - 7=74 - A=1}

x=-5 — —7=-7B — B=1

Por tanto:

%dx: xizdx+fx15dx:ln|x—2|+ln|x+5|+/e=/n|(x—2)(x+5)|+/e
° J‘(x—l)tx+3)2dx
Descomponemos en fracciones simples:
1 _A . B, C
(r-1x+3)* x=1 x+3 (x43)?
1 _ A +3)*+Blx-1)(x+3)+ Clx 1)
(x=1)(x+3)? (x=1)(x+3)
1=A(x+32%+Bx-1)(x+3)+Clx-1)
Hallamos A4, By C:

x=1 — 1=164 — A=1/16
x=-3 — 1=-4C - C=-1/4
x=0 — 1=94A-3B-C — B=-1/16
Por tanto:
1/16 1/16 1/4 e =
f(x 1)(x+3) f x+3 J(x+3)

x—1 1
x+3 " 4(x +3) +k

ln|x 1] - 1 ln|x+3|+z- L k=L

(x +3) 16
3x -2 _ 3x -2
f)fxz_ﬂ”‘f(x—z)(mz)dx

Descomponemos en fracciones simples:

3x—2 A B _Ax+2)+B(x-2)
x-2)(x+2) x—-2 x+2 x—2)(x+2)
3x—2=A(x+2) + B(x-2)
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Hallamos A y B:

x=2 — 4=44 — A=1
x=—2 — —4=—4B — B=2

Por tanto:

fi;:z dx=fx12 dx+fxz2

dx=ln|x=2+2n|x+2|+k=lnllx—2| (x +2)*]+ 4

M Integrales por sustitucion

16 Aplica el método de sustitucién para resolver las siguientes integrales:

a)fx‘_ix& b)fx3x+2dx c)f‘/;dx

dx
d)f(S—x)«IZ—x

a) Para eliminar la rafz hacemos x =22 — dx=2¢ds

:fzztdt: 2dt =2n|t—1|+k=2In|x—1|+k
t

b) Para eliminar la rafz hacemos x+2 =13 — dx=3:2dt (x=13-2)

5 4 3 7 3 4
fxsr+2¢x=f(t3_2)t-3t2dt=3f(t6—2t3)dt=%—%+/e=N(x;z) _3‘/(x2+2) o

¢) Para eliminar la rafz hacemos x = ® — dx = 6¢> dt

8
z dr=6f PPN 21 dt
-1 -1

Calculamos, usando el método de descomposicion en fracciones simples:

3
fa&dx - zt 68 dr =6
-1

1 1 1 _
f; f(t+1)(t—1) ft+1dt j di=—L il 1« Linp 1k
1 _=1/2 1/2
Ya que G+ =1) z+1 r-1°

Terminamos el cdlculo de la integral:

S A | .
I=6 Tttt ln|t+l| /n|t 1 )+k=

6/ 7 6/.5
= 6£+65x +24x + 68x = 30 |%x + 1|+ 3/ |%x — 1|+ £
d) Para eliminar la raiz hacemos 2 —x =2 — —dx=2tdt — dx=-2tdr (x=2-1?)

dx —2¢ dr 2d dr _
- arctg t+k=—2arctg |2 b
f@—x)m f[?)_(z_tz)] f 21 arc gt + arc gﬁ_,_

Para resolver

1'7 Resuelve las siguientes integrales:

a) x4 e* dx b) |x sen x? dx c |x-2%dx d) |x3 sen x dx
€) fd(x+3)5dx f)f :S:xzdx g)fez“lcosxdx h) x5 e dy

a) |x* e dx = 1f5x e dx-%exshé

b) |xsen x? dx = 1f2xsenx afx— cos x>+ b
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c) fx-Z‘xdx
u=x — du=dx
Ay 27
dv=2"dx — v= 73
x g —x-37 2% 5 —x-27 1 g =% 278 27
fX2 i h2 ln2dx_ n?2 +ln2f2 e n2 ([n2)2+/e

d) | x3 sen x dx
{u=x3 — du=3x* dx

dv=senxdx — v=—cosx

fxasenxdx=—x3cosx+3 x? cos x dx
| —

I

|u1=x2 — duy =2xdx

dvy=cos x dx — vy =senx

I = xzsenx—fosmxdx
I
2

[u2=x — du, =dx

dvy=sen x dx — vy=—cos x

1= —xcosx+fcosxdx=—xcosx+senx
Ast: I = x? sen x + 2x cos x — 2sen x
Por tanto:

fxasenxdx=—x3cosx+3x2senx+6xcosx—65mx+/e

712
O [Vorra)de = [22)de= BT 2 i3 v

Bx o1 (12 g 1, 2
f)fz_zedx—4f2_6x2dx 4/n|2 6x"| + £

g) Esta es una integral que se resuelve aplicando el método de integracién por partes dos veces:
1= fez“ U cos x dx

Integramos por partes:

{u:ez’ﬁl — du=2e"4 dx

dv=cos xdx — v=senx

I= ™! senx—2fe2x+1 sen x dx = sen x — 21,

I, = fez’”l sen x dx

Integramos I; por partes:

[u=62x+1 N du=262x+ldx

dv=senxdx — v=—cosx

I = -1 cosx+2fe‘2x+1 cos x dx
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Sustituyendo en /:

f€2x+1 cos x dx = ! senx—2<—e2x+1 cosx+2jezx+1 cosxdx)z

=™t e x4 262511 cosx—4jezx+1 cos x dx

Pasamos la integral al primer miembro y despejamos:

[ cos e = “’”“52@2“1 cosx , p_ 6’2’;” (sem x + 2005 ) + b
h) e de= |x3 e Safx
w=x> — du—3x2a’x
do=i2 ¢ de — v—Tle_xS
[¢ e deam o [ e-x34x=—TxSe-x3_%e-x3+/e=—("‘33‘1) o vk
18 Calcula las siguientes integrales:
2) f;“fl dx b) fﬁdx
O [y SAbar
° I% B f2x I
) f;‘:zl de UL fxb:l dx+fx L= Ll e D s 2are gk

(1) Hacemos (x+2)dx ( x 2 )dx

| 2+l K2+l

b | —l = [— L 4
)f(xz—l)z f(x—l)z(x+1)2 *

Descomponemos en fracciones simples:

1 _A , B ., C . D
c-1D2x+1)?2 -1 (-12 &+ (x+1)?

1 =A(x—l)(x+1)2+B(x+1)2+C(x+1)(x—1)2+D(x—1)2
(x=1)2%(x+1)? (x=1)2(x+1)?

1=Ax-D(x+D?+Blx+1)?+Clx+D)(x-1)2+Dx-1)?
Calculamos A, B, C y D dandoa x los valores 1,-1, 0y 2:

x=1 — 1=4B — B=1/4 A=-1/4
x=-1 — 1=4D — D=1/4 B=1/4
x=0 —>1=—A+B+C+D — 1/2=-A+C C=1/4

x=2 —1=94A+9B+3C+D — -3/2=9A+3C — -1/2=3A+C| D=1/4

L (VA g (VA (14 4
f(x2_1)2x 1) +f(x—1)2 J(x+1) f(x+1)2x

_ =1 11 1 1 1 -

=7 In|x -1 4 (x+1)+4ln|x+l| 4 (x+1)+k

_ =1 _ N 1 =—_1 x—1 2x
=5 [/n|x 1|+x—1 ln|x+1|+x+1]+k 4 [/n eal ‘+x2 1l+/e
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C)f x+2 x+2
2% 4 x — 1 x+1)(2x-1)

Descomponemos en fracciones simples:

x+2 A B 1 5
= A=—=— B==
x+1)(2x-1) x+1  2x—1 - 3 3

ln(x+l)+ ln(Zx—1)+/e

_ 1 _dx 5 _
I=- x+l 2x—l

d f x—1 dx = x—=1 dx
) 4x2_9 (2x +3)(2x - 3)
Descomponemos en fracciones simples:

x—1 A B _5 p_1
Ox+3)2x=3) 2243 223 "1 B 12

_i dx 1 dx _i L ~
I= 12 2x+3+ fzx 3—24/n(2x+3)+24 In(2x—-3)+k

o) 2x% 4+ 7x—1 dx = 2x2+7x—1 A
Krxt—x-1 (x=1)(x+1)?

Descomponemos en fracciones simples (para ello, encontramos las raices del denominador):

2’+7x-1 __ A _ B . C
x-Dx+1? x=1 x+1  (x4+1)?

2%+7x-1 _Ax+1)?+Blx-1)(x+1)+Clx—1)
(x=1(x+1)? (x=1(x+1)?

222+ 7x —1=Ax+1D)?+Blx-1)(x+1) +Clx = 1)

Hallamos A4, By C:

x=1 — 8=44 - A
x=—1 — —-6=-2C - C
x=0 —> -1=4A-B-C — B

2
3
0

Por tanto:

2x° +7x—1 2 3 _ _q-_3
[azesl dxf dx+f OETARELL B ny

.X'+.X'—

_1
o [ 2L
2x2 +8
Como el denominador no tiene raices:

3 dx 3 2 1 dx
=2 (2t 48—+ | — -
2x +8 f2x2+8 4 8f(£>2+1
2

arctg%+/€=%ln(2x2+8)—%m’ctg%+k

=i/n(2x2+8)—

1.1
4 8 1
2
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19 Resuelve las integrales siguientes:

I b [
) o d)f::ex”l"
)f“”fdx ) [Ine-3) de

’”&dx B) [Inx? + 1) d
2 flnxdx fl o le w

b) fl—senxdx In|x+cosx| +k

X +Cos X

1/x
c)fxlnxdx f die = In|In ||| +

&) [ L2 e b |ee x|+ &
&+ x

sen x 1
e) f I dx = —2J‘ﬁ (=sen \x) dx = —2cos (x) +

f) f/n(x—S)dx

u=lnx-3) - du= dx

dv=dx = v=x

1
x—-3

fln(x—3)dx=xln|x—3|—fxx3 dx:xln|x—3|—fl+ x33 dx =

= xlnlx-3|-x-3n|x-3|+k=(x-3)In|x-3|-x+k

In {x
g)f Pl
_ 1 1
u-/n«/?c—)du—& i zxa’x
=%dx H dy=2‘/;

ln«/} B 2«/} B 1 ~
f & dx—z*/;/n‘/;—fwdx—&/;ln«/;—fﬁdx_
=2xlnx =2yx +k=2\x (Infx -1)+ k
h)fln(x2+l)dx

u=ln(x*+1) > du:zz—xafx
x“+1

dv=dx = v=x

2
fln(x2+1)dx=xln(x2+1)—f%¢dx= xin(x®+1)— ( 22 )dxz
x“+1 x“+1

=x/n(x2+1)—2x+2m*ctgx+/e
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20 Calcula las siguientes integrales:

o [ b [ S Y b
9 [(n? de ) [e* cos e d g)fl_lxzdx h)f(1 9% e

o fortie [ i)

b)fxzjz dx=f(2_ 42>4x=fzdx_4j%=2x_4zn|x+z|+/e

X+
2
arc tg x J‘ 1 arc tg” x
arc tg x dx = k
) f e L2 retg x 5t
d) f SERX_ e = f(—sen x) (cos x)~ == (cos 7 |,
cos* x -3 36‘053 x

O [(n 2 d
{u(lnx)z - du=2(lnx)-%dx

dv=dx = v=x

f(lnx)za’x=x(/nx)2—2flnxdx=xln2|x|—2xln|x|+2x+/e

f) fe"co:exdx= sene + kb

| A -1 Ay
o |5 e @=D)
Descomponemos en fracciones simples:

-1 __A B _Alx-1)+B(x+1)
(x+D)(x=1 x+1 x-1  (x+D(x=1)
Hallamos A y B:
x=-1 — -1=-24 — A=1/2
x=1 — -1=2B — B=-1/2
Por tanto:

o 28 22t et
1—x x

x+1

2
h)f(l x) 2 v = fx —2x+1 dx=f<x_3+xfl)dx=%_3x+4ln|x+l|+k

x+1

21 Resuelve por sustitucién:

b) [Bx—2ds

a) Hacemos e* =12 — e*dx=2tds

5

b)Hacemos 3x—2=1t* = 3dx=2tdr - dx= %tdt

Br—dde=[r-2rar=2 [Pap=20 +k_—"(3x_2)3+k
/ / 2 [z

9

- fidz f(_z_%)dh_zz_21n(t_1)+/e=_2ﬁ_21n(@_1)+/e
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22 Resuelve:

a) x+4 dx b) L
fﬁ fm
2 [ g [ X s —2x 4 |
2172
=—%%+4ar¢senx+k=—«/1—x2+4arcsenx+k
2
dx 1 2 dx 1
b) | —2%& - & | —=% - arcsen(2x—-3)+ k
J‘\/l—(2x—3)2 2f,/1_(2x—3)2 2
23 Calcula estas integrales:
dx b
a)fx —3x2+3x 1 )fx —2x+5
x*=2x-6 . d 222 +12x -6
c)fx3+x2 2x : (x—2) (x> +9)
_ 5x°
& fx —3x +3x 1 Yo (x_l)3
Descomponemos en fracciones simples:
2
A, B, C _ 4.5 B-10,C-5
(x-1)7° x-1 (x-1) (x-1)°
o) 3 5
I= 5f _1+10f(x 1) dx+5f(x—1) dx =5In|x —1|- _1 2(x—1)2+

x*-3 2x 8 2x 8
dx = |[1 dx dx
)fx 2_2x+5 e f( ' 2x+5) f ' —2x+5

Calculamos la segunda 1ntegral teniendo en cuenta que el denominador no tiene raices.

L= [22=8 g [2022-6 4 [ 2022 4 Gf de = In (% — 2x +5) - 61,
x°—2x+5 —2x+5 x“=2x+5 2x+5

1 1 1 1 1
I = dx = dx=|————dx==" |————dx =
: Jx2—2x+5 fx2—2x+1+4 J‘(x—l)2+4 4f x—

arctg%+/e=%arctg%+k

=

L
L
2

Sustituimos en /;:

Iy = In(x? = 2x + 5) = Barc tg x;l +k

Sustituimos en /:

I=x+In(x?=2x+5)—3arctg x;l +k

C)fwa{x f(x 1— —3x+—4x+6)dx f(x—l)dx fmdx

x5+ x? X+ x% = 2x x° +x°—2x

Calculamos la segunda integral descomponiendo en fracciones simples:

+

—3x2+4x+6_ 3x” + 4x + 6 A B C _ _ 7 ~_7
2 _ 2y _x(x+2)(x—l)_x+x+2 x—1 = 4=-3 B- 3’C_3

—3x? +4x+6 dx 7 7 7
f dx f f ——San—?ln(x+2)+gln(x—l)+/e

P ) x+2 3
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Sustituimos en /:
I= x—z—x+3lnx+lln(x+2)—zln(x—l)+/e
2 3 3

2x2 +12x — 6
)f(x 2) (x? +9)

Descomponemos en fracciones simples:

222 +12x -6 __4A +Mx+N — A=2 M=0. N=12
(x-2)(?+9) *¥=2 %249

lzzfx%’+42f

xdf9 1J‘< ) =%-im’ctg%+k=%ﬂrftg%+k
3 3

Sustituimos en /:

I=2ln(x-2)+4arctg %+k

x*+9

24 Resuelve estas integrales utilizando un cambio de variable:

a) [x el de b [

dx
x—4x

c)f‘/ﬁdx d)J‘x«/.%dx

e)fx*_l‘/;dx f)fl‘/;x

a) fx«/x?afx

Cambio: x +2 =12 — dx=2tdt

5
fx«/x+ldxzf(tz—1)t-2tdt=f(2t4—2t2)dt:2Tt_

b A

Cambio: x =14 — dyv =413 dt

3

2—t3+k: 2V(x+1)° _2«/(x+1)3 h

3

J‘dx 4ta’t f4tdt 4f3tdt 41|t—1| be 4[714‘/7 [+ k

x
dx
9 J>«/x+1
Cambio: x+ 1 =12 — dx=2tdt
2
x (r-1) 2{(x+1)3
= 2tde= (2 -2 =5 -2 =
J‘m f - tdt f( 2 _2)dt t+k 3
1
d dx
)fx x+1
Cambio: x+ 1 =12 — dx=2tds
f 1 g ([ 20dr _ 2 dt
xyx+1 P -1r Y E+DE-1)
Descomponemos en fracciones simples:
2 A B _A(-1)+B(z+1)

G+D)G—-1) t+1 7-1_
2=A@-1)+B(+1)

+1)(z-1)

—2Jyx+1+k
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Hallamos A y B:
t=—1 = 2=-24 — A=-1
t=1 — 2=2B — B=1

Por tanto:

Ast:

fx ;+1 dhe =l % +
e) f“l&dx

Cambio: x =12 — dx=2tdt

A fzrdt 2dt o fulr | e k=2l (x+1)+
t+t

J‘x+f r+1

£ f1+xx s

Cambio: x =12 — dx=2tdt

. ft-tht: 20 dr
L+x 1+7 1+7

:f(Z—l z)dt 2t —2arctgt+k=2{x—2arctg \x +k
+7

25 Calcula:

1 x+3
a)f1+exdx b)fﬂdx
)f e2¥ —3¢* 9 f seZ.(stgxx)
e —e . f 1
e)-fez"’+l )f1+«/;
1 D (14— ¢ 1+¢&° e* e’ X
dx = |/ = dx= || - Jdx=|[1- =x—In(1 k
a)f1+€x J. 1+¢* g J.(l+€x 1+ex> f( l+ex> *=in{lee)s

(1) Sumamos y restamos ¢* en el numerador.

b)fx+3d— dx+f3dx— f—2x dx +

e I
—mﬁf%
)f e 3e

Hacemos el cambio: ¢*=¢t —=x=Int — dx=

et
dx=—«/9—x2+3arcsen(%>+k

L
t
1

dx 1/t
= dt = dt = dt
3¢5 P3¢ f £ -3 Jtz(t -3)

Descomponemos en fracciones simples:
1 _A B, C _ At(t —3)+ B(r—3)+ CF
Pe-3) + 72 t-3 2t -3)
1=At(t-3) + B(t-3) + Ct?

Hallamos 4, By C:
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t=0 — 1=-3B — B=-1/3
t=3 — 1=9C — C=1/9
t=1 - 1=-24-2B+C — A=-1/9

Asi, tenemos que:

S B e Vo R Vi R VO R D § 11,
ftz(t—3) dt—f( S " +t_3>dt— 5 ln|t|+3t+9ln|t 3+ k

Por tanto:

dix 1, x. 1 1, x 1 1 1,
72—1716 — —/i’lf —3 /€=——X — —lne —3 /€
-3 9 "3 9 | I+ 97" 3,79 | I+

d) J‘w dx = —cos (tg x)+ k, yaque Dltgx] = 12

cos™ X cos X

Hacemos el cambio: e¥=¢t — x=nt — dx= %dt

3x X 3 2
[ e [t Lo (£ =L 1o 2 )ar-
e’ +1 +1 ¢ +1 +1

=t—2arctgt+hk=¢"—2arctg () +k

f)f1+1&dx

Hacemos el cambio: x = 2 — dx=2tdr

1 | 2tdt _ 2 Y - _
f1+&dx- 1+t_f<2 —1”)4;: 2= 2n|lat|ak=2yx— 2 (1em)+ b
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26 DPara resolver la integral fcos3 x dx, hacemos:
cos3 x = cos x cos? x = cos x(1 — sen? x) = cos x — cos x sen* x

Resuélvela y calcula después fsen 3 x dx.
fcossxdx:J‘(cosx—cosx-senzx)dx=fcosxdx— senzx-cosxdx=senx—%+/e
Para la segunda parte del problema calculamos:
3 2 2 2
sen” x = sen x - sen” x = sen x(1 — cos” x) = sen x — sen x - cos” x
3 2 2 cos® x
sen” x dx = | (sen x — sen x - cos” x) dx = | sen x dx + | cos x(—xenx)afx=—cosx+T+k
27 Calcula las siguientes integrales utilizando las relaciones trigonométricas:

(1 -2 cos? x) cos x
cos 2x

a) J‘(sen2 x +2cos2x ) dx b)

<) f(senz x - sen 2x) dx d) f(cosz x — cos 2x) dx
* Ayuda: Ten en cuenta que 1 + cos 2x = 2cos® x y que I — cos 2x = 2sen? x.

a) Teniendo en cuenta que sen’ x + 2cos 2x = % + 2cos 2x = % cos 2x + % , obtenemos:

2 (2 1) no3 X
f(sen x+2£052x)dx-f(26052x+2>dx-4sen2x+2 +k
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b)J‘(l—2coszx)coxxdx=f(1—2c052x)cosxd J‘ —cos 2x - Co'(xdx——fcosxdx=—smx+/e

cos 2x cos 2x cos 2x
1— cos 2x sen2x _ sen 2x - cos 2x

2:
sen Lx ) B

. 2
¢) Teniendo en cuenta que sen” x - sen 2x = , obtenemos:

f sen? x - sen 2x dbe = f ( sen22x _ sen 2x2-

5052x)dx i sen 2x - 2afx——fsm2x cos 2x - 2 dx =

=—%cos2x i sen22x /e-—zcos2x—%sen2 2x + k
d) Teniendo en cuenta que cos® x — cos 2x = L+cos2x _ cos 2x = 1_ COSZJ , obtenemos:

f(cos x — cos 2x) dx = f( _cos2x> x=%fa’x—%Jcos2xdx=%——5m42x+k

28 Calcula f( e
X+

a) Por descomposicién en fracciones simples.
b) Mediante un cambio de variable.

T

x+)

Descomponemos la segunda integral en fracciones simples:

Sx+2 A B — A=3, B=-
(x+1)? x+1 (x41)2

3x+2 f _ 1
f(x+1)2 il (x+ 0?2 3ln|x+1|+x+1

Sustituimos en /:

2
1= %—2x+3/n|x+l|+ 11 +k

b) Llamamos #=x+1 — du=dx (x=u-1)

J‘# f(u 1)34 J‘u —3u® 2+3u—1du f(u 3+%—L2)d -

u

2
T Y TS (v 1)? —3@c+1)+3m|x+1]+ +k
2 u 2
29 Resuelve las siguientes integrales:
dx (x+5) dx
__ax b) | S——
x* +4x+5 K +2x+3
x+1 2x -1
4 [22=L g,
C)f 3+ 2x% +3x ) X+ x
x +3x+8 dx
dx )| —&&%
e)f X2 +9 )f(x+1)2(x2+1)
a) El denominador no tiene raices.
dx dx dx
= = =arctg (x +2)+ k
x* +4x+5 J‘xz+4x+4+1 J‘(x+2)2+1 ¢
b) El denominador no tiene raices.
1o [reds fz(z’”z) 2+5 delf 202 gl 1 il
x“+2x+3 x“+2x+3 X +2x+3 x* +2x+3 2
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I =ln(x®+2x+3) + k

he [t [ g L[ L g
: x4+ 2x+1+2 (x+1)%+2 2 v+l )
_— +
2
1 1 x+1 2 x+1
=———uarcty th="arctg +k
R TR I B WL
2
Por tanto:
1 2 x+1
I= 2 In(x*+2x+3)+ 22 arc t +k
7 in( ) 75
o I= J. x+1 _f x+1 dx
X2+ 2x% + 3x x(2x + x* +3)
Descomponemos en fracciones simples:
x+1 A Mx+ N 1 1 1
— x> A, AT s A== M=—=, N=—
xQx+x?+3) ¥ x*+2x+3 3 3 3
1 [de 1 x—1 1 1
I-= ax _ 2 dx=—In|x|- =1
37 x 37424 2x43 3 nh 3
Loxs-L.o g
JAY IR R N [ 15 SO Y o N
x“+2x+3 2057 2x+3 x“+2x+3

™1 2 x+1
= = 2 — 42
zln(x +2x+3)—y2arctg 5 +k

(*) La segunda integral estd resuelta en el apartado anterior.

Por tanto:
1= ;/nx—éln(x +2x+3)+£m’ctg x‘/tl +k
d) 7= fo—l Ao [2x=1
X7+ x x(x?+1)

Descomponemos en fracciones simples:
2x=1 _ A
x(*+1) ¥

o1 ﬂ+fﬂ

_ lfdx 1f

2J) x x“+1 x4+ 1
C)] X +3X+8¢x ( 3X—1)dx dx 3X—1 afx
f f x“+9 f x2+9
3x —1 3 2x 1 3
dx == - dx = ln(x +9)— arct Xk
x*+9 274749 fx2+9 €3
Ya que:
J‘x21+94x=%f+dx=%%arctg%+/e %arctg%+/e
X 1 Py
(3) ' 3

Sustituyendo en 7:

I= x+%ln(x2+9)—%arctg%+/e

2 oo oLl
2.1 ylnx+

/n(x2+l)+2arctgx+/e
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£)1- f _dx
(x+1)2(2+1)
Descomponemos en fracciones simples:

1 A + B +MX+N —)A:%,B=

= ’M=—
k+1D)2(%+1) *+1 (x+D? x*+1

, N=0

1
2

S Ll 1 ae 1 X 1 _ 1 1 2
1_2 x+1 2 (x +1)> 2fx2+1dx 2ln(x+l) s D) 4ln(x +1)+£k

3x

30 Encuentra la primitiva de f(x) = n que pasa por el punto (0, 3).

_ 3x =_if —2x __3 .2
F(x)_f—l_x2 de==3 [ de =T -k
Como pasa por (0, 3) se cumple que F(0) = 3.

3. 29
> +k=3 — k—z

+2

Luego la primitiva buscada es F(x) = —% |l - %7 5

.2 4 1
31 Hallala funcién F parala que F'(x) = 2 y F(1) =2.
|l g o=
F - [Lde-Lo
F)=—1+k=2 — k=3
Por tanto: F(x) = %+3

32 De todas las primitivas de la funcién y = 4x — 6, ;cudl de ellas toma el valor 4 para x =12
F(x) = f(4x—6)a’x=2x2—6x+/e

F(1)=2-6+k=4 — k=8

Por tanto: F(x) = 2x2—6x + 8

33 Halla f(x) sabiendo que:
f'@=6x f0=1y f(2)=5

F= [6x de=35 s c

F0) -1 ’ Flx) =3x2+1

f(x)zf(3x2+1)dx=x3+x+k L hes
f(2)=10+k=5

Por tanto: f(x) = x> +x—5

34 Encuentra una primitiva de f(x) = x2 sen x cuyo valor para x=0 sea 1.
F(x) = fxz sen x dx
Integramos por partes:

{uzxz — du=2xdx

dv=senxdx — v=—cosx
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F(x) = —x? - cos x +2 | x-cos x dx =—x" - cos x + 21

Integramos [ por partes:
‘lu =x = du=dx

dv=cosxdx — v=senx

I= x-senx—fsenxdx=x-senx+cosx

Sustituimos en F:

F(x) = —x?-cos x + 2x - sen x + 2cos x + k

Ahora se debe cumplir que F(0)=1 — 2+k=1 — k=-1.

- 2
La primitiva es F(x) = —x"-cos x + 2x - sen x + 2cos x — 1.

35 Determina la funcién f(x) sabiendo que:

'@ =xlnx, ff1) =0y f(e) = %

£ = [ de > f6 = [xinsde
Integramos por partes:

u=lnx — du:idx

X
2
dv=xdx —> v="
2
2 2 2 2
£ - %/nx—f%dx=x7lnx—x7+k=%<lnx—l)+k

- L(_1 L . _1
f(l)_2( 2)+k— 4+/e—0—>k—

fx) = %2<lnx—%)+%

(4 B x2< 1) 1 _x2< 1) 1
f(x)—ff(x)dx - flx) = f[7 lnx—i o dx-fT an_f dai+zx
Integramos por partes: !
u=<lnx—i) — du="Ldx
2 x
2 3
dZ/:x?&ix % V=—
3 2 3
_ X )X g X 1) x
I= c (/nx 2) J-G dx c (lnx 2) 18+k
Por tanto:
3
_X _d)ox 1
fx)= c (lnx 2) 18+4x+k
_"_3 5_3 £ _‘5'_3 £ - - ‘5'_3
O qgrgtheag gty 2 kg
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Calcula la expresién de una funcién f(x) tal que:
f@=xe"y fO) =5
PO W APT e
f(x)—Jxe dx = 3 2x e dx = 7 +k
-1, 1 -
f(0) = 3 +k >~ k=1
Por tanto: f(x) = —% e_xz +1

De una funcién y = f(x), x> -1, sabemos que tiene por derivada y'= IL’ donde 4 esuna
+x

constante.

Determina la funcién si, ademds, sabemos que £(0) =1 y f(1) =-1.

y=flfx dx = f()=aln(l+x)+k (x>-1)
f0)=1 - aln(1+0)+k=1 — k=1

- - -1 - =2
f)=-1 > aln2+k=-1 > aln2=-1-1 > a 73

Por tanto, f(x) = %ln(l+x)+1, x>—1.
n

Dada la funcién f: R — R definida por f(x) = In(1 + x?), halla la primitiva de f cuya grifica

pasa por el origen de coordenadas.
fln (1+x7) dx

Integramos por partes:

u=ln(1+x*) - du:%afx
1+x

dv=dx = v=x

2
fln(1+xz)dxlen(1+x2)—f%dx=xln(l+x2)—2j.<l— 1 )dx=
+X

1+x°

=xin(1+x%)—2(x—arctgx) + k
F)=xln(1+x?%—2x+2arctgx+k
Debe pasar por (0,0) — F(0)=0
F0)=0-2-0+0+k=0 — k=0
Ast, F(x)=xin(1+x%) —2x+2arctgx.

Calcula el valor del pardimetro 2 para que una primitiva de la funcién:

J‘(m\c2 +xcosx+ 1) dx
pase por (T, —1).

3
I= f(ax2+xcoxx+1)dx=f(ax2+l)oix+fxcoxxdx= ﬂ+x+fxcosxdx

3 7
Calculamos 7; por partes: 1

{u=x — du=dx

dv=cos x dx — v=senx

I, = x:enx—fsenxdx=x5€nx+co:x+k
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F(x) = %+x+xsmx+cosx
Como pasa por (T, —1):

3
Fm=-1—> %+n+wn/n+cosn=—l

3 3 _ _
A i p—1=-1 — 4 =—7tﬁa=—37t=—3
3 3 TCS 7_1:2
_ 3
Asi, F(x):—2~%+x+xsenx+cosx=—x—2+x+xsenx+cosx
T i

40 Halla [e%(x2+ bx+ o) dx en funcién de los parémetros 4, b y c.
I= e (2w bev ) d
Integramos por partes:
u=x"+bx+c = du=Q2x+b)dx
dv=edx — vzéeﬂx
Asi:

I= Le‘m(x2+bx+c)—LJ‘eﬂx(2x+b) dx
1
Volvemos a integrar por partes:

u=2x+b — du=2dx

dv =e™ dx — vzéeﬂx
]=Leﬂx(x2+bx+c)—ill=Leax(x2+bx+c)—LIieax(2x+/9)—— eﬂx2afx]=
a a a ala a

= Le”x(xz+bx+c)—%e“x(2x+b)+%eﬂx+k
a a a
41 Encuentra la funcién derivable f: [-1,1] — IR que cumple f(1) =-1 vy tal que:

x2-2x si -1sx<0

CE {ex_l

si 0<x<1
e Si x=0:
[ 62 =29 de si —15x<0
(x) = "(x) dx
! ff <f(e"—1)dx si 0<sx<1
X2 G
F =13 x“+k si —1<x<0

f—x+c si 0<x<l
* Hallamos 4 y ¢ teniendo en cuenta que f(1) =—1 y que f(x) hade ser continuaen x=0.
f)=-1 > e-1l+c=-1 = c=—¢
o po

k=1-
lim fx)=1-e¢ ¢
x— 0"

x—3—x2+1—e si —1<x<0
Por tanto: f(x) = | 3 -
eF—x—e si 0sx<1
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42 De una funcién derivable se sabe que pasa por el punto 4 (-1, -4) y que su derivada es:
, 2—x si x<1
f'@ = {llx si x>1
a) Halla la expresion de f(x).
b) Obtén la ecuacién de la recta tangente a f(x) en x=2.

a) Si x= 1:

Inx+c si x>1

2
£ = {Zx—xz+k si x<1

Hallamos 4 y ¢ teniendo en cuenta que f(~1) =—4 y que f(x) hade ser continuaen x=1:

S R __3
f(=1) = 2+k-4—>k S

lim f(x)= _%=o

-1
X c=0

lim f(x)=c
x—17

(YISY

nx si x>1

2
X 3
Por tanto: f(x) = {2"— 5 75 S x<l1

b)f2) =2 f(2) = %

La ecuacién de la recta tangente serd: y = /n2+ % (x—2)

43 Halla una primitiva F (x) de la funcién f(x) = 3x%2 — 6x tal que F(x) tenga un minimo en el
punto (2, 0).

Determina los demds puntos singulares de F (x).

F(x) = f(3x2 —6xX)dx=x 3>+ k

La funcién pasa por el punto (2, 0) por ser un minimo.

FQ2)=0 > —4+k=0 > k=4

Asi: F(x) =x—3x%+ 4

Calculamos los demds puntos singulares:

F'(%) = f(x) = 3x> — 6x

F'(x)=0 = 3x2—6x=0 = x=0, x=2

F'(x)=6x-6

F"(0)<0 — x=0, y=4 — El punto (0, 4) es un méximo relativo.

F"(2) >0 — Efectivamente, el punto (2, 0) es un minimo relativo.
44 Hallala funcién f(x) dela que conocemos f"'(x) = e*, f'(1)=0 y f£(0) = 1.
Fr6) =¥ = f0= [ de=aey
F()=0=el4e, = ;=
F@=e—e = 9= [~ de=c —sercs

fO0)=1=¢"-0e+c, > ¢,=0
fx) =e*—xe
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45 Halla una primitiva F (x) dela funcién f(x) = 2x tal que F(x) <0 en el intervalo [-2, 2].
F() = [2xde=sxrk
x?+ k<0 en[-2,2]
Debe ser # < —4; por ejemplo, la funcién F(x) = x> — 4 es menor o igual que 0 en [-2, 2].

Representamos x2 y x2 — 4:

46 Halla f(x) sabiendo que:
[ ) = cos i, flen) =0y f(0)=1

f(x)—ff"(x)dx fcos—dx 2flcos—dx ZSen—+k

fx) = 25@n%+k; como f'2m) =0 — 2sen%+k=0 — k=0
f(x)=ff'(x)d?C=sten%dx=2-2flsen—dx 4( cos%>+/e'

fx) = —4cos%+k'; como f(0)=1 — f(0)=—4cos0+k'=1 > —4+k'=1 > k'=5

Por tanto, la funcién que buscamos es f(x) = —4cos % +5

4'7 a) Halla la familia de curvas en las que la pendiente de las rectas tangentes a dichas curvas en
cualquiera de sus puntos viene dada por la funcién:

fo) = 2

b) Determina cudl es la curva de esta familia que pasa por el punto A4 <— i, i)

2’ 4)
a) La pendiente de la recta tangente a la curva en uno de sus puntos viene dada por la derivada de la
curva en ese punto.

x—2
2x+4

Por tanto, m = F'(x) =

[ x=2
Buscamos F (x) = f2x+ % dx .

2 (1 4 Npily a2 gex
F(x)_f2 =2 s f(z 2x+4)dx Vo2 [S 2 dee® oimfperdok

b) Debe ser:
S5\.3 _, 52 _5 3 55 3
F<—2>-4 - 3 2/71‘2( 2>+4 +k-4 - e —2lnl+k= 4

— k= =2 > Flx)= ——2ln|2x+4|+2

3.2
474
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48 Calculala funcién f(x) sabiendo que f"'(x) = x, que la grifica de f pasa por el punto P(1, 1)

y que la tangente en P es paralela a la recta de ecuacién:

3x+3y-1=0

F@=[Frede > f@= fede=2 ok

£ = [£6de - f(%z+/e>dx=%%3+/ex+/e’
fpasapor P(1,1) — f(1)=1 — Liksk'=1 (1)

6
La pendiente de la recta tangente en P es m = —1; por ello:
F(1)=-1 - %+/€=—1 2)

De las igualdades (1) y (2) obtenemos los valores de %4 y £":

ol 3 ol p 1,37
k= —l-S=mZs kel —kalo v =2

x3

Por tanto, la funcién que buscamos es: f(x) = C

347
2x+3

49 Halla la funcién F (x) tal que F(0) =2 y que sea primitiva de la funcién siguiente:

f)=—2
. e +1
F(x)=f E emln(F )4k
&+l
FO)=2 = In2+k=2 — k=2—In2
Por tanto:

Fx)=ln(*+1)+2-In2

50 Halla la ecuacién de una curva y = f(x) sabiendo que pasa por el punto P(1, 1) y que la pen-
diente de la recta tangente en un punto cualquiera es 3x + 1.

Como la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera es 3x + 1, se cumple que:

f'(x)=3x+1

6= [Grernde- 3k

Por otra parte:

_ 3 _ -_3
f)=1—- 2+1+/e 1 > & 3

Por tanto: 5
X .3
fx) = xS
51 Dadas las funciones:
x) =12x° —8x“ +9x—5 x) =06x“—7x+2
(x) 3 2 g(®) = 6x2
halla la funcién H(x) = ;‘((;;-)) dx que cumple la igualdad H(1) = 1.
3 2
H(x) = lex —28x +9x =5 dx:f(2x+1+#)dx:f(2x+l)dx+f#dx=
6x" —=T7x+2 6x“ —7x+2 6x" —=7x+2

=x2tx+ln|6x2—Tx+2|+k
H(1)=1 > 2+k=1 — k=-1
Por tanto:

Hx) =x?+x+n|6x?—7x+2|-1
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1
52 Calcula fm dx.

* Utiliza la igualdad sen’x +cos?x = 1.

2 2 2 2
1 _fsen X +cos” x _f sen” x f cos” x _
f 2 7 dx= 2 5 dx= 2 5 dx+ 2 dx =

sen x-cos x sen x-cos X sen x-cos x sen X-COSZX

=f 12 dx+f 12 dx =tgx—cotgx+ k

cos X sen x

53 Resuelve:

2
a) X dx b) | V81 —25x2 dx
)fv1—9x6 )f

*a) Haz t=3x3. b) Haz x = %sen t.

a) Hacemos #=3x3 — dr=9x%dx — %dt=x25ix

2
X e =L 1 -1 bl 3.k
f 9fm A 9arcsent+ 9arcsen3x +

1—9x6
9 _9 _ Sx
Ssent%dx-scostdt <t-¢zrcsen 9>

2
f«/81—25x24x=f\/81—25 (%wnt) %costdt=f«/81—81:en2t%costdt=

%f«/l—sen%co:tdt=%[wsztdt:%[;hrcz‘”% dt =

b) Hacemos x =

81,81 81, 5v, 81 5x
= 10t+20 sen 2t + k 10 arc sen 5 *30 sen<2arc:m 5 >+k
54 Calcula:
2 [11-x| de b) [+ |x]) d 9 [l2x-1] de
2x _ _ | x|
@ [ 4| de O [lx-2| xd D) [el
a) f|1—x|dx

! 1-x six<l
[l =x|= “1+x si x21

2
x—x?+/e si x<1

fx) = f|l—x|dx=

—X + x? +c si x2>1
En x =1, lafuncién ha de ser continua.
lim fx) =Lk
x—1" f( ) 2

Lo Lo 5 o4k
, 1 2 2
lzm+f(x)=—5+c

x—1
Por tanto:
x—%+k si x<1
f|l—x|dx= 2

—x+x7+1+/e si x>1
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b) 3+ |x]) ds
3—x si x<0

3+|X|:{3+x si x>0

2
3x—x7+k si x<0
fx) = f(3+|x|)dx= 5

3x+X—4¢ si x20

En x =0, lafuncién ha de ser continua.

lim  f(x)=k

x—0

lim f(x)=c
x— 0"

c=Fk

Por tanto:
2
3x—x7+k si x<0
[+l e - )
3x+X 4k six20
9 f|2x—l|dx
1 2x+1 si x<1/2
22 =1=150 1 s xs102
o rx+kb s x<%
£ = [le—1de=y 2
X" —x+Cc Sl xX2=—
2
f(x) ha de ser continua en x = %
i =L
x—)l(1m/2)_f(X) 4+ 1
—tk=——tc > c==+k
lim f(x):—i+c 4 4
x—(1/2)* 4
Por tanto:
P rx+k si x<%
f|2x—l|dx= 5 ) 1
X —x+?+/e si x27

2x
O] 54|
Expresamos f(x) por intervalos.

2X 4.0 > x=6

3
_2x 4 si x<6

‘ﬁ—qu: 23
3 7’6—4 si x26

Hallamos las primitivas por tramos:

f<_ﬂ+4>4x=_x_2+4x+k
3 3 !

[(Z2 - d)de=
3 ) 2
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Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 6.

62
F(6)= ?—46+k2=—12+k2

2
lim (—%+4x+k1)=12+/61

x =6
X 2
lim (x——4x+k2)=—12+k2
x—6"

Por tanto:

2
X i hx+ k si x<6
g-da- |
%—4x+24+k si x26
e) f|x—2|xdx

%+ 2% si x<2
|x—2x=1 3 ]
x“=2x six=22

Hallamos las primitivas por tramos:

3
f(—x2+2x)dx=—x7+x2+/e1

3
f(x2—2x)dx=%—x2+/e2

3

— Xy xP ek i x<2
F(x) = f|x—2|xaﬁx= 33
x

X ik si x2>2
3 2
Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 2.

3
F(2):27—4+k2:—%+k2

3
lim <—x—+x2+k1>=4+/e1
x— 27 3 3 4 4
/@ZF(‘X) 4 g'f’kl— +k2%k2——+kl
lim (——x2+k2)- = +ky
kx—>2+
Por tanto:
3
X ik si x<2
f|x—2|xdx= 33
x?—x2+—+k si x=22

f) felxl e

e six20

1k si x<0
fe|x|dx={ € +RrR SL X<

€ +ky s x20

.
ol _ {e si x<0
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Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 0.

FO)=1+k
lim (—e +k)==1+k,
x—>0"
x>0 lim (" +ky))=1+k,
x =0
Por tanto:

e —2+k si x20

fe"ddx: {—e_ +k si x<0

55 Determina una funcién f(x) que verifique la ecuacién siguiente:

23 f'(x) +x2+2x=3

2
L) +x?r+2x=3 5 22 F0)=3-x2-2x > f(») = 3_3;—3_2x - f(x) = %—%—%

f(x) = J(%—%—%)dx=3f%—2f%—f%:—2i+%—lnx+k

2
x
56 De una funcién derivable f:[R — R se sabe que pasa por el punto (-1, 0) y que su derivada es:

, —e* si <0
f(x)'{-l si x20

a) Halla la expresién de f(x).

b) Obtén la ecuacién de la recta tangente en x = 1.

e +k si x<0

)£ = [ £ d {

Como la funcién es derivable, debe ser continua en x = 0.

f(0) = &,

—x+ky six20

lim (=™ +ky)=1+k
lim F(1" " S Laky =k
x>0 lim (—x+ky) =k,

x—0*

Por tanto:

f(x)={

Como pasa por el punto (-1,0) = f(-1)=0 = ¢+4,=0 = k=—¢

e+ k si x<0
—x+1l+k si x20

La expresién de la funcién buscada es:

f(x)z{—x+l—e si x20
b)x=1, f(1)=—e, f'(1)=-1

La ecuacién de la recta tangente es: y=—¢— (x— 1).

er—e si <0

57 Determina una funcién f: IR — IR sabiendo que la derivada segunda es constante e igual
a 3 y que la ecuacién de la recta tangente en el punto de absicsa x =1, es 5x —y -3 = 0.

Fr6=3 = £ = [3de=3xsk,
Recta tangente en x = 1:

F=5

y=5x%-3 = {f(1)=2



Unidad 11. Célculo de primitivas VNANNSACHILLERATO)

Matematicas |l

f'1)=5 > 3+k=5—> k=2
Luego:
f'x)=3x+2

£ = [Grr2)de- 352 F 24k

fy=2 - %+2+/€2=2 N /e2=—%

La funcién es:

f()— +2x—%

58 Calcula una primitiva de la funcién f(x) = 1/x que no tome ningtin valor positivo en el intervalo
(1, e].

F(x) = fidx=/n|x|+k
x
Queremos que /n |x| + k<0 cuando x€ [1, ].
Como F(x) es creciente en dicho intervalo por ser su primera derivada positiva, basta que:

me+ k<0 = k<-1

Por tanto, cualquier valor de 4 que satisfaga la condicién anterior da lugar a una primitiva que re-
suelve el problema. Por ejemplo, F(x) = /n |x| - 1.

59 Resuelve las siguientes integrales:

x+3 dx
a)fmd” D) e

9 [ (1+3) de d) [ e

a) Para eliminar la raiz hacemos x + 2 = #2 — dx=2tdr (x=1>-2)

x+3 “+1 (x+2)
fwdx f 2t di = f(zr+2)dt_ s N N

b) Para eliminar la rafz hacemos x = 2 — dx = 2rdt

dx | 2tdt ) dt

= =2arctet+k=2arct k
(x+1) Yx (F+1)t 241 S retg b

¢) Para eliminar la raiz hacemos x = £° — dx = 62> dt

f&aﬁ@) dx:ﬂ?(u%/(ﬁ)z) 6 dtzft3(1+t4)6t5 dr =

B 12 63, 28 6B
G )dt—— A
22 6B
T3 13

d) Para eliminar la rafz hacemos x+ 1 =22 — dx=2tdr (x=1*—1)

fxz «/x+1dx:f(tz—1)2t-2tdt:2ft2(t2—1)2dt:2f(t6—2t4+t2)dt:

_ 27,‘7_4?):5+2Tt3+k: 2 (X7+1)7 3 4«/(96;1)5 . 2«/(36;1)3 “h
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60 a) Para resolver la siguiente integral, multiplica numerador y denominador por cos x y haz
después un cambio de variable:

f dx
cos X
b) Utiliza el procedimiento anterior para resolver las integrales siguientes:
f dx dx
cos? x sen x
f _ [cosx dx _ [_cosx dx
cos x cos® x —sen® x

Hacemos u =sen x — du = cos x dx

cosx D1 (du 1 ( du _ 1 1 _ _
fl dx = f 5 du = +2f1_u-2ln|l+u| 2ln|1 ul+ k=

sen’ x 2 1+u

= %ln|l+xmx|—%ln|l—senx|+k
(*) Se ha resuelto descomponiendo en fracciones simples.

b)f dx fcosxdx f cos x dx

cos® x cos' x (1—sen® x)?

Hacemos u =senx — du = cos x dx

f cos xdx du  _ f du ©)
(l—xenzx)2 (1- 2)2 (1+u)2(1—u)2

_ 1 du 1 du f _
47 1+u 47 (1442 4 l—u T (1- u)2

%ln|l+u|— 1 1ln|l ul +

4(1+u) 4(1 74)

1

1 1
4(1— sen x) +k

4(1+senx) 4

L/n|l+smx|— In|1— sen x|+

4

(*) Se ha resuelto descomponiendo en fracciones simples.

f 3 senxdx fsenxdx
senx

S€7l X cos X

Hacemos u =cosx — du=—senxdx — —du = sen x dx

I= fsenxdx fd” (;)—%/n|l+u|+%ln|l—u|+/€-——ln(1+cosx)+ In(1—cos x)+k

cos X

(*) Esta integral estd resuelta en el primer apartado.

61 Sean a4 y b dos nimeros reales cualesquiera. Calcula la siguiente integral indefinida. Ten en
cuenta los casos 2=0 o 5 =0.
f cos x
(@ + bsen x)2
Si =0y b=0 el problema no tiene sentido. Por tanto, al menos uno de ellos debe ser no nulo.

Si =0 = a=0:

J‘COSZX dx = Senzx + b
a a

Si b=0:

cos x beosx 4.1 1 __ 1
J‘(¢z+bsenx)2 J‘(a+bsenx)2 ) ba+bsenx+/€ b(ﬂ+55€”x)+k

yaque Dla+ bsenx] = b cos x.
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62 Dada f(x) = sen x— sen x, halla:
a) Su integral indefinida.

b) La primitiva que pase por el punto (%, l).
3
a) f(sen x — sen’ x) dx = f(l — sen’ x) sen x dx = fcosz X - sen x dx = —fcosz x (—sen x) dx = —% +k
3
b) Sea F(x) = —£% X,/ la primitiva buscada.
. cos® &
(gl gk
Pasa por: 3,1 - F 3 =1 = +,é'-1—>/e-24
2
Luego: F(x) = _Los X 25

3 24

63 Calcula f(x) sabiendo que su derivada f'(x) = 3 — 2sen x corta a la bisectriz del primer cua-
drante en el punto x = T.

fx) = J(S—Zsenx)dx=3x+2cosx+k

Corta a la bisectriz del primer cuadrante en el punto x =T — pasa por (T, 7).
fM=n = 3n+2cosT+k=1 = k=2-21

La funcién es: f(x) = 3x + 2cos x + 2 — 2T

64 Calcula la siguiente primitiva, en la que suponemos que « = 1:

f dx
¥ —(a+D)x+a

El polinomio P(x) = x?> — (2 + 1)x + a tiene raices x=1 y x=a, yaque P(1) = P(a) = 0. Vamos
a distinguir dos casos:

e 221 — Las raices reales son distintas:

_ dx _ dx
I= fxz—(az+1)x+a_f(X—1)(x‘ﬂ)

Descomponemos en fracciones simples:

(x—l)l(x—a) ) xill * xl_ga = 1= Al =g Ble=l)

x=1 > 1=A(l-a) —» A= 1L
l1-a

x=a > 1=B@-1) - B= 1

a-1
[: 1 dx + 1 dx 1

l-ax-1 a-1 x—ﬂ:l—ﬂln|x_1|+

1
a—1

In|x —a|+k

¢ 2=1 — Tiene una raiz doble:

dx dx 1
I= = =— +k
fx2—2x+1 (x=1)? x -1

65 Determina una funcién f(x) dela que sabemos que f''(x) =—senx y quelarecta x+ y—2-1m=0
es tangente a su grifica en el punto de abscisa x = 7.

fl(m)=-1
f(m)=2

_)/=—.X’+2+TE eslarectatangenteen xX=T — {

f'(x) = f(—sen x) dx = cos x + k|

f'(TC)=—1 - fOSTC‘Fkl:—]. - k1=0
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Luego: f'(x) = cos x

fx) = fco:xdx=:enx+k2
fM=2 > senT+hky=2 — ky=2

Por tanto: f(x) = sen x + 2

66 Calcula J‘3x |« —2|dx.

Bx? +6x si x<2
3x|x-2] = {3x2—6x si x>2

Hallamos las primitivas por tramos.
f(—3x2 +6x) dx = —x> +3x% + ky f(3x2 —6x)dx=x>—3x7 + ky

0+ 357+ kst x<2
X =3x"+ky si x22

F(x)=f3x|x_2|afx={

Como la primitiva es derivable, debe ser continua en x = 2.

F(2)=—4+k2
Zz'mz_(—x3+3x2+k1)=4+/e1
X =
lim F(x)= —> 4d+bi=—4d+k, —> b=8+F
=2 lim (=3 + k) <=4+ by : 2o :
x—

Por tanto:

3 2 .
" +3x“+k  si x<2
3x|x—2|de= 13 "
fx|x | {x3—3x2+8+/e si x>2

6'7 De una funcién continua f(x) sabemos que tiene un minimo en (-1, —2) y que su derivada es:
2x+2 si x<1

CE { )
a) Halla la expresién analitica de f(x).

si x>1

b) Escribe la ecuacién de la recta tangente en x = 1.
a) Integrando por tramos obtenemos que:

P+ 2tk si x<l

f) = 4x + ky

si x>1

Como la funcién es continuaen IR, loesen x=1.
F) =34k
lz’ml_(x2+2x+k1)=3+k1
X —>
I = 3+ki=d+b = b==1+F
xz)nlf(x) lim (4x +ky))=4+k, T T ? o

x—1"

Por tanto:

P+ 2x 4k si x<1

ok {4x—l+k si x>1

Como tiene un minimo en (—1, —2), pasa por ese punto.
f1)=-2 - -1+k=-2 = k=-1
La expresion final de la funcién es:

¥ +2x—1 si x<1

f(x):{4x—2 si x>1
b)x=1, f(1)=2, f'(1) =4 — Larectatangentees: y=2 + 4(x— 1)
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Cuestiones tedricas

68 Prueba que si F (x) es una primitiva de f(x) y C un nimero real cualquiera, la funcién
F (x) + C es también una primitiva de f(x).
F(x) primitivade f(x) & F'(x) =f(x)
(Fix) + C)'=F'(x) =f(x) = F(x) + C es primitiva de f(x).

69 Representa tres primitivas de las siguientes funciones f:

D ; b)

) flx)=2 = Flx)=2x++k

F F
Por ejemplo: ) £
Fl(x) =2x
Fyx)=2x+1 /1
Fi(x) =2x—1 / 12 3
cuyas grificas son: /1

b) f(x) = 2x — F(x) =x%+k

Por ejemplo: 3
Fi(x) = x? 6

Fy(x) =x?+ 1 Z
F3(X) = x2 -1 3

2

1

cuyas graficas son:

IS
|
(SN
|
N
|
L

A1 2 3 4

70 En una integral hacemos el cambio # = zgx. ;Cudl es la expresién de dx en funcién de #?

dt
2

1+2

t=tgx = dt=1+1g°x)dx = dt=1+1)dx — dx=

D S M
71 Comprueba que f P dx =In|secx + tgx| + k.

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = /n |secx + tgx| + b es f'(x) = LS
o5 x
Derivamos f(x) = /n Lrsenx | p.
cos x
cos® x + sen x(1 + sen x) cos® x + sen x + sen? x
() = cos® x _ cos x _ 1+ sen x __1
1+ sen x 1+ sen x (1+senx)cos x  cosx

cos X
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72 Calcula f(x) sabiendo que ff (x) dx = In |tg x| + k.

Debemos suponer que x = k% con k€ Z para que tenga sentido la funcién y se pueda evaluar la
tangente.
: ' 1+ tg2 x
*Si tgx>0 = f'(x)=D[ln(tgx) + k] = p
g x

—l—tgzx ~ 1+tg2x

*Sitgx<0 = f'(x) =Dln(-1gx) + k] = e oy

2
73 Las integrales M dx (tg° x +tg’ x) dx, ;son del tipo x)" f'(x) dx? En caso
g 1+ xz y ¢ p

afirmativo, identifica, en cada una de ellas, f(x), # y f'(x).

Ambas son del tipo f f)" f(x) dx.

. (arc tg x) 2

dx:f(ﬂrctgx)z- L

1+x2 1+x2

f) =arctgx; n=2; f'(x) = 1 .

1+x

. f(tg3x+tg5x)dx=ftgﬁx(l+tg2x)dx
F) =tgx; n=3; f)=1+1g%x

74 Sin utilizar el cdlculo de derivadas, prueba que:

F(x)=11 y G(x) = —x44

+at 1+x

son dos primitivas de una misma funcién.

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcidn, su diferencia es una constante. Vedmoslo:

F(X)—G(X)z 1 4_( —x4 ): 1+x4:1

1+x T+x% 1+ x4

Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcidn.

] |« —1|3
75 Calcula f(x) sabiendo que ﬁf‘(x) dx=In (122 +k.
B e lx—1]° N
F(x) = ff(x) dx = | )

Sabemos que F'(x) = f(x).
Por tanto, calculamos la derivada de F(x).
Aplicamos las propiedades de los logaritmos antes de derivar:

Fx)=3n|x—1|-2ln(x+2)+c

' 3 2 3(x+2)-2(x-1) x+8
F'(x) = - = =
x—=1 x+2 X rx—2 X rx—2
Por tanto, f(x) = 296;8
X +x—2
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76 Sean fy g dosfunciones continuas y derivables que se diferencian en una constante. ;Podemos
asegurar que [y g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:
f)=2x+1 > Fx)=x>+x+k
g)=2x+2 — G(x)=x2+2x+c
f(x) y g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues f(x) = g(x) — 1).

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x), respectivamente, son distintas, cualesquiera que sean los
valoresde £y c.

77 ;Cuiles de los siguientes apartados representan la grifica de una funcién f(x) y la de una de sus
primitivas F (x)?

a) Y //X b) /i/X 9) \Yl/
/ 7 Vi ||

a) Las funciones representadas son:

Zat

y=3 e y=3x-06, que cumplen: Jde=3x+/e

Por tanto, f(x) =3, y F(x) =3x—06 esuna primitiva de f.

b) Las funciones son:
y=-ley=x+1 > f—ldx:—x+k

No corresponden a una funcién y su primitiva.

¢) Las funciones son:
y=x?-1¢ey=2x > f2x4x=x2+k

Por tanto, f(x) = 2x, y una de sus primitivas es F(x) = x> — 1.

d) Las funciones son:
y==x2-l+dey=-2¢+1 > | 2x+lde=—x ix+k

No corresponden a una funcién y su primitiva.

78 Si [f() de=F() y [g() dx= G(x), halla en fancién de F(x) yde G():

2 [1£6) - g] b) [~ L [5g()+ 4 (9] e

9 [f@x-1) de d) [[5-g() d

o fg(x;3>dx D [1Bf(5x-1) - 6g(2—3x)] de

9 [G' gt ds W [ L0 as

a) f[f(x) ~g()] dx = F(x) - G(x) b) f—% [5g()+ 4f (x)] dx = —% [5G () + 4F (x)]

9 [ree-nde- L{poe-n2de-LFe1) &) [15- g0 de= 50— G
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O fel=32 )= 2fe(52) yas-aa(=32)
f) fo(Sx— 1) — 6¢(2 — 3x)] dx = 3ff(5x—l)dx—6fg(2—3x)dx=

_ %ff(Sx—1)54x+2fg(2—3x)(—3)d%=%F(Sx—1)+2G(2—3x)

oy : g@)* (G’
g) fG (x)g(x)dx:fg(x)g (x) dx = 3 +h= 3 +k

fe ,  (f, i
h) F'(x)dx_ e dx=n|f)|+k=hn|F'(x)|+k
79 ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.

a) Una funcidén logaritmica puede ser una primitiva de una funcién racional.

b) [£() - g de= [£o) - o)

¢©) Las primitivas de una funcién racional irreducible cuyo denominador es de primer grado son
un polinomio mds un logaritmo neperiano.

a) Verdadero. Por ejemplo, la funcién logaritmica F(x) = /n (x> + 1) es una primitiva de la funcién
2x

41

b) Falso. Tomemos f(x) = g(x) = x.

racional f(x) =

[£69- gt de= [ o=k

ff(x)dx-Jg(x)dx=fxdx~fxdx=x72.x72+/e=x74+/€

Ambos resultados son claramente distintos.

p)
X

¢) Verdadero. Serd de la forma y podemos reescribirlo como ¢g(x) + L3 que tiene como inte-
x

gral un polinomio mds un logaritmo neperiano.

80 Al aplicar el método de integraciéon por partes para calcular J- f &) cos x dx, donde f es una

funcidn derivable, se obtiene:
ff(x)cosxdx‘:f(x)senx—f%senxdx

Encuentra la expresién analitica de f(x) si sabemos que pasa por el punto (1, 2).

Del enunciado del problema se deduce que el método de integracién por partes se ha usando de la
siguiente forma:

u=flx) — du=%dx

dv=cos x dx — v=senx

Por tanto:
N I
f(x) = fx dx =In|x|+ k

Por otra parte:

f)=2 — k=2
La funcién es:
fx) =In|x|+2
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81 Comprueba que las funciones:
P y G =-aers(])

son primitivas de una misma funcién f(x).
a) ;Son iguales las funciones F y G?
b) ;Se cortan sus graificas?

Para comprobarlo, calculamos sus derivadas.

Fllx) = —1

1+x

2

G'(x)= -

+.<_L): R N
NIRRT
x
a) Ambas funciones no son iguales, porque ni siquiera tienen el mismo dominio de definicién.
Concretamente, F(0) =arctg0=0 y G(0) no existe.

b) En el dominio de definicién de ambas funciones no pueden cortarse. Como no son iguales y son
primitivas de una misma funcién, difieren en constantes no nulas en cada uno de los intervalos
(_°°> 0) y (0> +°°)-
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Para profundizar
82 Calcula las siguientes integrales trigonométricas mediante un cambio de variable:

a) fsen2 x cos® x dx b) J‘sfen3 x cos? dx

c) fcoss x dx d) fcos3 x sen x dx

a) Hacemos u =sen x — du = cos x dx

fsenzx-cos3xdx: xen2x-coszx-co:xafxzfuz(l—uz)duz

3 5 3 5
wo_ U Senx _ sen” X

3 5 3 5

b) Hacemos u = cos x — du = —sen x dx

fsm3 x - cos x dx = — | sen® x - cos® x(=sen x) dx = —f(l — ) u’ du-=

3 5 3 5
oW U COSTX | COSX

3 5 3 5

c¢) Hacemos u = sen x — du = cos x dx

fcosS X dx = f(co.v2 x) 2 cos x dx = f(l — ) du-= f(l —2u’ s u4) du =

3 5 3 5
= u—%+%+k=senx— 256’; Xy sens ay
d) /= fcos3x-smsxdx:fcoszx«smzx-cosx-senxdx=f1+£552x- 1—6‘205296_567122)6 dx =

= % f(l — cos? 2x) sen 2x dx

Hacemos u = cos 2x — du=-2sen2xdx — — % = sen 2x dx

__Lf _ 2 __u u_3 __cos2x cos° 2x
I= TG (1—u")du= 16+48+/e— e + 3 +k
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83 Calcula:
a) fsenz x cos? x dx b) fsenG x dx

* Recuerda: 1 + cos 2x = 2cos® x y 1—cos2x= 2sen? x.

a) Jsenzx-coszxdx=f1_62052x- l+css2x afx:%f(l—coszbc)a{x=% sen” 2x dx (;)

_ 1 (1—cosdx ;. _ 1 [_ _x _ sendx
P e T [(RAP PR S L

(*) Sustituyendo en 1 — cos 2x = 2sen? x laletra x por 2x se obtiene 1 — cos 4x = 2sen? 2x.
3
b) /= fsenG x dx = f(senz %) dx = f(%) dx = %f(l — cos 2%)° dx =
= %f(l — 3cos 2x + 3cos” 2x — cos® 2x) dx = %fdx - %fco: 2x dx + %fcosz 2x dx — %fcoé 2x dx

Calculamos cada integral por separado:

f6052x4x=%+/e

2 (i)fl+cos4x _x , sendx
fcos 2x dx = I dx—2+—8 +k

(*) Sustituyendo en 1 + cos 2x = 2cos? x laletra x por 2x se obtiene 1 + cos 4x = 2cos? 2x.
I, = J'€053 2x dx = fcosz 2x -cos 2x dx = J.(l — sen’ 2x) cos 2x dx

Hacemos wu = sen 2x — du = 2cos 2x dx — % = cos 2x dx

3 3
I, = lf(l—uz)du=%—”—+/e=5m2x—Sm 2% b

T2 6 2 6
Ya podemos obtener el resultado final:
I= lx—ism2x+ix+ism4x—Lsm2x+Lsen32x+/e=
8 16 16 64 16 48
.o .1 3 1 .3
= 16x 4sen2x+64 xen4x+48 sen” 2x + k

84 Para resolver integrales del tipo f«jaz —b*x? dx se utiliza el cambio de variable x = % sent.

Calcula las integrales siguientes:

a) leoo-zstdx
b) f V25— 64a? d
o |v2-x?dx

d) fﬁ/1—96-25x24x

a) Hacemos x = 2sen t — dx = 2cos t dt

leoo —25x% dx = leoo —25(2sen ) 2cos t dt = leoo —100sen’t 2cos t dt =

20]«/1— sen’ t = ZOJ‘msz tdt= ZOJ‘% dt =10t +5sen 2t + k=

= 10 arc sen % + Ssen <2 arc sen %) +k
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b) Hacemos x = %sent — dx:%mstdt

2
fv25—64x2dx:f\/25—64<%sent) %mstdt:«/25—255€n2t%£05tdt=
_ 25 2 _25 2 _25 (1+cos2t 4, _
=3 f«/l sen“ tcost dt = 5 fcos tdt 5 f72 At

= —5t+—5xen2t+k= éarcsms—x+2—55m<2m’csm 5 )+/€

16 32 16 5 32

¢) Hacemos x= y2 sent — dx =42 cost dr
f\/Z—xzdx=«/2—(ﬁsent)2«/Ecostdt:f«/Z—benztﬁcostdt:

2 VI—senztcosta’t=2fcosztdtzZJ‘%dtzt+%xm2t+/e=

arc sen X + l sen (2517'6‘ sen L) +k

22 2

_ 3 _3
d) Hacemos x = 20 sent — dx = 20 cos t dt

f4/19—6—25x dx = \/ -25 —sent) —costa’t fﬁ———sen t—costa’t—

9 ) _ 9.2 _lfl+6052t B
30 mcostdt—go cos ta’t—go S dt =

_ 9 9
160 320
9 20x 9 20x
= 160 arc sen 3 + 320 5671(247’6‘56’71 3 ) k

85 Una ecuacién diferencial de primer orden es una ecuacion en la que, ademds de x e y, figura
también y'. Resolverla es buscar una funcién y = f(x) que la verifique:

Por ejemplo, resolvamos x y2 + y = 0:
y==xy* > %:—xy2 — dy=—xy*dx

Separamos las variables:

dy
— =—xdx > (—x) dx
y f f
1 x? 2
R Y =
y 2 ey x* -2k

Hay infinitas soluciones. Busca la que pasa por el punto (0, 2) y comprueba que la curva que
obtienes verifica la ecuacién propuesta.

* Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

-2 -2 5 4k =1
y_xz—zle_>2—2/€_> 4k=2 — k 3

2

w41

Por tanto, y =

¢ Comprobamos que verifica la ecuacién xy? + y'= 0:

2 )2_ e . 4 dx  _ dx dx
x4l x?+1)? W+1)? P2 (P (P eD)?

xy2+y'= x(
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86 Resuelve estas ecuaciones diferenciales de primer orden:
a)y'-x=0 b)y?y'-x2=1 0y —-xy=0
dy'Jx-y=0 e)y'e+1=e" )x2y'+y2+1=0

* En todas ellas, al despejar y' se obtiene en el segundo miembro el producto o el cociente de dos funciones,
cada una de ellas con una sola variable.

)y —-x=0
= X b _x dy = x dx dy = |x dk
V=D Ty T x> Jydy= e
22
L= wk o yoxt a2k o> yoxl 2k
b)y?y —x%=1

T Ay 145 2 2
Y= > === 5 ydy=(1+x")dx
s de 5

3 3
J‘yzdy=j(l+x2)dx SN AN SNy AN y3=3x+x3+3k - _y=3«/3x+x3+3k

3 3
0y -xy=0

y=xy > % xy — %—xdx - f—:fxdx

=2 vk = [y=e Dk 5y Dk
d)y'«/;—y=0

yrz%ﬁgzé_yly dx fdy fdx

Blyl= 25k o =k o s ik

ey ed+1=e"

y'= e =1 N d}’_ex—l

& dx P

ddy=("-1)dx — J‘eyd}/=J‘(€x—1)dx
=" —x+k = y=Ilnle" —x+k|

f)x2y'+y2+1=0
' yﬁﬂ—(”’)e b =1

- x* de P 1+y2 x*
f f—afx—)arctg—— k

1+}/
y=tg<;+/€>
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Resuelve las integrales siguientes:

1 f(cosx +1gx) dx

f(co:xn‘gx) dx = J-cosxdx+fsmx dx = sen x — In|cos x| + k

cos x
2 x

2, x _ 2 /3
J‘(x+4/_)dx 2Un x|+ 3/2 2[n|x|+ 2 3k

3 fx3«/2x2+ldx
fx3v2x2+1afx:%f4x(2x2+1)1/3dx:%(2x2+1)4/3-%:%3«/(2x2+1)4+k
a J‘ tgzx

L'0$ x

g x tg3x
dx = +k
J‘cwzx 3

5 f2“” * cos x dx

2S€ﬂ X

In2

J‘Zm * cos x dx =

+k, yaque Dl[sen x] = cos x.

6 fl sen (In x) dx
x

f% sen (In x) dx = —cos (In x) + k

Er=
- [
X"+ 4x - 21
Descomponemos en fracciones simples:
x2 4 4x—21 =O<z:_

x A B 3 _ _3 np_7
(x—3)(x+7)_x—3+x+7 — x=Ax+7)+B(x-3) > A= 0 B 0

j& fs/lod f7/1odx_ Inx - 3|+_1n|x+7|+/e

x+7

f -1
3x2 427

—1 1 1 1 1
dx:__fidxz——-—arct X k= —ﬂ?‘ft —+/e
f3x2+27 27 <£>2+1 73 : :

3
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9 Resuelve, por el método de sustitucién, la integral:

l+x dx
J‘1+«/;
1+x
I= | —% dx
1+«/;
Hacemos el cambio yx =t — x=1> — dx=2¢dt
2 3 1 3 2
[=f1” -tht:2ft+t dx(:)zf(tz—uz— 2 )dt:Zt——t—+2t—21n|t+l|
1+¢ 1+¢ t+1 3 2
(1) Dividimos (#3 + #) : (£ + 2) y expresamos de la forma:
w = cociente + resto
ivisor

Deshaciendo el cambio:

= %J?_x+4&_41n(&+1)+/e

10 Aplica la integracién por partes para calcular:
fcos (In x) dx
I= fcos (In x) dx

|cos (lnx)=0 — —% sen (In x) dx = du

dx=dv = x=v

I=xcos (Inx)+ Jsen (In x) dx
[ —

I
sen(lnx)=u — %cos(ln X) dx = du
dx=dv — x=v

I, = x sen (In x) fcos (In x) dx
I
x -cos (In x) + x - sen (In x) b

I=x-cos(lnx)+x-sen(lnx)—1 — I= 3

11 Dela funcién f(x), sesabe que:
f@=—3, f2)-0

(x+1)2 ’
a) Determina f.

b) Halla la primitiva de f cuya grifica pasa por (0, 1).

-1
a)f(x)=f 5 dx=3j(x+1)_zdx=m+/e= =3 .

(x +1)? -1 x+1

) = 2‘31 vk=-1+k — Como f(2)=0, -1 +k=0 — k=1
+

f(x)= -3 +1=x—2

x+1 x+1

b) g(x) = Jx—2 dx=f<1+ — )dx=x—3ln|x+l|+/e

x+1 x+1
20)=0-3m|0+1|+k=k — Como g(0)=1, k=1.

La primitiva de f que pasa por (0, 1) es g(x) =x—3/n|x+ 1| + 1.
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12 Calcula las siguientes integrales:

a)f sen 2x b)f 3x+2 dx

1+ cos? 2x x*—4x+6

a) Hacemos el cambio # = cos 2x — du = —2sen 2x dx — —%:sen 2x dx
_senx g1 ﬂz—larct w+h=—x arcigcos 2x + b
J‘1+60522x 20 1442 2 ¢ 2 ¢

b) Como el denominador no tiene raices reales:

I _ 3x+2 dx = fZ
x*—4x+6

(2x 4)+ 2
3J. ZX +8f 5
x —4x+6 4x+6 x“—4x+6

Calculamos la segunda integral:

[ hee [ dom[— L gl 1 g
x“—4x+6 x“—dx+4+2 (x—2)“+2 2 x—2 2 .
+
V2
= %im’ctg % 2 k- £arcz‘g ﬁz +k
J2
El resultado final es:
_3 2 x—2
I= 2[n(x 4x +6) +4y2 arc tg 7 +k
13 De una funcién derivable f(x) se sabe que f(3) = 26 y que su derivada es:
, 4x+3 si x<2
£ = {2x+7 si x>2
Halla la expresién de f(x).
Integramos por tramos:
2x% +3x+ by si x<2
£ = CrTx+ky, six>2
Como es derivable, tiene que ser continua y, en particular, lo serd en x = 2.
fQ2)=14+ &
lim (2x* +3x+ k)= 14+
x—> 27
lim_ f(x) — 14+k =18+k — by=—4+F
¥—2 lim (x*+7x+ky) =18+ k, : ? ? :
x— 2"

Luego:

2% +3x + k si x<2
P+ Tx—d+k si x>2

o]

Por otra parte:
f(3)=26 > 26+k=26 > k=0
La expresion de la funcién es:

257 + 3x si x<2

S0 = {x2+7x—4 si x>2
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14 Calcula f|x+2|dx.

5 —x—-2 sl x<-2
|x+2] = x+2 s x=2-2

2
— X x4k si x<2
F(x)=J|x—2|afx= 22

%+2x+/€2 si x>-2

Como es derivable, tiene que ser continua y, en particular, lo serd en x = -2.

F(-2)=2+k

2
I X _2 /e)=2 k
x_l)n;lz_< 2 X + 1 + 1

/Z’ﬂzF(X) %2+k1=—2+k2%k2=4+k1

2
lim (x——2x+k2>=—2+/e2

x— 2" 2
Por tanto:
2
—%—2x+/€ si x <=2
f|x—2|dx= 2

x?+2x+4+k si x>-2

15 Halla la curva en la que la pendiente de las rectas tangentes en cualquier punto viene dada por
la funcién:

f) = 1+ cos”® x

1+ cos 2x
Se sabe también que la curva pasa por el punto P(m, 0).
Llamemos F(x) ala curva en cuestién.

Entonces:

F(x) = 1+ cos® x fl+cos X g f

1+ cos 2x 2 cos x
S e [La B x

Como pasa por P se cumple que: F (1) =0 — tgzn +%+/e:0 - k:—%

e [0 g
2 cos” x

2 cos” x

6‘03 X

g x
g+

La funcién es: F (x) = 5 % - %

16 Determina una funcién f(x) dela que sabemos:

o f""(x) =2 * 7 esla tangente a f en el punto T.

(3)=2
La recta tangente en el punto 77(3, 2) tiene pendiente m =2 — U r

F3)=2
£ = [2de=200,
fB3)=2 > 6+k=2—> k=-4
F) = 25— 4
£ = [@x—dyde= — sk,

fB)=2 > B3+k=2 > k=5
La funcién es: f(x) =x%—4x+5
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1 Calcula los siguientes limites:

a) lim (L_L> b) lim <cotgx_l) o lim X=Senx () gy (x+e2)Vx
x—0 X x—0

x>l \x-1 Ix =0 [n(cos x)
_ 2
a) lim ( i >= lim bnx—x+1 I;I lim 7(1/)6) L I;I lim 7_1/‘)6 =—L
x=>1\x=1 Inx x>1 (x=1)Inx x—)ll x—1 x—1 1 1 2
nx + —— —+—
X X x
b) lim (cotgx—l> = lim (—wa —L) = i Xesx—senx By, —xsenx U
x—0 X x—=>0\senx x x—0 X sen x x—0 sen x + x cos x
1;1 lim =SEnX—Xcosx _

x>0 2cos x — X sen x

) _ H , 1_- H
Q) lim X=Senx T p, 1—cos x H lim —Senx_ _q
x=0 [n(cosx) x—0 —tgx x>0 ]

cos” x

d) Tomamos logaritmos:

) 1+26%

X 2x
lim [Lln(erer)} = lim ME lim X+e” 3
x=0 | x x—0 X x—0 1

Por tanto:  lim_(x + e2)V* = ¢3
x—0
& a) Dada la siguiente funcién:

3 +2x+b si x<1
f(x)={ax2—l si x>1
halla los pardmetros a y b para que sea derivable en todo R.
b) Represéntala.

a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas. Por tanto, para que sea de-
rivable en IR, solo es necesario comprobar su derivabilidad (y continuidad) en x = 1.

lim (x> +2x+b)=—1+2+b

x—>1"

lim_ f(x) = 5 — 1 +b=a-1 garantiza la continuidad ya que
x—1 lim (ax*—1)=a -1 )
x—1* lim f(x) =f(1)
x =1
2 . o
3x2 42 0> F(17)=-1
£ = 3x” + s%x< f,( ) _>¢=_l;b=_i
2a si x>0 > f'(17)=2a 2 2
—x3+2x—i si x<0

La funcién es f(x) = ]
(—E>x2—l si x>0

b) La primera parte es un polinomio de tercer grado que tiene una rama infinita cuando x — —co.

lim (—x3 +2x—i> = +o0
X —> —oo 2
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Puntos singulares:

w‘a

B3x2+2=0 > x= -1 x=

f\‘\f/\'f\ i

En x= —g hay un minimo relativo y en x = g hay un maximo relativo.

La segunda parte es un polinomio de segundo grado, con coeficiente principal negativo.

Y

3 Dada la funcién:
x2e* si x<0
a+xlnx si x>0

o-f

a) Halla el valor de @ para que f sea continua en IR.

b) Calcula f'(x) donde sea posible.
9 Halla | ‘i £(x) ds.

lz’n%) . (x* ) =0
I D L
) x Z—%f(x) lim (a+xlnx)=a
x =0

Tenemos que 2=0, yaque: lim (xlnx)= lim Inx H im Ux_ _ lim (—x) =0
x—0* x—=0* llx x50 _1/x2 x—>0*

Cuando @ =0 se cumple que /z'_7)no f(x) =f(0) ylafuncién es continua en x = 0. La continuidad
X

en los demds niimeros reales estd asegurada por la definicién de las dos ramas que la forman.

b)f()—{ (x2x+x) si x<0

+1 si x>0

No existe f'(0*), luego no es derivable en x = 0.
0 0 2 x
) flf(x)&ix:flx e* dx
G(x) = fxz ¢ dx
Integramos por partes:

u=x> = du=2xdx
dv=¢"dx = v=¢"
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G) =x2e*—2 |xe" dx=x" e =21
Volvemos a integrar por partes para calcular /:
u=x — du=dx
{dv=exdx - v=¢"

I= xexﬂzxex—fexafxzxex—ex
G(x) = x% ¥ = 2(xe* — ¢¥) = X(x> = 2x + 2)

fjf(x)dx=G(0)—G(—1)=2—%

4 a) Estudia el crecimiento de la siguiente funcién:
F@) =1 +2x+3x2 + 423

b) Demuestra que la ecuacién 1 + 2x + 3x2 + 4x3 = 0 tiene una tnica solucién real y localiza un
intervalo de longitud 1 que la contenga.

) Represéntala.
a) f'(x) = 2 + 6x + 12x2
Calculamos los puntos singulares:
f(®)=0 = 2+6x+12x2=0 — No tiene solucién
Como f"(x) >0 paracada x, la funcién es creciente en IR.
b) Consideremos la funcién en el intervalo [-1, 0]:
f(x) escontinuaen IR vy, en particular, en el intervalo anterior.
f(=1)==-2, f(0)=1

Por el teorema de Bolzano, existe un valor ¢ € (-1, 0) tal que f(c) = 0. Esta es la solucién real de la
ecuacion. Ademds, es la tnica posible debido a que la funcién es creciente en [R.

¢) La funcién corta al eje vertical en el punto (0, 1).

f"(x) = 6 + 24x
f'x)=0 > 6+24x=0 — x= —%
En x= —% hay un punto de inflexién porque pasa de convexa a céncava.

1 1 1V 1V s
X = _Z’ y= 1+2(—Z>+3<—Z> +4<—Z> =§

Teniendo en cuenta lo anterior, su grafica es:
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5 Estudia las asintotas y los mdximos y minimos de la funcién de ecuacién y = 2"27;3” Repre-
senta su grafica. €
¢ Asintotas:

No tiene asintota vertical.
Horizontal:
, 2x* — 3x , .
é}m === 0 — y=0 esasintota horizontal cuando x — +oo.
X +00o
e
, 2.96'2 — 3.96' + oo
lim = =+o0
X — —oo gx 0
. , . , 2x* — 3x , 2x—3
No tiene asintota oblicua: m = [lim ==—2% = [im =0
X — —oo ex X —> —o0 X
* Miéximos y minimos:
x=3, f3)=2
e

2
yle ZECATX=S g —2x2+7x—3=0<
¢ x=1 f(i)z—_l
> J\2)=
Estudiamos el signo de y"

y'<0 y'>0 y'<0

\é/3\

Miéximo (3, %) ~ (3; 0,45)
(4

Minimo (% 6—1_/12) ~ (0,5; -0,6)

* Representacion:

6 Considera la funcién f(x) = X .
= —1]
a) Determina sus asintotas y estudia la posicién de la curva con respecto a ellas.

b) Calcula sus extremos relativos.

©) Represéntala grificamente.

si x<1

2) £ = 1;2"

X —

si x>1

El dominio de definicién es IR — {1}.

 Asintotas verticales:

2
lim —%
x—1 |x_1|

= +o0 ya que es un cociente de nimeros positivos.

Larecta x=1 eslaasintota vertical.

¢ Asintotas horizontales no tiene.
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¢ Asintotas oblicuas:

2
Six>1, =x+1+ — Larecta y=x+1 eslaasintota oblicua cuando x — +co.
X — X —
flx)—x—-1= 1 > 0 — La funcién queda por encima de la asintota.
x —
Si x>1, lx— =—x—-1- 1 — Larecta y=-x—1 eslaasintota oblicua cuando x — —co.
f)+x+1=— 1 T> 0 — Lafuncién queda por encima de la asintota.
x J—
2
?167+)2§ si x<1
, —-x
b=
% si x>1
x p—
F@=0 x*+2x=0 = x=0, x=2 (noesun punto en el dominio de esta rama)
x)=0 —

x> —2%x=0 = x=0 (tampoco estd en el dominio), x =2

x=0, y=0 — (0, 0) es un minimo relativo.
x=2, y=4 — (2,4) es un minimo relativo.

c) v

7 Dada la funcién f(x) = # para x = a, calcula 2 y b para que la grifica de f pase por el
-x

punto (2, 3) y tenga una asintota oblicua de pendiente —4. Representa la funcién para los valores
de 2 y b obtenidos.

fpasapor(2,3) = f(2)=3 = %=3

La pendiente de la asintota oblicua es:

€9 , 2
m= lim f = lim M:—a — —a=-4 > a=4
X too X —> o0 ax—xz

16+6 _ _
G =3 = 6=-10

2
Por tanto, f(x) = 427_10=—4X—16— 544
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Cortes con los ejes:

» X=———

{10 {10
2 2

Fje X f(x)=0 — 4x2-10=0 — x=

Eje ¥: f0)=-2

Larecta x=4 es la asintota vertical de la funcién.

La asintota oblicua es la recta y = —4x — 16.

Puntos singulares:
v 2(=2x +16x = 5)
(x) =
! (c—4)*

fx)=0 — 2x2+16x-5=0 = x=

8+346 _8-36
2 772

f'<0 . f'>0 . f'<0 . f'>0
I e R &
2 2
En x= 8_23 16 hay un minimo relativo.
En x= SF 23 /6 hay un maximo relativo.
2
4(8‘23%> ~10
X = 8_3‘/8, y= =126 -32
: 4_8-34{6
2
8+3y6 .
(2225
_ 84346 —-12{6-32
2 4_8+3«/g
2

8 Sea f(x) = ax> + bx? + cx + d. Hallalos valores de 4, b, ¢ y d sabiendo que f(x) tiene un extremo
local en el punto de abscisa x = 0, que el punto (1, 0) es un punto de inflexién y que la pendiente
de la recta tangente en dicho punto es —3. Represéntala.

f(x) tiene un extremo localen x=0 — f'(0) =0
f(1)=0
=0
La pendiente de la tangente en x=1 es-3 — f'(1) =-3
f(x) =axd +bx? +ox+ d
f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

El punto (1, 0) es un punto de inflexién — {
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f"(x) = 6ax + 2b

£0)=0 = ¢=0
f(1)=0 > a+b+d=0
F71)=0 — 6a+26=0
f(1)=-3 = 3a+2b=-3
6a+2b=0

=1’ = —
3a+25=—3}%d b=-3

1-3+d=0 > d=2
La funcién es f(x) = x3 —3x? + 2
Para representar la funcién solo necesitamos los cortes con los ejes y los puntos singulares.
Cortes con el eje Xz f(x) =0 — x3-3x2+2=0 5 x=1+43, x=1-43, x=1
Coneleje Y: f(0)=2
Puntos singulares:

f'(x) = 3x% — 6x

fx)=0 — 3x2-6x=0 = x=0, x=2

50 f<0 . f50

/0\2/

El punto (0, 2) es un méximo relativo.

El punto (2, —2) es un minimo relativo.

NSRS
\/

9 En una circunferencia de centro O y radio 10 cm, se traza un didmetro AB y una cuerda CD
perpendicular a ese didmetro.

:A qué distancia del centro O debe estar esa cuerda para que la diferencia entre las 4reas de los
tridngulos ADC y BCD sea méxima?

Consideremos el dibujo:
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y= 4100 - x*
/ 2
El drea del tridngulo superior es: 2 100_; (10 - x) =100 — x* (10 — x)

/ 2
El drea del tridngulo inferior es: 2 100_; (10 +) =100 — x* (10 + %)
La diferencia de las 4reas es:
F(%) = 4100 — % (10 + x) — Y100 — x* (10 — %) = 2xy100 — x* con 0 <x< 10

Fi) = 2. =22+100
V100 - x*

F)=0 > 2x2+100=0 — x=542

Se puede ver ficilmente, estudiando el signo de la derivada primera, que en el valor obtenido hay un
méximo relativo.

La distancia del origen a la que debe estar la cuerda es de 5 V2 cm.

10 Calcula a y b para que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la funcién:

ax+bx?  si 0<x<2

) = {_2+m si 2<x<5

en el intervalo [0, 5]. ;En qué punto se cumpliri el teorema?

* f debe ser continua en x = 2. Por ello:

lim ax +bx® =2a+4b

e 2a+4b =1
a+4b=—

Iim -2+yx—-1=-2+1=-1

x =27

* f debe ser derivable en x=2:

a+2bx 0<x<2

’ - 1 _ =l
f(x) 2m 2<x<5 — a+4b 21 D

Resolvemos este sistema de dos ecuaciones:
2ﬂ+4b=—1 d:_i b:l
a+4b=1/2 2’ 2

* f(0)=0; f(5 =-2+45-1=0
f cumple las hipétesis del teorema de Rolle. Este dice que si f es una funcién continua en [a, 6],
derivable en (a, 6) y tal que f(a) = f(b), existeun c€ (a, b) tal que f'(c) = 0.

Buscamos el punto donde se cumple el teorema:

—ix+ %x

f=9 2
2+4yx—-1 2<x<5

2 0<x<2

+x 0<x<2

£ =
2

(ST[eY

1

2<x<5

b

-1

—%+x=0 - x=%

En x= %, se verifica que f’(%) =0.
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11 Dadala funcién f(x) = x*—2%+ 1:

a) Prueba que existe algiin o € (1, 2) tal que f'(o) = 0.

b) ;Podemos asegurar que existe un 3 € (1, 3) tal que f(f3) = 102

¢) Escribe la ecuacién de la recta tangente a f en el punto de abscisa 2.

a) Calculamos primero la derivada de g(x) = x* tomando logaritmos.
@
gk
f'(x)=x(nx+1)—2%In2

ngx)=xhx — =lhhx+1 = g'(x)=x*(lnx+1)

La funcién f'(x) es continua cuando x> 0. En particular, lo es en el intervalo [1, 2].
F(1)=1-22<0
f'2)=4>0

Aplicando el teorema de Bolzano a f"(x) deducimos que existe o€ (1,2) tal que f"(o0) = 0.

b) La funcidn es continua en el intervalo [1, 3].
f)=0
fB)=3-22+1=20

Aplicando el teorema de los valores intermedios (de Darboux), la funcién toma todos los valores
comprendidos entre 0 y 20. Luego existe B € (1, 3) tal que f(B) = 10.

ox=2, f(2)=1, f'(2) =4 — Larectatangentees y=1+4(x—2).

12 Justifica si se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcién f(x) = 1 + x| x| en el intervalo
[-1, 1] y; en caso afirmativo, calcula los puntos donde se cumple el teorema.

2 .
£ - {l—x2 si x<0

1+x° si x20

£ = [‘2" §x<0 = SO0 by 209 -0

2x st x>0 = f'(07)=0

Por todo lo anterior, la funcién es continua y derivable en IR. Por tanto, cumple las hipétesis del teorema del valor
medio en el intervalo [-1, 1].

Luego existe c€ (-1, 1) tal que f"(c) = f(ll)__(fl()_l) = 250 =1.

2x=1 > x=—l

Son los valores donde se cumple el teorema.
2x=1 = x= 5

13 Calcula el valor de 2 > 0 para que el valor del 4rea de la region determinada por la paribola
f(®) = —x2 + a? y el eje de abscisas, coincida con la pendiente de la recta tangente a la grifica de

f(x) en x=-a.
La pendiente de la recta tangente en x =—z es:
f'x) ==2x = f'(a) =2a
La pardbola corta al ¢je de abscisasen x=-a yen x=a.

Por la simetria respecto del eje Y, el drea es:

a

a 3
A= ZJ’ (—x2+42)dx=2[—%+42x
0

2 3 4 3
_2. 2,54
. 3% T3
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Como la pendiente y el drea son iguales:

37 7 Na- —% (no es un punto que cumpla > 0)

a =0 (tampoco es un punto valido)

Luego a = % .

14 Calcula las siguientes integrales:

a) 23enxcosxdx
1+sen? x
b)f x+3 dx

V1-x2
)fcos X b
sen x
a) stenxco:x dx =In (1 +sen® x) + k, porque D[1 + sen? x| = 2sen x cos x

1+ sen® x
_f—izxﬂ{,“rg

b) X+3 a’x— X 1 6ZX=
f f/l_xz 21— %2 V-
= V1—x*+3arcsenx+k

2
c) = J-cos X dx = J‘%smxdx

sen x sen” x

Hacemos el cambio de variable % = cos x — du = —sen x dx — —du = sen x dx

1=_f1” zdu=f(1 —)du Jou- [

—u 1—u?

s du=u—1I
l—u

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ A, B _ 4.

1
1—42 lvu 1-u 2

1 ( du 1f du 1 1
I - L 1 L e -Ly-
T Tl st X L Bl s U R

L
B=3

Sustituimos en /:

I=u-1 = u—%Zn|1+u|+%|l—u|+k=cosx—%ln(1+cosx)+%ln(1—co:x)+k

15 Sea f la funcién definida por la expresion:

f(x):% para x=20 y x=1

y sea F(x) la primitiva de f(x) cuya grifica pasa por el punto P (2, In 2).
a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grifica de F(x) en el punto P.
b) Determina la funcién F(x).

2) Como F'() =f() = X +L_
x“(x—1)

FQ)-f@->

La ecuacién de la recta tangente es: y=/n 2+ > (x—2)

4
o]
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b) ) - [y

x“(x—1)

Descomponemos en fracciones simples:

2
xel A B €y 4-1,B=—1,C=2
(-1 * x> x-1

Por tanto,

Flx) = f(_%_%Jr x2 )dx:—ln|x|+%+2[n|x—l|+k

x -1

FQ)=ln2 — —ln2+ %+k=ln2 N k=2ln2—%

La funcién es: F(x) = —/n x + Liom x—-1)+2n2- %
X

16 Calcula el drea limitada por la curva y = x3 — 3x ylarecta y=x.
Hallamos las abscisas de los puntos de corte:
Y= X —3x
y=x

— x=-2, x=0, x=2

Calculamos la funcién diferencia 4 (x) = x3 — 3x — x = x° — 4x

G = f(x3—4x)dx=xz4—2x2
G(2)=—4, G(0)=0, G2) =4

ﬁ (¢ — 4x) dv = G(0) — G(_2) = 4
foz(x3_4x)dx=G(2)_G(0)=_4
Area=4+4=8u?

17 Halla el 4rea del recinto limitado por los ejes X e Y y la siguiente funcién:

3_
oo !

Calculamos los puntos de corte con el eje X:

f)=0 > x>-1=0 > x=1

NNCNSAC HILLERATO
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El problema consiste en calcular el drea comprendida entre el eje X y la funcién desde x =0 hasta

x=1.
3
G- [£=L i
x“+1
3
x =1 x+1
2, XT3
x“+1 x“+1
x+1 x 1 1 2
Gl)= |{x—=5 dx = | x dx — 5 dx — 5 dx="——=In(x"+1)—arctg x
x“+1 x“+1 x“+1 2 2
1
1.3 2
x =1, _|x 1 2 1 1 o
J;) e dx = 7—5171(36 +1)—arctgx0—2 2/712 4
Area = /n22—1+% u?
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Resuelve
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Dos trenes

Un tren de pasajeros y un tren de mercancias salen de la misma estacién, por la misma via y en idén-
tica direccién, uno tras otro, casi simultineamente.

Estas son las gréficas TIEMPO-VELOCIDAD que describen ambos movimientos:

VELOCIDAD TREN DE PASAJEROS
(en km/h) TREN DE MERCANCIAS

120
100
80
60
40
20

TIEMPO

1 5 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grifica, el tren de pasajeros, a las dos horas reduce su velocidad:
— :A qué puede deberse?

:Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el tren de pasajeros se detiene durante breves
minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante media hora.
m Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos cilculos:

a) Fl tren de pasajeros, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

b) De2a2l1, el tren de pasajeros disminuye su velocidad.

4

:Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

©) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha recorrido hasta ese mo-
mento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que va a baja velocidad?
Haciendo los cdlculos anteriores, podrds comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el mismo lugar y re-
corren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras en la via) y, a continuacién, recupera cada cual
su velocidad normal. (es decir, el tren de mercancias no frena cuando el de pasajeros, pero si donde
el tren de pasajeros). Mds adelante, el tren de pasajeros para en una estacién.

e) ;A qué distancia de la estacién de salida estd esta otra en la que para el tren de pasajeros?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han obtenido 4reas bajo las
graficas, roja o azul. Sefiala en tu cuaderno los recintos cuyas 4reas has calculado y asigna a cada
uno su 4rea correspondiente.
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a) 120 - 2 = 240 km.

b) A 60 km/h durante % de hora, recorre % =15 km.

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.
d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - % =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60- L -15kmel siguiente cuarto de hora

4
3

120 - = =90 km los siguientes tres cuartos de hora

4
Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) VELOCIDAD 120

(km/h)
100
80
60 Alreal 240 \rea PASAJEROS
40 90
20
TIEMPO (horas)
1 2 3 4
Area 15
VELOCIDAD 80
(km/h) :
60 1 :
40 4 Atea 240 ©  MERCANCIAS
20 o
l+> Area 15
{ TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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B Una condicién para que una funcidn sea integrable en [a, b]
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1 Halla grificamente las siguientes integrales:

JACRE
b)fimdx

a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya altura mide 4.

Area:% 4 =12 u?

b)y= 16— ¥ = },2 =16-x% - x? +y2 = 42 (Circunferencia)

El recinto cuya drea queremos calcular es medio circulo de radio 4 u.

2oL g2 16 o o oo 2
znr_2n4 27587525,1u

4 3 2
2 Halla grificamente las siguientes integrales:
4
D [ (16- 44y
4
b) [ 416
4 4 4
2 ~ 2
D [ 16— hae= [T Ni6-2 [ das
4 4
Llamamos /; = f_4«/16—x2dx e I, = f_44dx.

Resolvemos grificamente ambas integrales para posteriormente sumar los resultados.
I;: y=+416-— ¥ > y2 =16-x2 > x2 +)/2 = 42 (circunferencia)

El recinto cuya drea queremos calcular es medio circulo de radio 4 u.

A 1
A = —_
rea
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L,: Se trata de un rectdngulo de dimensiones 8 u X 8 u. Por tanto, su drea es 32 u?,
4

y=4
3

2

1

-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
Finalmente, 7, + I, = 25,1 + 32 = 57,1 u”.

b) f_44(4_,/16_x2)4x _ f_444 dx_f_44J16_x24x

Observamos que se trata de las mismas integrales que en el apartado a), solo que ahora es 7, — 7,
dando como resultado 32 — 25,1 = 6,9 u?.
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B Propiedades de la integral
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2 2
1 Dadas las integrales: flf(x)dx=3 y fsf(x)dx=7

:Cudnto vale f;l f(x)dx?

f_zsf(x)dx:f_‘;f(x)dmﬁf(x)dx > 7=f__51f(x)a’x+3 N J:f(x)dx:4

2 Justifica esta desigualdad:
b
< [lr )

[

Usando la propiedad 7 tenemos:

b b
fx) <|f(x)| paracada x€ [4, 6] — Lf(x)dxﬁL|f(x)|dx

b b b
£ < | f&)| paracada x€ [a 8] — f £ di = f =f () di] < f £ de

Por tanto:

< [rwiar

U;f(x) i

3 Justifica las siguientes implicaciones:

a) Si f es impar: J;af(x) dx=0 b) Si f es par: f_af(x) dx = ZJ:f(x) dx
a) Y
i X
2 ‘a : 2
o1\ |

Consideremos las dreas comprendidas entre la grafica de la funcién, el eje horizontal y las rectas
x=-a y x=a. Ambas dreas son iguales, pero, mientras una queda representada por encima del eje
X, la otra queda por debajo debido a la simetria respecto del origen. En consecuencia:

|* pds= [ pdes [ e[ des [ pde=0
b) Y

2

X

=2 2
El 4rea comprendida entre la grafica de la funcidn, el eje horizontal y las rectas x=—-2 y x=a estd

formada por dos dreas simétricas respecto del eje vertical debido a la paridad de la funcién. En con-
secuencia:

J_‘;f(x)dx:f_if(x)dmfo“f(x)dx:fo“f(x)dmfo"f(x)dx:zfo”f(x)dx
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4 Halla el valor del punto ¢ que se postula en el T.V.M. del cilculo integral para f(x) =x+3 yel
intervalo [-2, 4].

4
fz(x +3) dx = % -6=24 ya que es el drea de un trapecio de bases menor y mayor f(-2) y f(4),

respectivamente.

flo)-[4-(-2)]=24 - f(0=4 = c+3=4 = c=1 eselvalordelintervalo (-2, 4) que se postula
en el TV.M.
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E La integral y su relacién con la derivada
Pagina 367
1 Seala funcién F(x) = J;)xlog (> +4)dt. Calcula F'(x).

Fo) - fo “log (% +4) ds - fo “F(0)de, siendo f(2) = log(t? + 4) continua.

Por el teorema fundamental del cdlculo:

F'(x) = f(x) = log(x? + 4)

2 Calcula la siguiente integral:

n/2
cos x dx
0

/2 /2
_ _ T _ -1-0=
fo co:xdx—[senx]o —senz sen0=1-0=1



Unidad 12. La integral definida VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |l

B Regla de Barrow
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6
1 Calcula: fl (4 — 4* _ 3)

6
- [x4—%x5—3x] =(64_§.65—3-6)_<14_§-15—3-1)=_4942,8+2,8=_4940
1

2 Calcula: J:llxzdx
+

I= [arctg]é=arctgl—arctg0=%

a
Observacién: zdx 5= U
0x2+42 4a
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E Calculo de areas mediante integrales
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1 Halla el 4rea comprendida entre la funcién y = x> — x% — 6x y el eje X.
I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: x3 —x2—6x=0
Son x=-2, x=0y x=3.

II. f(x) = x3 — x? — 6x. Buscamos su primitiva:

4 3
GW= [(2 -2 -69de=2 -2 32

L G2 = =6, 6O-0. 63)- =2

IV. G(0) - G(=2) = 13—6
GB3) - G(0) = %
16 ,|=63|_253 »
3 +‘ 4 2 Y

El 4rea buscada es:

(Se incluye la grafica para entender el proceso, pero es innecesaria para obtener el drea).

8
6
y = x> —x7—6x 4
2

2 Halla el 4rea comprendida entre las funciones y = x% + x3 e y=x% + x2 + 6x.
p y Yy

Se obtiene la funcién diferencia:
y= Gcd e xd) = (ef s 2+ 6x) = %3 —x2 —6x

Ahora se calcula el 4rea comprendida entre esta funcidén y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejercicio

anterior.
Por tanto, el 4rea buscada es 215—23 u?.
(También aqui es innecesaria la gréfica para obtener el drea buscada).
8
6 y = x4
4
2
—4 -2 2 1 4
-2
—4
yexth a2l Gx
-6
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3 Halla:
1 "1 1 1
o [ L b [ La c)f_lﬁdt d)f_ltzdt
1
a) 2dt-[——] -1+l 5 s x oo
x t t ]y X

I
Luego: f_w ? dr=-1

b) Como la funcién f(z) = - mo estd acotada ya que f(#) = too cuando #— 0, debemos estudiar
do ['Lary [° L
por scparado | —- ty s t

R S N L A

Por tanto, no existe la integral planteada.

D) f L g - xli”%— ) F dr = xlif’?)— [—25] = lim (2 +2)=2

d)foidt= lim dt = lim |-—=—| = Ilim —l—l =+o00
-142 x—>0" 1;

x—>0" x—0"
Luego no existe la integral.



Unidad 12. La integral definida VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |l

ﬂ Volumen de un cuerpo de revolucién
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1 Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm haciendo girar la semicircunferencia y = 25 — x?
alrededor del eje X. ;Qué limite de integracién debes tomar?

5

5 5 3

V- n-fs(m)dezn.fs(25—x2)dx=n.[25x_%] o sgo .
i B -5

Observacién: el volumen del cuerpo engendrado por el circulo x? + y2 = 72, al girar alrededor del eje
X, es:
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Ejercicios y problemas resueltos
Pagina 373

1. Area limitada por una curva y el eje X

Hazlo tu. Halla el 4rea comprendida entre la grifica de la funcién y = x3 + x2 - 2x y el eje X.

e x?2_2x=0 > x=-2, x=0, x=1

G = [0 o = 20 dic = xj x;_xz
G(-2) = (_?4+(_§)3_(_2)2 35 GO =0; G(l)_% %-1:%
f_(;(x3+x2—2x)dx=G(0)—G(—2)=0—<_%>=%
f(" +x7 = 2) dx=G(1) - G(O)____ __%
e 3

. Area entre dos curvas
Hazlo tu.

Comprueba que la recta y = S%x corta a la grifica de y = sen x en el punto (%n, %)

Halla el 4rea comprendida entre y = Six e y=senx.
n
X = S_TC % y = i . S—TC = l
6 5t 6 2 S5t 1
— Larectay la curva se cortan en el punto (==, =
5 _ 5t _ 1 62
T TV T

,,:f,,M aSeE

Por la simetria del drea respecto del origen podemos plantear el drea calculando una de las dos partes y
multiplicando el resultado por 2.

2
G(x) = f(ﬂmx—%)dx-—msx—ai

10n
S sem = 35 ) | mcos = 3| T Ly Sm _3:OWOT )y B 5w
f (senx 5n>dx [ cos x = < ) - cos =2 o -1)= 7 24+1
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3. Area entre dos curvas

Hazlo ti. Halla el 4rea delimitada por las graficas de las funciones siguientes:
y=x*4+5x3-11 y=x24+5x-11
x4 5x3 211 = (x2 + Sx—11) = x% + 5x3 — x2 — 5x

xde5x3 —x2-5x=0 — x=-5 x=-1, x=0, x=1

3 2
G(x)—f(x +5%° — x% —5x) dx = 5 SZ _%_%

5 4 3 2
Gls) - 0,509 9° 597 1625

5 4 3 2 12

G(0) =
1,5 1_5__8
Gl = 54 3 2 60
f (&t 4557 — %% —5%) dx = G(=1) - G (= 5)__5_ 1?55 =_2?548
f (x +5x° — x —Sx)a{x=G(0)_G(_1)=Q
f(x +5x7 — %" = 5x) dx = G(1) — G(o)__@

Area. 2048 67 83 4171 o

15 60 60 30

5. Area de un recinto

Hazlo tu. Halla el 4rea del recinto limitado por las rectas y =0, y = 15x yla curva y = x> — 4x, x2 0.

Y ¥ Puntos de corte:
60
i (0, 0); (2, 0)
20t/
7 3 4
=x" —4x
24772 4 6 X ry=x - 2 —4x=15x = x=419 (yaque x=0)
/—/éO Y= 15x
/=40
—60

R, = % =30 (es un tridngulo de base 2 y altura 30)
V19
{19 4 2 4 2 4 2
_ 3 ot ae]T 19t 19419 _<_2 19.2 )_225
Rz_fz (15x — x” + 4x) dx = it L = it 3 R =

Area=R1+R2= 3().,.%5: 325 u?
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6. Volumen (giro alrededor del eje X)

Hazlo tu. Calcula el volumen generado por y = —x2? + 4, —2 <x < 1, al girar alrededor del eje X.

V= nf_lz f(x)zdx=nf_12 (—x2+4)zdx=7tf_12 (x4+16—8x2)dx=

1
5 3
=n[x?16x_8i] o 28 (<256 30.60x u
2

3 |, 7|15 15

7. Volumen (giro alrededor del eje Y)

Hazlo tu. Calcula el volumen generado por y = —x2 + 4, -2 < x <2, al girar alrededor del eje Y.
b 2

V= nL 2 dy

y=—x2+4 > x=Jh—y

2 2 2 5’ ’ 3
V= nf_z(,/4—y) dy=n£2(4—y)dy=n 4}/—7 _2=7'c(6—(—10))=167'c u

8. Volumen de una esfera
2 2
Hazlo tu. Halla el volumen del elipsoide de revolucién que se obtiene al girar la elipse EEN S _ 1
. 25 16
alrededor del eje X.
Despejamos la y para integrar alrededor de X.

Una de las soluciones es:

_ 167
y=y16-75

Los limites de integracién son los puntos donde la curva corta al eje X:
2

x x=5
- x
y=0- 25 <x=—5
Por tanto, el volumen de la esfera es:
2
N _ 16x2) _
) afx—nf_5<16 %5 dx=m

5 2
V= nfs (4/ 16 — lg;c

16_0_(_@)]=106,67nus

16x° ’
16x — 22X =
s ]_5

3
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9. Funciodn integral
Hazlo tu.

Fx) = fl “ (2 by dr

Halla sus puntos extremos.
F'(x) = [(6D)? = 4x%] 25 = (x* — 4x) 2x = 227 — 8%°

F')=0 > 2x°-8x3=0 > x=2, x=0, x=-2
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F"(2)=10-2%-24.22-64>0
F"(x) = 10x% = 24x2 = {F"(0)=0
F'(-2)=64>0
En x=-2 yen x=2 hay dos minimos relativos.
En x=0 hay un miximo relativo (estudiando los signos de F'(x) a ambos lados del valor).

Los valores de los extremos son:
4

F(2)=f14(t2_4t)dt=[f3_3_zt2]l=-9

F(0)=flo(tz—4t)dt=—£)l(t2—4t)dt=_[t3_3_2t2] -5

4
— 2 _ N
F(2) = fl (— 48) dt =9
Los minimos relativos son: (2, -9) y (=2, -9).

El mdximo relativo es el punto: <0, %)

10. Area de un recinto

Hazlo tud.

El recinto limitado por la pardbola y = x? ylarecta y = 4 debe ser partido en dos trozos de igual
drea por una recta paralela al eje X, y = a.

Halla el valor de 4.

El 4rea del recinto limitado es:

2
: 2 2 2 3 8\ 32
[é-da-z| (4—x)dx=2[4x—%]0:2< _§>:_u2

Las intersecciones de la parébola y = x2 ylarecta x =2 son (—a, a) y Wa, a).

El drea comprendida entre la recta x = 2 y la paribola y = x? es:

a la fa .
f_&(a_xZ)aix:zfo (ﬂ—x2)4x=2[ax—%3] =2(“&‘%)=

0

4 32 16 3
= 2210 =232
34 3 2
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11. Volumen de un recinto infinito (Trompeta de Torricelli)
Hazlo tu.

Halla el volumen que genera la funcién y = Lz al girar alrededor del eje X, entre x=1y +oo,
x

Hallamos el volumen entre 1y x:

2 x
- x|l (L S /2 D W [ S U
ool e 4

Ve i, Vis dim [( . +%)]=% v
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12. La integral como limite de suma de rectangulos

Hazlo tu.

2
Halla J;) x? dx mediante suma de rectingulos y paso al limite.

Partimos el intervalo [0, 2] en 7 trozos de igual longitud. La particién estd formada por los puntos

l) i’ Q’m,z_”=2‘
n n on n
26@-1) 2i

] tomamos un rectingulo cuya altura es el valor de la funcién en el ex-
n n

En cada intervalo [

\2
tremo superior. El drea de cada uno de estos rectangulos es 2. (ﬁ) .

n \n
La suma de las dreas de los rectingulos es:

2 2 2 2
5, - z.(z) +;.<i) +;.< ) £<ﬁ> _
n n 7 7 n 7 n

2 2 2
= §(l) +§(2> +§<é) =i(12+22+32+...+n2)= 8n(n+1)@n+1)
n n \n 3

n n n 6n°

1)(2n+1)
12422434 4 p2e 22r Q)
ya que +2°+3°+ ... +m G

Sl

2
f xz afx: [l/m Sn - [z’m 871(7’1 + 1) (271 + 1) =1_6= §
0 7n—> oo n—> oo 6713 6 3
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1. Integral definida de una funcién dada a trozos

Hallar la integral J.j f(x) dx siendo:

x si —I1<sx<l

f) = {_x2+2x si I<x<3

1 3
2 3
X X 20 _
2]_1+[ 3+x]1

[ pwde-[! pwdes [* peyae= [ wdes [* v 29 de-

33 .2 13 2) 2
=0-2_ S D DS A )
0-5+3 < 37" 3

La primera integral vale cero porque es la integral de una funcién par en la que los limites son simétricos
respecto del origen.

En la segunda integral hay dos recintos, separados por el valor x =2, uno de drea positiva y el otro, algo
mayor, de drea negativa.

2. Area delimitada por una funcién definida a trozos

si —I1<sx<1

si I<x<3° ele]e Xylasrectas x=-1, x=23.

Hallar el drea encerrada entre f(x) = {i 24 2x

Larecta y=x cortaal eje X en el punto (0, 0).

G@:ﬁ@;%
G -1 6o-0 G- L

[*xde-c@-cn--1
1 - 2

[ xde-6)-Go)-1
0 2

En el caso del primer tramo:

Rreq- L4 1 _
Area—2+2 1

La pardbola y = —x2 4+ 2x cortaen x=2 cuando x€ (1, 3].

3
f(—xz +2x)afx=—x?+ x*

H@=%fﬂﬁ%f%ﬁo

flz (% 4 2 de = HQ) ~ H(1)= 2

3. 2 4
fz (4 2 dv= HB) - HQ)=-4
En el caso del segundo tramo:
5 2 4
Area= £+ >=2
rea 3 + 3
Areatotal =1+ 2 =3 u?
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3. Construccion de un polinomio definido mediante unas condiciones

Hallar un polinomio de segundo grado, P (x), que cumpla:

1
PO)=P2)=0 fop(x)dx=1
Como x=0 y x=2 son raices del polinomio, P(x) = kx(x—2) = kx? - 2kx
! (Y2 N g2 kg 2k _ __3
Jy P = [k — 2k = | 5 E TS
4. Integral impropia: area definida por una funcién no acotada
Hallar la integral impropia:
1
1
fo3ﬁ dt
Como la funcién f(z) = % no estd definida en #=0, se trata de una integral impropia.
t
(' 1 _fl—l/S _[12/3]1_2_232
[(x)_L %/?dt_ } 0 dt = 2t =273 \/;
"Logie tom 1= (g_za z)-g
fo 3y 4 A= (55 B)=2
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Para practicar

M Integral definida

1 Calcula las siguientes integrales:
2 X 4x_1 e B x2
a)J;) T2+ldx b)f1 1P dx © f/CZInxdx )—[—sz+1
2 2 U
=%J;) 2x(x2+1)_1/24x=[%% [«/x +1 ] =5-y1=y5-1

2
x
Y J;) Vx2+1 o

3/2 1/2 4

f(f_f) f(1/2 12) i = [3/—2_W
4 4 8

s oo -5

2 [3_

3

9 f:/ 2 In x dx. Integramos por partes fln x dix:

u=hx — du=%dx
dv=dx = v=x
flnxdx:xlnx—flafx:xlnx—x

fe 2/nx=[2xlnx—2x]e =(2elne—26)—(2-Llnl—2-L>=
1/e 1/e e e e

- (ze-ze)-<£(_1)_l):_(_i)zi
e e e) e
2
d) dx
-3 x%+1
Calculamos una primitiva:
2
X x +1-1
fx2+l dx-f 2 dx = f( )dx X —arctg x
s V3 T T
fﬁ 2 dx = [x arctgx]_d§=<«/§—g>_<_f+§>=

- 3-Ti-To2f3Ix

/4
2 Calcula: fo sen x cos x dx
f 12

/4 (%) «/5/2 1
f senx-cosxdxzj‘ tdt= =4
0 0 2 0 4

(¥) Aplicamos el siguiente cambio:
senx=t; cosx-dx=dt

para x=0; £=0
V2

T
= —;3 I =—
para x
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3 Halla el valor de la integral definida de la funcién f(x) = ﬁ — 3cos (2mx) en el intervalo
I=10,2].

2
fz(L—3605(2nx)>dx=[ln(x+1)—m] =n3-nl=h3
0 \x+1 2m 0

4 Halla:
3 2 3 2
J;)(x -x)dx y J;)|x — x| dx
fﬁ(xz—x)dxz[x—a—x—zr=9—2:2
0 3 20, 272
X —x si x<0
|x2— x| = 1-(*—x) si O<x<l
X —x si l<x

1 3
3, (1, 3, | xz] [xa 2
L'x —X|dx—J;) (—x +x)6£x+J; (x —x)ﬂix—[—?+70+ 7—71—

5 Calcula las siguientes integrales:

2 ) x2  si0sx<1 3 . x si —-1<sx<1
2) f()f(x)dx siendo f(x) = {2—x si lsx<2 b) f_lf(x)dx siendo f(x) = {x2+1 si l<x<3

2 1 2 ik 2]? 1 1\ s
a) J:) f(x)&lx=f0 x24x+£ (2—x)dx=[%]0+[2x—x7]l=§+4—2—<2—3)=—

3 3
%+x]1=0+12—<§+1> 332

—_

o [} o[ e i[5

M Area entre f(x), eje X, x=a, x=b

4
6 a) Calcula: fl(x2+x—2)dx

b) Halla el 4rea que determina la curva y = x2 + x—2 con el eje X entre las abscisas 1 y 4.

42 S X Y616 1,1 115
a)f (" +x—dx=|2-+X _2x| =224 20 _ —(_—+—+2)——
-1 3 2 6

a 302 3 2 7))
b) Los puntos de corte de la curva con el eje X son: x2+x-2=0 — x=1, x=-2

De estos dos valores, uno se encuentra en el intervalo [-1, 4] yes x= 1.

3 2
G(x):f(x2+x—2)dx=x?+x7—2x
13 ey 7T ooa . G4
G0 =B 6=~ 64)- €

f_ll (Pix—2)de=G(1) - G1)=—

BN

_13__10
6 3

_45
2

J;4(x2+x—2)dx=G(4)—G(l)=%+

oA

Areq o 10,45 155 o
Area-3+2—6 u
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7 Calcula el 4rea comprendida entre la curva y=3x> —x + 1, el eje X ylasrectas x=0 y x = 4.
I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x?—x+1 =0
No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G(x) = f(?)xz—x+l)dx=x3—x7+x

II.G(0) =0, G(4) =60 50
IV.G(4) - G(0) = 60
40
El drea buscada es 60 u?.
(La grifica se ha incluido para en- 3,
tender el proceso, pero es innecesa-
ria para obtener el drea). 20
10

1 2 3 4

8 Calcula el 4rea bajo la curva y = 3x— 2 entre las rectas x=-1y x=1.

2
S

I. Hallamos la solucién de la ecuacién 3x—2=0. Es x=

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, % , 1.

III.Buscamos una primitiva de f(x):
3x2 8
G(x)zj‘(3x—2)dx=——2x p
2 y=3x=2
e l.ogl2).=2. i 4
IV.G( 1)—2,G<3> 535 6()=3 ,
2) _oepn-=2_7_-25
V'G(3) G(l)_S 2 6 1234
2
_gl2)-=L,2_1
G(1) G<3) 5 + 3% 4
. C|=25],1_26_13 » +
El 4rea buscada es: ’ clte " 3 u-. "
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para obtener su 4rea).

9 Halla el 4rea bajo la curva y = /x entre x=0 y x=4.

I. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = Jx.

G(@:f&dx:%.@
II. G(0) =0, G(4) = %.8=1_6

3
111G (4) — 16 _(_16
G -G-8 -0-&

El 4rea buscada es: 16 u?,

3

(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para obtener su drea).
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10 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = (x - 1)2 (x + 1) y las rectas y=0, x=1,
x=2.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: (x—1)% (x+ 1) =0. Son x=-1 y x= 1.
II. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: -1, 1, 2.

I1I.Buscamos una primitiva de f(x):

G(x) = f(x-1)2(x+1)dx:x_4_x_3_x_2+x
4 3 2
-2 -4
IV.G(1) = 12,G(2)_3 )
- 45 _11
V. G(2) G'(l)—3 71 3
: 11 2 2 2
El 4drea buscada es ST y=l-D7+ 1) x=2
1
(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria \
para resolver el ejercicio). 0 1 2
11 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = xzx— y las rectas x=2, x=3, y=0.
I. Hallamos la solucién de +2 =0. Es x=0.
x f—

II. Como esta solucién se encuentra fuera del intervalo de integracién, los extremos son 2 y 3.

III. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = , la cual es continua en dicho intervalo:

X
2
x° =

2
o

G = [ =L} )
IV.G(2) = %-ln @), G(3)=%-ln 7)

V. GB3) - G(2) = % Un (7) - In (2)] 1
El 4rea buscada es:

% ()= n(2)] W2

(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria
para la resolucién del ejercicio). 0 1

W Caélculo de un area reconociendo la figura

12 Las siguientes integrales se pueden calcular reconociendo, en cada caso, la curva cuya ecuacién
estd bajo el signo integral y calculando, utilizando métodos de geometria elemental, el drea pe-

dida:
D [2eds b) [ 1) d 9 [ V36 d &) [ /3645 ds
% Recuerda que el drea de la elipse de semicjes a y b es A =Tab.
a) Larecta y=2x, entre x=0 y x=4, limita con el ¢je X un tridngulo. Por tanto:
4 4
fo 2x dx=[x2]0=42;8
b) Larecta y=x+ 1, entre x=1 y x=5, limita con el eje X un trapecio. Por tanto:

5
5 x‘z 25 1 2+6
X dx =12—+x| === L _1=%4*0 L4 = 6
fl ( +1) _[2 * ]1 5 +5 2 ! 2 !
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¢) Lacurva y= Y36 —x* es una semicircunferencia centrada en el origen, de radio 6 y situada por
encima del eje X. La integral pedida es un cuadrante de circulo, por tanto:

J;)Gv36—xzdx=n'T62=9n
2

2
d)}’= m 4 4X2+}I2=36 — %+§—6=1

La funcién es la parte positiva de una elipse que corta a los ejes en (-3, 0); (3, 0) y (0, 6) y la integral
pedida es un cuadrante del drea encerrada por la elipse.

Por tanto,

f3J36_4x2¢x=”‘3'6=9_“
0

4 2

13 Halla grificamente las siguientes integrales:
5 4
D [+ b) [ 64— -2)?|ds

a) Larecta y=x+2, entre x=-2 y x=5, limita con el eje X un tridngulo. Por tanto:

5 77 49
f_z(x+2)dx- 7 =

b) Como vemos en la grafica siguiente, la integral es el resultado de restar al 4rea del rectdngulo el drea
del semicirculo de radio 2.

Y
6 _____
4u
|
2 I
1 x
-2 2416
2
4 2
J;)(G—\/4—(x—2)2)afx=4-6—”'22 24~ 2n

W Area entre dos curvas

14 Halla, en cada caso, el 4rea comprendida entre los siguientes pares de pardbolas:
a)y=x-5ey=—a2+5
b)y=x e y?=x
a) I Buscamos las soluciones de x2—5=-x2+5. Son x=—45 y x= 5
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracién.
II. Se obtiene la funcién diferencia:
y=(x2+5) - (x?=5) ==2x2+ 10

IIT. Buscamos su primitiva:

3
G(x) = f(—sz +10) dx = % +10x

4 Cx2h
IV. G(5)-G(5)- 2054 205405 AN
El 4rea buscada es: ?«B u?. T3 3
(Se incluye la gréfica, aunque es innecesaria para y=x2+s
obtener el 4rea).
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b)I.  Buscamos las soluciones de la ecuacién: x=x* Son x=0 y x=1.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x2 = Jx

III. Buscamos su primitiva:

G(x>=f(x2—&)dx=§—§@

IV. G(0) =0, G(1) = —3—1

V. G)-GO)==L_o-=L y=x
3 3
FEl 4rea buscada es 12 ot

3 ‘_ 3
(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria
para la resolucién del ejercicio). 0 1

15 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejercicios siguientes:

a)y=4—xz;y=8—2x2 b)y:xz;y=4—x2
O y=x"-3x"+3x5 y=x d) y=x(x-1) (x-2); y=0
e y=x% y=1 £) y=x2-2x;5 y= % + 4«

g) y=—x2+4x—4; y=2x-7
a) . Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x2. Son x=-2 y x=2.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracién.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y= (8=2x%) - (4—x2) =4 —x2

III. Calculamos su primitiva:

G(X)=f(4—x2)afx:4x_x_3

3
8 16
GR)=8-2 -2
(2)-8-8- X
16 16 32
V. G2Q)-G(2)= 2 _[-2]|=22
2)-G(2)- L ( 3) :
2 -2 -1 0 1 2

El 4rea buscada es: 33—2 u-.
b)I.  Buscamos las soluciones de la ecuacién: x%=4—x2. Son x=—42 y x= V2 (nuestros limites
de integracién).
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(4—xt) —x?=4-2x2

I1L. Calculamos su primitiva: 5
3 i
G(x):f(4—2x2)dx=4x—2% y=4-x o
V. G- 52, o - B2 z
V. GUD)-Gyp= B2, B2 160 1
El 4rea buscada s: 163ﬁ 2, D 0 i 3

(Se adjunta la grfica, aunque es innecesaria para hallar el 4rea).
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¢) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x3 —3x2+3x=x. Son x=0, x=1 y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = (x3 — 3x2 + 3x) —x = x3 — 3x2 + 2x

I1I. Calculamos su primitiva:

4
GW = [0 -3 29 de=2 242

IVG@:QG@:%,QDA)

G)-GO) =1
4
G@—ﬂﬂ:%-
4 D N e
. El 4rea buscada es: 4 +’ % ’ 5
(La grafica que se adjunta es para entender me-

jor el ejercicio, pero es innecesaria para obtener
el drea). 0 1 2

d)I.  Buscamos las soluciones de: x(x—1)(x—2) =0. Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x(x— 1)(x — 2)

II. Calculamos su primitiva:

G(x) = J‘x(x—l)(x—2)afx=x?4—x3+x2

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado c).

El 4rea buscada es: L u2.

e) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x?=1. Son x=-1 y x=1.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x% - 1

III. Calculamos su primitiva:

3
G = [(2-1de= —x !
2 -2
IV. G-1)= =, G(1)= =
D=5, 6=
2
-2 _2_-4 S
V. G1)-G(-1)=—=-==="H
-6 =5 -5=7
El 4rea buscada es: | =% |= 4 o2, -1 0 1
31 3
(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria para resolver el ejercicio).
f) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x? —2x = —x? + 4x. Son x=0 y x=3.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y= (x2 = 25%) — (=x2 + 4x) = 2x2 — 6x
III. Calculamos su primitiva:
3
G(x) = f(2x2 —6x) dx = 2% — 3x?
4
IV. G(0) =0, G(3) =9 N
V. G(3)-G(0)=-9 2
El 4rea buscada es: |-9] = 9 u?. !
0
(Se adjunta la grafica, aunque es innecesaria). X 1 2 3
_2 y=x+2x
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g) I Buscamos las soluciones de: x%4+4x—4=2x-7, Son x=-1 y x=3.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(x?+4x—-4) - (2x-7)=—=x?+2x+3

I1I. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = f(—x2+2x+3)dx=i+x2+3x
3
IV. G(=1) = ——35 G@3)=9

G =9+2232
V. GO -G =9+ 2=

El 4rea buscada es: 33—2 u?,

(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria para la resolucién del ejercicio).

16 Dibuja y halla el 4rea de la regién limitada por la curva y=x(3 —x) ylarecta y=2x-2.
5

y=x(3=%)

-1 _1V1 2
_ y=2x-2

3
4
5

— N W

I. Buscamos las soluciones de la ecuaciéon: x(3 —x) =2x—2. Son x=-1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: f(x) = x(3 —x) — (2x—2) = —x2 + x + 2

I1I.Calculamos su primitiva:

G(x)—f(—x tx+2)de="2+ X 1 2x

IV. G(=1) = % G(2)=10

3
10 ,7_9
V. G -G = =5

9 2

El 4rea buscada es ) u-.

17 Dibuja el recinto plano limitado por la paribola y? —x = 1 y por la recta paralelaa y = x que
pasa por el punto (1, 0). Calcula el drea de ese recinto.

* Recta paralelaa y=x que pasas por (1, 0):

m=1

P(l,O)} y=lx-1)=x-1

* Buscamos los puntos de corte de la curva y2 —x=1 ylarecta y=x—1:

2 2
—x=1 > x=y"-1 =—1 - x=0
A TR R

y=x-1 > x=y+1 y=2 = x=3
* Representamos el recinto y lo descomponemos en dos partes:
R, — limitado por y= yx+1, eje OX ylarecta y=x—1

R, — limitado por y=—yx+1, ¢je OX ylarecta y=x—1
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Calculamos en primer lugar el drea de R;:

Y = 1

\
\

[ 3
3 3 + 3/2 2
AR1= J‘—l «/x+1¢ix—f1 (x—l)dx:_&l_l—[x——x

3
< ]_; (2 )(L )_ﬁ 10
7 F, 75\ 273) e 2

Calculamos ahora el drea de Ry:

3
- [% Jx + 1)3] -
-1

Y = x—|1
5
R,
N 3 X
T~
y:—\/x+l ]
] 1
0 1 0 2
A =_f el f e deo| 2103 x| 2,1 7 2
®, i dx+0( x) dx 3 (x+)_1+x 203+2 cu

Areatotal: R + R, = %+%=% u?

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
. Calculamos las soluciones de la ecuacién: y2—1=y+ 1
(Esta ecuacién resulta de despejar la x en: y2—x=1; y=x—1).

Sus soluciones son y=-1, y=2.

Y =y+|l
| —
) — = 2—*1
2 L
X
I~
=kx+1 !

II. Calculamos la funcién diferencia:

x=@2-1)-(@+1)=y>-y-2

III. Buscamos su primitiva:
y_ )
G(x) = J‘(yz—y—Z)d)m?—T—Zy

_7 _-10

IV. G(-1) = ¢ G(2)= 3
_ =10 7
V. GQ2)-G(-1)= 3 c

=
2

El 4rea buscada es =7 u?,

2

—9’ 9
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18 Halla el drea limitada por la funcién y = 2x — x? y sus tangentes en los puntos en los que su
grifica corta al eje de abscisas.

. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 2x—x?=0. Son x=0 y x=2.
II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x— x2, que es f'(x) =2 -2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f"(0) = 2; por tanto, es y = 2x.
La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f"(2) = —2; por tanto, es y = —2x + 4.
III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: entre 0 y 1 y entre 1 y 2.
La funcién diferencia en el primer intervalo es:
F1(0) = 26— (2x —x?) = &2
y en el segundo intervalo es:
Hx) =-2x+4- 2x—x) =x%—4x+4

IV. Sus primitivas son:

3
_ 2 X
G (x) = fx afx——s

3
Gl(x)=f(x2—4x+4)dx=%—2x2+4x

V. G,0)=0, G(1)=L, G,(1)-G,(0)=L
3 3 3
= 2x+4 y=2x
G4 6@-3, GO-6m-1 )
El 4rea buscada es: % + % = % u?. | —
(Se adjunta la grafica, aunque no es necesa-
ria para resolver el ejercicio). 0 1 2

Pagina 380
19 Dadas la hipérbola xy =6 ylarecta x + y—7 =0, calcula el 4rea comprendida entre ellas.
6

I.  Buscamos las soluciones de la ecuacién: 7 —x= =. Son x=1 y x=06 (nuestros limites de
. ., x
integraci6n).

II. Calculamos la funcién diferencia:
_7_x_ O
y=7-x "
IIT. Buscamos su primitiva:

2
G(x) = f<7—x—%>=7x—x7—6[n|x|

_7_1_13
IV. GQ)=7 )
G(6) =24 — 6/n (6)
V. G(6) - G(1) =24 —6In (6) — 12—3=% —6/n (6)
El 4rea buscada es:

35 2
3 6/n (6) u

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria
para resolver el ejercicio).
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20 Calcula el 4rea limitada por la curva y = x> — 2x? + x y la recta tangente a ella en el origen de
coordenadas.

I.  Calculemos la ecuacién de la recta tangente en el punto (0, 0); para ello, calculamos la derivada
de nuestra funcién:

y'=3x2—4dx+ 1
y(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacién y = x.
II. Calculamos las soluciones de: x> —2x2 + x=x. Son x=0 y x=2 (limites de integracién).
II1. Obtenemos la funcién diferencia:
y=x3—2x2 4 x—x=x3-2x2

IV. Buscamos su primitiva:

G- [ -2y o= 2

4 3
V. G0)=0, G(2) - % 3
G -GO- 5 2
y=x
El 4rea buscada es: =4 =§ u’. 1
(Se adjunta la grifica aunque no es necesaria 7= -2+ x
para la resolucién del ejercicio). 0 1 2

21 Halla el 4rea encerrada por la curva y = In x entre el punto de corte con el eje X y el punto de
abscisa x =e.

La curva y=/nx cortaal eje X en el punto de abscisa x = 1.
Area = fle In x dx
Integramos por partes:

u=lnx — duzidx
dv=dx = v=x
G(x):flnxdx:x/nx—fdx:x/nx—x

Area = flelnx dx=Ge)—G(1)=0—-(=1)=1 u?

22 Halla el 4rea limitada por las gréficas de las funciones que se indican.

a) f(x) = 23 + x? gl =x3+1 b) f(x) = x2 g =1-x2 y=2
O)fx)=x(x-1)(x—4) gkx) =0 d) f(x) =x2-2x glx) =x
e) flx) =x3—x g(x) = —«2 f) flx) = 2 —x* g(x) = x?

a) Calculamos las abscisas de los puntos de corte de las dos curvas:
fx) =g — x3 + x2
Llamamos la integral de 4 (x) = f(x) — g(x) = x> - 1

=x3+1 5 x2-1=0 > x=-1, x=1

_2_ 4

3 3

Y[\

1
-1

f_ll (xz—l)dx=[x?3—x

Area= % u2
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b) Calculamos las abscisas de los puntos de corte: Y]
4
=2
g 2} - x=—42, x=42
y=x S WE S EE] D S
.2
y=x X _>x=_Q’x=Q 2X
y=1l-x 2 2 =2
Utilizamos la simetria respecto del eje vertical: +2
3
2 2 (ﬁ) 4
o 312 2
foz[z_(l_xz)]dx: x+x—] 2, 742

3], 2 3 12

. 2V
fﬁ(z 2)l£x_|:2 x3]\2 _(2«/5 2‘/5) ‘/z (7) _ 5‘/§
2 I A A A e

A - ﬂﬂ_ 2
Area—2( D + 15 )-Z«Eu

©) f(x) y g(x) secortan en los puntos de abscisas x=0, x=1, x=4.

Llamamos 4 (x) = f(x) —g(x) =x(x— 1)(x—4) = x3 = 5x% + 4x
H(x) = f(x3—5x2+4x)dx=x74—5—xa+2x2

3
H(0)=0; H(1) = 17_2; H4) = _33_2

L3 <2 _ N
fO (7 = 5x° + 4x) doe = H(1) — H(0) =5

4
3 2 _ _ __32 7 __45
fl(x -5 ) e H@ - H1)=- 32 - L 4
Apeq - L, 45 _71 o
Area = 12+4— G u
d) y=x?—
) yex 2x]—>x=0,x=3
y=x
3 3 323 27 9
2 | x| _g_27__9
J;)(x —2x —x)dx = 3 > ]0 9 > >
Areaz%u2
_ 3
e y=x x}—)x=_1_‘/§,x-0,x=_l+‘/g
y=x 2 2
4 3 2
(3. _x X x
G(x)_f[x o= X X
=50 (25 )
—1-45)_ \ 2 2 2 _—5{5-13 B
G( 2 )‘ 4 * 3 - 2 ==y 5 G60=0
=) (50 (52
G -1+45) 2 . 2 B 2 _5{5-13
2 N 4 3 2 T 24
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J_Ol_ﬁ(X3+x2—x)dx=G(0)_G<_l—‘/§)_ 545 +13

1= 2 24
2
5 5 5
23,2 _o[m1+45 ) _545-13
J;) (x” +x —x)zix—G( 3 ) G(0)= Y
(. 5{5+13 —5{5+13 13
Area = 74 + 7% —ﬁu
£) yo2_,4
Y Zx}—>x:—1,x:1
y=x
fl(Z—x4—x2)dx=[—x—5—x—3+2x]l =—L—l+2—<l+L—2>—ﬁ
-1 5 3 1 5 3 5 3 15
(44
Area = 5 u

M Volimenes

23 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos siguientes:
a) fx) = Jx—1 entre x=1y x=5
b) f(x) = x* entre x=-1y x=2
O f(x) =x—x% entre x=0y x=1
2 vzn.f(Jxﬁ)zdx:n.f(x_l)ﬁzx:n[%z_x]j .

=8n u

2
2 5
b) V= n-J‘_I (xz)zdx=7t~f2 x4dx=n[%]l=%n u’

x_5_2x4 x3] T3

c) V=n-fol(x—xz)zdxzn-ﬁ)l(x4—2x3+x2)afx=n 5 i 3

24 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos limitados por las gra-
ficas que se indican:

a) f(®) = Jx, gl = %

b)y? = 4x, x=4

a) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: yx =x2. Son x=0 y x=1.
Estos son nuestros limites de integracién.

II. Calculamos la funcién diferencia:

y=x -

HI.V:n-Ll(&)z—(xz)zdx=n-Ll(x—x4)dx=7t 3

1
2 5
X _ x| _3
2 5]0 T

V= [ f@ deon [ (497 de=rn-[87]) = 1287 w2
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M Funcién integral

25 Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
D) F ()= [ “eosvds b) G = (2 +1)4de

O H) = fo o dy d)J () = L 2D dr

iAtencién! La dltima es la m4s fécil.
a) F'(x) = cos x

b) F'(x) = (x2 + 1)*

c) H'(x) = e‘"2

d) /'(x) = 0, porque J(x) es constante.

Para resolver

26 Halla el drea comprendida entre la curva:

_ 4
9 +2x*

el eje de abscisas y las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexién de dicha curva.

y:

I. Buscamos los puntos de inflexidn; para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

r_ -1 636‘
! 9+ 2x2) 2
w_ =16-(9+ 2% — 8x2)
9+ 2x2) 3
Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es cero.
Esto ocurre en x = —g y x= % (puntos de inflexi6n).

I1. Calculamos la primitiva de nuestra funcién:

G(x) = 4 =2‘/7 arctg<[x>

9+ 2x? 3
IH.G(—@): 212 arc tg (_§>
G(@) 2;/— arctg(J;)

&\ [ &\ 22| (B 5
G(?) - G(‘T) E ( "g< 5 ) e (?))
El 4rea buscada es: 2;/2 (arc tg <g) —arctg (—?))

(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria para la resolucion del ejercicio).
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. _ [x _ —xl:
27 Si f(0) = % y g =|1-|
a) Dibuja las dos gréficas sobre unos mismos ejes y halla sus puntos de interseccién.
b) Determina el drea del recinto encerrado entre ambas grificas.

Y
o) -|[TF o

R
Rl E ! f(x):\/%

1 2 X

1—x si x<1

a) Definimos g(x) por intervalos: g(x) = |1 —x| = {x 1 sixsl

Buscamos los puntos de interseccién resolviendo la siguiente ecuacién:

\/%=(1—x) o bien \/%:(x_l)

Al elevar al cuadrado cualquiera de las dos ecuaciones, llegamos a:

22— 5x+2=0 = x 5”25‘1 <7 1
X =

Sus soluciones son % y 2 (limites de integracién).

b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: de % alydela2, porqueen x=1 cambia
la definicién de g(x).

Tenemos, por tanto, dos recintos de integracién, R; y R,.
I. La funcién diferencia en el primer intervalo es:
[x
/71(96') = ? -(1-x
La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
hy= X —(x=1)
N2

II. Sus primitivas son:

Hl(x)—f<\/;+x—1> §<g>3+x72-x
Hz(x):f<g_x+1) %g)g_%zm

III.H1<%>— 2 11—11(1)_2ﬁ6 3:§_%
Hy(1) = g L H2(2)=§

IV. Area del recinto Ry: H, (1) - H, <%)=

Area del recinto Ry: H2(2)—H2(1)=%_g_%
2 1,5 4 42 1_13
El 4rea buscada es 3 +24+3 3 "2 "4 u“.
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28 Se considera la funcién:

x* si 2<x<0

gx) =12« si 0<x<2
10-3x si 2<x<4

Representa la funcién g y calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

I- [ g dr - e ax K- ‘g
=) 8 J=) & =) 8«
Y
T
13 7
e 215 y=10-Bx
i) 2 \4 X|
)
1 0 1 51° 1
= - 2 | X 2(-_8 q_11
[-f_zg(x)afx—f_zx aix+f0 Zxafx—[ 3 __2+[x ]0— 3 +1= 3
4 2 4 2 2 3x2
]=J‘1 g(x)a’x:f1 2xa’x+J2 (10—3x)dx=[x ]1+ 10x—T 2—5

29 Dibuja el recinto comprendido entre las grificas de las funciones y = Lz’ y=x y=8x, yhalla
x

su area.

S —= N W AW

-1
-2
-3
-4
-5

. Buscamos los puntos de interseccién de las funciones:

%=X — x3=1. Susolucién es x= 1.
x
#=8x — 8x'=1 - X=\/%. Su solucién es x = %

x=8x — 7x=0. Susoluciénes x=0.

Tenemos dos intervalos de integraciéon: de 0 a % y de % a 1. Corresponden a los recintos R; y
R, senalados en el gréfico.
I1. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:
filx) = 8x—x=T7x

Y en el segundo intervalo:

)= 5=
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III.Buscamos sus primitivas:

2
G(x) = f7x dx = Ix°

G,(x) = f(%—x)afxz_—xl—%z

IV.G,(0) = 0, G, (%) =%

1\ -17 -3
G2<2>‘T’ 6=

V. Areade Ry: G<%>—G1(0)=%
A . 1)\_5
Areade Ry: G,(1) - G)| ===
2 8

] 5,7_12_3 »2

El 4rea buscada es 8 + -8 =3 u‘.

2

30 Calcula el drea del recinto plano limitado por la curva y = x“e* ylasrectas x=0 y x=5.

Buscamos una primitiva a nuestra funcién:

GO = [ & de= (=204 2) & 1000
(aplicando el método de integracion por partes). y=x2e%
G0)=2 500
G(5) = 17¢5 e
G(5)-G(0)=17¢ -2
El 4rea buscada es (17¢° —2) u?. 1 2 3 4 5

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria para resolver el ejercicio).

31 Dadalacurva y= x% + 2x + 2, halla el 4rea limitada por la curva, la recta tangente en el punto
donde la funcién tiene un extremo y la tangente a la curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igualando a cero:
y'=2x+2=0, el puntoes (-1, 1).

La ecuacién de la recta tangente en dicho puntoes y = 1.

Por otro lado, la ecuacién de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de y = x%+2x+2 con y=1 es(-1,1);
de y=x?+2x+2 con y=06x-2 es(2,10);yde y=1 con y=06x-2 es (%,1).
Distinguimos dos intervalos de integraciéon: de —1 a % y de % a2

En el primer intervalo la funcién diferencia es:
Al =x?+2x+2-1=x?+2x+1

En el segundo:
Hx) =x2+2x+2—(6x—2)=x%—4x+4

Buscamos sus primitivas:

3
G (x) = %+x2+x

3
Gy(x) = % —2x% 4 dx



Unidad 12. La integral definida VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |l

37 2)" 24
1)_37 _8
GZ<?>_ 24’ Gz(z)— 3
1 1919
Gl<2>_G1(_l)—2 +3_8
_c(L).8_37_9
G2(2) G2<2>‘3 24 8
. 9,99 2
El 4rea buscada es: 5 + 84 u‘.
10
9
8
7
6
5
4
3
/1

2
32 Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse ;—5 + 32 =1 al dar una vuelta completa alre-

dedor de OX.
5

2
[ 'l DUV L Ul | _20m 3
V—nf_s( —25)dx—n£5<l—25)4x—n-[x—75 3 u

33 Calcula el drea limitada por f(x) = %, el eje X ylasrectas x=a y x=0b, siendo a y b
x°+

las abscisas del méximo y el minimo de f.

La funcién corta al eje X en x=0.

Por otro lado, tiene un minimo en x=-2 y un mdximo en x = 2.
Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de—2a 0 y de 0 a 2.

Hallamos la funcién primitiva:
4 2
Gx)= | =2—dx=2In(x"+4)
f x*+4

El drea en el primer intervalo es:
G(-2)==2In8
G0)=2n4
G0)-G(2)=2(n4-1In8)
|2(lnd —In8)| =2(ln 8 — In 4) u*
El 4rea en el segundo intervalo es:
G(2)=2n8
G2)-G(0)=2(ln8—In4)
2(ln 8 — In 4) u?
El 4rea total es:
2n8—In4) +2(ln8—In4) = 4(ln 8 — In 4) u?





