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6.0.- Introduccion

El Cdlculo Integral, que es una de las mas importantes y complejas partes del Analisis Matematico tiene
su origen en el estudio del drea de figuras planas. Las férmulas para el célculo de las areas de triangulos y
rectangulos eran ya conocidas en la Grecia Clasica, asi como la de los poligonos regulares previa descomposicién
en triangulos.

El problema se plantea a la hora de calcular areas de figuras limitadas por lineas curvas. Euclides (300
a.C.) sigue los trabajos de Eudoxio (400-355 a.C.) para calcular el &rea del circulo por el método de exhaucién, es
decir, inscribiendo en él sucesivamente poligonos con mas lados. La suma de estas areas se aproximaba cada vez
mas al area del circulo, estando en el “limite” el valor exacto.

Arquimedes (287-212 a.C.) hall6 también el area encerrada por un arco de paradbola y la cuerda
correspondiente, cosa realmente dificil en aquel tiempo, ya que no se disponia del algebra formalizada ni de la
geometria analitica. El método utilizado era el de agotamiento, esto es, se encaja el area entre dos poligonos, uno
inscrito en la regién y otro circunscrito a la regién.

Desde los griegos hasta el siglo XVII poco se hizo con relacién al célculo de areas y volimenes de figuras
limitadas por lineas o superficies cerradas. Pascal, Fermat y Leibniz comienzan un estudio engarzado con el
célculo diferencial; asi pues, aunque histéricamente se estudian los primeros elementos del célculo integral antes
que el diferencial, en el siglo XVII se estudian y configuran a la par, relaciondandose por medio de muchos e
importantes resultados.

En esta primera de las dos unidades que dedicaremos al célculo integral, nos centraremos en el Cdlculo
de Primitivas, herramienta necesaria para la segunda unidad, en la que aplicaremos lo visto en esta para el calculo
de éreas.

6.1.- Integral Definida

b
La integral definida de una funcién en el intervalo [a,b] se simboliza por J f(x)dx , donde b es el limite

a

superior de integracién y a el limite inferior de integracién.

6.1.1.- Significado Geométrico de la integral

Con la integral definida se pretende calcular el drea de una regién del plano limitada por una curva.
Sea el plano afin real euclideo y (O, uj,u?) un sistema de referencia ortonormal de ejes OX y OY.

e Si la funcién f:[a,b] >R, es positiva e integrable, la integral ¥
definida de la funcién f sobre dicho intervalo representa el area de la
region limitada por la curva, el eje OX y las perpendiculares por los
puntos a y b, y la integral es positiva.

b
+ Jf(x)a’x =Area bajo la curva >0

e Sila funcién f:[a,b] > R, es negativa e integrable, la integral
definida de la funcién f sobre dicho intervalo representa el area de la
regién limitada por la curva, el eje OX y las perpendiculares por los -]
puntos a y b, pero con signo negativo.

b
—jf(x)a’x = Area bajo la curva




e Sila funcién f:[a,b] » R, toma valores positivos y
negativos sobre el intervalo cerrado [a,b], entonces,
la integral definida de la funcién f sobre dicho
intervalo representa la suma de las éreas de las
regiones comprendidas entre la funcién, el eje de las
X, v las perpendiculares por a y b, pero asignandole a
cada una de ellas el signo + o - segin que esté por
encima o por debajo del eje x. Para ello es necesario
conocer los puntos de corte de la curva con el eje OX.

Area = +T F(x)dx —]2 F(x)dx + ]sf (x)dx — ]ﬂ F(x)dx + T F(x)dx
a Cl CZ Cs (.'4

Ejemplo 1: Calcular el drea encerrada por el eje OX, las rectas x=0 y x=rxy la curva y =cosx .

Vamos a ver si la funcién y =cosx , cambia de signo en el intervalo [0, 7], para ello la igualamos a cero y calculamos sus raices:

a . . . T ang .
cosx:0<:>x=i§+k7r, dentro del intervalo a estudiar solo estd 5 Sabemos que el coseno es positivo en el primer

cuadrante 0 < a < % , Y negativo en el segundo % <a <z, por tanto:

Area = j'cos xadlx — Tcos xax = [senx]og ~[senx ], =1-(-1)=2
0 T 2

2

6.1.2.- Propiedades de la integral Definida

e Silos limites de integracién son iguales, la integral es nula: j f(x)dx =0

b c b
e Sic es un punto interior al intervalo [a,b], se verifica: I f(x)dx = I f(x)dx + I f(x)dx

Esta propiedad es generalizable al tomar méas puntos interiores en el intervalo [a,b].

b
e Al intercambiar los limites de integracidn, la integral definida cambia de signo: J f(x)dx = —I f(x)dx
a b

e La integral definida de la suma es la suma de las integrales definidas:

b

[£(x) £ glx)]dbx = [ flx)abx + [ glx)cbx

a

Q —— o

b b
e Sik es un numero real, se verifica: J k:f(x)dx = kJ- f(x)dx

a

b b
e Si f(x)<g(x) Vxe[a,b], entonces se verifica: J f(x)dx < J‘ £(x)dx

a



La integral definida de una funcién continua f(x) en un intervalo cerrado [a, b] es igual a la diferencia entre
los valores que toma una funcién primitiva G(x) de f(x), en los extremos de dicho intervalo.

f(x)-dx = Gla) - G(b) = [G(x)],

o —

Observaciones:

e Laimportancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relacién las integrales con las derivadas.
Sin embargo hay que advertir que solamente es aplicable a funciones continuas definidas en
intervalos cerrados.

e Para hallar la integral definida de una funcién continua en un intervalo cerrado seguiremos el siguiente
proceso:

—  Se halla una primitiva cualquiera de la funcidn, sin tener en cuenta la constante (la mas sencilla).
— Se sustituyen en esta primitiva los limites de integracién (el superior y el inferior) y se restan los
resultados.

Ejemplo 2: Caleular el valor del drea que estd debajo de la funcion f(x)=senx en el intervalo [0, 7]

Como la funcidh es positiva en todo el intervalo (no cambia de signo):

Area = [ Senxdx = [~Cosx ], =—cosz+cos0=~(-1)+1=2
0

6.3.- Area limitada por dos graficas

Para hallar el area limitada por las gréficas de dos funciones f(x) y g(x) seguiremos este esquema:

¥4 ” a) Definimos una nueva funcién h(x) = f(x) — g(x)
W = Tix

b) Igualamos a cero para hallar los puntos de corte entre ambas:
h(x)=0 © f(x)=g(x)

c) Una vez que obtengamos los puntos de corte, a y b, integramos
la funcién h(x) entre esos limites de integracién.

Area = j/v(x)dx
b

Ejemplo 3: Calcular el drea comprendida entre f(x)=x*+5x°-7x"+2x-1 Yy gx)=X'-4x-8x" +4x-1

Escribimos la funcién h(x) como la diferencia entre f(x)y g(x).  A(x)= x>+ x*-2x

x=0
Calculamos sus raices igualando a cero: A(x)=x>+x* -2x =0 x =-2
x=1
fxe a2 [(x7 + 22 o ST e 2 LT 87 [[-5
Area::[z(x + X —2X)dx+£(x +x —2x)dx:{7+?—x L +{T+?—x L :[ —3}+[12—0}—
8 5 37
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6.4.- Volumen de un solido de revolucion

Sea f una funcién continua definida en el intervalo [a,b]. Recibe el nombre de sélido de revolucion, al
sélido generado al girar alrededor del eje x, la regién limitada por la grafica de vy = f(x), el eje x, y las gréficas de
x=ay x=b.Elejexesun eje de simetria de dicho sélido y una seccién recta perpendicular al eje x es un circulo
de radio | f(x)|.

P r=a rx=h 1
_—~y=fix)

. S . 2 . . _
El &rea de la seccién circular sera: A(x)= 7['[ f(x)] , y un elemento de volumen de revolucién serd un pequefio

cilindro de radio | f(x)| y altura dx.
Por tanto, el volumen del cuerpo de revolucién vendra dado por la expresion:

Vol = Tﬂf (x)dx
b

Este procedimiento recibe el nombre de integracién por discos.

Ejemplo 4: Calcular el volumen engendrado al girar la pardbola Y = Jx alrededor del eje X, enfre Oy 4.

. yaf{( )= npar=a] % | s

0 4 0

Si al trozo de curva v = f(x) se le hace girar alrededor del eje Y, el volumen del cuerpo de revolucién vendra dado

por esta otra expresién: |Vo/ = "-ﬂ"¢( y)dy
b

Se hace exactamente igual que al girar en torno al eje X, con la salvedad de que hay que escribir x en funcién de
y, e integrar en y.

Ejemplo 5: Calcular el volumen engendrado por la curva y = Jx dl girar alrededor del
eje Y, entre y=0 e y=2.

2
Volumen = ni(yz )Zdy = niy4dy = {ﬂy} _ gﬂ
0 0 o 5

5



6.5.- Teorema Fundamental de Calculo

El Teorema fundamental del Célculo, como su nombre lo indica es un importante resultado que relaciona
el Célculo Diferencial con el Célculo Integral. En este capitulo se estudiaréan las bases que permiten disenar técnicas
para el célculo de integrales.

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces su funcién integral F(x)= J f(t)dt con

a < x < b es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y su derivada F’(x) =f(x).

f continua en [a,b]

FO0:] F(pyar | =)

6.5.1.- Derivada de integrales

d X
. Zlf(f)df = F(x)

X X
Ejemplo 6: Hallar la derivada de: J-\/fz +1dt > %J\HZ +1dt =vx? +1

a

6.5.2.- Derivada de integrales cuando el limite superior es una funcion

9(x)

d .
A RCCSUPOIC

72 72
Ejemplo 7: Hallar la derivada de: _[cos xldx > %j'cos x%dx =2t cost*
0 0

6.5.3.- Derivada de integrales cuando los dos limites son funciones

9(x)

[ £t = F[ g(x)] 9" (x) - A g(x) A" (%)

h(x)

Y i
dx

Ejemplo 8: Hallar la derivada de: Iln tdt

% [Intdt =Inx*3x* ~Inx*2x = 9x*Inx — 4xInx = (9x° - 4x)Inx

Podemos encontrarnos con ejercicios como este en el que al aplicar la regla de L’Hépital, la integral desaparece.



]2 semltdt

Ejemplo 9: Hallar lim *————
x—0" X

sentdt .
lim l _07, seﬂXZX_QL_HI 2xcosx+25enx_9“’| 2cos x —2xsenx +2cosx _2
x—>0" X3 0 x—0" 3X2 0 X~>0 bx 0 X~>0 6 3

* Donde hemos utilizado varias veces la Regla de L Hopital.

6.6.- Ejercicios Resueltos
1.- Calcula las siguientes integrales:
2 3 1
d ==(9-1)=4
o [~ x| 5| -5(0-1)

2 . .
senx-cos2xax Isenx (2 cos® x — 1) =2 | senx-cos® xdx — jsenxa’x =2[—sen3x]; + [cos X:IS =—=
0

O’—.N\w

(1+ x?)cos xdx = J'cosxa’x+'[x cosxadx =-2r

g
O3 Ot P — W

b t 1o x? 1 x? x?
d) |V1-x%dx = adx = | ——dx - | ———=dx = Arcsenx - | ——=adx =
'! '!-\/1—)(2 J.\ll—)(2 J.xll—xz J.x/I—)(2
2
u=x adu = dx
= Arcsenx — 4 = Arcsenx + x\1-x* — I\/l - x%dx
adv=x(1-x%)2 v=-—1-x*?

Esta es ciclica, por tanto:

2 8

[Ji-sox [/’_X} R -5

1
f) I ax 1 =; Calcularemos primero la primitiva:
0

e =t e“dx=dt

ax
J.eX+1= ax =—

f
Sit=0=> 1=B
Sit=-1=>1=-A

B
dr+ [Sdr =1-ar+ B +1
(7‘+1)7‘ j7‘+1 H[ = 1=At B¢+

I(?‘+1)f —jf 1df+j dt =—In|t +1+Inl#|

Si deshacemos el cambio:

g

=[In(e~ +1)+|n(e*)]; ~1-In(e +1)-In(2)

e’ +1



X —>+0

2.- Siendo I = jfze”a’f , demostrar que lim I(x)=2
0

Vamos a calcular la Integral:

_ 42 _ - =
J.fze”a’f | u=r du=2rdr) e+ ZJ te'dt =—e't? 1| ¢ 27; du Zif =
dv=e’ v=-e' dv=e’ v=-e

=—e’t? -2te” + ZJe”a’f =—e’t? -2te’ —2e" =" (H* +2t+2)

Por tanto:

I-= sze”df = [—e” (7‘2 +2f + 2)]: = {—LXXJFZ +%}
s e

Por tanto: lim

X—>+00 x

[_x2+2x+2 2

+ T} =2 como querfamos demostrar.
e

3.- Calcular el drea encerrada por la curva f(x)=x*-4x ylarecta g(x)=2x-5

Definimos la funcién A(x)=7(x)- g(x)=x*-6x+5
Igualamos a cero, para calcular sus puntos de corte.
h(x)=f(x)-g(x)=x*-6x+5=0 < (x-1)(x-5)=0

Por tanto sus raices son 1y 5.

Integramos h entre 1 y 5

5
_[(XZ —bx +5)dx _-32
1 3
5
Como un é&rea no puede ser negativa, A = '[(XZ -bx+ 5)dx = %‘ = %
1

1
4.- Hallar el drea de la region limitada por las grdficas de las funciones F(x)=1 +§ v g(x)= (X + 1)E

Al igual que en el ejercicio anterior, definimos la funcién h(x):
s
h(x)=7F(x)- g(x) =1+§— x+1

Igualamos a cero para encontrar sus puntos de corte:

/7(x)=f(x)—g(x)=1+§—\/x+ 0o x=3x=0

Por tanto ya tenemos los limites de integracion.

3
J'(l+£— x+1]d)(=—l
5 3 6

:[(H%—dex

Como las areas no son nunca negativas: Area =




5.- Determinar el drea encerrada entre las grdficas de las funciones de ecuaciones (x)=6x—-x° vy

g(x)=x%-2x.
Como siempre, definimos la funcién h(x) como la diferencia entre f y g:
A(x) =F(x)- g(x)=8x-2x?
Igualamos a cero para obtener los extremos de los intervalos de integracién:
h(x)=8x-2x*=0=x=0,x=4

h 64
Por tanto: Area = I(BX -2x° )dx -3
0

6.- Calcular el drea encerrada por la grdfica de f(X):%, el eje de abscisas v las rectas
+ X

x =23 y x=2

La funcién {(x) es siempre positiva, por tanto la integral es positiva:

23
1 1 T T 7
—| 2 Arctg3 —> Arctgt) |=Z-Z = T
[2 retg3 -3 "Cg()J 6 8 24

243
ax 1 X
T lcular: =|=Arctg| —
enemos que calcular ! 4+X2 |:2 rc g[2j:|

2

7.- Calcular el drea del recinto limitado por la curva de la ecuacion f(x)=x°+x vy la recta
perpendicular a su tangente en el punto (0,0).

Lo primero es calcular la recta tangente en el punto (0,0)

La ecuacién de la recta tangente es: y = mx + b, donde m es la pendiente f'(a) y b es la ordenada en el origen b

= f(a).
En este caso: f'(x)=2x + 1; f'(0)=1; {(0)=0; por tanto la recta tangente en el (0,0) esy = x
La recta perpendicular a esta es: y=-x.
Asi que tenemos que calcular el area entre la gréfica f(x)= x> + x yg(x) = -x
Definimos la funcién h(x):

A(x)=F(x)- g(x)=x*+x —(-x) = x* +2x
Igualamos a cero para encontrar las soluciones:

Ax)=x*+2x=0=x=0,x=-2

Integramos la funcién h entre esos dos valores:

0

J‘(,\/2 +2X)dx = —g

-2



Como el area no puede ser negativa:

Area = =
3

qu(xz + 2x)o’x

_LLA_4
13

8.- Se considera la funcién f(x)=xe®, donde a es una constante no nula. Calcula el valor de a,

, 1
sabiendo que el drea limitada por la curva 7(x)=xe®™ y las rectas x=0 y x=1 es igual a — -
a

1
1 .
Tenemos que Ixe”XdX =— ; Vamos a resolver la integral:
a
0

Uu=x au =ax

1
1 ax a a
X 1 X e e’ e
ax _ _ ax _ = ax _ ax _ _ _
jxe ax = e 1 |=—e J'e dx=|—e" ——| =—-—+—
o =e” v==—e a a a a |, a a a
a
Y segtin el enunciado:
e’ e 1 1
———t =" -=—odad-a=0sa=0a=1

Por tanto a=1, porque no puede ser igual a cero.



