PROBLEMAS RESUELTOS DE INTEGRALES

1) SeaI:j dx .

X

2-¢
a) Expresa | haciendo el cambio de variable t=¢"
2 [t=e¢" 1 2 dt . 2

I_.[Z_exdx _|Ldt—e dx—>dx—:—i—dt—tJ: ﬁT_J.t(Z—t)

b) Calcula I.
Descomponemos el integrando en suma de fracciones simples:
2 A B _ A(2-t)+Bt

t(2-t) t 2-t t(2-1t)
Para que la primera y la dltima fraccion coincidan, deben ser iguales los
numeradores, puesto que los denominadores lo son:
2=A(2-1)+Bt
e Sit=2 = 2=2B
e Sit=0 = 2=2A
Por tanto:

1 1
I=[=dt + [——dt =Lnft|]-Ln[2—-t|+k=
Jodt + [——dt =Lnf-Lnf2-t
= Lnle| —Ln2—-e|+k=x-Ln|2—-¢€|+k

Puesto que [¢*| = |e[*=€*. Y Ln(e*) =xLn(e) =x-1=x.

1

2) Considera la integral indefinida | = j—dx . Calculala aplicando el cambio
1+x-1
de variable vi+x-1=t.
1 [t=Vl+x-15l+x=t+1 1
[——— = | 1 | = j 2(t +1)dt =
V1+x-1 Ldt =

dx — dx = 2+/1+ xdt = 2(t + 1)dt
241+ X

_2jﬂdt _2j dt+2J' dt = 2_[dt+2.[i—dt=2t+2|n|t|+k:

=2(«/1+x—1 2|V x -1+ k

3) Calcula:
5x* — x —160

a) J - dx .

Se trata, claramente, de una integral racional. El grado del numerador no es
menor que el del denominador, por lo que el procedimiento general nos obliga a
dividir numerador entre denominador y sustituir el numerador, usando que
dividendo es igual a divisor por cociente mas resto.

Sin embargo, podemos conseguir que parte de los sumandos que forman el
numerador sean igual al denominador, y descomponer la integral en sumas,
siendo este un procedimiento mas corto (si es que nos damos cuenta). Y seria
asi:



5x° — x — 160 ? _125 +125—x—160 —125
e — =I z -I
X° —25 X° —25 2 _25
125 — x — 160 35
jz— -j d +j—dx-5jdx +1;=5x+1;
x® - 25 2 _25 25

Nos centramos en el mtegrando de 1;. Descomponemos en factores irreducibles
el denominador, lo que es inmediato si consideramos que se trata de una
diferencia de cuadrados. Por el teorema que permite descomponer fracciones
algebraicas donde el grado del numerador es menor que el del denominador:
-x-35 _ A . B _ A(x+5)+B(x-5)
(X =5)(x +5) Xx-5 x+5 (x =5)(x+5)
De donde, igualando los numeradores de la primera y la ultima fracciones:
—X—35=A(x+5)+B(x-5)

Si damos valores a x, nos queda:

e x=-5 = -30=B(-10) =

e x=5 = -40=10A =
Por tanto:

B=3
A=_4

-x-35 _ -4 . 3
(x =5)(x+5) X-5 x+5

De donde:

|1:_4J'X = —-4In(x=-5)+3Ln(x+5)+C

Por tanto, sustituyendo:
5x° — x — 160

jz—dx =5X —4Ln(x-5)+3Ln(x+5)+C
X" —25

+3J'

X+5

b) I(Zx —3)-tg(x° — 3x)dx .

Observando el integrando, tenemos que (2x — 3) es la derivada del argumento de
la tangente. Por tanto, podemos intentar un cambio de variable:

) [ t=x° - 3x il
j(2x-3)-tg(x — 3x)dx —Idt C (2x— 3K = dx = d | =
L 2x—3J
sen (t) —sen (t)
=[(2x-3 = dt = d = - [——~d
'[( § )tg(t) It (thae = '[cos(t) t I cos(t) t

Como el numerador es Ia derlvada del denominador:
= —Ln(cos(t)) + k = -Ln(cos(x* — 3x)) + K

4) Calcula:
3X + 4
) I X2 + 1
Aplicando propiedades inmediatas de integraIeS'
3x + 4
Rl I R
X" +1 x? +1 x?+1 x?+1 x?+1
La segunda integral es inmediata. La primera, como la derivada del denominador

es 2x, solo necesita un coeficiente 2 en el numerador para ser un logaritmo
neperiano:

dxzsj dx +4j dx =



3. 2 3
=—j ZX dx +arctgx + k= = Ln(x* + 1) + arctg x + k
27 x* 41 2

b) J‘OIX cos( 2x)dx

El integrando es producto de dos funciones. Ambas sabemos derivarlas e
integrarlas, por lo que la abordamos por partes. Llamaremos u = x porque, de
lo contrario, al integrarla aumentaria el grado de x en el integrando, lo que no
nos conviene: nos interesa que este factor desaparezca.

La integral de cos(2x) es inmediata (basta ajustar coeficientes); pero si no la
viésemos, la planteariamos aparte mediante un cambio de variable t = 2x.

z [ U=x-— du = dx j r 1%
I4XC%(2xﬂR = | 1 | = | =xsen 2x| —
0 dv = cos 2xdx — v = —sen 2Xx Lg J
2 ] :
Z[“sen 2xdx =
2
1z P [11 T« 7 (1 1
=|——sen ——0| +|——cCc0s2x| = —+|—C0S——-—cC0s0|=—-—
2 4 2 [22 Jo 8 4 2 4 4
4 )(2
5) Calcular jz—dx

Z2X°-6x+5
Como el grado del numerador de esta integral racional es mayor o igual que el del
denominador, habria que comenzar realizando la divisién de un polinomio entre
otro. Pero cuando el grado es igual, como en este caso, podemos intentar evitarla:

2

2
4 4X"-6Xx+5+6x-5
I = j ————dx :j . d
2 X" —-6x+5 2 X" —6x+5
2
4X°—6Xx+5 4 6x-5 4
=[x [ ———d = [ & +lh =[x, +h=@-2)+1,=2+1;
2X°—6x+5 2 X"-6x+5 2
Descomponemos en suma de fracciones simples el integrando de ;. Para ello,
comenzamos por averiguar las raices del denominador:

_6+v36-20 _6+4 =1

X =

X*—6x+5=0 = x= ; —=(_. = x*—6x+5=1(x—1)(x—5)
Por tanto:
6x-5 _ A B _ A(x-5+B(x-1)
x?-6x+5 x-1 x-5 (x —1)(x -5)

Lo que seré cierto si los numeradores coinciden:
6x—-5=A(x-5) + B(x-1)

Y para averiguar qué valores de A y B verifican la igualdad, damos valores
convenientes a x:

e x=1.1=-4A+0 => A=-1/4

e x=5:25=0+4B = B=25/4
De esta manera:

1 4 1 L5 1

|1:7_ dx
4% x-1 4%2x-5

1 25
dx :—Z[In Ix-1]]; + T[|n |x-5]], =



1 25 1
=——(3-Inl) + —(In1-IN3) =—— 3——In3———ln3
4 4 4 4 2

Sustituyendo arriba, tenemos, finalmente:

13
I=2— —In3
2

2
X

6) Calcular j:ﬁdx (2,5 puntos)
X —ZX—=

Estamos ante una integral racional. Como el grado del numerador es mayor o igual
que el del denominador, hemos de comenzar con la division entre ambos. Pero si
nos fijamos bien, como ambos grados coinciden podemos evitarla asi:

1 x? 1.t 1 x> —X—2+X%X+2

I = Z—dx = — dx = — dx =
02x° —=2x-4 20 x? Zox-2
1 ax’—x-2 1.0 x+2 1 1.0 X+2

= — 2—dx+—j2—dx :—jdx+—j2—dx
290X —x-2 290" —x-2 0 0X" —x -2

Si hubiésemos efectuado la division de los polinomios, habriamos llegado al mismo
resultado.
Hagamos ahora cada integral por separado. La primera es trivial:

[l = I = -0 =

2% 2 2 2
Para la segunda (prescindimos del %2), descomponemos el integrando en suma de
fracciones simples, para lo que tenemos en cuenta que:

1£+41+8 1+3 =-1

X¥-x-2=0 = x= — S ° ‘2 =<, = X -x-2=1(x+1)(x—2)
Con lo que:
X+ 2 _ X+ 2 _ A + B _ AXx-2)+B(x+1)
xP—x-2  (x+1)(x-2) x+1 x-2 (X +1)(x - 2)

Para lo que basta con que sean iguales los numeradores:
X+2=A(X-2)+B(x+1)
Veamos qué valores son los de A y B. Para ello, damos valores a x:
e Xx=2: 4=0+3B = B=4/3
o x=-1:1=-3A+0= A=-1/3

Con todo ello:
X+ 2 -1 1 4 1
- @ = + —
xZ—x-2 3 x+1 3x-2
1oX+2 -1 1
:jz—dx:— dx +— —dx:
00X —x-2 3 ox+1 37%0x -2

-1 .4 . -1 4
—[n|x+1]]; + =[n [x-2], = —(@2-In1) + —(In1-I2) =
3 3 3 3

-h2 -4Ih2 _ -5In2
3 3 3
Sustituyendo:
1 1 -5I2 |1 52
==+ = == _
2 2 3 2 6




. 3x* +x*-10x +1
7) Calcular la integral J - dx
X" —=x-2
Estamos ante una integral racional. Como el grado del numerador es mayor o igual
que el del denominador, hemos de comenzar con la division entre ambos:

A+ X-10x+1 | x¥*-x-2

-3x3 + 3x° + 6x 3x + 4
A° — Ax+1
—4x° + 4x + 8
9
Por tanto:
3P+ x7-10x+1 _ (x*=x-2)(3x+4)+9 _ (x*—x-2)(3x+4) 9 B
—_— —_— + pu—
x> —x-2 X2 —x—-2 x> —x-2 x> —x—-2
9
=3x+4 +2—
X" —x-2

Por otra parte, factorizamos el denominador:

1+41+8 _1+3 =-1

X*-Xx-2=0 = x= ( = X*—x-2=1(x+1)(x-2)

2 2 =2
Descomponemos en suma de fracciones simples la fraccion algebraica anterior:
9 _ 9 _ A L B _A(x-2)+B(x+1)
x?—x-2 (x+1)(x-2) X +1 X—=2 (x+1)(x-2)

Para lo que basta con que sean iguales los numeradores:
9=Ax-2)+B(x+1)
Veamos qué valores son los de A y B. Para ello, damos valores a x:
e x=2: 9=0+3B = B=3
e x=-1:9=-3A+0= A=-3
Con todo ello:

Por lo que:
J.3x3+x2 ~10x+1
x?—x-2

dx =j(3x+4)dx +j dx +J'Xf—2dx=

-3
X+1

2

X
=|13—+4x—-3In | x+1]+3In | x—2]|+k
2

2

4 X
8) Calcular jz—dx
2 X" —-6x+5

Como el grado del numerador de esta integral racional es mayor o igual que el del
denominador, habria que comenzar realizando la division de un polinomio entre
otro. Pero cuando el grado es igual, como en este caso, podemos intentar evitarla:

2 2
4 X 4X"—6X+5+6x-5

= [ & =] dx =

2X°—6Xx+5 2

x?—6x+5
6Xx -5 4 4
= dx ——dx = dx +l1=x|, +L=4-2)+1,=2+1;

2 x> —6x+5 Lx2—6x+5 L Ix] ( )
Descomponemos en suma de fracciones simples el integrando de |;. Para ello,
comenzamos por averiguar las raices del denominador:

4x? —6x+5



_ 6++/36-20 _6+4 =1

X*—6Xx+5=0 = x= ; —={_, = X*—6x+5=1(x—1)(x—5)
Por tanto:
6x-5 _ A B _ A(x-5)+B(x-1)
x°-6x+5 x-1 Xx-5 (x —1)(x - 5)

Lo que seré cierto si los numeradores coinciden:
6x —5=A(x-5) + B(x-1)
Y para averiguar qué valores de A y B verifican la igualdad, damos valores
convenientes a x:
e x=11=-4A+0 = A=-1/4
e x=5:25=0+4B = B=25/4
De esta manera:
1 4 1 25 4 1
lh=— j dx + —
4 %2 x-1 4 2 x-5
:—i(ln 3-In1) + E(In 1-1n3) :—iln 3 — EIn 3 :—Eln 3
4 4 4 4 2
Sustituyendo arriba, tenemos, finalmente:

1 25
dx =—Z[In Ix-1]]; + T[|n |x-5]], =

13
I=2— —In3
2

Se sabe que la funcién f: R — R definida por f(x) = ax’ + bx + ¢ tiene un méximo
absoluto en el punto de abscisa x = 1, que su grafica pasa por el punto (1, 4) y que
flf(x)dx = % Hallar a,by c.
La funcion que nos dan es cuadratica, cuya grafica es una parabola. Para tener un
maximo absoluto, debe ser cdncava, y dicho méximo absoluto serd el méximo
relativo. Luego lo que tenemos es un maximo relativo en (1, 4).
Un teorema nos dice que si f'(@)=0 y f"(a) <0 = hay un maximo relativo en
X = a. Vamos a exigir esto para conseguirlo:

f'(x)=2ax+b = f'(1)=Ra+b=0 (1)
Tenemos una relacién entre a y b, que nos garantiza lo que nos piden, siempre que
f"(1) <0, que comprobaremos cuando tengamos mas informacion.

Por otra parte, si pasapor (1,4) = f(1)=4 = (2). Tenemos una

segunda condicion.

Por ultimo:

3
x> x?
a—-+b—+cx =
3 2 J

-1

flf(x)dx = fl(ax2+bx+c)dx =

| ——

3° 3? -1 -1)° 9b b
=la—+b—+c3 |- a( ) +b( ) +c(-1)| =9a+—+3c- —3+——c =
3 2 3 2 2 3 2

9b b 28 32
=9a+7+3c+%—5+c = ravdbrdc = - o 28a+120+120=32 =

— [7a+3b+3c=§ (3)
Resolvemos el sistema formado por las tres ecuaciones encontradas, por Gauss:




10 0 1
1 1 4| F,-3F, |1 1
3 3 0

8 4

12ec: 2:(-1)+b=0 = |
22¢ec: -1+2+c=4 >
Luego la funcion solicitada es: [f(x) = —x° + 2x + 3.
Y esta funcidn verifica lo Unico que nos queda: f"(x) =-1 = f"(1) =-1<0, por lo
que, en efecto, lo que hay en x =—1 es un maximo.

10) Calcular B >0 para que el area del recinto limitado por las gréaficas de las funciones
f:R >R y g:R >R definidas por: f(x) = x* y g(x) = —x* + 2p° sea 72
(unidades de area).

La gréfica de f es la pardbola convexa estandar. La de g
es su simétrica invertida (concava) desplazadas 2>
unidades hacia arriba, dado que dicho valor es positivo

estrictamente. Por tanto, g queda por encima de f.

Los puntos de corte de ambas funciones son:

2
Y= 1}:>X2:—X2+2[32:>
y:—x2+2ﬁzj

= 2= 2R > X=X = 4% = 4P
Para calcular el recinto, s6lo nos interesan las abscisas de
los puntos de corte, que ya tenemos. Por tanto, el area

entre ambas sera:
A= jﬂ (-x*+28% —x*)dx =
-p
Y, , , [ X ) 1
:j (-2x* +2p%)dx =L—2—+2,B XJ =
-B 3
-p

= —2ﬂ—+ 23° —{2ﬂ——2ﬁ3J = 4P, 4p° = (—i+ 4jﬂ3 = g/ﬁ =72
3 3 3 3 3

Hemos igualado al resultado conocido del area. Despejando:

53:728—'3=27 :>.

11)Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = xe™. Esbozar el recinto limitado por la
curva y = f(x), los ejes coordenados y la recta x =—1. Calcular su area.
Sabemos que f es continua.
Los cortes con los ejes son:
e x=0=y=0: .
e y=0 = xe*=0 = x =0, puesto que la exponencial no se anula nunca:
0. 0)
Asintotas:
e No tiene verticales (es continua)




e Horizontales: lim xe ™

X— —0 X— +0

lim = = [ﬁJ = (L'Hopital, son ambas derivables en R) = lim I

X— 0 e o0 X—> +00 e

=0

= (—00-€") = —00; lim xe ¥ = (+o0-g ) = (+00:0) =

Luego tiene como asintota la recta y = 0| cuando x — +o, y se vaal —oo

cuando X — —oo.

-X

. Xe . —x oo :
e Oblicua: m = lim = lim e * = (e"™) = +oo. No tiene.

X— —0 X X—> -0

Monotonia:
f'x)=e*—xe*=e"(1-x)
e Discontinuidades de f 6 f': No hay.
e f'X)=0 = x=1

(1) | 1] (1+»)
£ * 0 -

f 2 Mx N
IMéximo relativo en (1, 1/e)|

Curvatura;
f'"X)=—e"(1-x)—e*=e”(-2+x)
e Discontinuidades de f,f"' 6 f': No hay.
e f"X)=0 = x=2

(~o0, 2) 2 (2, +)
fr - 0 +
£ e Y
concava convexa
Punto de inflexion en (2, 2e ). x=-1 ]
Grafica: | . —
Hemos trazado ya la recta vertical x=-1y T o 2

sombreado el area que nos piden.

Dicha area, al estar bajo OX, es la integral
definida cambiada de signo, que hacemos por
partes:

[ u=x du = dx |

Ldv =e ‘dx v= —e’XJ

= 3l

A=- flxe Tdx =

=[x, - J'ie’xdx = 41

=0 ((De)+ e[ =e+1-e=

12)Sean f:R >R y g:R — R las funciones definidas mediante: f(x) = [x(x — 2)| y

g(x) =x+ 4.

a) Esbozar las graficas de f y g sobre los mismos ejes. Calcular los puntos de
corte entre ambas graficas.
La funcién f es el valor absoluto de una parabola convexa (el coeficiente de x°
es positivo) que cortaa OXen 0 yen 2,y con vérticeen (1,-1). Por tanto, su
gréfica es la de dicha parabola haciendo la simetria respecto OX de la parte que
queda bajo dicho eje, que es la del intervalo (0, 2).



La funcion g es una recta. Para representarla usamos una pequefia tabla de
valores.
El resultado se muestra junto a estas lineas.

Segun lo visto, podemos expresar:
X(x —2) si. x<06 x>2
f00) = {

Las intersecciones las obtendremos
analiticamente resolviendo el sistema que, en
realidad, son dos sistemas:

-Xx(x-2) si 0<x<?2

=x(x-2

v = )}:x(x—2)=x+4:>x2
y=X+4
—2X-X-4=0= x*-3x—-4=0
De donde: xzwz
3i5_ =_l:>(_1!3)

2 =4= (4,8)

Ambas validas, pues x =—1 y x =4 se encuentran en las zonas en las
que f coincide con y = Xx(x — 2).
y =-x(x-2) _ 2 _
= XX-2)=x+4=>X+2x-x-4=0=
y=X+4

1+1-16 . .,
= X+X-4=0 = xX-x+4=0 =>x=-"""=2 sinsolucidn.
2

b) Calcular el area del recinto limitado por las gréaficas de f y g.
Una de las formas de calcular el area es dividiéndola en 3 partes, como en el
grafico:

A= J._ol(XJrAf—X(X—Z))dX + J.:[X+4—(—x(x—2)]dx + J':(x+4—x(x—2))dx =
= J'i(x+4—x2+2x)dx + J':(x+4+x2 —2x)dx + J':(x+4_x2 +2x)dx =

—_ 0 2 2 2 4 2 —_
—j (—x? +3x + 4)dx +I(x — X+ 4)dx +I(—x +3x+4)dx =
-1 0 2

0 2 4

[ x° x’ [x* x? | [ x® x°
=|-—+3—+4x +|——-—+4Xx| +|-—+3—+4x| =
R P F T A
- 0 2
_ 1 3 8 4 64 16 8 4 _
=0-|—"+——4|+|———+8|-0+|-——+3—+16 |- | ——+3—+8 |=
3 2 3 2 3 2 3 2
_ 109
6

13) Sea g: (0, +0) — R la funcion definida por g(x) = [In(x)|.
a) Esbozar el recinto limitado por la grafica de g y larecta y = 1. Calcular los
puntos de corte entre ellas.
La grafica de y =In(x) es conocida, pues es una de las funciones que se
manejan habitualmente. La grafica del valor absoluto de una funcion se
diferencia de la de la funcion misma en que las zonas que quedan bajo el eje de



abscisas se cambian por sus simétricas respecto al mismo, pasando a estar sobre
el eje de abscisas.
Asi, dibujamos la grafica de y =In(x) v, a su derecha, lade g(x) = |In(x)|:

In {x}
8 6
4 4
2 2
0 0
T T T T T T T T T T
0 2 4 G a 10 0 2 El i ] 10
¥ = Inix)
240 Y (x) 2
4 _44

Nos piden, ademas, los cortes con y =1 y sefialar el recinto limitado entre esta
rectay g(x). Larecta y=1 es horizontal, sin mas dificultad. Y para hallar los
cortes con g, escribimos ésta como definida a trozos.

Dado que In(x) =0 < x =1, la simetria respecto a OX la hemos aplicado en el
tramo correspondiente al intervalo (0, 1). Y, por tanto:

909 = [InG9l = { In(x) si x>1

La resolucion del sistema formado por y =g(x) e y =1 es, pues:
e Six<l -In(x)=1< InX)=-1 < x=e™.

e Six>21:InX)=1 < InX)=1 < x=¢e

Luego los cortes son: |(e , 1) y (e, 1),

Y el recinto solicitado es el coloreado en el gréfico.

In {x)

—In(x) si x<1

il

24
A=(0.37, 1)

B=(272 1)

=
4

T T T T T
El

o 1 z & 3 10

b) Calcular el area del recinto anterior. (1,5 puntos)
Hay que hacer dos integrales, porque la definicion de g es diferente en el
intervalo [e ™, 1] yen [1, €]:

' 1 1 |— _ _d_
A= J‘ [1— (- In( x))]dx :j dx +J‘ In( x)dx :[X]1/e+| u=I(x) = du-= - -
/e 1e e Ldv = dx -~ v=x J

= [+ om0l (o =Dk =TT - [l =
1/e e e



Luego A=A +A =+ —--2uU

1 1
=-=(0-1) ==
e e

Ay = J-le[l_ln(x)]dx = [x—xIn(x)+ x| = [2x-xh(x)=2e-e-2=¢e-2

e

14) Considerar la funcion f: R — R definida por f(x) = (x + 3)e™.
a) Esbozar la grafica de f, calculando cortes con los ejes, asintotas, monotonia,
extremos relativos, curvatura y puntos de inflexion.

Cortes conejes: x=0 = y=3:/0, 3).

y=0 = (x+3)e*=0 = e =0 (imposible: la exponencial no se anula

nunca) 6 x=-3: |(-3, 0).

Asintotas:
o AV: No tiene, por ser continua en todo R.
X+ 3 - . .
o AH: lim (x+3)e ™ = lim — = (ij =—oo. No tiene si X — —o0
X— —0 X— —0 e 0
X+ 3 ~ - .
lim (x+3)e* = lim —— = [JF—OO) = (L'Hopital, ambas derivables) =
X—> +0 X—> +0 e + o0
1 1 .
=lim — = E—] =0 = esAH5| X = 40
Xo+o g + ©
X+3 n 3
i
X+ 3 1+0 1
o AO: m= lim > = fim —%— = Iim X:(+j:(—J:oo.
X—> -0 x@ X—> —0 ex X—> =0 ex 0 0
No tiene.
Monotonia

f')=e”—(x+3)e"=e*1L-x-3)=e*(-x-2)

o Discontinuidades de f 6 de f': No hay

o f'(x)=0: x=-2 (la exponencial siempre es estrictamente positiva, no se
anula nunca).

(—0,-2) | 2 (-2, +o0)
f! + 0 -
f 2 Max N
Tiene un méximo relativo en (-2, e?), es creciente en (o, —2) y decreciente
en (-2, +o0).
Curvatura

frx)=—e"—(x—2)e"=e*(1+x+2)=e*(x+1)

o Discontinuidadesde f, f* 6 f": No hay

o f"(x)=0: x=-1 (la exponencial siempre es estrictamente positiva, no se
anula nunca).

(7001 71) -1 (711 +OO)
f' — 0 +
f Ia) Méx U

Es concava en (—o, —1), convexa en (-1, +o0) y tiene un punto de inflexion
en (1, 2e).

Gréfica. Se ha sefialado el recinto cuya grafica se pide en el siguiente
apartado:




b)

Calcular el area entre el eje de ordenadas, la curva y su corte con el eje de
abscisas. (1 punto)

[u=x+3 = du=dx|

0 —X p—
A—J:3(x+3)e o _{dv=e’xdx = v=—e’XJ

=[x me ], + [eax=

= [—(x+3)e‘x](i3 - [e’x][j3 = [—(x+4)e'x]?3 = _4+e° =4 °

15)Sea f: R — R la funcién dada por f(x) = e ".

a)

b)

Justificar que la recta de ecuacién y = —2ex es la recta tangente a la gréafica de f
en el punto de abscisa —1/2.

e Punto de tangencia. Como f(-1/2) =e'=e = (-1/2, €).

e Como f'(X)=—2e% = m=f'(-1/2) = —2e.

e Rectatangente: y—e=-2e (x+%) = y=-2ex—e+e = |y =— 2ex.

Calcular el area del recinto limitado por la gréafica de f, el eje de ordenadas y la
recta tangente del apartado anterior.

f'(x) =—2e * y la exponencial siempre es positiva, la derivada es negativa
siempre, por lo que se trata de una funcion decreciente estrictamente. Ademas,
f"(x) =4e ¥ >0, Vx = f siempre es convexa.

Por otra parte, la recta tangente es decreciente. Entonces, el Unico contacto entre
ambas es el punto de tangencia, pues como f es decreciente y convexa, después
de tocar a su tangente se va alejando de la misma.

Para x =-0.1, por ejemplo f(-0.1) = 1.22 mientras que la imagen por la recta
es y ~ 0.54. De modo que la recta esta por debajo de la curva.

Luego el area pedida debe ser:

0
0 1 1 1 1
A:j (e + 2ex)dx =|———e’“+ex2—| = _ > | _Zeizel =
-1/2 L 2 Jfl/z 2 2 4

2e -1
4

1
4 2

16)Seanf: R —> Ry g: R — R las funciones definidas mediante

a)

fx)=x3+3x°* y g(x)=x+3.
Esboza las graficas de f y de g calculando sus puntos de corte.
f(x) es polinémica de tercer grado. Como el término de maxima potencia es x°,
cuando x— —oo las imagenes de f se van también a —o, y cuando x— +oo se van
a +oo. Calculamos los extremos relativos:
f°(x)=3x*+6x=0 = x(3x+6)=0 = (alguno de los factores debe ser 0):
x=0 0 3x+6=0 (de donde x=-2).
Como f ”(x) = 6x+6, resulta:



e f70)=6>0 = en x=0 hay un minimo relativo. Como f(0)=0, sus
coordenadas son (0, 0)

o f”(-2)=-1246=-6<0 = en x=-2 hay un maximo relativo. Como f(-2)
= -8 + 12=4, sus coordenadas son (-2, 4)

Por tanto, la grafica es la del grafico de mas adelante.

g(x) = x+3 es una recta, facil de dibujar dando algunos valores a x. Se ha
dibujado también en el gréfico.

Sus graficas se cortan en aquellos
valores de x que den la misma imagen:
fx) = gx) = XC+3¢=x+3 =

X>+3x*x-3=0.  Resolvemos  por
Ruffini:
1 3 -1 -3
1 1 4 3 g
1 4 3]0
-1 -1 -3
1 3]0
-3 -3
o

Calculando las imagenes mediante g, que es mas facil que con f, tenemos las
coordenadas de los puntos de corte: (-3,0), (-1,2) y (1,4)

b) Calcula el area de cada uno de los dos recintos limitados entre las gréaficas de f y

g.
El area sombreada en verde es:

4 2 -1

R T 2 _ 1o 2 _rX_ 3 X_ —| _
Al—f_g[(x +3x2)— (x + 3)]dx —L(x +3x% — x - 3)dx _L4 Xt = = _BXL_

1 1 81 9 1 2 81 —-108 —18 + 36
= —-1-—4+3|-| ——27T-——+9 | =| —+2—-— |- =
4 2 4 2 4 4 4

1 117 -126 7 -9 16

4 4 4 4 4
Y el area roja:

A= f_ll[(x+3)—(x3 +3x2)Jx = Lﬁl[(x3 +3x%)=(x+3)x =

1
I (x®+3x* —x-3)dx =
1

-1

Ixt o, X 1 r1 1 1 1 7 (1 2 _
= —+x -—=-3x| 5| ——-1-—+3|-|—4+1-—-3|= ——| ———=-2| =
L4 2 Jl 4 2 4 2 4 \4 4

donde en el primer paso, hemos cambiado el orden de la resta en el integrando,
con lo que el signo de la integral cambia; pero al cambiar los limites de
integracion volvemos al signo original. Con ello, aprovechamos los resultados
del calculo previo.



u significa “unidades al cuadrado™, siendo dicha unidad u la de longitud en la
que se miden los ejes de coordenadas.

17)Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x°.
a) Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 1.
e Puntodetangencia: Si x=1 = f(1)=1*=1 = Es(1,1).
e Pendiente de la tangente: Como f ‘(x) =2x = m=f‘(1)=2.
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es (usando la ecuacion de la recta en
forma punto-pendiente): y—1=2(x—-1) = y=2x-1|

b) Dibuja el recinto limitado por la grafica de f, la recta tangente obtenida en el
apartado anterior y el eje OX. Calcula su area.

o - -, - Lafuncion f es la pardbola que conocemos bien. Por
tanto, la grafica es la adjunta, en la que se ha destacado en
lg . . rojo el pequefio recinto cuya area nos solicitan.

El area de dicho recinto NO es la que queda entre las
12 -4 - curvas entre x = 0 y x =1, porque ello comprende

también al triangulo formado entre la recta tangente y los
— s / —+ ejes en el cuarto cuadrante. Hay que calcular el area que
3-2-1 [V1 2 3 queda bajo lacurvaentre x=0 y x =1 (zona roja mas
zona amarilla) vy restarle el &rea que queda bajo la
tangente entre el punto de corte de ésta con OX (que, dando a y el valor O en la
ecuacion de la tangente se ve que es x =%2) y x =1 (zona amarilla):

A= I:xzdx—fll/Z(ZX—l)dX = {X?J - -], =
]
|

(5o e ()

18) Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) = senx vy las
rectas tangentes a dicha grafica en los puntos de abscisas x=0 y x = .
Habremos de empezar calculando las ecuaciones de dichas tangentes.
e x=0. Punto de tangencia: f(0)=sen0=0 = (0, 0).
Pendiente: f'(x)=cosx = m=f'(0)=cos0=1
Ecuacion de latangente: y—0=1-(x—0) = =X

e X =mx. Punto detangencia: f(xr) =senn=0 = (=, 0).
Pendiente: f'(x)=cosx = m=f'(nr)=cosnt=-1

Ecuacion de latangente: y-0=-1:(x—n) = .

Como la grafica de y = sen x es conocida, podemos \K
esbozar la situacion en el dibujo adjunto.

Se ha marcado en rojo la zona de la que nos piden T4

calcular el area. 11 :
Vamos a precisar el punto de corte de las dos tangentes. ; ; e R
Poniendo en un sistema sus respectivas ecuaciones vy, % i 2 3\;4

por igualacion:



T
X=X+1n = 2X=1n1 = x=;

No necesitamos el valor de y. El area es, entonces:

712 T
JO [x —sen x]dx + L/z[(—x+7r)—sen x|dx =

712 T

[ x° ] x>
=]—+cCos X +| - —+ X + COS X =
ER R J
0 zl2
2 2
(=) 2 [ |
:|i+o|—(0+1)+ - —tr?-1 —|——+7r—+0|
7’ z? 2 z? x? 2 4z +8ri+ x4 4n’t
=—-1-—+r7 A -2 =
8 8 2 8
107° 57° 5
= -2 = -2 u
8 4

19)Sea Ln(x) el logaritmo neperiano de X. Esboza el recinto limitado por los ejes
coordenados Y las graficas de las funciones y =1 e y = Ln(x). Calcula su area

Es conocida la grafica de y = Ln(x). Lafuncion y=1 es 'y T™
una recta horizontal. Por tanto, el recinto que nos solicitanes -~ 13 -
el del gréfico, donde se ha sefialado en rojo el recinto cuya - 2 - - - -
area nos piden. _'Ax
La abscisa del punto de corte de ambas gréficas es: -1 F“/ll 2 3 4

= Ln (X . H-2.

y 1()}:>Ln(x)=1:>x=e {2
y =

Por tanto, el area de dicho recinto es la que queda bajo la rectaentre x=0 y x =g,
menos la que deja por debajo la funcién y=Ln(x) entre x=1 y x=e.

Area bajo la recta = _[eldx = [x]; =
0

e
|—u =Lln(x) = du :d_x—l el
| X|:[an(x)]1—J'1dx

Area bajo la curva = je Ln (x)dx = L
1
dv = dx = V=X

=(eLn(e)-1Ln(@)-[x]; =(e-1-0)-(e-1)=e-e+1=1

Por tanto, el 4rea pedida vale e — 1 U

Hay otra forma de solucionar el problema mas facil y mucho
mas corta. Consiste en realizar un grafico simétrico del anterior
respecto de y = x (bisectriz del primer y tercer cuadrante). La
gréfica simétrica de y = Ln(x) respecto de y =x sabemos que
es su funcion inversa que, en este caso, es y = €. Y la simétrica
de y=1es x=1.




Por tanto, el area inicial mide lo mismo que el area marcada en azul en el grafico
adjunto. Y ésta es:

A= f:exdx =[e*], =e'—e"=f—1 ?

20)Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = (x — 1) In(x). Calcula la primitiva de f
cuya grafica pasa por el punto (1, —-3/2).
Todas las primitivas de f nos la proporciona su integral indefinida, que pasamos a
calcular por partes, dado que tenemos el producto de dos funciones que sabemos
derivar, y una de ellas la sabemos integrar (éste es un indicio de que probablemente
podamos resolverla por el método indicado):

[ 1]
| u=lin(x)= du—;dX| «2 2y W2 _ox 1
I(x—l)ln(x)dx = | S| = In(x)—j Zdx =
X

|dv:(x—1)dx:> V= x| 2 X
L 2 ]

2 2 2 2

X" —2X 1 . x"-2x X" —2X 1 .X 1 .2x

= In( x) — — dx = n(x) —— | —dx + —|—dx =
(%) 2'[ X 2 (%) 2 j X 2 J. X
x? - 2x x? - 2x 2

1 1
In(x)——J‘xdx +J'dx: In(x)——X—+X+k:
2 2 2
2
-2 1
=X Xln(x)——x2+x+k
2 4

De todas ellas, nos piden la que pasa por (1, —3/2). Es decir:
1-2 1 3 3 1 9
—In(l) - —+1+k=-— > k= -—+—--1=-—
2 4 2 2 4 4

La funcion solicitada es, pues:

2
X" —2X

F(x) =

In( x) Lyt 4x 2
4 4




