Opcion A

Ejercicio 1. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)
Sea la parabola y = x> —4x+4 y un punto (p,q) sobre ellacon 0< p <2.Formamos un rectangulo de

lados paralelos a los ejes con vértices opuestos (0,0) y (p,q). Calcula (p, q) para que el drea de ese

rectdngulo sea maxima.

Solucion:

0]

-2 -1 o] 1 2 3 4

El punto (p,q) estd en la pardbola y=x*-4x+4 = g=p°—-4p+4
El area del rectangulo sera A= p g, donde p D[O,Z] es variable y q depende de p. Entonces tenemos que
el drea del rectdngulo es una funcién dep = A(p) :p[sz —4p+4) = A(p)=p' -4p*+4p

Queremos encontrar el maximo de esta funcion drea, para ello derivamos e igualamos a cero.

p=2

A(p)=3p"=8p+4; A(p)=0 = 3p’-8p+4=0 = 2
p:_

3

n

Comprobemos que el area mdxima se alcanza para p =% ; A (p) =6p-8 = A (%) =6 Ezg -8=-4<0

2 2y 2 16 2 16
Sip=— = qg=|—-| “4F+4=— el punto \p.,q)=|—,—
P=3 =4 (3) ! 5 Vel punto (p.q) [3 9)

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Calcula los limites siguientes:
1

.2 - . X .
a) lim 24ciex=x b) lim| 2™ ¢) lim [inx Ggx]
x-02x —arcsenx =00 x x-0°
Solucidn:
. 2 - 1 A
a) hmm indeterminacion 0 , aplicamos la regla de L' Hépital quedenotaremos por =
x=02x —arcsen x 0



2[«!1—2—1 2El1——1
lim 2 fjm— 1+ x = 1+0 -
x-0 2x —arcsenx  x-0 2- 1 =

2arctg x — x

[u—
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1
. (senx )< . Senx n.. COSX . e . [ senx )<
b) lln(}( ) ; lim 2lim =1 = (mdetermznaczon 1 ) = Llamamos A=llm( ) , entonces
X -

X x-0 X x-0 1 x-0 X

X X x-0 X x-0 X x-0 X

1 1 1n(se"xj
InA=1In 1im(se“j’" = lim 1n(se’”jx =1im(i2|]n(—senxjj=lim—zx (%jé
X

1 E?cﬂfosx—senx

senx 2 X Eﬂx [dos x — sen x)

AT X 1 x* en x _ .. x[dosx—senx (0., cosx—xlsenx—cosx _
=1lim =lim =lim > — | =1lim > =
x=0 2x x=0 2x -0 2x" [$enx 0 x-0 4x[$enx +2x" [dos x

. —x L$en x 0)A,. —sen x — x Ltos x .. —sen x — x [tos x
=lim > — |=lim > =lim 5
x-04x Wenx +2x" [dosx \ 0 =04 $enx +4xbosx +4x[bosx —2x" Ben x Xﬂ08in?0sx+(4—2x )B‘enx
0)aA,. —cosx —cosx+x3enx _ —-1-1+0 _ 1 1 _ —é
— [=1lim 5 = =—— = Ind=-—— = A=e¢® =
0 X~08ﬁfosx—8xﬂenx—4x5‘enx+(4—2x)leosx 8-0-0+4 6

1

lim(sen )c)x2 _
x-0 X %

¢) lim[InxOgx] (indeterminacién —e®) = lim[InxHgx]= lim In x (Sj 2 lim—* —=
x-0" x-0" x-0" cotgx \ ® 1

. —sen’x (0, —2senx[tosx 0 _
= lim =11m——T—0

x-0"

Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2 puntos)
Sea f (x) una funcién tal que la grafica de su derivada tiene la forma siguiente. Analiza las caracteristicas de

la funcién f(x) .

f'(x

\ AN

a o b ¢ d




Solucion:

- f (x) es una funcion continua y derivable.
i f(x) es creciente en (—OO,a) U (b,d) U (d,+ 00) puesto que en estos intervalos f'(x) >0.
. f(x) es decreciente en (a,b) puesto que en este intervalo f'(x) <0.

. En el punto x =a, f(x) presenta un maximo local, ya que f'(a) =0, f(x) crece para x<a y f(x) decrece

para x > a. También podemos ver que f" (a) <0 puesto que la recta tangente a f'(x) en x = a tiene pendiente

negativa.

. En el punto x =b, f(x) presenta un minimo local, ya que f'(b) =0, f(x) decrece para x<b y f(x) crece

para x >b. También podemos ver que f"(b) >0 puesto que la recta tangente a f'(x) en x = b tiene pendiente

positiva.

. En el punto x =0, f(x) presenta un punto de inflexion ya que f"(O) =0 puesto que la recta tangente a f’ (x)

en x =0 es horizontal (tiene pendiente cero), con cambio de curvatura de n a [I. /\/

. En el punto x =c, f(x) presenta un punto de inflexion ya que f"(c) =0 puesto que la recta tangente a f'(x)

en x =c es horizontal (tiene pendiente cero), con cambio de curvatura de 11 a n. \/\

. En el punto x =d, f(x) presenta un punto de inflexion (de silla)ya que [’ (d) =0 y f" (d) =0 puesto que la

recta tangente a f '(x) en x =d es horizontal y, el cambio de curvatura sera de n a U al ser f (x) creciente

antes y después de ese punto.

. La curvatura de f(x) es U en los intervalos (O,C) U(d,+ 00), puesto que " (x) >0 en esos intervalos.

. La curvatura de f(x) es N en los intervalos (—00,0) U(c,d), puesto que f"(x) <0 en esos intervalos.

Ejercicio 4. | (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Dada la funcion f(x) =e' +alé ™", siendo a un ndmero real, estudiar los siguientes apartados en funcién

de a:
— (2 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f' (x) .

— (1 punto) Estudiar para qué valor, o valores, de a la funcidn f(x) tiene alguna asintota horizontal.

Solucion:

f(x):ex+a@_x = f'(x):ex—a@_x; f'(x):O:> ¢ —alk" =0 = ' -L=0 = & -a=0 =

2
e

x

e

=g = ln(eQX):lna = 2x=Ina :>x:h17a (existepama>0)

|
Si x :%, f (x) puede tener un maximo o un minimo local; nos apoyamos en la segunda derivada de f (x)

para determinarlo.

f"(x):e"+a@_x = f"(T

Ina Ina lne L Ina
=e? +alé 2 >0,0a>0 = f(x)presentaunmlmmoenx:T



Ina Ina lna e 2a
Six=— = f[—j=62 +ald 2 =™+ _\/— == =9 J_
2 2 = Tz

Por tanto si a >0 f(x) tiene un minimo realtivo en el punto ( ,2&) y sia<0 f(x) no tiene extremos relativos.

s|a

Ju—

na

. \

o - a .
Veamos ahora el crecimiento. f'(x) =e¢'—alé" >0 = e-—>0 = e -a>0 = e >a
e

-.Sia<0 = como >0 xOR = f(x) es creciente en (—00,+00).

1 1
-.8ia>0 = &*>a = 2x>hha = x>% = f(x)escrecienteen[%ﬁm)yes

. Ina
decreciente en —00,7

Si lim f (x) =kUOR = la recta y =k es asintota horizontal.

Partiendo de que lim ¢* =+c0 y lim e* =0 tenemos que lim(ex +a B?"‘) =lime* +aUime™

X - +oo X =00 X0 X0 X 00

lim " +a Oim e™ = (+00) +a [0 = +oo

Siaz0 = {777 o = f(x) no tiene asintota horizontal
lim e* +a Oim e™* =0 +qa [[+00) =0
X —00 X —00

Sia=0 = llmf(x) =lime* = lime' =0 = la recta y =0 es asintota horizontal cuando x — —o

X 00 X 00 X =00

Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

La recta de ecuacion y = 2x — 7 es tangente a la grafica de la funcién f(x) =x+ax’* +bx+2enel punto
x=1.Calculaayb.

Solucidn:
La recta y =2x-"7 y la curva f(x) =x'+ax’ +bx+2 son tangentes en x=1 =

f'(x) =3x" +2ax +b

el punto (1,—5) pertenece a la recta y a la curva = f(1)=—5 = l+a+b+2=-5 a+b=-8
f'(1)=pendientedela recta tangente en x =1 — f'(1)=2 = 3+2a+b=2 2a+b=-1
a=17 5 5

= b=—15 = f(x)=x +7x"=15x+2



Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 2 puntos)
y Voo . ,
Dada la funcion f(x) = x [&/*, se pide determinar sus asintotas.

Solucion:

—. Asintotas horizontales : limf(x) =k0OR ; lim|x De%') =0’z = f(x) no tiene asintota horizontal

1 um(x@%f):owm:o

—. Asintotas verticales : limf(x) =0 ; 1irr01(x G?/x) = 1
e . lim (x Qz/") =00¢™ = indeterminacion 0 [do

x-0
Ry -k
llrgl (x B?/) = hrgl = (ind. , aplicamos L' Hopztalj = hrglx—1 = hrgl e/ =™ =+ ;
x s

x =0 es una asintota vertical de f(x) cuando x - 0°

AC)
m = lim
—. Asintotas oblicuas : limf(x) =1im(mx+n) = Tow oy

o o nZliE(f(x)—mx)

f(x) .x@% .V

lim =lim =lime’* =¢e’=1 = m=1
1 ]
. v i1, _7@A v
1_1m(f(x)— )—hm(x@ —x)—hm[ [Q ‘—1)}—hm Z lim xl =lime’*=e’"=1 = n=1
x T

y =x+1 es una asintota oblicua de f(x)

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 (3 8 10




Ejercicio 3. | (Puntuacidn méaxima: 3 puntos)

Se considera la funcién f(x) =

sen (Zx) - %‘ .

- Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x) en el intervalo (O, IT).

— Encuentra los extremos relativos de la funcion en ese intervalo.

Solucion:

1 ., . . .
g(x) =sen2x _E es una funcion continua en todo R por ser suma de funciones continuas =

f(x) =|sen2x _E también serd una funcion continua en R puesto que el valor absoluto de una funcion continua es una
funcion continua = Comprobemos, por la definicion, que f(x)=|sen2x 1 es continua en el intervalo (0,17).
2
| 1 2x = T = x= T
sen2x——=0 = sen2x=— = 6 12
2 2 S S
2x=— = x=—
6 12
1 V4
—sen2x +— | 0<x<—
ey 2 ¥ g 12 f(ﬂJ =0= lim(—sen 2x +%) = 1im+(sen 2x —%j
f(x)=sen2x—l= sean—l Si£<x<5—” = i e
2 12 12 5T . 1 . 1
1 57 f i =0= lim sen2x—5 = lim, —sen2x+5
—sen2x+— si —<x<7T x 3 L
2 1

Analicemos ahora la derivabilidad de [ (x) La funcion es derivable en todos los puntos salvo, quizds, en x =% , X 2%.
AT _
/e (Ej = xljrgﬁ f(x)= xlalrgf (=2cos2x) = -3 ﬂ ﬂ
—2cos2x  si 0<x< 7 n ) 12 = ) (E] * I (E]
12 1! [E) = lim_f"(x) = lim_(2cos2x) =43
f'(x)= 2cos2x Si %<x<i—727 = e e
ST /! (5—”) = lim f'(x) = lim (2cos2x)=—3
—2cos2x  si —<x<TJT 1 xa%’ %%’ Sm S
N = (F)A(5)
fl G—”) = lim_f"(x)= lim_(-2cos2x) =413
s L

Entonces, f(x) no esderivable en los puntos x = % y x= i—” del intervalo (O,IT)




Cuando la funcion f (x) es derivable, los extremos relativos los obtenemos como soluciones de la

T T
2x = E = X =Z
ecuacion f'(x) =0 en (O,IT) = en todos los casos tenemos: cos2x=0 =

. Vs
4sen2x  si 0<x<— e 27 -
12 I (Zj = —4senT =4<0 > enx= 2 hay un maximo relativo.

f"(x)= —4sen2x Si £<x<5—” =
12 12 o 3T _ 61T _ _3m L .
S f Ul 4senT =—4<0 = enx= " hay un mdximo relativo.
4sen2x  si —<x<TT
12
1 1 . , . . _ 5
Como f(x) =|sen (2x) —5 = donde sen (2x) —5 =0 = f(x) tiene un minimo relativo = en x "1 yXx= 5

hay minimos relativos.

Ejercicio 4. | (Puntuacidn méaxima: 3 puntos)

. s , .z . s 2. -
— (2 puntos) Probar que existe un tnico nimero real X que es solucidn de la ecuaciéon sen”"x =3x—4.
— (1 punto) Calcular dicha solucién con una cifra decimal exacta.

Solucion:

Tenemos la ecuacion sen’x =3x-4 = sen’x—3x+4=0, las soluciones de esta ecuacion coinciden

con los ceros de la funcion f(x) =sen’x —3x +4.

f(x) es una funcion continua y derivable en todo x UR, en particular, f(x) es continua en el intervalo [O,IT]
con f(O) =4>0 y f(lT) =-3m+4<0 = aplicando el teorema de Bolzano, tenemos que LIx, D(O,ﬂ) tal que

f(xo) =0 = laecuaciéon sen’x—3x+4=0 tiene, al menos, una solucion X,,con 0<x,<TI.

Veamos que esa solucién es vnica. Para ello suponemos que la ecuacién sen’x —3x+4 =0 tiene dos soluciones
distintas x, y x,, con x, <x,. Entonces, f(x) es continua en [xo ,xl] , [(x) es derivable en (x,,x,) y f(x,)=0=f(x).
por el teoremade Rolle, debe existir c[] (x0 ,xl) tal que f' (c) =0.

Pero f'(x) =2senx[dosx—3 y para que f'(x) =0 = 2senx[bosx—3=0 = sen2x-3=0 = sen2x =3, lo cual
es imposible = no existe c¢UR ; esto entra en contradiccion con lo que nos garantizaba el teorema de Rolle =

= el supuesto de que la ecuacion tenia dos soluciones reales diferentes es falso y concluimos que:

2 —_ . r. .
sen“x—3x+4 =0 tiene una unica solucion real.

Vamos a calcular ahora dicha solucion con una cifra decimal exacta, aplicando sucesivamente el teorema de Bolzano.

Ya sabemos que la solucién x, estd en el intervalo (0,11).

(1) =sen*(1)=3+4>0 r()>o0 £(1'6) = sen* (1'6) 48 +4>0
= x,0(L,m); = x,0(1,2); = x,0(1'6,2)
f(m)<o f(2)=sen’(2)-6+4<0 f(2)<o
f(re)>o0
= x,0('6,1'7) = x,=16
F(U'7)=sen*(I'7)=5'1+4<0



