Ejercicios y problemas propuestos

Pagina 263

Para practicar

M Definicidon de derivada

A
1 Halla con calculadora el cociente incremental —— para x5=2 y h=0,1 de:

h
a) f(x) = {x b) f(x) =x%-5x+1 o) fx) = %

Compara resultados con las derivadas de estas funciones en el punto de abscisa 2.

QA f@QD-FQ) B2

h 0,1 0,1

o) = L 2y=_1 _

1) = 7 @) 5 0,354

Af F2,1)- £(2) 2,12_5-2,1+1_(—5)__09
0,1 0,1 -

F)=2x-5 = f(2)=2-2-5=-1

1
g Af _f@D-f@) 3T 72
h 0,1 0,1

f@==L 5 r@=-=L--025
X

2 Halla con calculadora el cociente incremental % para x5 =n/3 y h=0,01 de:
a) f(x) = sen x
b) f(x) = cos x
o flx) =1gx

Compara resultados con las derivadas de estas funciones en el punto de abscisa 1/3.

Af f( +001> f<%>_sen<%+0,01>—sm%

0,01 - 0,01

f'(x) =cosx = [ <%>=co&%=0,5

f<£+0,01>—f<£> L‘05<£+0,01>—605£
SR E S > 5 0,869

=0,496

h 0,01 - 0,01

f'(x) =—senx — f <%> = —sen % =-0,866

0,01 n bl 0,01)- n
Af f( ' ) f(s)_"‘g<3+ “3 4o
0,01 - 0,01 o

F@= o f(5) a0

cos X




3 Sabemos que lim
h—0

= f" (%)

A partir de esta expresidn, justifica la validez de esta otra:

fxg+h)— f(xg)
h

i TO=LE

X — X x_xo

Si expresamos la diferencia entre x y x, usando la letra h, es decir, h = x — x;, obtenemos que
x = xo + h. Ademds, cuando x — x;, la diferencia x —x; — 0, es decir, h — 0. Sustituyendo:

iy, LSy, S )

X =X X =X h—0

= f’(xo)

4 Escribe la expresion de los siguientes limites (se supone que las funciones que intervienen son
derivables):

o lim £9 2@ by tim S ®=SO
x—>a x-—a h—0 h

o lim 0@+9-0Q) 0 tim LO)=F6+9
x—0 X x—0 X

a) lim M =g '(a)

xX—a X —da

. fh=-f0)
b) fim, = = O

00+9-00) _ g

c) lim
x—0

AN OF f(sm o (_ f(5+xi_ f(S)) )

x—0 x—0

sen(M+h)—senm
h

decir, sen'(m). Por tanto, el limite es:

5 El limite hlz’m0 es la derivada de la funcién seno en el punto de abscisa T, es
%
sen' (1) = cos (M) = -1

Calcula andlogamente, es decir, a partir de las reglas de derivacién que ya conoces, los siguientes
limites:

Jirh-2 2+h_ 2

, 2 e
a) Jm b) Jm —

, (x*-3x+1)-1 , X3 _64
O tim IEE @ fim ==

Q) lim vd+h-2 1 1
-0 h ZJZ 4
, €2+h_€2 )
b) hlzno h - ¢
2
) [l'mw:2.3_3:3
x—3 x—3

d) lmm =64 _3 42 _4g

x—>4 x—4



6 Utiliza la definicién de derivada para hallar f7(2) en los siguientes casos:
a) f(x) = 2= b) f(x) = Jx + 2

Feeh- Q) 2+h-1 1 h+1 1
Yy +h)— o 2+h+1 3 ,  h+3 3 2 2
Vf (2)_hlﬁ>%0 h _hli%o h _h[ino h "% 3h+9 9
vy . fC+h)-f(2) . Jd+h-2 (a+h?2-2> 11
b)f(2)_hlZn0 h _hlino  h h—>0 h(/4+h+2) hh—% G+h+2 4
7 Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) en cada caso:
a)f(x)=x+% b)f(x):«/x2+l
he—Lt _(x-Ll h 1 _1
f(x+h) fe@ T ( x>_ R x
REA e S N h T T —
_ o hxsh)ex—(+h) o h(Pehe-1) 21 1
- hll—7>%0 hx(x + h) - h[l—7>%0 hx(x+h) 2 -1 2

h—0 h b0 e+ h)2+1+yx?+1)

b)) =l TR S@ Ve’ + 14241 (e D+ )2 +1)?
h—0 h

Iim x+h)2+1-(2+1) — im h(2x +h) __ 2 __ x
T hoo0 h(\/(x+h) +1+«/x +1) b0 h(\/(x+h) +1+«/x +1) 2«/x2+1 «/x2+1

M Reglas de derivacién

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2
sa)y_’;:g b)y = 3322
Q) y'= 236(90 +3)—(x2—3)2x 257 4 6x — 2x° +0x __ 12x
(" +3)° (x*+3)° (" +3)°
' 2
D Sox
2/3
_(1=x _2. 4
9a)y—<1+x) b)y— x+ 2
a))/':2<1_x>_1/3-_1.(1+x)_(1_x) £<l+x>1/3‘—1—x—1+x:
3\1+x (1+x)° 3 (1+%)°2
_2 -2 -4
3 (1-9".(1+0°” 3Y1-001+2°
b)y'=2 (—%>+% 2x=—%+x
X x
10 a)y:lnTx b)y=7e*
a)y/: (l/x)«x—/nx: 1—/71.96' b)y':_7€7x

2 2
X X



11

12

13

14

18
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e*re™

a)ys= g b) y = sen x cos x
a)},’= (ex_efx)Z_(exi_e—x)Z ) 32x+€—2x_2_€2x_€—2x_2 ) _4
( €x _ e—x)z (€x _e—X)Z (fx e—x)Z

b)y'= c0s x - cos x + (=sen x) - sen x = cos® x — sen” x = cos 2x

-1 b)y=ln(x?+1
2)y sen x )y=ln(x"+1)

A , 2
2y =ox b)y's 2

sen” x x“+1

a)y=arctg % b)y= cos? 2x—m)

' 1 1 1/3 3

a) y'= =

1+ (x/3)? 3 1+ (x*/9) T 94x?

b)y'= 2 cos 2x — ) - (—sen 2x — 1)) - 2=—4 cos 2x — ) - sen(2x — T) = =2 cos (4x — 4m)

a)ys= sen? x

a) y'= 2sen x - cos x = sen 2x

a) y=sen x2

a) y'= cos x? - 2x = 2x cos x°

a)y=(2{x-3)7
" _36.9. 1 _
Q) y'=724x=3)°-2 YR

a)y= sen? x?2

=L (24x-3)¢

b)y= g«

b)y'= 1 (1+2g° x) =

24tz x

b)y = arc tg(x? + 1)

b) " 1 Dy = 2x

J 1+(x2+1)2 e
b) y = log, Vx

byy- L. 1 1 1

x ;2 2)x 2xn2

b)y:art;tgl
x

a) y'= 2sen x% - cos x* - 2x = 4 - sen x* - cos x* = 2x - sen (2x7)

2
b r: % _L — —(l/x) _
)y ( 2) 1+(1/x%) x*+1

1+(1/92 \ x

a)ys= cos® (7x2)

b)y=3"+1

a)y'=5 cos* (7x2) - (—sen (7x2)) 14x = —70x cos” (7x2) sen (7x2)

b)y'=3"In3

a) y = Y(5x-3)?

33/5x -3

a)y=h@2x-1)

, 2
a)y'= 2x —1

b) v < x?
)y = arc sen 3

b)_y’= 1 .£= 3

2
b)y:tg%

2
b)y'= <1+tg2x7)-%:x+x-tg2x7



el

22

a3

24

25

26

_7

a)y=Imhx?-1)

a) yrz 2296

x =1

aA)y=hl-x

a)y= lnyl—x:ln(l—x)l/z=%ln(l—x)

V_L. —1 - —1
VT 0y T 2- 2

a) y=log; (7x + 2)

b) y = arc cos 2x

b)y'=

-1

2

-1 _ 1

b) y = (arc 1g x)?

b) y'= 2(arc tg x) - .

my=m<g%>

1

1-(2x%)? . 2m= JTx~J1—2x__J2x_4x2

~ 2 arctg x

+X'2

).(_

1

X

2

r_ 1 . 7 — 7 V: 1 . zi
2)y'= 3 (Tx+2) (Ix+2)In3 by tg 3/x <1+tg x
a)y= e b)y= ln(ln%)
iy o1 1 [
2)y'=de b)y'= In(llx) 1/x (
a)y=2" b)y=arcsen<xii>
a)y'=2"In2
b)y'= 1 =D —(e+1) 1 =2 _
1 [x+1 2 (x-1)° Joe-12—(@x+1)? &-1)7
x—1 x—1
2
o x—=1 _ __ 2
\/(x—l)z—(x+l)2 (x—l)x/x2+l—2x—x2—1—2x (x —1)y—4x
a) y=51g>(3x2 + 1) b)y=Vx+yx
a) y'= 1587 Bx+1)-[1+ 2> B3x? +1)]- 6x = 90x[2g” (3 +1) + £ (3x% +1)]
byye L <1+ 1 >: 2yx+1 _ 24x+1
2Vx+«/; 2‘/; 4«/;«/x+«/; 4«/x2+x«/;
- 2 _3/x=2
a)y=tgx b)y v 2
, 1 ) X(l+l’g2X2)
a)y'= (1+2g" x7) - 2x = ——=—~
24tg x* Vg x?
-2/3
1 (x=2 x+42-(x=2) _ 4
b)y'= 3<x+2)

4

4

(x+2)? 33/<x—2>2 w2
x-2
4

3-(r+2)* s2)

4
3c+2) Y (x+2) (x—2)2

Yo2? 36+ 0x-27 32 22

1

):

+X2

2
X

QJ:_30+@QW@)

x? tg (3/x)

_ 1
x In(1/x)
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M Otras técnicas de derivacion

28 Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las propiedades de los

logaritmos:

a)y= ln\/?

3/
y= ln( x22—1)
x

b) y = In (x tg x)*

d)y=In(2*. sen? x)

a)y=In /%z%[/n(l—x)—ln(l+x)]

_—[ —-x 1+x

—1—-x—-1+x]|_

-1

3

2

1-x° 1—x

b)y= /n(xtgx)2:2[lnx+ln (tg x)]

1 2
y'= 2[L+ﬂ

2
tg x

:Q[L
X

+1g X _2 + 2 cotgx + 2tg x
X

3l
o y= /n( ) i Nx? — /nxz—;ln(xz—l) 2ln x

x
1 2x 1 2
= L. eX . L__ X 2
773 X 3(*-1) X

d)y= (2% sen® ) =n 2" s Insen® x=x 2 +2 nsen x

y'= m2+2. 55X _[n2+
sen x

29 Calcula la derivada de estas funciones implicitas:

a)x2+y%=9

) x2+xy+y?=
a)2x+2y-y'=0

o =2x =X

Yy oy
b)2x+2yy'—4-6y'=0
y'(2y—6)=4-2x

J

y'= 4-_2x 2-—x
2y-6 y-3
2,
) 16 9 =0
Zyy
X
B )
8 9
20 x g 9%
9 V=g

b)x%+y*—4x—6y=-9

x-1D2 @+3)%_
d)8_14_1

) xy?=xt+y
h)4x2+4y2+8x+3=0

j) yx—x2-y=0



2(x-1) 2(+3)y'

d = 50
x-1_0+3y _,
4 7
. 7 =1)
y_4()/+3)

e) 3x2 + 392y + 2y + 2x9'= 0
7'(3y? + 2x) = -3x% -2y
. —3x2—2y
3y2+2x
f) xp?=x2+y
y2 +x-2p'=2x+y'
2ay'=y'=2x -y
y'(2xy—1) =2x—)/2
2

. 2x—y
)= 2xy -1
2 _ 2y W o_x /_ 25x
__7=O —_ === — =
)9 s 2579 )Ty
h)8x+8y'+8=0 = py'=—=x-1 — y'= el
J
B ' [ ' _ " —2x—y
D)2+ y+xy'+2p'=0 = y'(x+2)) =-2x-y = y'= 2
Dy —
) yxey-2x-y'=0 = yx—1)=2x-y = y'= 1y
x_
30 Aplica la derivacién logaritmica para derivar:
a)y=x3x b)y=xx+1 c)y=xex
X
d)y:(lnx)"+1 e)y=<m> £) y = x%8*
x

a) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=mnlnx:

y=x3x — Iny=3xnx

Derivamos como funcién implicita:

y_zglnx+3x-L:3lnx+3
) X
Despejamos y*
9'=x% (3lnx + 3)

b) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=nlnx:

y=x**1 > Iny=(x+1)Inx

Derivamos como funcién implicita:

'

S =lhhx+@x+1)- 11+ d
X x

Despejamos y':
' x+1 1
= X 1+—=
y (/71 x+le— )



¢) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
Inx"=nlnx:

y=x" = Iny=€"-Inx

Derivamos como funcién implicita:

J_ ex-lnx+ex-L=ex<lnx+l>
y x x

Despejamos y':
y'= x‘)x-ex<lnx+l>

X

d) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
nx"=nlnx:

x+1

y=(lnx = ny=(+1)-ln(lnx)

Derivamos como funcién implicita:

S /n(/nx)+(x+1)~L'i=/n(lnx)+ x+1
¥ hx x xInx

Despejamos y':

[ X+1. x+1
y'=(lnx [ln(lnx)+—xlnx]

e) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es

Inx"=nlnx yque el logaritmo de un cociente es <i> =lna—Inb:

b

y= (%)x - ln}/:xln<%>=x(ln(senx)—lnx)

Derivamos como funcién implicita:

A ln(senx)—lnx+x<—cwx _l)=/n<_senx>+7stx -1
y senx  x x sen x

Despejamos y'":

y'= (Senx o
x
f) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una potencia es
nx"=nlnx:

X sen x

ln<seﬂx>+xcosx_l]

y=x%" > hhy=tgx-lnx

Derivamos como funcién imph’cita:
y 2 1
= =1 - .
5 (1+2¢g” x)- In x + (tg x) .

Despejamos y'":

g x

’

y'= x8. (1+tg2x)lnx+




31 Determina la derivada de cada una de estas funciones:

a)ys= <1+%> b) y = (sen x)* ) 4x? +y? +4x—12y-6=0
d)xy=e*+y e {xy=Iny £) x2—y2+3xy+5=0

! 2
a) [ny:x-/n(l+i> SN :ln<1+l>+x (1) [n<1+l>_ 1
X x

y .1+(1/x): x x+1
X
o 1 1)__1
—))’—<1+x) [/n<1+x> x+ll
b)lny=x-Ilnsenx — D Insenx+x. LOX - y'= (smx)x</nsenx+w>
sen sen x
’ " ' _ r_ —4.96'—2
O)8x+2ypy'+4-12y'=0 - y'(p—6)=—4x-2 — y'= ¢
.)/_
' ' ' ' ' ex_)/
dDy+xy'=e+y > xy'—y'=e*—y —> y'= i
x_
1 n_ Y y N ¥y X
e) (y+xy') = - ——=@p+x)=y - + y'=y —
2 xy J 2yxy 2y 2%y
2 2
12
_) ')/ :y'< _@) _)y':y—@
2yxy 2 1-(Jxy/2)
' ’ ’ r _ZX_3}’
£)2x-2py"+3y+3xy'=0 = y'Bx—2y) =-2x-3y — y'= s

32 Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba, operando, que llegas
al mismo resultado:

I) Utilizando las reglas de derivacién que conoces.
IT) Aplicando la derivacién logaritmica.

a)y=<x2+l)3

X
- 125

y= sen3 x cos? x

d)y= «/x2+13x/?

al) y'= 3(%)2.(1_L): 3.(*+1)2 (2 -1)

x2 x4

1) lny=3(In x2+1)-lnx
I 3< 2 _L>:3(2x2—x2—1)_ 363 -1)

y el X x(x*+1) B x(x?+1)

g <x2+1)3. 362-1) _ 3.+ -1)
) x x(x2+1) P



b) D) y'= 1 d=x+l+x _ 1

5 [1+x (1-x%) YA+ %) (1-x)3

1—x

1) bny = %[ln(l+x)—ln(1—x)]

Y11 ]:L l-x+lex |_ 1
y 2|1l+x 1-x] 2[(Q+x)(0-%] (1+x)(1-x)
1+x 1 1

L T P (B Rl F By PR

ol y'= 3sen” x - cos x - cos” x + sen” x - 2cos x (—sen x) = 3sen” x - cos® x — 2cos x sen’ x

1) Iny=3 In(senx)+2 In(cos x)

’

J o _geosx o —senx _ Bcos” x — 2sen” x

y sen x cos x sen x - cos x
2 2
, 3 2 3cos” x — 2sen” x 2 2 2
y'= sen” x - cos” x - =sen” x - cos x (3cos” x — 2sen” x) =
sen x - cos x

= 356712 X - 6053 X —2cos x - 56’7’14 X
3

2 2
24x7 +1
d) y'= —=— 3«/ +«/x 1.2 L _x VW =
2«/x +1 3 Wx Y1 3x

Sx +2(x +1) 3x2+2x2+2_ 5x% +2

3«/x +13x 3«/x2+1 3x ) 3«/x2+1 3x

1) Iny= %Zn(x2+1)+£lnx

’

J 1 _2x 2 x .2 _ 3x” + 2x° +2 5x% +2

1__x
72 41 3 x Pyl 3x 3x(x +1) 3x(x2+1)

2 33 S5x*+2 Sx” 42
= yx7+1-Yx- =
3X(X2 +1)  3yx?+1 3%

33 Calcula el valor de la derivada en x =0 de cada una de las siguientes funciones:

a) glx) = esnf® i fO =0y f(0)=1
b)) = lsen f@I si fO) =T y £(0) =
0 j) = ln f(x) si f(0)=e yf 0) =1

a) Aplicamos la regla de la cadena:
g = Dlsen f()] - /) = £ (x) - cos f(x) - 57/
= £'(0) - cos £(0) - eSO 2150 eSO 2 1.1.1=1
b) Aplicamos la regla de la cadena:
h'(x) = 3lsen f(x)]*- Dlsen f()]=3sen f()]* - £'(x) cos f(x)
b'(0) = 3lsen £(0)]2 - £(0) - cos £ (0) = e T 3<L)2 1.

sen —

4 4

¢) Aplicamos la regla de la cadena:

Dlln f)]  f'&) 1

j'6 = 2yl f(x) C f) .2~/Zn f(x)
P N R T

260)Jln F(0) 2eNlne 201 2¢

N



M Diferencial de una funcién

34 Determina la diferencial, df (x), para cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) =x*-2x2 + 1 b) f(x) = 22+ 1
Of ) =ln Of ) - Y42

Q) df () = £x) dx = (4> — 4) dx
b) df () = f/(x) doe = €2+ dc i
Q) () =lnd—2inx

dF (%) = £'(x) dx = —x_2 dx

d) Inf(x) = %ln(x2+2)

(x) , 75
f _l 22x2 —)f(x)=3x2+2- 2x

) 3 2y 3(x? +2)
2x3«/x2+2

dj === 1= = dx

A 3(x2+2)

35 Halla Ay, dy y Ay—dy en cada uno de estos casos:

a)y=x2-3x+1 para xy=2 y dxy=0,2 b)y = e* para xy=2 y dx,=0,1
o) y=3x*+2 para xy=5 y dx,=0,02 dy=——% — paraxy=1y dxy=0,1
x?-2x+5
a) Ay=2,22-3.22+1-(-1)=0,24
y'=2x-3
dy=(2-2-3)-02=02
Ay— dy = 0,04

b) Ay = e>! —¢%=0,777
e
dy=e*.0,1=0,739
Ay—dy=0,777 - 0,739 = 0,038

O Ay=¥5,02%+2 - 352 +2-0,0074

" 2x3«/x2+2
3(x2+2)
3/c2
_ 2527 V5T+2 0 0220,0074
3(5%+2)
1,1 1
d) Ay = - - 0,049
JIL,L1222.1,1+5  {12-2.1+5
yrz —X+5
(x2—2x+5)«/x2—2x+5
dy - —1+5 .0,1=0,05

(1222145412 -2-1+5

Ay— dy = 0,049 — 0,05 = —0,001



36

Calcula el valor aproximado de las siguientes expresiones utilizando el diferencial:
1
2 001
b 1
: 2,01°

c) log 10001
a) Llamamos f(x) = NN '(x) = i; dx, = 0,001.
X xz 0
1 _ - 11 -
W_f(4’001)_f(4)+df(4)_ i 0,001=0,24994
b) Llamamos f(x) = % - fx) = _—2; dxy = 0,01.
X

X
—L__reon=f@+ #(2):% - 3..0,01=0,12313

2,01° 2
_ T S _
¢) Llamamos f(x) = logx — f'(x) = 7,10 dxy = 1.
— — — —1 . =
Z()g 10001 —f(lOOOl) —f(lOOOO) + &{f(lOOOO) = log 10000 + 100007210 1=4,000043

M Derivabilidad

37

38

Observa las grificas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son derivables:

a) b) [T\ / c)
\ /

N
N

(S

\
3
f
I\

:Alguna de ellas es derivable en todo IR?

a) No es derivable en x=-1 porque f'(-17) = f'(-1*) (tiene un punto “anguloso”) nien x=2 (no
esta definida la funcién).

b) Es derivable en todo IR.

¢) No es derivable en x =0 porque f'(07) = f'(0*), yen x=2, porque f'(27) = f'(2*) (tiene
puntos“angulosos”).

a) Comprueba que la siguiente funcién es continua y derivable y halla £'(0), f'(3) y f'(1):

3x—-1 si x<1

fe) = {x2+x si x21
b) ;Cuél es su funcién derivada?
©) :En qué punto se cumple f'(x) = 52
a) Si x= 1, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
Continuidad en x = 1:
x/iml_ fx)= x[z’_r)nl (Bx-1)=2

lim  f(x)= lim (?+x)=2 f(x) escontinuaen x=1.
x—1* x—>1

f)=2



Derivabilidad en x = 1:

lim f'(x)lezl)ﬂl 3=3=f'(1")

x—=>1"

xlimpf(x):)(lz’_r)nl (2x+1)=3=f"(17)

Las derivadas laterales existen y coinciden.

Luego f(x) esderivable en x=1. Ademds, f'(1) = 3.
Asi, f(x) es continua y derivable en todo R.
f'0)=3
f3)=2-3+1=7

b)f(x):{ 3 x<l

2x+1 x21

o) Si f'(x) =5, entonces x> 1. Esdecir:
O =2w41=5 5 x= 5251
f@=5

39 Comprueba que la funcién f(x) es continua pero no es derivable en x = 2:

Inix-1) si x<2
f(x)={3x—6 si x>2

* Si x =2, lafuncién es continua y derivable.
¢ Continuidad en x = 2:

xlinz_f(x):)fz’_r)nz[n(x—l):/nl:O

lim f(x)= lim (3x-6)=0 f(x) escontinuaen x=2.
x—2* x—2
f2)=0

e Derivabilidad en x = 2:
/. r _ 7 1 _ _ I —
60 e

lz'm+f'(x):x[z’_7>7223:3:f'(2 )

x—>2

Las derivadas laterales existen pero no coinciden.
f(x) no es derivable en x=2.

40 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

e* si x<0

a)f(x) =11 si 0<x<3
—x*+3x+2 si x23

’x2+2x+1 si x<-1
b) f(x) = {2x+2 si —1<sx<2
k—x2+8x si x>2

a) Si x=0 y x=3, lafuncidn es continua y derivable.
Continuidad en x = 0:
xZWfY fx)= xlzno e =1

lim f(x)= lim 1=1  f(x) escontinuaen x=0.
x—0" x—0

£0)=1



Continuidad en x = 3:

lim f(x)= lim 1=1
x—3" x—3
Los limites por la derecha y por la izquierda no

, o 2 _ c ., .
x[i)my f)= x[i”3 (=x"+3x+2)=21 oinciden. La funcién no es continua en x = 3.

f3)=2
Derivabilidad en x = 0:
xlin%_f (x)=x[i—7>”0 ¢ =1=f'(07)

xli’)7}'6+f(x):xlz’_7>n00:0:f(0)

Las derivadas laterales existen pero no coinciden,
f(x) no es derivable en x=0.

Derivabilidad en x = 3:

Como f(x) noescontinuaen x =3, f(x) no esderivable en x=3.

b)Si x=-1y x=2, f(x) escontinuay derivable.

Continuidad en x =—1:

lim  fx)= lim (> +2x+1)=0
x— =17 x—> -1

lim f@)= lim (2x+2)=0 f(x) escontinuaen x=—1.
x—-1" x— -1
f(=1)=0

Continuidad en x = 2:

lim  f(x)= lenz 2x+2)=6

x— =27
Los limites por la derecha y por la izquierda no coinci-

, , 2
xﬁ’”y S le)/}/lZ (" + 89 =12 den, f(x) no escontinuaen x=2.
f@)=12

Derivabilidad en x = —1:

im F'(x)= lim Q2x+2)=0=F'(27)
x—-1" f x—-1 f Las derivadas laterales existen pero no coinci-
lim  f')= lim 2=2=f'(2" den, f(x) no esderivable en x=-1.
x—>-1" x = -1

Derivabilidad en x = 2:

f(x) noescontinuaen x=2 — f(x) no esderivable en x=2.

Pagina 265

41 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:

0 six<O0 = & x<0
e si x<
a) f(x) = {22 si O0<x<1 b)f(x)={1_x i x>0
x sixzl

a) Continuidad:

*Six=0y x=1 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.
* En x=0:

I = lim 0=0
X %_ f(X) X Z)%O

, 2 , _ . . _
xli?/(ly f(x)= xlzno x“=0 xliﬂo f(x)= f(0). Por tanto, la funcién es continua en x = 0.

£(0)=0



e En x=1:
, 2
x[i>ml‘ f(x)= x[z_r)nl x“=1
lim f(x)= lim (x=1)¢ lim f(x)= f(1) — Lafunciénescontinuaen x=1 y, por tanto,es
x—=1* x—>1 x—1 .
continua en R.

f=1

Derivabilidad:

*Six=0y x=1 — Lafuncidn es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 six<0
f'(x)=12x si O<x<l1
1 six>1

*En x=0:

f'(07) =0 =f'(0%). Por tanto, f(x) esderivableen x=0; y 7'(0) = 0.
*En x=1:

f'(17) =2 = f'(1*) = 1. Por tanto, f(x) no es derivable en x= 1.

La funcién es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 six<O
f'(x)=12x si O0<x<1
1 six>1

b) Continuidad:
* En x#0 — La funcién es continua, pues estd formada por dos funciones continuas.
*En x=0:
’ _ 3 —X —
xli%_f(x)-xlinoe 1
lim f(x)= lim (1-x)=1¢ lim_ f(x)= f(0) — La funcién es continua en x =0 vy, por
+ x—0 x—0

-0 :
x tanto, es continua en todo IR.

f(0)=1
Derivabilidad:
¢ Si x=0 — La funcidn es derivable. Adem4s:

™ s x<0

si x>0

fe= {_1
e En x=0:
f1(07) =-1=£"(0)

Por tanto, f(x) es derivableen x=0 y f'(0) = —1. La funcién es derivable en todo IR. Su
derivada serfa:

— ™ si x<0
-1 si x>0

ro-|



42 a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo R:

x2—5x+m si x<1

f(x)={ 2

—X° + nx si x>1
b) ;En qué puntos es f'(x) = 02
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.
* Si x= 1, lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.
* En x=1:
xli)ml_ f(x)lez’g'z1 (P —5x+m)=—4+m
x/i'>7%1+ fx)= x[l’_}nzl (x?+m)=—1+n
f()=—4+m
Para que sea continuaen x=1, hadeser —4 + m = -1 + n; es decir: m=n+ 3.
Derivabilidad:
e Si x=1, lafuncidén es derivable. Ademds:

f'(x)={

2x -5 si x<1

—2x+n si x>1

* En x=1:
£(17)=-3 }
A ==2+n

Para que sea derivable en x =1, hadeser =3 = -2 + n, esdecir, n=-1.

Por tanto, la funcién serd derivable en todo IR si m =2 y n=-1. En este caso, la derivada seria:

2x—5 si x<1

[ = {—Zx—l si x>1

b) f'(x) =2x—5 si x<1

2x-5=0 = x= % pero %>1

f'(x)==2x—1 si x=1
2x—1=0 > x= —%; pero —% <1

Por tanto, f"(x) no se anula en ningtn punto.

43 Calcula a y b para que la siguiente funcién sea derivable en todo IR:

ax* + 3x si x<2

f@ = {xz—bx—4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
* Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

* En x=2 debe cumplirse que [z’_r)nz fx) =f(2):

, _ 2 ~
xliné_f(x)—xlznz(ax +3x)=4a+6

, 7y 2_ _ _
lzm2+ f(x)—xlzn2 (" —bx —4)=-2b

X —>

f2)=4a+6



Para que sea continua, ha de ser 44 + 6 = —=2b; es decir, 2a + 3 =—b obien b=-2a-3.
Derivabilidad:

¢ Si x=2 — lafuncién es derivable. Ademais:

2ax+3 si x<2

f6= {Zx—b si x>2

* En x=2 debe cumplirse que f'(27) = f"(2%):
£12)=4a+ 3}
f'2N=4-b
Para que sea derivable, ha de ser 442 + 3 =4 — b; esdecir, b=—4a+ 1.
Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=-2a-3| 24-3=—4a+1 > 2a=4 > a=2
b=—4a+1| b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo IR, hadeser =2 y b=-7.

44 Calcula 2 y b para que f sea continua y derivable.

f(x)={

X —x si x<0
ax+b si x>0

Continuidad:

* En x= 0 — La funcién es continua pues estd formada por dos polinomios.

* En x=0:

, o 3
xlzﬂo_f(x)—xl@o(x x)=0
xli;’%+ f(x):xlz’_i;no (ax +b)=b
f(0)=0

Para que sea continua ha de ser 4= 0.

Derivabilidad:

¢ Si x20 — La funcién es derivable. Ademis:

. 3x°—1 si x<0

f(x)_{a si x>0
* En x=0:

f'«ﬂ:—l}

£10")=a

Para que sea derivable, ha de ser 2 =-1.

Por tanto, f(x) serd continuay derivablesi 2=-1y 6=0.



45 Disi es derivable cada una de las funciones siguientes en los puntos que se indican. Si es deriva-
ble, calcula su valor y, en caso contrario, di cudnto valen las derivadas laterales.

3x -1 si x<2 22 -1 six<1
Af@ = {xz—x+3 si x22 " %o =2 b)f ) = {2x—2 si x>l 00T !
o) f(x) =|x| en x,=0 df@x)=|x2—x-6| en xg=-2y x,=3

a) Estudiamos primero la continuidad en x; = 2:

lim f@)= lim (3x-1)=5
e o lim_ f(x)= f(2)=5 — Escontinua
lim f@x)= lim (x> —x+3)=5 < - - '
x— 2" x— 2"

3 si x<2 > f'(27)=3

2x—1 si x>2 — f'(2%)=3

f'(x)={

f'2)=f"(2*") =3 — Esderivableen x,=2 y f'(2) = 3.
b) Estudiamos primero la continuidad en x; = I:
lim f(x)= lim (x*=1)=0
o e lim f(x)=f(1)=0 — Es continua
lim f(x)= lim (2x—-2)=0| x—1 '
x— 17" x—>1*
£ = 2x s%x<1—>f:(1:)=2
2 six>l — f'(17)=2

f'(17) =f'(1") =2 — Esderivableen xy=1y f'(1) = 2.

—x si x<0
x si x>0

) fx) = {
Estudiamos primero la continuidad en x; = 0:

lim fx)= lim —x=0

x— 0" x—0" , _ B )
lim f()= lim x=0 x[gno f(x)= f(0)=0 — Es continua.
x— 0" x—0*
: -1 si x<0 = F'(07)=-1
fe-1t o
1 six>0 — f(0%)=1
f'(07) = £'(0*) — No es derivable en x; = 0.
X —x—6 si x<-2
d) fx) = P rx+6 si 2<x<3

X*—x-6 six23
La funcién es continua en IR por ser el valor absoluto de una funcién polinédmica.
Calculamos las derivadas laterales en cada punto:

2x—1 si x<=2
f'(x)=1-2x+1 si -2<x<3
2x—-1 si x>3

;:E_Q ] ;5} — f'(=27) = f'(-2*) — No es derivable en x;=-2.
;:g:; B ;5} — f'(37) =f'(3") — No es derivable en x; = 3.



Para resolver

46

47

Dadas f(x) =x? y g(x) = 3x + 1, halla:

a) (fog)'@

b) (g f)'®)

9 (feog)

d) (f'°g))

Q) (fog)'(0)=1f"gW)] g'(x)
Como f(¥) =x2 y g() =3x+1 = f/(x) =2x ¢g'(x) =3
(Fog)'()=2-(Bx+1)-3=603x+1)=18x+6
También podemos hacer:

(feg) @) =Fflg)] =fBx+1)=(Bx+1)?
(fog)'(x)=2-3Bx+1)=18x+6

b) (gof)'(x) =g'[f()] f(x) =3 2x=0x

O bien:

(gof)) =g[f)]=3x*+1 = (gof)'(x) = 6x
o) (feg)l)=fIg')]=f(3)=9
d) (fog)(®) =2-g(x) =6x+2, yaque f'(x) =2x.

Dadas f(x) = (x+ 1) y g(x) = x%.
a) Calcula:

f&?)  (fe'®  gIf@W  (gof)'®
b) Si 4 es una funcién cualquiera, halla en funcién de 5’ y de 4 las derivadas de:

flh®)]  flx+h®)] glfx+h(x)]
Q) F1(0) =2+ 1), ¢'(x) = 2
Fxd) =22+ 1)
(fog) @) =fTgW] g’ () =f(x?) - g'(x) =2(x* + 1) - 2x = 4 (x? + 1)
gIf@] =g'lle+ D =2(x + 1)
(g°f)' ) =g [f]f(x) =20+ 1) 2x+1) =4(x+ 1)
b) f1h ()] "= f'1h )] - h'(x) = 2[h () + 1] - h'(x)
Fle+ b)) =F T+ hGd] - [1+5'G] = 20x+ b + 1] - [1+ h'()]
glflx+ b =g'[ flx+ bl - (flx+ AOD [T + A'(x)] =
=g [+ h() + D (flx+ A [1+5'(x)] =
= 20c+ A + 12 20c+ A + 1] - [1+ 5'()] =

=4(x+ b)) + D3 [1 +5'(x)]



48 a) Representa la funcién f(x) = |x+ 1| + |x-3|.
Observando la gréfica, di en qué puntos no es derivable.
b) Representa f”(x).

* Mira el Ejercicio resuelto 4.

—x—-1-x+3 si x<-1 2x+2 si x<-1
a) fx) = qx+1-x+3 si -1<sx<3:=14 si —1<x<3 4

x+1l+x—-3 si x>3 2x—2 si x>3
2
No es derivable en x=—-1 nien x = 3.
(Son puntos “angulosos”). -4 -2 2 46
-2 si x<—1
b) f'(x) =40 si ~1<x<3 2’ —_—
2 six>3

— 2 i
49 Dada la funcién f£(x) = x- |+ = {xf e

si x20
a) Halla f'(x). b) Halla f"'(x).
Representa grificamente los resultados.

a) La funcién dada es continua en IR.

—2x si x<0

fe)= {Zx si x>0

Claramente las derivadas laterales coinciden en x = 0.

Por tanto, es derivable y f7(0) = 0.

Griéfica de f"(x):
6 )4
4
X
) 2 1 4
2

b) Como se puede ver en la grafica anterior, f"(x) es continuaen IR.
-2
o

Claramente las derivadas laterales no coinciden en x = 0. Por tanto, no existe f"(0).

si x<0

si x>0

)
2

X

4 ) 2 4
—_
4



50 Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:
a)y=|x-2| b)y=|x2 + 6x + 8|
o y=x+|x-3]| dy=x2+|x|
a) Definimos la funcién por intervalos:

—x+2 si x<2

[l = {x—Z si x>2

Derivamos:

’ -1
f@=L

si x<2

si x>2

F2)=-1
fl@2h=1

La funcién es derivable en IR — {2}.

}prfwwermwfm

b) Definimos la funcién por intervalos. Para ello, calculamos los puntos en los que y = 0:

-6+436-32 _6+2 x=—4
2 S R

x2+6x+8=0 — x=

x*+6x+8 si x<—4
fx) = x*—6x—8 si —d<x<-2
x> +6x+8  si x>-2

Derivamos:

2%x+6  si x<—4
f'(x)=1-2x—-6 si —d<x<-2
2x+6  si x>-2
f(=4)=2(-4)+6=-2 o , ‘ '
—47) = f'(—4F X _4
f'(_4+):_2(_4)_6:2]f( ) f( ) — Noe 1stef( )
f(2)=-2(-2)-6=-2
Fi(27)==2(=2)+6=2
La funcién es derivable en IR — {—4, —2}.

} f'(=27) = f'(-2*) — No existe f'(-2)

¢) Analizamos el signo de x— 3 para definir la funcién por intervalos:

______ S XT3
‘ x+(=x+3)=3
! x+x—-3=2x-3
x 3 x
Ast:
3 si x<3
f(x)={2x—3 si x>3
Derivamos:

: 0 si x<3
f(x)={2 si x>3
f39)=0
f39=2

La funcién es derivable en IR — {3}.



. ., . —x si x<0
d) Definimos la funcién por intervalos. Recordamos que |x| = a0
x siox2
Asf:

£ - 1x2—x si x<0

2 .
x“+x si x20

Derivamos:

£ = {2x—1 si x<0

2x+1 si x>0

0)=2.-0-1
;EO; 2.0+1=1 ]f(0)¢f(o+) — No existe f"(0)

La funcién es derivable en IR —{0}.

51 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

a)f(x) = 1+|x|
b=

a) Definimos la funcién por intervalos:

7 si x<0
—x
fe=1",
—— si x20
1+x
Continuidad:
* Six=0:
Es continua, pues estd formada por dos funciones continuas en los intervalos en los que estdn
definidas.
*Si x=0:
lzm [ = [zmo ? =1
xlzré f(x)= llm ?x =1 xlzno f(x)= f(0). Escontinuaen x=0.
f0)=1

Por tanto, es una funcién continua en IR.

Derivabilidad:
e Si x=0: Esderivable. Ademis:

. 5 si x<0
Fe=1077
ﬁ si x>0
+X

e En x=0:

f'(07)=1=f'(0") =-1 — No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en R — {0}.



b) Definimos la funcién por intervalos:

—X
f@= 1!
= X

X —1x

si x<0

si x>0

El dominio de la funcién es IR — {~1, 1}. Por tanto,en x=-1 yen x=1 lafuncién no es continua

(ni derivable).
Continuidad:
*Six=20, x=-1, x=1:
La funcién es continua, pues estd formada por funciones continuas (en estos puntos).
*En x=-1 yen x=1:
No es continua, pues no estd definida en estos puntos.

e En x=0:

, s X _
xlinlé)_ f(x)_xlgno X2—1 =0

lim  f(x)= /l'_)mo =X -0 xli_7>n0 &)= £(0). La funcidn es continua en x = 0.
+ X 1

x—0 X _

f(0)=0

Por tanto, es una funcién continua en R - {-1, 1}.
Derivabilidad:

e Si x=0, x=—1, x= 1: Es derivable. Ademis:

X+l

—= 7= si x<0
: *-1)°
Fo=1%
_367_12 si x>0
(x*-1)
* En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no estd definida la funcién.

* En x=0:
f'(07)=1=f'(0") =-1 — No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en R — {-1, 1}.
52 Si f(x) = x2|x|, halla sy

3.
F) - {—x si x<0

x> si x20
Derivando:
, 3x? si x<0
S = {3)62 si x20
(En x=0, tenemos que f'(07) = f'(0*) = '(0) = 0).

—6x si x<0

[ = {Gx si x>0

(En x=0, tenemos que f"(07) = f"(0%) = £"(0) = 0).

-6 si x<0

-,

si x>0

(En x=0 noexiste f", puesto que f"'(07) =—6=/""(0") = 06).



53 Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcién:

-1 si x=0
fx) = w six= 0, x=3
x“ -9
1 si x=3
-1 si x=0 ) -1 si x=0
f(x)= % six=z 0, x=23¢ = x2+x3 si x=0, x=3
1 si x=3 ] 1 si x=3

El dominio de la funcién es IR — {~3}. Por tanto, en x = -3 no es continua (ni derivable), pues no
estd definida.

Continuidad:

* En x=0, x=3 y x=—3: Escontinua, pues las funciones que la forman son continuas en este caso.

e En x=0 debe ser x[z’_r)no fx) =£(0):

sz f(x)— lim =0

x>0 x+ 3 No es continua en x =0 (tiene una discontinuidad evitable).
f(()) =—

e En x=3:

[ = lim
e f= RS 3 lim_ f(x)= f(3). Lafuncién es continuaen x = 3.
f(3) -1 x—3

* En x=-3: No es continua, pues no estd definida.

Por tanto, f(x) es continuaen R - {-3, 0}.
Derivabilidad:

*Si x#0, x=3 y x=-3: Esderivable. Ademds: f'(x) = LZ
(x+3)

* En x=0 yen x=-3: No es derivable, pues no es continua.
* En x=3: Siesderivable, pues f'(37) = f'(3*) =f'(3) = %
Por tanto, f(x) esderivable en IR - {-3, 0}. Ademds:

f'(x) = (x+—63)2 six20y x=-3

54 Estudia la derivabilidad en x =0 de la siguiente funcién:

f(x)— 1+3«/? si x<0
N 1—3«/? si x>0

Como /lim f(x)= lim f(x)=/(0)=1, lafuncién es continuaen x=0.
x— 0" x—0*

Veamos si es derivable:

* Si x# 0, tenemos que:

si x<0

2
39x
)
33/x

No existen las derivadas laterales en x = 0. Por tanto, f(x) no es derivable en x = 0.

f') =

si x>0




55 Determina, si es posible, el valor del pardmetro a para que la funcién f sea derivable en todo
su dominio de definicién:

£ xlnx si 0<x<1
X) = .
a(l-—el=%) sil<x
Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
* Si x>0, x= 1: Lafuncién es continua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=1:

lim _ f(x)= x/z’_;)ﬂl (xlnx)=1

x =1

lim  f(x)= lim [a(1—¢'"%)]=0 f(x) escontinuaen x=0.
x—1" x—1
f()=0

Derivabilidad:
¢ Si x>0, x=1:

Es derivable. Ademds: f(x) = { nx+1 si O<x<

ae' ™% i x>1

e En x=1:
1M =1
;’EV; } f(x) esderivableen x=1 si a=1.
=a

Luego, para que f sea derivable en todo su dominio de definicién, ha de ser « = 1.

56 Averigua los puntos de derivada nula de estas funciones:

R b)y-_ 16 _xr-x+l
2y (x+3)2 )y 22 (x — 4) 9y Prx+l
d)y=e*ix-1) e)y=x2e" f) y=senx+ cosx

, (x+3)2—2(x—3)x (x+3)—2x 3_x
a)y'= 3 = 3 - 3

(x + 3) (x +3) (x +3)
7'=0 > 3-x=0 > x=3 = y= %

1
Se anula en el punto (3, 5 )

2
by - 16 S s —-16(3x" — 8x)

X2 — 4x? (x> — 4x%)?

x=0 (no vale)

r_ 2_ _ _ _
y'=0 = 3x°-8x=0 = x(3x-28) 0<x:%

-2
- =3¢

x =0 no estd en el dominio.

La derivada se anula en el punto (g, _1267) .



Qx-1D)(?+x+1) =% —x+1)(2x+1) _

o y'=

J (xz+x+1)2

2/,(3+2x F U A 12042 U -1 92 o
(x +x+1)2 (x +x+1)2
2 2 <x=1 - }/_%

=0 > 2%x°-2=0 > x“=1

! x=-1— y=3

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, %)
dy'=e"x-D+e=¢"(x—1+1)=xe"

y'=0 5 x=0 = y=-1

Se anula en el punto (0, -1).
e y'= 2"+ x7 ¢ = (2x + x7)

x=0 — y=0

9'=0 = 2x+x2=0 — x(2+x)=0<x:_2 — y=de?

Se anula en los puntos (0, 0) y (<2, 4¢72).

£) y'= cos x —sen x

y'=0 = cosx=senx — tgx—1<

Se anula en los puntos <Z+2Tc/e «f) (4 + 21k, «f), con ke Z.

—+2TC/€ — y=42

+27:/e — y==42

57 Indica los puntos de derivada nula de estas funciones:

a) f(x) = Bx—2x%) e* b) y = cos 2x — 2cos x
Q) y=x?—4x d)y = J4x — &2

a) f(x) = (B-4x) e +Bx—2xD) " =(B—4dx+3x —2xD) e = (<2x* —x + 3) &*

-3
X = —
F0)=0 > 2x*-x+3=0 = x= 1+y1+24 1+5 5
—4 —4 x=1
b) y'= —sen 2x -2 —2 - (—sen x) = —2sen 2x + 2sen x = —2 - 2sen x - cos x + 2sen x = 2sen x (=2 cos x + 1)

senx=0 = x=0+k-T

T
y'=0 = 2senx(2cosx+ 1) = 0< 5 o —§+2n/e; con ke Z
—2cos x + %cosx—2<

x = 537t + 2Tk

c) Dominio = (=0, 0] U [4, +00)
r: 2X — 4 — X — 2
2\/x2—4x \/x2—4x

Pero x =2 no pertence al dominio de definicién de la funcién. Por tanto, no tiene ningtin punto
de derivada nula.

=0 5 x=2

J

d) Dominio = [0, 4]

o _4-2x _ 2-«x
2«/4x—x2 «/4x—x2

=0 — x=2 (Si pertenece al dominio)

La derivada se anulaen x = 2.



58 Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo (0, E) en el que la tangente sea paralela a la
cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1).
La cuerda que pasa por (0, 0) y < T 1) tiene pendiente 7 = _1-0__2
2 (m/2)-0 =
Para que la recta tangente sea paralela a la cuerda, las pendientes deben ser iguales.
y'=cos x
Resolvemos:

cos x = % - x=arccos%=0,88 — 50°27'40"
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59 Halla la derivada de orden 7 de estas funciones:
a) f(x) = e?* b) f(x) = x”
a) f'(x) = 2%
F(0) = 42 = 2202
F(x) = 862 = 23¢2

fn) (x) _ 2n€2x
Lo demostramos por induccién:
Para =1, n=2 y n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que f”~!(x) = 27~ 1% entonces, derivando,
tenemos que: [ (x) =2 2"~ 1¢2% = 27 ¢2%, Por tanto, la expresién obtenida es cierta para todo 7.

b) f'(x) = mx" !
F) =n(n—1)x""2
) =n(n—1)(n—-2)x""3

) =nn-1)n-2)...2-1=n

60 Calcula la derivada de orden 50 y 51 de esta funcién: y = sen (% x)

Y= sen (%x)

A partir de esta derivada se repite la pauta cada 4 derivadas sucesivas. Por tanto,
50) 48) 18 48 1 ” T >0 T
y0 -0 \(5) sen( )| -F) en(3)

51) V' (m
73] (3x)



61 Halla la pendiente de la recta o rectas tangentes a estas funciones en el punto de abscisa que se

indica en cada caso:

a)x2+y2—2x—8y+15=0 en x=2 b) cos(x +y) + sen(x—7y) =0 en x=%
Qy=Unx)**1 en x=1 d)y=(arctgx)’®* en x=1
2
_)/__x_z_ _ _ Inx 2
e) 25 81—1 en x=7 f)y-(«/;) en x=e
senx\ x> J’2
g)y=<T> en x=T1 h)3—6+4—9=1 en x=5

a) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:
4+92-4-8y+15=0 = y=5, y=3
En este caso hay dos rectas tangentes.

Derivamos en forma implicita:

’ ' 2 2—2X
2x+2y'=2-8y'=0 — y'=
X+ 2)y ) J 2y-8
o 2-2.2
=2, y= = =-1
X y=5 =y > 5.8
o 2-2.2
=2, y= = £-£'2 ]
x y=3 >y 2 3-8

b) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:

3 )0 o 2,2 2 2
cos<4+y>+sm<4 y>—0—> 2cosy 2smy+2msy 2smy—0—>

— cos y—seny=0 — y=%+/m con ke Z
En este caso hay infinitas rectas tangentes.

Derivamos en forma implicita:

—sen(x+y) - (L+y) +coslx+y)-(1-9)=0 —
—sen(x + y) + cos(x + y)
sen(x + y) + cos(x + y)

’

— —sen(x +y) — y'sen(x + y) + cos(x + y) —y'cos(x +y) =0 — y'=

(g5

x=£,y=£+2kﬂt - y'= =—
4 4 sen £>+ws<£
(3)reel3)

. n . _3n I\ —SenT+cos T _
SR +2km = sen T+ cos T !
¢) Tomamos logaritmos y derivamos:
Iny=@+1)-ln(lnx) = y—:ln(/nx)+(x+l)- SN y'=(/nx“1(ln(lnx)+ (x+1)>
y x-Inx x-Inx

x=1—=9'=0

d) Tomamos logaritmos y derivamos:

1

— >
(1+x%) arc tg x

Iny=2xIn(arctg x) — L ) In (arc tg x) + 2x -
J

— y'= (arctgx)zx 2 /n(arctgx)+22—x -
(1+x%) arc tg x

2
— y'= (arctg )| 2 In(arct 1)++ = Tt(z 1n1t+4>
! ¢ ( ¢ (1+1)2arctg1 16 4 T



e) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:

2
V4 yzsdéao’y:_wm

25 81 9
Derivamos en forma implicita:
2" 2x »woox . 25x
25 81" 7 57w ) Ty,
v130 . Y
x:7’y:59 S ye 25-7 74130
gp. 34130 234
9
5130 . 74130
x=7, y=— 9 - y'= - 234

f) Tomamos logaritmos y derivamos:

Iny= /nx/n«/;:lnxln(xl/z):%(lnx)z o Ll o Lo In x —
- y'= («/;)[”-MT’C
x=e2 > y'= («/?)1”"2-[”—;2=2
g) La funcién se deriva tomando logearitmos. El resultado es el siguiente:
y'= <sezx>x<xjeczsxx +ln<sezx>_1>

Es decir, y' no estd definida en el punto indicado.

h) Calculamos primero las ordenadas de los puntos:

2
25,0 _zm 7
36+49_1_))/_ 6 » )= 6
Derivamos en forma implicita:
20 W 0 Wk i 49
36 * 49 =0 — 49 " 36—>)/_ 36y
o5, ye DL 495 3501
6 711 66
AL
6
< 7411 ., 35411
X220 T g

62 Demuestra que todas las derivadas de orden par de la funcién f(x) = sen 2x se anulan en el
origen de coordenadas.

f '(x) = 2cos 2x

f "(x) = —4sen 2x = —22% - sen 2x
f "(x) = —8cos 2x = =23 - cos 2x
f4) (%) = 16sen 2x = 2% - sen 2x

En general, las derivadas de orden par son de la forma: f”)(x) = % - sen 2x, donde # es constante.

Por tanto, se anulan todas en x =0, puesto que sez 0 =0. Como f(0) =0, tenemos que todas las
derivadas de orden par de f(x) se anulan en el origen de coordenadas.



63

64

65

Calcula el valor aproximado de las siguientes expresiones utilizando el diferencial:

a) V122 b) V1370 c) log, 130
d) 4260 e) /103 825 f) 34001
a) Sea F(x) = fx — 1) = ﬁ; dxy = 1.
(122 = £(122)= £(121) + df (121) =11+ zﬁi 1=11,045
b)Sea f(x) = x — f(x) = ﬁ; dxy = 1.
{1370 = £(1369) = £(1369) + df (1269) =37 + 2@ 1=37,014
o) Sea f(x) = logy x — f'(x) = ﬁ; dxy = 2.
log, 130 = £(130) = £(128) + df (128) = 7 + W .2=7,0225
d)Sea f(x) = 4 — F(x) = : %;; dx, = 4.
4260 = £(260) = £(256) + df (256) =4 + : ﬁ -4 =4,3536
e) Sea f(x) = x = Fx) = 33#@; dxy = 2.
3103825 = £(103825) = £(103823) + df (103 823) = 47 + W.z = 47,0003

f) Sea f(x) =3 = f'(x) = 3% In3; dxy=0,001.
34001 £(4,001) = £(4)+df (4)=81+3%[n3.0,001=81,089

Halla, aproximadamente (mediante diferenciales), el volumen de un cubo de 4,012 dm de lado.
V=4,012% dm?
Si f(x) =x> = f'(x) = 3x% dxy=0,012.

4,012% = £(4,012) = f(4) + df (4) = 64 + 3 - 4% . 0,012 = 64,576 dm’>

Determina el aumento de volumen que experimenta un ortoedro de 15 dm de altura y cuya base
es un cuadrado de 20 dm de lado sabiendo que aumenta 1 cm la longitud del lado. Hazlo de
forma exacta y de forma aproximada (utilizando diferenciales).

El volumen en funcién del lado de la base, teniendo en cuenta que la altura es 15 dm, es 15/2 dm?.
Aumento:
AV=15(/+h)? = 15/> = 15/% + 30/h + 15h? — 15/% = 30/h + 15h*
De forma exacta:
/=20, h=0,1 — 30-20-0,1 +15-(0,1)*=60,15 dm’
Usando diferenciales:
V'(/) =30/
dV=V'(/)-h=30-20-0,1=60dm’



66 a) Halla usando diferenciales el incremento de volumen que sufre el siguiente elipsoide al au-
mentar el radio de la seccidén circular en 1 mm.

* Recuerda que en un elipsoide: V = %ﬂ:azb

b) Calcula, también utilizando diferenciales, el incremento de volumen que sufre el elipsoide al
aumentar el semieje mayor en 1 mm.

a) V= %nazb
Si incrementamos la seccidn circular, obtenemos:
V'(a) = %nab — dV=V'(@)-h-= %mbh - %n .10-30- 0,1 = 251,33 cm?
b) Si incrementamos el semieje mayor:

V'(b) = %naz 5 dV=V'(b)-h= %nazhz %n 102 0,1 = 41,89 cm?

6'7 Prueba laigualdad D

arc tg(ex ;e_x>]= - 2 -

e‘+e
D|arctg ex—ex]= 1 et e _
2 1 & o™ 2 ! €2x _ e—2x -2 )
+
T2 4

e +e™)-4 _ (“+e7)-2 2

(e +e?12).2  (Fre™? Fre

Cuestiones tedricas

68 Dibuja un boceto de la derivada de cada funcién:

a) b) [\ |
\ |
\ |

©

‘
~

\\‘

a) La funcién dada es una recta con pendiente 1.

Su derivada es la recta y = 1.




b) La funcién es una funcién polindmica de grado 2 que alcanza su minimo en el punto de abscisa
x=2. Suderivada es una funcién polinémica de grado 1 que corta al eje horizontal en x = 2.

Como la funcién decrece cuando x < 2, su derivada es negativa

cuando x < 2 (queda por debajo del eje horizontal). Andloga-

Y /
AR mente se puede razonar cuando x > 2.
=2
-4

Y
6
¢) La funcién dada tiene la forma de una funcién polinémica de p
grado 3 cuyos extremos relativos estdn en x=1 y x=—1.
Su derivada es una funcién polinémica de grado 2 (una paré- X
bola) que corta al ¢je horizontal en esos mismos puntos para =6 =4 = 2.4 .6
que x=1 y x=-1 anulen la derivada primera. T
4
=6

69 ;Cudntos puntos de derivada nula puede tener una funcién polinémica de tercer grado? ;Es po-
sible que no tenga ninguno? ;Es posible que solo tenga uno?

Como la derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcién polinémica de segundo
p g p g
grado, tiene un madximo de dos puntos de derivada nula.

Puede ser que no tenga puntos de derivada nula. Por ejemplo, la funcién f(x) = x® + x no tiene pun-
tos de derivada nula porque f'(x) = 3x? + 1 nunca se anula.

También puede tener un tnico punto con derivada nula. Por ejemplo, la funcién f(x) = (x—2)? solo
tiene un punto de derivada nula porque f"(x) = 3(x — 2)2 solo se anula cuando x = 2.

70 Justifica que una funcién polinémica de segundo grado tiene siempre un punto de tangente
horizontal.

La derivada de una funcién polinédmica de segundo grado es una funcién polinémica de primer grado.
Si f(x) es la funcidn, entonces f"(x) = ax+ b con a=0.

En tal caso, la ecuacién f'(x) =0 — ax+ b =0 siempre tiene solucién y esa es la abscisa del punto
de derivada nula.

71 Sea f(x) = x> y a un punto cualquiera. La funcién que mide la diferencia entre f 'y la tangente

ala grifica en el punto (4, 2%) es g(x) = f(x) — f'(a) (x—a) —f(a).

a) Prueba que xlz'm £() =

—a x—a

0.

b) Prueba que si £ es una funcién cualquiera, también se verifica el resultado anterior. Haz una
q q
grafica explicativa.

2) 2(x) _ -3 (x—a)—a _ X~ =34 (x - a) _ P+ ax+a®)(x—a)—3d> (x—a) _

X —a X —a X —a X —a

2 2 2
a +ax+x"—3a")(x—a
:( T 34 ):42+ax+x2—3d2 —

X —a
—  lim g = lim (@ +ax +x* —3a%)=3a> —34> =0
X—>a x—qg X—4a



oy LD F@ - f@G-a) _

X—a X —a X —a

0 i £ gy SO L@ f@)

X—>a x—qg X—

- i ( f@-f@ _f@ <x—a>)= i (f(xi @ _ f'@):

X —a X —da X —da X —>a

- f @~ f(@)=0

72 ;Verdadero o falso?

o i, TR o p

b) tim I (‘”le‘l)_f @ _a2pa)

h—0

lim fla+2h) - f(a+h)

) h—>0 h =f'@
 fla-h-f@ ( f(a—h)—f(a)) L
a) hlz_i)ﬂof = h[z_;)no ) == f"(a) — Verdadero.

b i, f(a+21}11)— f@ i (2' f(a+2;)l —f@) 2 ) - Verdadero

p f(a+2h)— f(a+h) o f(a+2h)— f(@)+ f(a)— f(a+h) ~
im = [im =

C) h—0 h h—0 h
i ( fla+2h)— f(@) fla+h)— f(a)) .
= um — =
h—0 h h

=2-f"(a)-f"(a) = f'(a) — Verdadero.

73 Considera la funcién f(x) = xg(x). Si g(x) es continua en 0, prueba que f(x) es derivable en
0y calcula su derivada. (No supongas que g(x) es derivable; puede no serlo).

Como g(x) es continua en 0, se cumple que:
lim g(x)= lim g(x)=g(0)
x— 0" x—0"

Para que f(x) sea derivable en x =0, tenemos que comprobar que coinciden los limites laterales

siguientes:
. _ #(0)-0
i X 8)-£(0)-0 lim ¢
x—0" x—0 x— 0"
. — ¢(0).0
m 2(x) — g(0) _ lim o)
x— 0" x—=0 x— 0"

Los limites laterales coinciden al ser g(x) continua, luego existe f"(0).



74 Estas gréficas son las funciones derivadas de f; g, b y j:

f ! \ Il

o)
4

W,

N

3 2 /
) g \ “
2 LINA 1]

a) ;Cudles de esas funciones (f; g, » y j) tienen puntos de tangente horizontal?

b) ;Cudl de estas gréficas es la funcién derivada de una funcién polinémica de primer grado?
¢) ;Cuadl de ellas corresponde a una funcién polinémica de segundo grado?

d) ;Alguna puede ser polinémica de tercer grado?

e) ;Alguna de las funciones puede ser y = In x?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
f tiene un punto de tangente horizontal en x =-2, pues f'(-2) = 0.
j tiene dos puntos de tangente horizontalen x=1 yen x=3, pues j'(1) =7'(3) = 0.
¢ y b no tienen ningtin punto de tangente horizontal.
b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcién constante. Por tanto, es g

) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién polinémica de primer
grado. Por tanto, es f"

d) Como ;' tiene forma de pardbola, al ser una funcién polinémica de segundo grado, la funcién j
es polindémica de tercer grado.

) Dllnx =L y se corresponde con la funcién /' ya que tiene forma de hipérbola.
x

Por tanto, /4 puede ser la funcién logaritmo neperiano.
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Para profundizar

75 Demuestra que f es derivable en x=0 y que g no lo es:

0 si x=0

2 1 . 1 .
f(x)= x senx si x=20 () = xsenx si x=20
si x=0

Usando la definicién de derivada:

Iim f(0+h)— £(0) _ lim f(h) — i h? sen (1/h) _ Iim

=0
h—0 h h—>0 h h—0 h h—0

h sen (%)

ya que la funcién seno estd acotada — f(x) es derivable en x = 0.

De nuevo, mediante la definicién de derivada:

. 2(0+h)— ¢(0) _ lm z(h) _ lim h sen (1/h) — Ui

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

()

No existe ya que el seno oscila cuando el dngulo crece indefinidamente; por tanto, g(x) no es deri-
vable en x=0.



76 Sean fy g dos funciones tales que f(x) =x2+1 y g'(x) = cos (% x) y £(0) = 4. Calcula:

a) (fog)'(0) b) (g f)'(0) o (g™’ 4 d (fH'6)
a) (fo2)(0)=f"[g0)]-2g'(0)=2-¢(0)-2g'(0)=2-4-cos0=8
b) (g f)'(0) =g’ [F(O)]-f(0)=¢g'(1)-2-0=0

“INT(4Y 1 1 1 _
o g)'@ = g'(g71(4)) £(0) = cos 0 1

d) Para que f sea inyectiva y se pueda determinar la funcién reciproca, supondremos que x> 0.

o111 1
O = Tsy  Fe 224

77 Las funciones siguientes:

senb (x) = e’ _2e_x 5 cos/] (x) = %; tgh (x) = %

se denominan seno hiperbélico, coseno hiperbélico y tangente hiperbélica.

Comprueba que se cumplen las siguientes igualdades:
a) cosh? (x) — senh? (x) = 1

b) senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

c) cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

d) senh'x = cosh x

e) cosh'x = senh x

f) tgh'x = 1
cosh? x
—x \2 «\2 2 ) 2 P
2 2 e e —e” e 124+ e —24e 4
a) cosh” x — senh” x = - = - -
) ( 2 ) ( 2 4 4 4
X —X J ) X —X J )
b) senh x - cosh y + cosh x -senh y=£—-¢ . & *te¢’* e +te e-er
) Y ) 2 2 2
_d e — et e . e e — e e
4 4
X Y 9, X ) X+y o x—y
_2c ¢ 426 e’ _e ze = senh (x + 9)
X —X )/ —}/ x_ —X )/_ —)/
) cosh x - cosh y + senh x - senh y = € Ee . Ef + € 25 . ¢ 2€ =

A A R R X . el e — v e

4 4

Xy —x -y X+y  —x—y
_2ec ¢ +42e e’ _ e +2€ = cosh (x + )
v e —e | e
d) senh' x =D 3 = = cosh x

ro v | -
e) cosh' x=D 5 = = senh x

_ e (+e) (" =) (" =)

(¢ +¢7%)?

f) tg/a'xw[fx—fx]

e

x —
e +e

I L e Cay o 4 _( 2 )2_ 1

(¢ +¢7%)? (6" +e7%)? cosh? x



78

79

80

Sea f(x) = arc cos \x.

a) Calcula a partir de su funcién inversa, la derivada de esta funcién.

b) Halla £’ (%) sin utilizar £'(x).

c) Comprueba el resultado de b) a partir del de a).

y=arccos\x — x=arccos{y = cosx={y = y=cos’x = (f7)(x)=cos® x
(F7) (%) = —2cos x - sen x

2) F(x) = 1 =

1 _ _ _ -1
(f_l)'(f(x)) * —2cos (arc cos {x) - sen (arc cos x) 2/x - /1_‘/? S 2fx1-x

o1 (z)emenl )%

f= —L—- 1 -1

Prueba, utilizando la definicién de derivada, que la siguiente funcién es derivable en x=1 y no
loesen x=-1:

f@) = (1-x) 1-x2

El dominio de definicién es el intervalo [—1, 1]. Por tanto, el enunciado se refiere a las derivadas late-
rales en los puntos dados.

Veamos primero si existe la derivada por la izquierda en x = 1:

2
G LAED=fD _ 1-1-W1-(+h)?-0 _ - -hi-2h-h® _

h—0~ h h—0~ h h—0~ h

= hlz’n% (—y—2h —h?)=0 — Existe la derivaday f'(17) = 0.
i

Veamos ahora la existencia de la derivada lateral por la derecha en x=-1:

— — 2
iy JED SO Q1)1 (1) -0 _
h—o0* h h—o0*

h
i 2 2
= lim (2-h)42h-h = Ilim [(2-h) /2h_h =
h—o0* h h—0* h?

= h/ﬁ'}n@)f[@—h),/}zl—l] = +o0 — No existe f'(-1%).

Se dice que a es una raiz doble de la funcién polinémica f; cuando:
f@) = (x—a)? g(x), donde g es una funcién polinémica
a) Prueba que si f tiene una raiz doble, 4, entonces f'(a) = 0.
b) Reciprocamente, prueba que si 2 es raizde f' y de f, entonces 4 es una raiz doble de f.
a) Supongamos que f(x) tiene una raiz doble — F£(x) = (x — 2)?g(x).
Entonces £'(x) = 2(x—a) g(x) + (x— 2)? g'(x) = (x — 2) [2g (%) + (x — A)g'(¥)].
Por tanto, f"(a) = (a—a)[2¢(a) + (a— a)g'(a)] = 0.



b) Supongamos que x =4 esraizde f'(x). Entonces f'(x) = (x — a)h (x).

Por otra parte, si x=a esraizde f(x), se tiene que f(x) = (x— a)j (x).

Derivando esta tltima expresién obtenemos que:
[ =)+ (x=a)j'(x)

Sustituimos f'(x) en la igualdad anterior:
=) h(x) =j(x) + (x=a)j'(x) = j(¥)=&=-a)h(x) - (x-2a)j'(x) = (x—a)[h(x) —j'(¥)]

Sustituimos de nuevo j(x) en la expresién de f(x) y obtenemos:
f@)=x-a)j0)=(x-ax-a)[hx)-j'@] = (x=a)* h(x) - j'()]

Asi queda probado que x =4 es una raiz doble de f(x).

81 Halla la derivada #-ésima de las siguientes funciones:
a)y=e” b)y=% Oy=h1+x

a) }/’= a gﬂx; )/H= ﬂz eax; }/ru= a

e .
Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

Si y”~ D =4""1¢*, derivando obtenemos:

y”) =a-a" ' e™= 4" ™ como querfamos demostrar.
no
r_ -1 . "_ 2 . m_ =0, n _ (—1) n.
RE A A LA IR s
x X x X

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

n-1) _ D" 1 (n=1)!

Siy - , derivando obtenemos:
X
D o1 (<1). _1)7". 5
y”) = 1) (n=D!1) -7 = SN , como querfamos demostrar.
xn+1 xn+1
C)}/’: ]_ ;)/Vl= —1 ;_)/’”: 2 - 7l)= (_1)7[71(”_1)!
L+x (1+x)? (1+x)° (1+x)"

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

aeny_ ED" 72 (n=2)!

, derivando obtenemos:

Siy

(1+x)""!
n—2 n—1
y”) = 1) (=)D -1) = 1) (n=1)! , como querfamos demostrar.
(1+x)" 1+x)"

82 Halla la derivada de la siguiente funcién y comprueba que es una constante:

_ 1—-cos x <
y= arctg,lil_'_wsx con 0<x<T
Justificalo teniendo en cuenta la férmula de zg (%)
<T X _ [1-cosx
2 €2 1+ cos x
oo 1—cosx _ X)\_x
Asi: y= arctg /71 ooy = ¢ tg (tg > ) >

1

Por tanto: y'= 5

Si0<x<m — 0<

|
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1 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a)y=02x+2) Jx-1 b)y=arctg Lg ) y = In(sen x)?
d)y=7372%-1 e y=(tgx)l—* ) x2+y2-xy=0
122[ _1 2 2 _2/ 1 x+1 z(x_1)+x+1:3x—1
)y ¥ *(2x+2) 2«/x +«/x— yx =1 yx =1
D x+3) —6
b)y'= <x+3 _ (x_3)2 _ -6 3
- 2 (x—3)2 222418 %249
1+<x+3> (x=3)"+(x+3) X+ x°+
x-3 (x—3)°

¢) Aplicando las propiedades de los logaritmos:

_ 9. L8 X

=1 -2
y = In (sen x) n(senx) — y e

d) Expresando la raiz como potencia:

yo 32Tk 0B (xgl )_2(x—1)/5-[n2: n2 56-1i3

3

e) Aplicamos la derivacién logarl’tmica:

Y g s (1- ) 2ED
J gx
- J)}I’——ln(tgx) +(1-x) 1+tg AN
2
= y'=|-ln(gx)+ (l—x)t((gl;tg il (tgx)l_x=

= —(1g )% In (tg %) +(1—x) (1+ th x) (g x) ™"
f) Derivamos implicitamente:

y—2x

x2+y2—x)/=0 = 2x+2p' —y—x'=0 = 2y—-x)y'=y-2x = y'= 2~

2 Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) siendo:

f(x)=%
f(@:ﬁ
PR S S x—(x+h)_—2xh—h2
flx+h) - f(x) ceh)? % (xeh)l. (e eh)’
£ = M o 2xh—h: _ 2 _ 2

h h—0 xz(x+h) h AR



3 Dada la funcién:
@) = |x| + %%+ 2x]
definela por intervalos y obtén:
a) f'(x)
b)f" ()
Representa f(x), f'(x) y f"'(x).
—-x si x<0
| x| = {

x si x>0

P a2x si x<-2
[x? + 2x| = &% —2x si 2<x<0

x> +2%  si x20

X%+ x si x<—2
f(x)=|x|+|x2+2x|= —x2—3x si 2<x<0

x> +3x i x20

-4 |2 2 1 4
=2

Griéfica de f(x)
f(x) noesderivableen x=-2 y x=0 ya que los puntos son angulosos. La derivada es:

2x +1 si x<—2
f'(x)=1-2x-3 si -2<x<0
2x+3  si x>0

c3s

2
A X
—4 —2\ 24
L
Gréficade f"(x)
Al no existir f'(=2) ni f'(0), no existen f"'(-2) ni f"(0).
2 six<-=2
f(x)=1-2 si 2<x<0
2 si x>0
Y
4
02
X
—4 |2 2 4
O—=2x
=4

Gréficade f"(x)



4 Estudia la continuidad y la derivabilidad de:

x2+2x-1 si x<1

-]

x+1 si x>1

:Existe algiin punto en el que f’(x) = 0?

Represéntala.

Continuidad:

* En x= I: Lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

e FEn x=1:

, 7z 2 _ _
x[i>ml‘ f(x)—x[z_i;nl " +2x—-1)=2

lim ()= lim (x+1)=2 Jim f&)= £
f()=2

La funcién es continua en x =1 vy, por tanto, es continua en todo R.
Derivabilidad:

¢ Si x= 1: La funcién es derivable. Ademas:

2x+2 si x<1

f@=%
* En x=1:
(1) =4=f(1"=1

La funcién no es derivable en x = 1.

si x>1

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.
Puntos en los que f'(x) = 0:
f'(x)=2x+2 si x<1
2x+2=0 = x=-1
f=1six>1 > f(x)20 si x>1

Por tanto, la derivada se anulaen x=—1.

Ve

Griéfica de f(x)



S Halla 2 y b paraque f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
f@) =qax+b si-1sx<0
3x2+2 si 0<x

Para los valores de 2 y & que has obtenido, estudia su derivabilidad.
*Sixz-1yx=0:

La funcidén es continua, pues estd formada por polinomios.
* En x=-1:

xﬁn:ll_ f(X)zx[i;m—l (2X+ d) ==2+a

lz'm1+ f(x):xli;”il (ax+b)=—-a+b

x— -
f()=-a+b
Para que sea continua, ha deser -2 + 2 =—a + b; esdecir: b=2a-2.
* En x=0:

xlingff(x):gchnO (ax +b)=b

lim f(x)= lim (3x*+2)=2¢ Para que sea continua, ha de ser 4 = 2.
x— 0" x—=0

f0)=2
Por tanto, f(x) serd continuasi 2=2y b=2.

Para estos valores, queda:

2x+2 si x<-—1 .
rerd s 1 0 deci 2x+2 si x<0
- _1< . . —
f(x) x2+ ST <x<0; esdecir: f(x) 32 +2 i x<0
3x“+2 si O<x
Derivabilidad:
* Si x=0:

Es derivable. Ademis:

ro- |
e En x=0:

F107) =22 £(0%) =0

La funcidén no es derivable en x = 0.

2 six<0
6x si x>0

Por tanto, es derivable en IR —{0}.

6 Observando la grifica de esta funcién f; estudia su derivabilidad.

Halla, si existen, f'(-4), f'(0) y f'(3). \ 2' \

* f es discontinua en x = 1. Por tanto, no es derivable en x = 1. \./ 2 \
En x=-2 observamos que f"(-27) # f'(~2*): tampoco es derivable.

Luego f es derivable en R —{-2, 1}.

* f'(-4) = 0 porque en ese punto la funcién es constante.
/f'(0) =0 porqueen x=0 observamos un minimo, luego la tangente es horizontal.
f'(3) =-1 porque —1 es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):

m=2=-0__1

1-3



