GEOMETRIA

1.- Calcula la distancia entre las rectas, estudiando antes su posicion relativa:
x=13%+ 12\ x= 0

o= 2 siiy= 0+
T= 8+ 54 zT=-9

Zi12,0, 5 P13, 2,8
T, 1,00 FG,6, -9

o
PR 4 =170

12 o =7

0 1 4 | =-l80=0 — Las rectas 32 cruzan,

5 0 -7

—?'f - =
distlr. 9 = Volumen del paralelepipeds _ [[PPd, d]] _ 1659 _
Atea de la base |a’r}<a;| [T, O, 120
T I R
Yigp 13

2.- Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el plano:
6x—-5y+3z-1=0

+ Hallarmes los vértices:

1 1
=p= = == = A(CI,CI,—)
&=y z ; ;
p=z=0 — x=l — B(l,f:l,'ﬁl)

B &
w=z=0 = ;u=—l — C‘(O—lﬂl)

5 Tos

000, 0, W

+ Caleulameos €l volumen:

S S O U S S O D N
Yo3 2(5 T 5) sy

+ Lo caloulamos utilizando el producte mixto:

] = = = 119 0 143
v=g|[o.4,os,oc]|=|g- 1% 0 0 |=%u5
0 =145 0

3.- Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta

2 3 4
y que pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada por el plano
anterior y los tres planos coordenados.

x+3 y—-4 z

Un wecter normal al planc es 12, 3, 4)
La scuacidn del plano a5 A+ 1D+ Fp - D+ dlz—-0) =0
x+Epy+dzr-1=0



Caloulatnes los wrices:
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4.- Determina la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 2, 2) y es perpendicular a las
rectas r1 y ra:

L Ja+dy—3z-1=0 o Jx— p+ iz =1
Pla+ 2y = =0 s Ay —-2=10

Chtenemos los weotorss direccidn de las rectas v 7 vy
0,2, R0, 2 -1 =04, 20 — 4210
=L M (1, 4,00 = (=12, 3,10 = &,
La recta que buscames ha de ser perpendiculara », va gy
(2, -1 0) % (=12, 3,18) = (-26, 52, -12) — (13,26, 6)
Comeo pasa por el punts PC1, 2, 3, sus scuacionss son
m=1+ 134

: -1 _¥-2 _=z-2
y=2+ Bh obien = = =
z=2+ Gh 13 % 6

5.-

r+ y—xz+1=10

Halla 1a ecuacitn del plano © que contiene a la recta +-: {
a+ Ay + oz =10

¥ es ortogonal al plano o: 2x—p+ 3z +1=10,
Ohtén también las ecuaciones paramé&tricas de la recta determinada por © ¥ .

Chenemos un punto v un vector direccidn de larecm v
P1,-1,1ver —= 21 -1, 10em
(L1, -Dx,210=0-20=3/r = Xs-2D4n



Hom oesomoponala 0, el weotor normal de 0 s paralslo a W

a2 -1, H»Llo = 21,94
Obtenernos un weeter normnal 2 M (3, -2 w2 -1, 30 =05 7 10 — (57 -1)
la scuacidn del plance T es S -+ 7p+ D -1z-1 =0

Swt+Tp—z+3=0

+ Ecumciones paramétricas de la recm determinada por © v @
m S+ Ty— 24+53=0
02— p+3z+1=0

eotor diteccidn de la recta: (5,7, <10 = (2, =1, 30 =020, =17, =1
Punts de la recta:

z=———- 198
6.-
Dados la recta r:%=1;1y= Z;I vy plano m: x + 3py— 3z + 3 =1,
halla & plano que contiete a + ¥ es perpetddiculara m.
rEedm s 5 P00 A1)

mx+Ay—3z+3=0 — nll, 3 -3

H planc serd paralslo a d yan veontendria 2.

Un wector normal serh: (2, -1, D (1 5, 20 =05, 970 — & -9 -7

La ecuacidn del planc es: lae— O -0(y-1)-Flz+1) =0
Ge—9p—Tz+2=0
7.- Determina la perpendicular comun a las rectas:

ped XF y=xt+d g0 X 2=10
a2y = 7 ) »+3=10



Escribimnos las dos recms en forma pammeétrica:

r_{x"' J"=3+4} Restando la 12 ecuscifn ala 22 y=3 -z
et dy=7 #=F-2y=7 A3 -2 =1+2z

1+ A
5—h = Unpunto genddcode v a5 E1+ 2R, 3 -3 0
H

4
b R
It

LSS ]
Il

m=12
_'__ g} =+ s qp=-3% — Ungpuntc gendrec de 5 ex 2, 5, W0

|

—
Un wector genérico de origen en v ¥ extremo en s s ES(1 -ZL, 65 +4 p-A)

= oy

Este vector debe ser pearpendicular a v+ va =

—

Ee-02,-1,10=0 — Z2-4hA+G-A+p-A=0 — BA+p+8=0
—

RE-(0,0,10=0 = ph-A=0 — p=>A

& &
—:.1‘,+ = :,1‘,=_- =
5 E=0 —= 5’“’ =
As:

R(ﬂ 7 i)
57575 —» =
RS(L;, i c}) — 41, 2,00

s

La perpendicular comiin a las rectas es:

m=2+ A
J.'=—3+2;'\,
=4

8.- Halla p para que las rectas r| y r, sean perpendiculares:
¥ y-1 =z ¥~1 y-p =z-3
Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene.

A4 -2 D1, p-1,3=4-2p+2+6=12-2=0 — p=0

a =4 m=14+p
blrp: qp=1-2% 7 ¥ =06+ 5L
z=2Mh z=3%+ 3



+ Punte de interseccidn:

dh=1+p

1 -2h=64+50 ¢ Sumande las dos Gltitnas ecuaciones:
Zho=3+3p

1=0+8 — —8=80 — PL=-1

_itd _3-3 _
A > = 0

1Fecuacidn: d 0=1-1 Luems A =0, p=-1
Sustitiyendo A =0 en lasecuacionesde v (o bien P =-1 enlasde ry,
obtenemos el punto de cors: 0, 1, 00,

+ Ecuacidn del planc que las contiens:

(4,2, D=1, 5 2 =0-106-10,22) — (8, 5 -1 s un vedor normal al planc.

Ecumcidn: 8l -+ Slp— 10 - 11z —00 =0
Bx+Sy-1lz-5=0
9.-

Dados la recta r:{x_y_zzigzg velplano m x+ 2y +3z—1 =0,

halla 1a ecuacitn de una recta sitnada en el plano 7w, que pase por el punto
P2,1,-1) vy sea perpendicular a +.
Un wector ditecci®n de v e (1,0, =D = (0, 1, -1 =02, 1, 12

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1D v perpendicular a (1, 2, 22
(pues estd situada en &l plane T Un weoror diteccddn de la recm as:

02,1, Dxil 2,8 =01 -5 3

H punte PCZ, 1, -1) petenses al planc v debe petenscer a la recta buscada. Lue-
2o la recta as

=2+ 3k
y=1-5n
r=-1+3M\

10.- Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta
perpendicularmente a la recta:
XV —ET 1

x+ g=1

Eseribitnos v en forma paramética:

" w—yp-z=1 = yp=x-z-1=2-z-2-1=1-"12r
et z2=2 = x=2i-=z



m=2-A
roy=1-3 — Unpunto genérico de v es RZ-A 120 M
z=M\

—
3 llamames al punte 201, 2, 13, &l vector PR ha de
ser perpendicular a7, es decir, perpendicular a
dr-1, -2, 1.

—
Pof tanto, cotne PRI — A, =1 —2ZA, =1+

= =
PR-Ad=0 —= (1-A-1-201+32-0-1, -2 1h=0

“1+Ah+2+4h-1+A=0 —= Gh=0 —= HA=0

La recta que buscatnes pasa por el punte 201, 2, 10 v por el pume 02,1, (0
(2 se chtiene susituyende b =0 en las ecuacionss de #).

—
Un wector direceifn serd: POC1Z, -1, =10

x=1+M
larectaes qp=2-A
z=1-A

11.- Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétricas:
(=1 4+3A, 1 +2A,2+ L)y es perpendicular al plano 2x +y — 3z + 4 =0.
Determina también el dngulo formado por la recta y el plano dados.

Un vector normal al plane es: (3,2, Dw (2,1, -2 =07, 11, -1 — (7, -11, 1)

Un punte del plane es (=1, 1, 2 (pues contisne a la recta).

+ La scuacidn del planc sari
Fla+-1lpy-10+1z-D=0
Fe—lly+z+16=0

+ Angile formade por la recta v &l plane dados:
d3,2, 1 @2, 1,-3

1d-%| _g+2-3 _5 pas

1T v14-v1a H T
QGD_H_:E;E]D{P 31“ — I:I,=33I° 55| @II

12.- Determina, razonadamente, si las rectas

e r+ p—2z+1=0 £ 2x+y—z-1=90
T 2x—y+ z—1=0 | o x—y—2z+1=9

se cortan o se cruzan. Halla también el coseno del angulo que forman sus direcciones.

Chenamos un punto v un vector direccidn de cada una de las dos rectas:

0L 1, D2, D =-1,-5 - — I1,5 3 PO, -1, 0

cos (000 — o) =




42, 1,-D %, -1,-D = 5,3, % - d0,-1, 1 P0,1,0

—
DR, 2,00
1 1 0
5 =1 Z|=4=0 — Ilasrectassecnizan.
31 0

= =

- d)  j1os+s] 1

= = 00975
\TI & a5 Vios

13.- Sean los puntos P(3, 1, 5) y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento PQ
trazamos un plano ©! | perpendicular a dicho segmento. Este plano corta a los ejes
coordenados en los puntos A, By C.

a) Escribe la ecuacién de .

b) Calcula el area del tridngulo ABC.

al B planc as perpendicular al veotor @E—-‘i, &, =20 un vector normal al planc es
(2, -3 11

Pasa por &l punte medic del segmente PO M1, 4, 4).
La ecuacidn del planc s Fw— 10— 3lp —d) + 1z — &) =0
T 2e—Apy+z+6=0
b Hallameos los wérdces del migngulo:
¥y=z=0 — Zx+06=0 — x=-3 — 43,00
x=z=0 — Sp+G=0 — y= 2 — B 0
m=p=0 — z+6=0 —= z=-H — 0,0, -3
AE(3, 2,00 ACG, 0, 6)
A_B}}{A_C}E':—]Z,l&—@ — |A__E}>-:A_}C‘|=@
Area = lﬁ}’;‘ﬁl =\I?=11,22u2
14.- Halla los puntos simétricos de P(1, 2, 3) respecto del plano

. — — = » x_y +3=0
G:ax— Fp— 2z + 4 =10 yrespecto de la recta r'{ci.-x- —z — 9




B Simétrieo respects del plane:

+ Eouacidn dela recta que pasa por P v es parpendicular a

=14+ A
y=12-3h
z2=5 2%

« Puntc de corte de o con la recta anterior:
(1+A) -2 -3 23 -2 +d=0
1+h-G+9h —G+4h+4=0

14h-7=0 — :a=%

La recta v <l planc s cortan en (%, %, 2|, Este =5 &l punto medic del segmento

BB siendo P el simético de P orespecto del planc o Luego, s P, 4 20,

Cfmtl pHE oz+3) (3 1 W
mton-:.ea( = = == 2,2,2 — P2 -1, 10

B Simétrico respects de la recta:

+ Eseribimeos la recta en paramétricas:

m=A
m-y+i=0 = y=x+d _
{4.:&:—3=C| — @ =4ax } - or §=2£l

+ Hallamos la ecuacidn dal plane perpendicular a v que pasa por 2
e -+ Wy-D+dlz-3=0
xtp+dr-15=0

+ Obwenemos el punto de interseccidn de larecm v con el plano:
At A+ A+ 16h-15=0

1Eh—12=0 — l=%

H punto de corte as (%, %, % . Este ez &l punto medic del segmente FP,

dendo P el dsimérrico de P orespecto de latecm v Asi 8 PUa b o), en-

e (244 223 £2) - (220 8) o126 1)

27 27 2 R 35003
15.- Halla la distancia entre el punto P(2, 1, 3) y la recta

, 2x—y—z—-3=10
| o x—y+rz—2=10



+ Eseribimos la recta v en forma paramétrica:

=1+ 2\
Im—yp=3%+z Bestande: x= 14 2z - x=_1+3}k,
m-—yp=i-z| p=xtzr-i=-1+3x §='}»

+ Hallarnos la scuacidn del plane que pasa por P v es perpendicular 2 »
W — D+ 2p-10+W=z-31=0
W in+ A+ z-10=0
+ Obtenemos al punto de come de v con T
X1+ 20+ -1+ 30 +3-10=10
2+ EL-A+0L+A-10=0

H punto de corte as ‘Q(T

+ Caleularnes la distancda:

ist (P, v) = dist (B, 0 = LF'QI

5 3] 1050 75
552

16.- Determina la ecuacion de un plano ! Iparalelo al plano de la ecuacién

x—2y+3z+6=0y que dista 12 unidades del origen.
Un plane paraldloa x—2y+ 22+ 6=0 esdelaforma T x—Ip+3z+k=0 Te
nemos que hallar kB para que la distancia al ofgen sea de 12 unidades:
. k| |.a,=~| = 1214
A5t 0,0, 0, 1) = —— -12
Ji+4+9 14 <b——12\l'_
Hay dosplancs x— 2y +3z+ 12414 =0 v x—2p+3z-12414 =0

17.- Halla la ecuacién de la proyeccién ortogonal r' de la recta

x—1 -1 =z-2
*— =‘:F1 =— sobre el plano o x— 3+ 2z +12=10,

la proveccidn omomonal de v sobre o as la recta interseccidn del planc o con
otto plano W, pempendiculara ® v que contens a v

P11, 2 ALz 1, D 5, -3 D)
Ixm=02,1 Dx1,-3,2 =08 -2 -7
Lo scumcidn de @ a5 Ha -1 -2 -1 -Fz-2=0
WA —Zy—Tz+8=0
la provecsidn orogonal de v scbre o as
» {x—3y+23+12=l:|
Bw—2p—TFz+ B=0

18.-



Los puntos P00, 1, 0) v (-1, 1, 1} son dos wrtices de un widngulo, v &

xX=d

1 La recta que cottienne a P ya &
==

tercero, 5, pertenece ala recta r:{
es perpendicular a la recta »

a) Dederrmita las coordenadas de 5.
b)Calcula el drea del triingulo POS
—» —
DR 1d, - P5ed =0
G, b =1, 10+, 1, 00=h=-1=0 —= A=1
Srd, 1, 10

—

—
BIFS(E, 0, 1) FX-1, 0, 1)
PExPO =040, Dx (1,0, 1) =00, -5, 0)

19.-

3x +2y—z—1=10

Seala ta
mr{x+y 1-90

a) Determina la ecuacidn de la recta s que corta perpendicularmente a + ¥
pasa por (0, 2, 2}, ¥las coordenadas del punto P interseccitnde + ¥ s.

b} Halla la ecuacitn del plano © quecontienea + ¥ s yladelarecta ¢ per-
pendicular a © por el punto P

ci8i @ es cualquier punto de #, explica, sin hacer ningin cdlculo, qué rela
citn hay entre las distanciasde Q0 a », a 5 ya m.



a) Escribimos v en forma paramétrica:

-5,
{3@+2y—z—1=c| — z=3.x+2y—1=1+.:¢} i, ;=1—?~,
x+ -1=0 —= y=1-= =1+

Un punts genéricc de v ez RCA 1 -0, 1+
fﬁ?} ha da ser perpendicular a +, es decir: A_R}-c_i.:=f:l
h, =1 =2 1+M-01, 21, =0

A+I+AL-14+A=0 —= 3 =0 —= A=0
A 1-h 140N ROL D

larecta s pasapor A0, 2, & vpor RO, 1,10

=0
RAD. 11 o s p=1+%
z=1+M

E punts de interseccidn de + v 5 es 20, 1, 10

k) Ecuacidn del plane © que contiensa v va =
n=01,-1, D 1,1=0(=2-1,1 PIO,1L Dexn
—Fw- -1y -1 +1Wz-1D=0
m—Ze—yp+z=0

Ecuacidn de la recta t perpendicular a @ por &l punts P

m= =2
Eap=1-X
z=1+X

) Det = At 0 = st (0 ) = Ast (0, m) = Fat (O F)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q0 al punte P, luegs las tres
son iguales entre &

20.- Halla el plano de la familia: mx +y + z — (m + 1) = 0 que estd situado a distancia
1 del origen.

Hallatnos la distancia del orgen, 0, 0, 00, al planc v la igualamosa 1.

st = [#2 - O+ 0+0 -G+ 1] _ [#+1 _1
Yori+1+1 Yom® + 2

e +1]|=VmE+2 = (m+1Di=mi+2 = mi+l+2m=mi+2

m=1 — m=%

H planc es: %.x+y+z—%=f:l; esdecit: ®+Ip+2z-3=0



