GEOMETRIA AFIN

1. - Las coordenadas de los puntos medios de los lados de un triangulo ABC son M(1,0,0), N(0,1,0) y P(0,0,1).
a) Obtenga las coordenadas de los vértices A, B y C del triangulo. (1 punto)
b) Halle el area del triangulo. (1,5 puntos)

2.- Halle una ecuacién del plano que pasa por el punto (1,1,1) y es paralelo a las rectas (2,5 puntos)

. 3x+y=0 s X-y=2
 |4x+2=0 y-z=-3

3.- Se consideran los puntos en el espacio A(1,-1,1) y B(2,2,2).
a) Halle el punto medio de Ay B. (0,5 puntos)
b) Dé la ecuacion del plano respecto al cual A 'y B son puntos simétricos. (2 puntos)

4.- Sean el punto P (-1, 2, 0) y el plano & : 2x — 3y + z = 8. Calcule:
a) Las ecuaciones de una recta r que pase por el punto P y sea perpendicular al plano = . (0,5 puntos)
b) Las coordenadas del punto de corte de la recta r y el plano . (0,5 puntos)
c)
d)
)

e) La ecuacion de otro plano, paralelo a r y distinto de él, que diste de P la misma distancia d. (0,5 puntos)

La distancia d del punto P al plano =. (0,5 puntos)
Las coordenadas del punto P” simétrico de P respecto del plano . (0,5 puntos)

=0
5.-Sea s la recta que pasa por los puntos A(1,1,0) y B(0,1,0). Considere larecta r = {y 5
Z=
a) Escriba unas ecuaciones cartesianas de la recta s. (0,75 puntos)
b) Dé la posicion relativa de las rectas ry s. (0,75 puntos)

c) Obtenga la ecuacion del plano que contiene ar y es paralela a s. (1 punto)

6.- Halle los planos que pasando por A(0,2,0) y B(0,0,2), corten al eje OX en un punto C tal que el area del
triangulo de vértices A, B y C sea 6. (2,5 puntos)

x=0

7.- Considere el planon: x+y—z=0ylarectar= {y -0

a) Halle la posicion relativa de la recta y el plano. (1 punto)
b) Encuentre una recta perpendicular a ambos. (1 punto)
c) Halla la ecuacion del plano paralelo a & que pase por el punto (1, 0, -1) (0,5 puntos)

8.- Busque el area del poligono de vértices A(4,7,8), B(2,3,4), C(-1,-2,1) y D(1,2,5). (2,5 puntos)

9.- Se consideran la recta y planos siguientes:

x=1+2t
r=qy=-5-5t miX+2y+3z-1=0 M, X+2y+4z-2=0
z=-3+2t

a) Determine la posicion relativa de la recta respecto a cada uno de los planos. (1 punto)
b) Determine la posicion relativa de los dos planos. (0.75 puntos)
c) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion entre los dos planos. (0.75 puntos)

10.- Considere los planos: T: 2x—-y+z=0 ym:z-3=0
a) Estudie la posicion relativa de 114 y 172 (1,25 puntos)
b) Encuentre, si es posible, una recta paralela a 14 y a M, que pase por el punto (2, 2,-1). (1,25 puntos)



SOLUCIONES:

Ejercicio 1.- Las coordenadas de los puntos medios de los lados de un triangulo ABC son
M(1,0,0),N0O,1,0)yP(0,0, 1).

a) Obtenga las coordenadas de los vértices A, B y C del triangulo. (1 punto)

b) Halle el area del triangulo. (1,5 puntos)
SOLUCION

Sean A(a,, a,,a,) ; B(b,,b,,b,); C (c,, c,, Cy)

a,+b, =2
M es el punto medio de AB: (31 ;b1 2 ;bz L& ;b3j=(1, 0,0)—»><a,=-b,
a3=_b3
c,=-b
. (c,+b, c,+b, c,+b, 1 1
N es el punto medio de BC: T, Ty =(0,1,0)—>4c,+b, =2
C3=—b3
a, =-C,
P es el punto medio de AC: (31 201, 2, ;CZ, % ;Ca’J:(O, 0,1)—>4a,=-c,
a,+c; =2
a,+b, =2 c,+b,=2 a,+c, =2
c,=-b, —b,=a,=1;¢c,=-1 <a,=-c, —C,=b,=1;a, =-1 C; =—b, —Cy=a,="1;b; =—1
a, =—C, a, =-b, a, =-b,

Por tanto los puntos son A(1, -1, 1), B(1, 1, -1), C(-1, 1, 1)

b) El area del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y AC

i k
AB =(0,2,-2) AC=(-2,2,0) > ABx AC =|0 2 -2[=(4,4,4)
220

Area =

[ABXAC| [4i 474 (48 4[3 o
2 2 2 2

Ejercicio 2.- Halle una ecuacion del plano que pasa por el punto (1, 1, 1) y es paralelo a las rectas
. 3x+y=0 o= X-y=2
 |4x+2=0 y-z=-3

(2,5 puntos)
SOLUCION

El plano queda determinado por los vectores directores de ry sy el punto P(1, 1, 1)

i ] ok i ]k
Vector directorde r: u=|3 1 0|=(1,-3,-4) Vector directorde s : v=[1 -1 0|=(111)
40 1 01 —1

x-1y-1z-1
n=| 1 1 1 (=0 >-x=1)+5(y—-1)-4(z-1)=0—> n=x-5y+4z=0
1 -3 -4



Ejercicio 3.- Se consideran los puntos en el espacio A(1,-1,1)yB(2, 2, 2).
a) Halle el punto medio de Ay B. (0,5 puntos)

b) Dé la ecuacion del plano respecto al cual A y B son puntos simétricos. (2 puntos)
SOLUCION

a)M=[1+2,—1+2’1+2 (313) (313
27 2 "2 ) \27272 2’2’2

b) El plano que buscamos es perpendicular a la recta AB que pasa por el punto M

Vector director de la recta AB: AB = (1, 3, 1)

Al ser el plano perpendicular a la recta, el vector director de la recta y el vector normal del plano son
paralelos.

Vector normal del plano: n= (1,3, 1)

Ecuacion del plano: x—%+3[y—%]+z—g=0—>x+3y+z—%=0 — n=2X+6y+22-9=0

Ejercicio 4.- Sean el punto P (-1, 2, 0) y el plano 1 : 2x - 3y + z= 8. Calcule:

a) Las ecuaciones de una recta r que pase por el punto P y sea perpendicular al plano = . (0,5 puntos)

b) Las coordenadas del punto de corte de la recta r y el plano =« . (0,5 puntos)

c) La distancia d del punto P al plano =. (0,5 puntos)

d) Las coordenadas del punto P” simétrico de P respecto del plano . (0,5 puntos)

e) La ecuacion de otro plano, paralelo a r y distinto de él, que diste de P la misma distancia d. (0,5 puntos)
SOLUCION
a) Plano perpendicular a la recta — vector director de la recta y vector normal del plano son paralelos.

Vector normal del plano: n= (2, -3, 1) — Vector director de la recta: v = (2, -3, 1)

Ecuacion de larecta: r= x+1 = y-2 _Z
2 -3 1

b) Sustituimos la expresién de r en la ecuacion del plano:

2(-1+2t)—3(2-3t)+ t=8 —>t=§—>Q=[g 10 8)

7777
c) d(P, m) = d(P, Q)=\/[g+1j {_g_zj {gj =8J717 "

d) El punto simétrico de P respecto de 1 es el simétrico de P respecto de Q, es decir, Q es el punto medio del
segmento PP

Sea P’(X, Y, Z) — [g’_mﬂgj = [X__’]’y_-*_zﬂzj — P'= [é’_ﬁ’ﬁj
777 2 2 2 7 77

e) Ecuacion del plano paralelo a 1 que pasa por Q’, siendo Q" punto simétrico de Q respecto de P:
Punto Q": Imponemos que P es el punto medio de QQ°
1(9 10 8 23 38 8
-1,2,0)== | =+X,——+Y,=+z2 |>Q=| ——, —,—=
( ) 2 [7 7 y 7 ] [ 77 7]
SeaT’ unplano paraleloaT™ -1 =2x-3y+z+ k=0

Calculamos k imponiendo que pasa por Q": 2 [—27—3] -3 -§—§+ k=0—->k=24

Ecuacion del plano: 2x —3y+z+ 24 =0



y=0

Ejercicio 5.- Sea s la recta que pasa por los puntos A(1, 1, 0)y B(0, 1, 0). Considere larecta r = {z _5

a) Escriba unas ecuaciones cartesianas de la recta s. (0,75 puntos)

b) Dé la posicion relativa de las rectas ry s . (0,75 puntos)
c) Obtenga la ecuacion del plano que contiene ar y es paralela a s. (1 punto)

SOLUCION
x=1-t
z=0 -
ik

b) Vector directorder: u=|0 1 0|=(1,0,0)
00 1

Ambas rectas tienen la misma direccion, por tanto, son paralelas o coincidentes.

El punto A(1, 1, 0) no es un punto de r — Ambas rectas son paralelas

c) El plano viene determinado por el punto P(1, 0, 2) der, u= (1,0,0) y QP, siendo Q un punto cualquiera que
no pertenezca a s, por ejemplo, Q = (0, 0, 1)

x-1y z-2
QP =(1,0,1) »n=| 1 0 0 |=0 - n=y=0
10 1

Ejercicio 6.- Halle los planos que pasando por A(0, 2, 0)yB(0, 0, 2), corten al eje OX en un punto C tal que
el area del triangulo de vértices A, B y C sea 6. (2,5 puntos)

SOLUCION
Sea C = (m, 0, 0) por ser un punto del eje OX.

|ABxAc| B
El area del triangulo ABC viene dado por la férmula: Area = =6 — ‘AB X AC‘ =12
i j ok
AB =(0,-2,2); AC=(m,-2,0) > ABxAC = |0 -2 2|=(4,2m, 2m)
m -2 0

|ABxAC|=12 — \[4* +(2m)’ +(2m)” =[16+8m =12 — 16+ 8m’ = 144 > m’ = 16 — m==+4

SiC=(4,0,0) -AC=(4, -2, 0)|| (2,-1,0); AB =(0, -2, 2) | (0, -1, 1)

X y-2 z
=0 -1 1/=0 >x+2(y—2)+2z=0—> n=x+2y+22-4=0
2 10

SiC=(-4,0,0) >AC=(-4,-2,0)[|(2,1,0); AB =(0,-2,2) | (0, -1, 1)
X y-2 z

=0 -1 1/=0 -5-x+2(y—-2)+2z=0—> n=x-2y—-2z+4=0
2 1 0



x=0
Ejercicio 7.- Considere el planomm: x+y—z =0ylarecta r= {y 20
a) Halle la posicion relativa de la recta y el plano. (1 punto)
b) Encuentre una recta perpendicular a ambos. (1 punto)
c) Halla la ecuacion del plano paralelo a  que pase por el punto (1, 0, -1). (0,5 puntos)
SOLUCION
x=0
a) r=<y=t — Sustituyendo en la ecuacion del plano — 0 = 0 — La recta esta contenida en el plano
z=t
b) El vector normal del plano, (1, 1, -1) es perpendicular a la rectar.

Consideramos la recta de vector director v = (1, 1, -1) que pasa por un punto cualquiera de r , por ejemplo,
P(0,1, 1)

s,zx=y—1=z—_11

c) Ecuacion del plano: x-1-(z+1)=0—->x-z-2=0

Ejercicio 8.- Busque el area del poligono de vértices A(4,7,8), B(2,3,4), C(-1,-2,1) y D(1,2,5). (2,5 puntos)
SOLUCION

Comprobamos que los 4 puntos son coplanarios: AB; AC ; AD son . d.

AB =(-2,-4,-4)|| (1,2,2) ; AC=(-5,-9,-7) || (5,9,7) AD=(-3,-5,-3)|| (3, 5, 3)

122 1.2 2

rgf5 9 7|=rg|0 -1 -3 |=2 — Son coplanarios.
353 0 -1 -3

AB = (-2, -4, -4)

BC =(-3,-5,-3) || AD = (-3, -5, -3) y ademas ‘TD‘:‘%‘: 9+25+9=./43
CD = (2,4,4) || AB y ademas [CD| =|AB|=/4+16+16 =6
El poligono ABCD es un paralelogramo.

El médulo del producto vectorial de los vectores AB y BC es igual al area del paralelogramo que determinan.

AB x BC =(2,4,4)x(3,5,3)=(-8,6,-2) — ‘ExETC‘:J(—S)%E;%(—z)Z = /104 =2./26 ®



Ejercicio 9.- Se consideran la recta y planos siguientes:

x=1+2t
r=qy=-5-5t miX+2y+3z-1=0 M, X+2y+4z-2=0
z=-3+2t

a) Determine la posicion relativa de la recta respecto a cada uno de los planos. (1 punto)
b) Determine la posicion relativa de los dos planos. (0.75 puntos)

c) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion entre los dos planos. (0.75 puntos)
SOLUCION

a) Vector director de r: v= (2, -5, 2)
Vector normal de m,: ni =(1,2,3)  Vector normal de =,: n2= (1, 2, 4)
vin, — vonz=(2,-52)-(1,2,4)=2-10+8=0
El plano m, y la recta tienen la misma direccion.
El punto P(1, -5, -3) no pertenece al plano: 1 -10—-12-2 =0
El plano , y la recta son paralelas.
El plano m, y la recta no tienen la misma direccion — son secantes

b) Los planos se cortan en una recta al no ser proporcionales los vectores normales.

c) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de los dos planos:

_ [x+2y+3z-1=0 5 5 x=-2-2t
“\x+2y+4z-2=0 _>_>SE{X+1V“ s=ly=t
z=1 = z=1

Ejercicio 10.- Considere los planos: : 2x-y+z=0 ym:z-3=0
a) Estudie la posicion relativa de 114 y 112 (1,25 puntos)

b) Encuentre, si es posible, una recta paralela a 14 y a M, que pase por el punto (2, 2,-1). (1,25 puntos)

SOLUCION

a) Los planos son paralelos o coincidentes si las coordenadas de los vectores normales a los planos son
proporcionales:

nm=(2-110 2 -1 1
- — —=—=%- — ambos planos se cortan en una recta.
nz =(0,0,1) 0 0 1

b) Una recta paralela a los dos planos sera también paralela a la recta de corte entre ambos planos.
i j k
Vector director de la recta de corte: ni xn2=(2,-1,1)x(0,0,1)=|2 -1 1[=(-1,-2,0)=(1,2,0)

0 0 1

x=2+t
Ecuacion de la recta buscada: r={y=2+2t
z=-1



