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UNIDAD DIDACTICA 1: .
SISTEMAS DE ECUACIONES. METODO DE GAUSS

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a

las ciencias sociales II, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garcia y M.J.Oliveira

Pagina 44
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos grafica-
mente:
3§t V:? x+2v=1
R A b) | 2x - y=3
Sx- y=4 - ST
2x+2v=1 Sx+ y=8
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Los resolvemos por el método de Gauss:
a (31 | 2 1212 0 47 -1
1 -1]1 o, = 1 1] 1
5 -1 4 3t-5.28 0 4| -1
2 211 R 0 4]
Podemos prescindir de las dos tltimas filas, pues coinciden con la primera. Que-
daria:
dy=-1 — y= -1
4
1 3
x-y=1 = x=1l+y=1-—==
¥ Y -7
e 3 -1
Solucion. [—, —]
44
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto [I, _T]
b))/l 2 1 12 [ 2 1
2 -1 3]—> =718 {D -5 l)
a1 8 3d-5- 18 0 -9 | 3
De la 22 ecuacion, obtenemos y = _51 : de la 32 ecuacion, obtenemos y = %
Luego, el sistema es incompatible.
El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningtin
punto comtin a las tres.
2 Comprueba que este sistema es incompatible y razona cudl es la posicién re-
lativa de las tres rectas que representa:
x+2y=5
3x- y=1
2x+4y=10
Si dividimos la 3? ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1? ecuacion es
x + 2y = 5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.
La 12 y la 32 ecuacion representan dos rectas paralelas; la 22 las corta.
3 Resuelve e interpreta geométricamente el sistema:

-x+ 2y= 0
2x+ y=-1
(3/2)x-3y= 0

(-1 20} 12 (-1 2|0} 12 (-1 210}
( 2 l —l)—} 284212 {[] 5 _]) —y 28 {O 5 _1)
32 30/ @y 1 200)  wmer o g o
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-2
—x+2y=10 X=2“i=_5
sy=-1 [ _-l
- 5
Solucion: (i i
5 5

. (-2
Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto tT =
\ J

4 Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son esci

nados:
2 - 7 -v+ z=1
a){ S i1re g5 b) 9z=2
Y= 3x-y+ z=3
xX+y—t =2 2x-3v+2z=0
c) v +z=4 d) { 3x- ¥ =0
y+t-z=1 2y =1
,_ 69
a)2x— y= 717711
11y =-69 T+y 4
2 11
{4 69
Soliicion. |:W T 1
b) -y z- 2 -7 3+y-=z 2
O0z=2 z= 3 }=.Z—1=T X==—o5—=3
Ix-y+ z=3
- -7 2
Soduicion: T g @]
c)x+y-t =2 i:z—z

¥ +z=4 ;=1_J_.-+z=]—{4—z]+z=—3+22

yrtoz=l ] ) i 2-(4-2-3+22-5+3z

Soluciones: (-5 +3h, 4 - A, A, -3+ 2A)

d 2x-3y+=2z=10 . -
3x - Ji =0 1=L X=i=l z=-2x+3y= 1
< 2 3 6 7 G
2y =1
11T
Solucion. 576
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5 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales:

5 Zx+5y =16 Ix+2y+ z=1
a)q x+3y-2z=-2 b)15x+3y+32z=3
x +z=1 x+ v+ z=0
a) 2x + Sy =16 | (2 5 0 |16y 12 (2 5 0 | 16}
x+3y-2z=-2 1 3 -2 |-2| - 22+2.32 '3 30 6) —
X + z= 4 1 0 1 [ 4] 3 \1 0 1 | 4]
12 {2 8 0 | 18 2_5.2° (-3 0 0 ]6)
—y [l l] 1 0 2| > e [ 1 1 0 2] —
3 \l1 0 1 | 4/ 3 1 0 1[4,
-3x =6 x=-2
- x+y =2 y=2-x=14
x +z=4 | z=4-x=6
Solucion: (-2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 (3 2 1 | 1) a (1 1 1 |0
Sx+3y+3z=3 (5 3 3 3] - 2 5 3 3 3) —
x+ y+ z=0 \1 1 1| 0 1# 3 211
12 1 1 1 P 12 (1 1 1 |0
—y FAEEETE (D -2 -2 3] — |22 (O -2 -2 3) —
3#-3.1 0 -1 -2 |1 2.3+ 2 0o 0 2 |1
x+y+ z=0 1 342 3
-  —2y-2z=3 z=—= il O, X=-y-—z=2
4 2 z -2 ¥ 2
2z=1

Solucion: [% -2, l]

6 Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

. 5] ik

R 3x- y+z=13

al 2x—- y= T 2 -1 7 12 2 -1 1|7 p S
5X+3y=—17}(-5 3 —1?]_’ 2+3.12 [11 0 4)_’11;( -4
SO
X=97 y=2x-1T b

Solucidn: [% #)
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b) y+z=1 0 -1 1 1} 22 (1 -2 -1 2
x-2y-z=2 [1 -2 -1 2]—> 1 (O -1 1 1] —
Ix- y+2z=3 3 2L 4. | B - \3 -1 1 | 3
12 (1 -2 -1 2} 12 (1 -2 -1 2
— |2t [U -1 1 l)—) 2 (O -1 1 l)—)
#-3-14 \0 5 4 | -3] Fed.H 0 0 9 | 2
x-2y-z=2 -
— -y+z=1 z=£ ui=Z—].=_—f X=2+2y+z=£
5 9 9 3
9z=2
(2 T 2
Solucion. (§ 5 ﬁ]
7  Resuelve:
S
x+ y- z=1 3x+4y- z= 3
a)13x+2y+ z=1 b){6x-6y+22z=-16
S5x+3y+3z=1 x- y+2z= -6
a) x+ y— z=1| (1 1 -1]1 12 1 1 -1 \
Ix+2y+ z=1 32 1 1]—}25—3-1§ {0 -1 4 _2]_)
S5x+3y+3z=1] \5 3 3 | 1/ Fobl \0 -2 8 | -4/
12 [ 1 -1 1
sy 8 [[] 1 4 _2}_> x+y- z=1 }
91 _9p. 0 00 o 0, —y+dz=-2
y=4z+2
x=1-y+z=1-lz+2) +z=-1-3z
z=2
Soluciones: (-1 - 3%, 2 + 4k, )
b) 3x+4dy- z= 3 (3 4 -1 34 3 (1 -1 2 -6
bx-6y+ 2z=-16 [6 -6 2 —16} — |2l (3 -3 1 —8) —
x- y+2z= 6| \1 -1 2 | -6 1* 3 4 -1 ] 3/
12 (1 -1 2 | -6} 12 (1 -1 2 | -86)
— 22.3.q2 {[] 0 5| 10| = 22 (5 (0 0 1 2| =
31 o 7 -7 1 21/ #:7 0o 1 -1 1 3
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_ y=3+z=3-2=1
; 3 x=-b+y-2z=-b6+1+4=-1

Solucion: (-1, 1, -2)

Razona si estos sistemas tienen solucién e interprétalos geométricamente:

a) x+2y- z=3 b) -x+3y+6z=3
2x+4dyv-2z=1 (2/3)x-2v-4z=2

a x+2y- z=13

Si dividimos la 22 ecuacion entre 2, obtenemaos :
2x+4dy - 2z=1

1 .
X+ 2y - z= =, que contradice la 12,

2

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b) -x+3y+6z=23
(2/3)x - 2y-4z=12

2

FX - 2y - 4z = -2, que contradice la 2? ecuacion.

2
} 5i multiplicamos por - ? la 12 ecuacion, obtenemaos:

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2y+z= 9 2 _ 3
a){ x- y-z=-10 b) {ZXJF _y+z: 1
2x- y+z= 5 Xo yre=-
-x+2y- z=1 2x-3y+2z=0
c) 2x -4y +22=3 d) 4 3x- v =0
X+ v+ z=2 dx+ y-2z=0

al x+2y+z= 9 | /1 2 1 12 [1 2 1] 9
x- y-z=-10 1 -1 -1 —IU] — 2+l 0 3 2|19 ] —
2x- y+z= 5| \2 -1 1 ¥-z.12 0 -5 -1]-13/

12 (12 1 9 x+2y+ z= 0
- 28 0 3 2| 19| = Iyv+2z=19
LR 0 -7 0 | T ~Ty =-T
y=1 Z=1953};=8 x=9-2y-z=-1

Solucion: (-1, 1, 8)

20 Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss. Pagina 6




)

i"/ = "\. IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
\ = / Actividades de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales II
N 7
b) x+2y+2z=3 12 13} 12 1 3
2x - y+z=—1} 25 ‘-1_)" o (o s ?)*
oo l_z
X+ %},- =3-z |7 5 5
=T =& . T ... W _ 14 2z 1 3z
grRTETETYTA T e T 8 &
. - : (1 7 -
Si hacemos =z = 5k, las soluciones son: [? - 3A, T Iy al]

c) x+2y- z=1 -1 2 -1 1} eE i O I | 2]
2x—4dy+ 2z=3 (2 -4 2 3) — & { 2 -4 2 3)—}
x+y+ z=2|\1 1 1 |2 I# -1 2 -1]1

ke 1 I 1T 2) It 1 1 1L 2
— 28-2.1 [D -6 0 —]J—} 22 +2.3 (O 00 5)
¥ 1 (0 3 @ ) 3 3 (¥ 3% M [
La segunda ecuacion es imposible: Ox + Oy + 0z =15
El sistema es incompatible.

d) 2x-3y+z=0 (2 -3 1 |0) 12 (2 -3 1 | 0}
Ix- y =0 [3 -1 0 U]—> 28 (3 -1 0 DJ—)
dx + .,V_Z:D 4 1 -1 0, 3+ 1t 6 -2 0 0

12 ( -3 1 0
o o {3 10 o]—>2}“3}"+2=0}
wam|y \o 0 0|of ¥y =0
J=ax
z=-2x+3y=-2x+09x=Tx
x=1

Soluciones: (k, 3L, TA)

10 Resuelve por el método de Gauss:

S
x +2z=11 x+y+z+it=1
X+ ¥ = 3 x-y+z-t= 0
a) v+ z=13 b) x+y-z-t=-1

x+y+ z=10 X+yv+z-t= 2
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B 3

c){dx+2y- z=0 d) ) -1
bx +3v+22z=0 Yo yr 2=

- Ix+Ty+5z= 5
a) x +2z=11 1 0 2 |11 12 1 0 2 |11
X+ y = 3 1 1 0| 3 L, @ 0 1 -2 |-8 -
y+ z=13 0 1 1 |13 3: a 0 1 1 |13
x+y+ z=10 1 1 1 |10 S 01 -11]-1
2 102 |11 12 1 0 2 |11
o2 0 1-2|-8 ., @ 0 1-2|-8 -
w2 00 3 |21 ¥-3.8 000 |0
-z 001 |7 ¥ 001 |7
x +2z=11
o y=-8+2z=-8+14=6
ooy o 1-14-3
z= T
Solucion.: (-3, 6, 7)

b) x+y+z+t= 1 1 1 1 11 12 11 1 11
x-y+z-t= 0 Il -1 1 -1]0 2t -1 0 -2 0 -2|-1
x+y-z-t=-1 11 -1 -1 -1 ¥-1 0 0 -2 -2|-2
X+y+z-t= 2 11 -1]2 $#-1 00 0 -2]1
x+y+z+ t= 1

-2y -2t=-1
z+ t=1
-2t= 1
1 1 1 _3 _2t-1 _ I T
t=- = z—1r1+2 5 ¥ — 1 x=1-y-z-t¢

2
c)2x+ y+3z=0]| (2 1 3 \ 12 (2 1 3 | 04
dx+2y- z=0 [4 2 -1 OJ—)» 28-2.1f (U 0 -7 U) —
bx+3y+2z=0 6 3 2|0 #-3-12 00 -7 |0
z=10
2X+} +?32 [[]} y=-2x Soluciones: (h, -2k, 0)
e X=;.u
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d x-3y- z=-1 1 -3 -1 -1 2 1 1 1 1
x+5y+3z= 3 1 5 3 3 22 15
x+ y+ z= 1 1 1 1 1] = | 1 -3 -1 |[-1]
3x+Ty+dz= 5 37 5 5 s 3.7 5 5
12 1 1 1 1 12 1 & 1 [
8 _ |3 0 4 2 8.2 0211
— 0 -4 -2 |-2| 7 3. 000 |0]
st ik 0 4 2 2 8-z 00010
) z=1-2y
A L FES x=1-y-z=1-y-1+2y=y
2y+ =z o S
}' =
Sofuciones: (k, A, 1 - 24)
11 Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:
x+y+z=3 x+y+z=13
a){ x+y-z=3 b) { 2x-y+2z=2
z=10 x-y+z=1
a)x+y+z=23 x+y=3
x+y-z=3 x+ y=23 ; Compatible indeterminado.
z=0 z=10
b) x+y+z=3| /1 1 12 1 1 1 39
Zx—-y+z=2 '2 —1 1 2)—) gL (0 s | _4]_)
x-y+z=1 1 des s 0 -2 0 | -2
— Compatible determinado.
PARA RESOLVER
12 FEstudia los siguientes sistemas y resuélvelos por el método de Gauss:
S
x-2y-3z=1 2x-3y+z=0
a) x-4y-5z=1 b) x+2y-z=10
2x+2yv+4dz=-2 dx+ v -z=0
a) x-2y-3z=1 (1 -2 -3 L) 12 (1 -2 -3 1)
x-4dy-5z= 1 [1 -4 -5 ]J—) 2212 [D -2 -2 O}—)
2x+2y+4z=-2| \-2 2 4 | -2 32 -1 1 2 | -1
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12 (1 -2 -3 | 1) 12 (1 -2 -3 | 1)
N (G 1 1 U)—> 2 (0 1 1 U)
¥+ lf 0 -1 -11 0/ i \0 0 0 |0
Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
x-2y-3z=1 x-2y=1+3z - x=1+3z+2y=1+3z-2z=1+
v+ z=0 y=-z
Solucion. (1 + A, =A, &)
b)2x-3y+z=0 2 -3 1 |0 12 (2 -3 1 | 0y
x+2y-z=0 {] 2 -1 D}—} 2!+ 12 3 -1 0 D}—)
dx+ y-z=0 4 1 -1 0/ 3P+ 12 6 -2 0 |0,
12 2 -3 1] 0}
— = (3 -1 0 []] — Sistema compatible indeterminado.
R-2.2 0 0 0] 0
] _ y=3x
Lo resoclvemos: 2x-3y+z=0 z=-2x+3y=-2x+9x=Tx
3x- ¥ =0 ;
ad X=A
Soluciones: (L, 3\, Th)
Pagina 45
13 Estudia y resuelve estos sistemas por el método de Gauss:
S [ —x+ y+3z=-2 ' y+ z=-1
a){ dx+2y- z= 5 b) 4 x- y = 1
2x+4dy-Tz= 1 hx+2y+ 3z=-2
[ 5x + 2y+3z= 4 [ x— ¥v+3z-14¢=0
c){2x+2yv+ z= 3 d) 1 2x-2y+32z+ =0
x-2y+2z=-3 3x-3y +5z+ Ge=0
a) -x+ y+3z=-2 | (-1 1 3 |-2) 18 fl 1. 3 [2)
dx+2y- z= 3 {4 2 -1|5]|— 22+4.12 (D 6 11 —3]—}
2x+4y-Tz= 1| \2 4 7T |1} drdeds 0 6 -1 ] -3,
12 (-1 1 3 | -2}
— ( 0 6 11 | -3 | — Sistema compatible deferminado.
==t 0 0-12| 0 4
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-x+y+ 3z=-2

Lo resolvemos: Gy + 11z =-3 y= —% x=y+3z+2= %
z=0
.. (3 1
Soluicion. t? — O]

b) y+ z=-11 40 1 1] -1} 7 (1 -1 0 | 1}
x- ¥ = i (l -1 0 l]—)lg ([] 1 1 —1)—>
x+2y+3z=-2 1 2 3| -2, a2 1 2 3 |=2

12 1 -1 0] 1) 12 (1 -1 0] 1}
- (O I 2 —1)—} 2 {D 1 1 —l}
S 0 3 3| -3 3#-3.2 W0 0 0] 0}
Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
ey wil T
y+z=-1 g
Soluciones: (L + Ak, A, -1-2A)

c)bx+2y+3z= 4| (5 2 3| 4) kE 1 -2 2 | -3
2x+2y+ z= 3 (2 2 1 | 3 ] — 2 (2 2 113 ) —
x-2y+2z=-3| \1 -2 2| 3] Lo 3 2 3 | 4]

12 1 -2 2 |-3) 12 (1 -2 2 | -3\
- #-z.1 [U 6 -3 9)—) 28:3 (D 2 -1 3)

b2 \0 12 -7 |19 L 0 0 -1| 1/
Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
x-2y+2z=-3| z=-1

2y- z= 3} y= 1

—z= 1| x=-3+2y-22z=1

Solucicn: (1,1, -1)

d x- y+3z-14=0| 1 -1 3 -14] 0y 12 (1 -1 3 -14| Oy
2x-2y+3z+ =0 (2 -2 3 1 D)—) el {D 0 -3 29 O)—)
3x-3y+5z+ 66e=0|13 -35 6 |0 ol 0 0 -4 48 | D/

12 (1 -1 3 -14 | Oy
- = [D 0 -3 29 (0
i ed & \0 0 0 2810
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Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x-y+3z-14r=0 ;:8
-3z +29r=10 —
28r=10 v

Soluciones: (A, &, 0, 0)

14 Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

> x-y- z=k x+ y- z=0
a){ x-y+2z=1 b){ x+3y+ z=0
2x+y+ kz=10 3x+ay+4z=0
x-2v+ z=1 3x+2y+az=1
c)ymx+ y- z= 1 d) {5x+3y+3z=2
3x+4y-22z=-3 x+ y- z=1

a) x-y- z=k (1 -1 -1 | k) 12 1 -1 -1 k
x-y+2z=1 {l -1 2 I)—) i =k (O 0 3 1 -k
2x+y+kz=0 | \2 1 &k | 0 F 0 3 k+2 | -2k
Sistema compatible determinado para todo k.

b) x+ y- z=0] {1 1 -1 | 0} 12 (11 -1 0
x+3y+ z=0 [1 31 0}—} nei (0 2 2 O)—}
Ix+ay+4dz=10 3 a 4 |0 Aol 0 a-3 7 | 0/

12 (11 -1 0) & [ 1 -1 |
— (22 (U 11 U) — | [U 1 1 |0 }
= W0 a-3 T | 0 ik 0 a-10 0 | 0/
* Si a=10 — Sistema compatibie indeterminado
*+ Si az10 — Sistema compatible determinado

o x-2y+ z= 1| ({1 -2 1 1) = (1 -2 1 1
mx+ y- z= 1 m 1 -1 1| — 2 3 4 -2 —3] —
3x+4y-2z=--3| \3 4 -2 | -3 2 \m 1 -1 ]| 1)

12 1 -2 1 1y
—p [ 5 0 0 —lJ
e m+1 -1 0 2

Compatible determinado para todo m.

20 Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss. Pagina 12

h!

|




)

i"/ = "\. IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
\ = / Actividades de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales II
A

d)3x+2y+az=1| (3 2 a |1 38 [
S5x+3y+3z=2 (5 33 2) - 2 [5
X+ y- z=1} 1 1-1]1 - \3
12 11 -1 i 12
— 2-5.12 [D -2 8 -3 - 2
-3 \0 -1 a+3| -2/ akk

2-2a=0 — a=1
* S a=1 — Sistema incompatible

+* S a2l — Sistema compatible determinado

[WD el =

-1 1y

3 2] —

a 1
(11 -1
(U -2 8
0 0 2-2a

15 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

S

2x-y =4 2x+ y- z=1
a) —x+y/2=-2 b){ x-2y+ z=3
x+ky =2 S5x-by+2z=m

(2 -1 4}
(0 0 0
O 2k+1 |0

|

a)2x-y = 4| (2 -1 | 4 i
—x+ wW2=-2 (—l 1/2 —2] — 2.22+ 12
x+hky = 2 1k 2 2l
S k=- % —  Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
2x-y=4 — y=2x-4
4 x=A

Soluciones: (k, 2h — 4)

*« Si k#- % —  Sistema compatible determinado.
2x— y=4 y=0
(2k+1)y=0 =2
Solucion: (2, 0)
b)2x+ y- z=1 2 1 -1 1 28
x-2y+ z=3 (] -2 1 |3 = 1 {
S5x-by+2z=m| \§ 5 2 | m]| 3 ,
I (1 -2 1 3 12
- 2-2.1 (D 5 -3 -5 ]—) 2
b 0 5 -3 | m-15] Fo

[ I R
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* 5i m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

,_‘5+3Z__1 3z
x-2p+ z= 37775 T

Jy-3z=-5 bz

Haciendo =z = 5A.
Soluciones: (1 + &, =1 + 34, 5A)

* Si mz10 — Incompatible

16  Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geomé-
g ftricamente:

x-3y- z=-1
x+ by+3z= 3
x+ v+ z= 1
3x+Tyv+5z= 5
x-3y- z=-1 1 -3 -1 -1 2 1 1 1 1
x+5y+3z= 3 1 5 3 3 L, o= 1 5 3 3 N
x+ y+ z= 1 1 1 1 1 12 1 -3 -1 ] -1
Ix+Ty+5z= 5 37 5 5 - 3 7 5 5
18 1 1 1 1 12 1 1 L1
e 0 4 2 2 2:2 0211
~ A 0 -4 -2 |-2| ” S 000/0]
o3 0 4 2 |2 i 00010
x+y+z=1 i
W gy [ XIS

y=4

Soluciones: (h, h, 1 -2 ). Son cuatro planos con una recta en comtin.

17 Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo ha-
s cen compatible:

x- y-2z=2

x+2v=3 : .

: 2x+ v+3z=1

a4y 2x- y=1 b) Ix E e et
dx+ 3y=m

x+2y+bz=m

a) x+2y=3 (1 2 | 3\ 12 1 2 3 )
2x- y=1 (2 -1 | 1] » 22-2.12 (0 -5 _5 ) _5
dx+ 3y=m 4 3 | m| gahh 0 -5 | m-12/]
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12 (1 2 3 )
—  22:(5) {O 1 1 )
-2 0 0| m-T)

— Sistema compatible determinado

* 5i m=7

x+2y=3
y=1

Solucion: (1, 1)

} ¥u J ey

* S5i m#7T — Sistema incompatible

b) x- y-2z=2 1 -1 -2 | 2 E
2x+ y+3z=1 2 1 3 1 _, Bzl
Ix + z=3 30 1 |3 3#-3-1¢
X+2yv+ bz=m 1 2 5 |m #-1
12 1 -1 -2 Z
S B 0 3 7 -3
3222 0 0 0O 0
48 -2 0 0 0 | m+1
+ S5i m=-1 — Sistema compatible indeterminado.
e 1 ji£:
e gt B I g g
i ke X=2+_}"+22=2—1—??Z+._

Haciendo =z = 3A:
Soluciones: (1 - A, -1 = TA, 3))

* S5i m#-1 — Sistema incompatible

18 Discute y resuelve en funcién del parametro:

5

-x+my+ z= 2
a) 1 2x- y+2z=10 b)
-X -3z=-2

a) -x+my+ z= 2 (-1 m 1 2 38
2x- y+2z= 10 (2 -1 2 0] » 2
-X -3z="-2 -1 0 3| -2/ 1#

12 [ 0 3 | 12
— [0 [U -1 -4 —4J — -2
28 4 12 0o 4. | @ 3, e

x+ y+ z=0
Ix+2y+az=>5
2x+ y+ z=3

o0 0O ==

(1 0
(2 -1

-1 m

ul 0
(D 1
0 m-1

-1 -2
2
3
S

0

2

-3
-3

m-2
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+ S5i m=1 — Sistema compatible indeterminado
x +3z=12 TZ i : i;
y+dz=41 - .
Z=AMA
Soluciones: (2 — 3k, 4 — 4k, A)
*« S5i mz1 — Sistema compatible determinado
X +3z=2 | y=0
y+dz=4 : z=1
(m-1)y =0 | x=2-3z=-1
Solucion: (1,0, 1)

b) x+ y+ z=0 11 1 |0y 1 11 1 | 0%
3x+2y+az=">5 {3 2 a bj - 3 211 3] —
2x+ y+ z=3 | 12 1 1 |3} - 3 2 a |5

12 11 1 0y E 1 1 1 0y
— 2»-2.1f 'U -1 -1 3}—> 2= {O 1 1 —3}
3¥-3.18 0 -1 a-3 | 5/ S \0 0 a-2| 2|
« S5i a=2 — Sistema incompatible
*« S5i a2 — Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
X+ ¥+ z=0
e+ z=-3
(a-2)z= 2
R -
a-2
2 4-3a
s 3_z=-3- _
J “ a-=2 a-=2
e v 2o 4+3a 2 _3a-6b
- a-2 a-2 a-2
.. (3a-6 4-3a 2
Solucicn. T oo 2.]
19 Discute los siguientes sistemas segin los valores de « e interprétalos geo-
§ métricamente:

B 1 xX- ¥ = 1
a) Ox- y= b) 4 2x+3v-52z=-16
x-oyv=20-1 -
- x+ay- z= 0
aj Ox— y= 1 o -1 | ] N 12 |"(I -1 1 |
x-oy=20-1[ '\l o201/ 2o 12 0 1 - |2a2-o-1]

oz
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+ Si a=zl, queda:
[é _Ol D] Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.
+ S5 o=-1, queda:
[_01 _Ul 2] Sistema incamparible. Son dos rectas paralelas.
* S azl yv azx-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-
cantes.
b) x- ¥ = 1141 -1 0 1, 13 1 -1 0] 1
2x+ 3y-5z=-16 2 3 -5 —]5)—> 2#-2.1¢8 0 5 -5 —18)—}
x+oay- z= 0 | \1 o -1 _ -1 Oa+l -1 -1,
12 1 =1 0 1
LB [0 5 -5 | -18
5.38-08 0 5a 0 13

+* 5 az0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

* Si =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningiin punto comun a los tres.

Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

X+ 2v+3z=1
X+ av+3z=2

2x+(2+ay+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algin valor del parametro a para el cual el sistema sea
compatible determinado.

c) Resuelve el sistema para a= 0.

X+ 2y+3z=1{ (1 2 3|1 12 [ 2 3 |
X+ ay+3z=12 (1 a 3 2J — -1 [U a-2 0 IJ -
2x+(2+ay+6z=3| 2 (2+a) 6 ¥-z.1 0 a-2 011

£ ‘12 3] 14
— 2 (U a-2 0 l)

»- 0o 0 00
a)a=2

b) No existe ningtin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinada.

Unidad didéctica 1. Sistém;';ls de ecuacionres; Mét&do dé Garuss. Pagina 17
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c) Si a=0, queda:

y=1/2
X+§}_+3Zj1 x-1+3z=1 — x=2-3z
B j’ B = :;u
Soluciones: (2 - 34, —%. A

Considera el sistema de ecuaciones:

2x-2y- z= 14
x+2y-2z=-1
x - z=1
a) ;Existe una solucion en la que y sea igual a 07
b) Resuelve el sistema.

c) Interprétalo geométricamente.

2x-2y- z= 4| (2 -2 -1 | 4\ 3 10 -1 1} 12

x+ 2y-2z=-1 1 2 -2 —1)—} 2 1 2 -2 -1]— 2212
X - z= 1111 0 1] 1] It 2 -2 -1 | 4] -2 12
{ ]_ O —1 ]. i 12 ]. 0 —]. ]_ \

0 2 -l —2j—>za {02-1 -zj"f —Z=;}

V0 -2 1 2 32428 00 0 0 2y—z=-2

Sofuciones: (3 + 2k, A, 20 + 2)

c) Son tres planos que se cortan en una recta.

En cierta heladeria, por una copa de la casa, dos horchatas y cuatro batidos
te cobran 34 € un dia. Otro dia, por 4 copas de la casa y 4 horchatas te cobran
44 € y, un tercer dia, te piden 26 € por una horchata y cuatro batidos. ;Tienes
motivos para pensar que alguno de los tres dias te han presentado una cuen-
ta incorrecta?

Llamamos x al precio de una copa de la casa, y al precio de una horchata, y =z

al precio de un batido. Asi, tenemos que:

20 Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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x+2y+4dz=34| x+2y+4z=341] [1 2 4 | 34} 22
dx + 4y =44 x+ y =11 1 1L 0|11 - 18-z
y+4dz=26 y+dz=26| 0 1 4 | 26/ ¥
(11 0| 11y 12 (11 0| 11y
[014 23]—)25' [0]423]
0 1 4| 26/ 3 -2 0o 0 0| 3/
El sistema es incompatible. Por tanto, alguno de los tres dias han presentado una
cuenta incorrecta.
23  Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al
S 4% de interés, una cantidad B al 5% y el resto al 6%. Fl otro invierte la mis-

ma cantidad A al 5%, la B al 6% y el resto al 4%.

Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 € y el segundo de 950 €.

A+ B+ €=20000] A+ B+ C= 20000
0.044 + 0,058 + 0.06C= 1050 b 4A + 5B + 6C = 105000
0.054 + 0,068+ 004C= 950 | 5A+6B+4C= 095000
‘11 1| 20000 s 11 1 | 20000 12
[4 5 105000} o 24 ‘0 1 2 25000] oo
5 6 4| 95000 3512 0 1 -1 | -5000) e
11 1 20000 A+B+ C=20000] C=10000
[o 2 25000] —  B+20=25000 ! B= 5000
0 0 3| 30000 3C=30000 | A= 5000

Solucion: A=5000€; B=5000€; C=10000<

Pagina 46

24
S

Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de
6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo que el niumero de co-
pias defectuosas vendidas fue la mitad del de copias en buen estado, calcula a
cuantas copias se le aplico el 30% de descuento.

Llamamos x al n? de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n? de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,712 =84 €,y z al n? de copias vendidas
con un 40% de descuento, 0,6 - 12=7.2 €.

Asi:
x+y+ z==0600

T x+y+ z=>0600
12x+ 84y +722=63841 1) " 84y + 722 6384

1;+Z=X X—zvi"—22=0

’ 2
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(1 1 1 | 600} 12 (1 1 1 |[600)} 12
‘128,4?,2 6384} — -2+ 12-10 03648 816} - 2
\1 -2 -2 0 B+ B \0 3 3 | 600 ¥:3
(1 1 1 |600} 12 (1 1 1 |600y
03648 8l6| —» = ‘U 11 (200
0 1 1 |200/ 22 -36- 3 V0 0 1.2] 96
x+y+ z=600| =z= 80
v+ =z=200; wy=120
12z= 096 | x=400
Solucion: El 30% de descuento se le aplico a 120 copias.
25 Un cajero automaitico contiene 95 billetes de 10, 20 v 50 € y un total de
S 2000 £. Si el niumero de billetes de 10 € es el doble que el numero de billetes
de 20 €, averigua cuantos billetes hay de cada tipo.
Llamamos x al n? de billetes de 10 €; y al n? de billetes de 20 €; y z al n® de bi-
lletes de 50 €. Tenemos que:
x+ y+ z= 95| x+ y+ z= 05| 3x + =z= 05§
10x+ 20y + 502z =2000 } x+2y+ 5z=200 dy + 5z = 200
X =2y X =2y X =2y
z=095-3y
dy+5(95-3 =200 — 4y+475-15y=200 — 275=11y
y=25 — =z=20 — x=450
Solucion. Hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de 20 € y 20 billetes de 50 €.
26  Se dispone de tres cajas A, B y C con monedas de 1 euro. Se sabe que en total

hay 36 euros. El nimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las mo-
nedas de las otras dos cajas. 5i se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A,
esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas habia en
cada caja.

Llamamos x al n? de monedas que hay en la caja A, y al n? de monedas que hay
en la caja B, y z al n? de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=736 x+y+z=736 x+ y+z=236

X=y+z+2 xX-y-z=2 Xx- y-z= 2

x+1=2(-1) x+1=2y-2 x -2y = -3
Sumando las dos primeras ecuaciones: Z2x=38 — x=18
De la 32 ecuacion —  y= X_g 3 11

z=36-y-x=6
Solucion: Habia 19 monedas enlacaja A, I1lenlaB vy 6 enla C.
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27 Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de
euros. Vendiéndolos, espera obtener de ellos unas ganancias del 20%, del 50%
y del 25%, respectivamente, con lo que su beneficio total seria de 600000 €.
Pero consigue mas, pues con la venta obtiene ganancias del 80%, del 90% y del
85%, respectivamente, lo que le da un beneficio total de 1,7 millones de euros.
JCuénto le costo cada objeto?

Llamamos x a lo que le costo el 1 objeto (en millones de euros), y alo que le
costa el 22 objeto y z a lo que le costd el 32 ohjeto. Tenemos que:

X+ y+ z=12 X+ y+ z= 2| 1 1 17:2)
02x+05y+0252z=06 ¢ 2x+5y+25z= G tE 5 25| 6 ] —
08x+09y+085z=17| 8x+9y+852z=17| \8 9 85 |17,

12 (1 1 1 |2 12 (11 1 2\ x+y+ z=2
L [U 3 05 2) — (283 [U 2 0 l) 23 =]
bl \0 1 05| 1] ¥ \0 1 05 1/ y+05z=1
D g Iei¥ . g PP se s

0.5

Solucion: El 1% objeto le costo 0.5 millones de euros (500000 €), el 22 le costo 0.5
millones de euros (500000 €] vy el 3? le costo | millon de euros (1000000 €].

28 Unaempresa dispone de 27 200 € para actividades de formacion de sus cien em-
pleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, B y C. La subvencién por persona para el curso A es de
400 €, para el curso B es de 160 €, y de 200 € para el C. Si la cantidad que se de-
dica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, jcuantos em-
pleados siguen cada curso?

Llamamos x al n? de empleados que siguen el curso A; y al n? de empleados que
siguen el curso B, y z al n? de empleados que siguen el curso C. Tenemos que:

x+ y+ z=100 x+ y+ z=100 x+ y+ z=100
400x + 160y + 200z = 27 200 10x+ 4y + bz =680 10x+ 4y + bz =680
400x =5-.160y | 400x =800y X =2y

3v+ z=100 z=100 - 3y
24y + 5z =680 | 24y + 5(100 - 3y) = 680

24y + 500 - 15y =680 — Oy=180 — y=20 — z=40; x=40

Solucion: 40 empleados siguen el curso A, 20 empleados siguen el curso B y 40 si-
guen el curso C.

29 Antonio tiene un afio mas que Juan y Luis uno mis que Angel. Determina la edad
g de los cuatro sabiendo que la edad de Luis es la suma de la tercera parte mas la
séptima parte de la edad de Antonio y que la edad de Angel es la suma de la cuar-

ta parte mas la quinta parte de la edad de Juan.
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Llamamos x ala edad de Juane y alade Angel. Asi, la edad de cada uno es:

Antonio — x+1 1 1
Juan L o y+l=(§+?]fx+l] }'+l=21— (x+ 1)
Luis - y+1 o [_l _l} )
Angel — y FY=\1*35)* Y=20%

9 10 10 -11 -11 420 ; |
WAL 2 e B g AR g
Asi, la edad de cada uno sera: Antonio: 21 afios; Juan: 20 afos; Luis: 10 anos; Angel:
9 anos.

30 Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno
§ pierda, entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdio una partida, y al final cada uno
tenia 24 €. ;Cudnto tenia cada jugador al comenzar?
Hacemos una tabla que resuma la situacion:
COMIENZO 19 PARTIDA 28 PARTIDA 3% PARTIDA

1% QUE PIERDE X X-y-z 2x-2y-2z dx —dy - 4z

2% QUE PIERDE ¥ 2y -x+3y-= -2x + By - 2z

3% QUE PIERDE z 2z dz -x-y+ 1z

dx - dy-4z=24 x— y- z= 6 (1 -1 -1 6\ 12
Db ea ot wndy Zo10 ( 1 12] 2418

-x- y+iz=24 | -x- y+T7z=24 \-1 -1 T | 24] sl
(1 -1 -1 64 2 (1 -1 -1 6 12 (1 -1 -1 6

02 -2 18'_>ze;z {01-1 9| = {01-1 9}
\0 2 6 | 30, 3.2 0 -1 3 | 15) Bz \0 0 2 | 24)
x—-y—- z= b z=12

y— z= 9 ¢ y=9+2="21
2z=24 | x=6+y+z=39
Solucion. El jugador que perdic primero tenia 39 euros, el que perdié en 22 lugar
tenia 21 € y el que perdic en 3% lugar tenia 12 €.
31 Un joyero tiene tres clases de monedas A, By C. Las monedas de tipo A tie-
5 nen 2 gramos de oro, 4 gramos de plata y 14 gramos de cobre; las de tipo B

tienen 6 gramos de oro, 4 gramos de plata y 10 gramos de cobre, y las de tipo
C tienen 8 gramos de oro, 6 gramos de plata y 6 gramos de cobre. jCuintas
monedas de cada tipo debe fundir para obtener 44 gramos de oro, 44 gramos
de plata y 112 gramos de cobre?

Llamamos x al n? de monedas que deben fundirse de tipo A, y a las de tipo B,
y z alas de tipo C.

20 Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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La informacion que tenemos acerca de la composicion de las monedas es:

TIPO | ORO (g) PLATA (g) COBRE (g}
A 2 4 14
B 6 4 10
Cc 8 6 6

2x+ BGy+8z= 4

x+ 3y+4z=22

Portanto: 4x+ 4dy+6z= 44} 2x+ 2y+3z=22
ldx+ 10y+ 6z=112| Tx+ 5y + 3z=156

fl. 8 4 22 12 (13 4 22
{2 2 3 22} — 2-2.12 0 -4 -5 —22} —
75 3 56 B-7-1 \0 -16 -25 -8,

12 1 3 4 22
- {O 4 5 22

Skl \0 0 -5 -10/

z=12

x+ 3y+dz= 22 99 _ 5

dy+5z= 22 }:=-—;"Z=3

IS e e

o

Soliicion: Debe fundir 5 monedas de tipo A, 3 de tipo B y 2 de tipo C.

Un fabricante produce 42 electrodomeésticos. La fabrica abastece a 3 tiendas,
que demandan toda la produccion. En una cierta semana, la primera tienda so-
licitd tantas unidades como la segunda y tercera juntas, mientras que la se-
gunda pidio un 20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera
mas la tercera parte de lo pedido por la tercera. ;QQué cantidad solicito cada
una?

Llamamos x a la cantidad que solicitd la 12 tienda, y a la que solicitd la 22 tienda
y z ala que solicito la 32 tienda. Tenemos que:

x+y+z=42 X+ v+ z=42 x-y-z=10 x-y-z=10

X=y+z x-y-z=0 x+y+z=42 x+y+z=42
y=12(Z+Z)  by=36x+242  60y-36x+247| Gy-3x+2z
x- y- z= 0] /1 -1 -1 0\ 1= 1 -1 -1 0
x+ y+ z=42 {l 1 1 421 - 22-12 0 2 2 | 42| —
Ix-5y+2z= 0 3 -5 2 0) 8312 0 -2 5 0
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; ’I—I-EK‘
{

(

11 1 -1 -1

22:2 ‘O 1 1
38 4 28 | 7

Solucion: La 12 tienda solicité 21 electrodomeésticos; la 23, 15; y la 39, 6.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Operaciones con matrices

1

Dadas las matrices A = |; _12 | y B= |I :; g] calcula:
a) -24 + 2B b}%A-E c) B.(-A4) dy4-A-B.-F

[—23 -'1"| [-17/2 -2) [2] - (43 16} [34 -16]

6\ 9 0
D7) iz 1) 9ls sl a5 -5 4)=12 o)

Ffectia el producio (-2 2) l; _21 ] |'i'|
o (1
(7Dl )=m

a} ;5on iguales las matrices 4= |§.| v B=(2 3)?

b) Halla, si es posible, las matrices 4B, BA; A + B, A*- B.

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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a) No, A tiene dimensidn 2 x 1 v B tiene dimensién 1 % 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimensidn v coincdir término a término.

bjd. . B= [é g] E-A={l 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

ma dimesnsicn.

A-B=(23)-(2 3=(0 0

a1 -21 (4 0 -1 .
4 Dadas las matrices: A-(B 0 1:] v E-(_z 1 []J comprueba que;
A A+ By =A+F
h) (34)' = 34°

=5 7 Y)- (

L

L r A+ Bf=A+ B

33
L (34)7 = 34¢
| 3 /30
3,4f=3{-2 D)=[-6 III]
1 1) 13 3
5 Calcula 2447 - 21, siendo A=[3 1).
' 5 2

saaar=3(3 o)V o)-(5 2l-3(17 2)-(5 2

_(3081)_(2 o) _(28 51
“ls1 87/ 7o 2/ 751 s,

1 Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:
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1 -1 5 4 0 6
Dy o altB=lp 2 2]

1 4 5 4
by2( 4 5)-3B=[g ;)

4 006) (3-15 (1 11)]
*‘I'E":l..n 2 z.u"|..1 0 3,.'=|,__1 2 -1..|
L s CUa s 4 13 4
b 2|y )-38={y ) = 3B=2(2y S)-|3 i)=|% )
(1 4/3)
=\, )

Matriz inversa

8 Comprueba que la matriz inversade 4 es AL

121 (3 6 -1
A=\l} 10 A“=|l] 1 u)

2 0 3/ 201 1)
A Ao ]

9 ;Cudl es la matriz inversa de la matriz unidad?

La matriz unidad, £

10 Halla la matriz inversa de 4 = [-_11 §| ylade B= |j_21 g.l

] -1
_ -1 =
|Al=2 = 4'= |._1_.='2 1_,-2_,|
.'_1 |:| i1
— I'=
|Bl =4 — B |-.1_.f'2 1/4)

11  Con las matrices 4 v B del ejercicio anterior y sus inversas, A-! v Bl
comprueba que:

a) A+ B-l=4-14 B!
by (4. B~1=F"1. 41

III:I 2I|-I' '._2 1'|
-1 _ _
A+ =] 1 =15 o
(-1 -1} (A+ B t=dt+ B
-1 N —
Al+ Bl= | | 314 .II
'3 S'|-|. | 1
T . _
b 4B =] o) =lys _as) ‘ -
g1, 4[] Cl"|_|u'|j| ‘1"|=|"CI | | (A-B =81 4
. '.1.-".2 ].-'-1' | 1.'2 1.’2 I '.].."I.B —3_-':8 |
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12 Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:
10 0 0 1
“lo 20 E=(1] 1 uJ
o 0 3 10
0 I O T 12 1001 0 0
(III 2001 IZIJ — 2:Z o1 o020
o3 001 LS a0 1,0 0 173
(1 0o 0
Por tanto: A™' = \l:l 152 0
0 0 173
oo 1)1 0 m 3 A VA T |
IIIIDIZIIIZIJ—>2! (n1nn1n
L o000l 1 \a 1)1 0 0
Por tanto: B! = \l:l )
|1 0,
Rango de una matriz
13 Di cudl es el rango de las matrices 4 v B
10 1 2z -1 0 -1
=(0 2 0 E=(—2 1 3 3)
0 0 5/ V00 3 2
ran (A) = 3 (va esta en forma escalonada)
1'2 - |:| —1: 2 —]. D —].ll 12
3:\-2 3 J 2i+u (u 0 3 zJ—; 2
L 0 3 W o 3 2 -z
2 -1 0 -1
00 3 2)—;-mm:3;|=2
a0 0 o
14  Estudia el rango de estas matrices v di, en cada caso, el mimero de columnas

que son L.I:

2y 213 (1533 (1414
235113=“3‘1J'-'-"=1111f*'=11-1-1
1 6 29 6 3 2
| : 37 5 5 1 1 1 -1
11 1 2 18 i1 1 23 12
A=]2 3 5 11| = 22-z2.p \.:. 1 37| = 2
1 -1 6 29/ |- 0 -2 5 27| a24+2.2
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1 2
37
11 41

1
0 — ran(d) =3
0

l
l
0

Hay 3 columnas linealmente independientes en A,

21 3 1 21 3 1 21 3
E={4 2 -1|— z2-2.12 {DD—T — @ {EI D—T"]—>rar.‘r|:B:|=E
63 2 s oo -7 S 0o a0
Hay 2 columnas linealmente independientes en B.
1 -3 -1 -1 3 1 1 1 1 12
Co L5 3 3| _ = 1 5 3 13 ., z-v
SRR I B B | e 1 -3 -1 -1 E
3 7T 5 4 1 37T 5 & #-s
11 1 1 12 1 1 11
0 2 2 20 04 2 2
0-4-2 2| a2 000 o]~ ArO=2
o4 2 2 s 00o0ao
Hay dos columnas linealmente independientes en .
111 1 12 11 1 1
|1 -1 1 -l L 0 -2 0 -2 _
D=ty o 4af = »ew 00 2 —z| = A=A
111 -1 - oo o -z

Las cuatro columnas de I} son linealmente independientes.

Ecuaciones con matrices

15 Halla las matrices X e ¥ que verifican el sistema

1 4 1 -1
2+ ¥=(y o) X-7=(; )
vt

1 -1 Sumando las dos ecuaciones, queda:
X-v={y 4

3¥=(3 o - X=[Ef3 EIJ

13
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Despejamos ¥ en la 22 ecuacidn:

23 1y 1 -1y (=13 2y
| u:n..|‘|..1 .:._.|=l 0 n..|

) 1 -1y
}'=X‘|..1 .:._.|=

231y L (-1 2
Por tanto, X' = |I | |:|_,| y Y= | 0 Cl.'l'

16 Calcula X tal que X- B2= 4. B, siendo:

5 10 1 10 -1
A=\l 10 E=|1 11
0 0 2 001
X=A. B+ B
10 0
4.8=]2 10
00 2 2 0 -2
-X=(4 2 1J
(10 -2} 00 3
32=(2 1 1)
00 1/

17 Determina los valores de rm para los cuales

X= |I rﬂn g| verifique X2 - %X+ I=0.

2 A om0y m 0y 5 (m 0y (1 0y
K- Xal=1 oy 2)- 710 2)+lo 1)=

_['”?2 ':"'J 5 fm 0y (1 0 ll'mz—I:S.e’EjlnHl IZI"J (0
“loo4) |

) _
?L.n 2 +lo 1) = 0 0, Lo

Tiene que cumplirse que;

ﬂ‘]‘z—%ﬂ']‘+1=|:| - ZnF-im+2=0 =
T - m=2
_31‘423—15_313_//"
— m= = = 1
4 Il —m=
Hay dos soluciones: my = 2; m, = %
1 -1 /x|y (1 x|(3
18 Resuelve: ||.3 2.|| ._y_.=||_y_1_.||._2_.|
5
(1 —1yxy (1 x |3
1z 2=, 20 =
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rx—}-)=r3+?x) L x- }'=3+E‘x} X+ yo-

Gx+ 2yl \3p-i Sx+2y=3r-2 | 3w-y=-
Sumando: dx=-5 — X=i — _}'=—3—X=—3+i=_—?r
4 4 4
e
Solucidr x = T Y=
Pagina 71
PARA PRACTICAR
4 5 -1
19 Dada la mairiz 4=|-3 -4 1). calcula A%, 4%, ..., A'%5
5 -3 -4 0
4 4 1 ‘100
A2=A-A=(—3 -3 -1 ;A3=A2-A=(D 1 Of=F At=-A43. AT A=A
01 -1 00
44 1
AlZB - A42-342 - (4302 -A2=I42-A2=I-A2=A2=(—3 -3 -1
o1 -1

5 -4 2
20 Comprueba que A2 =24 - I, siendo: A = { 2 -1 1| e I la matriz unidad

5 de orden 3.

Utiliza esa igualdad para calcular A%,

‘a9 -8 4
A2=A-A=(4 -3 2
-8 8 -3
v AZ=24 T
10 -8 4 1 o m 9 -8 4
2A—I=[4 -2 2)-[!3 | D): 4 -3 2)
-8 8 -2/ \0 0 [ -8 8 -3

Calculamos A%
A‘*:[.-*‘12]2:[EA—I:I2=[ZA—I][ZA—E]=Mz—EA—2A+f2=
=4(2A-1) -4A+[=8A-4T- 44+ =44 -3]=

5 4 2 1 oo 20 -16 8 '3 00 (1T -l B
=4|2 -l 1)_30 | D): B 4 4]_(0 3 D]:(B -7 4)
-4 4 -1, 001 -6 16 -4 003 —16 16 -7,

21 Determina a v b de forma que la matriz

S a- [2 _;J verifique 4% = A
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2 -1%y/2 -1y (4-a -2-8)
2 _ - -
A _‘A"A_.a b_](,a bl \2a+ab -a+ b
d-a=2 - a=12
‘d-a Z-bY) (2 - -2-b=-1 —= b=-1
A=A - [.2&+ab —a+b2.)=.a b.] T Jea+ab=a — 4-2=2
—a+ = = -I+1=-1
Por tanto, a=2 v b=-1.
1 1/7 1/T 1 0
22 Calcula A" y B* siendo: A=[ﬂ 1 ﬂ) E=[ﬂ 3)
5 0o 0 1,
LT Ty LT LT (1T AT
'A2=J—‘|-J—‘|=(D 1 D](D 10 =(I:I | EI]
o 0 1 Jho o0 1 o0 1
1 2/7 2y 1 17 1T 1 3/7 3/
A¥=42. 4=|0 1 D )[D 10 ):[D | EI)
o o0 1/0 0 1/ W0 0 1,
l /T nd7
Asi, A=|0 1 0 | Lo probamos por induccidn:
oo 1

Arabamos de comprobar que para 7= 2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que es clerto para - 1

1 n-17T a-17y 1 717 ‘1 T a7
A= gn-1.4=110 1 0 ) {CI 1 0 ]:(D 10
0 0 1 oo o1 0o 1

LY L

() (0 008 2)-(0 0
pez ey (L 9-( 9)- (0 &)

10
Por tanto, B" = [EI qn |. Lo probames por induccion:

Igual que en el caso anterior, para 7= 2 se cumple.

Suponemos que es clerto para 11— 1

g e(b ) 1 (b

1 2 0 3
23  Dada la matriz 4 = ] halla una matriz B talque 4. B= [ .
S [\E 1/ V3 I]J
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25

26

0 = avenr ]~ sl
Calculamos Al |4 =-3; 4°1= _TI[_IE _12]
Por tanto:

3=_3_1(12 ﬂ'[g gJ=[-12 _12)'(-01 T:”=(-21 _21]

0z -1
001
000

Demuestra después que la matriz T+ 4 + 42 es la matriz inversa de 7- A

= Multiplica I+A+ A% por I - A

Dada la matriz A = , prueba que A* esla matriz nula.

‘0o 2 oo
A2=(D 0 0] A3=42.4=(0 0 CI)
0 00 0 00

Veamos que [+ A+ A% es la inversa de /- A:
T+A+ A T-A)=T-A+A- A2+ A2 A =T-A=71-0=1
Como (T+A+A%) - (I-A) =1 entonces [+ A+ A2 eslainversa de /- 4

'3 0 8
Dada la matriz A=| 3 -1 6 | compruebaque (4 +N2=0 yexpresa 42 co-
-2 0 -5,
mo combinacion lineal de 4 e I,
3 0 8 10 m 4 0 &
A+f=|3 -1 6 +(|:| | D): 3 0 6]
-2 0 -5 001 -2 0 -4
‘4 0 8y/4 0O 8y 0 0 v
A+N%¢=13 D0 E)[3 0 6):(0 0 Cl)
-2 0 4/\-2 0 4] 0 0 0

Expresamos A? como combinacion lineal de A e F
A+DN2=0 = (A+NA+N=A2+A+A+T=A2+24+T=0 —
— Ar=-24-1

a) Comprueba que la inversa de 4 es A™:

5 0 2 1/5 -2/5 v
A=|0 0 1 A-l_[—.'];’ﬁ G6/5 1
310 0 1 0

b) Calcula la matriz X que verifica X4 = B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).
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28

A A At =1

BIXA=8B — X.- 4. A1=F.41 - X=F. Al

Por tanto:

Determina las matrices 4 v F que son solucion del siguiente sistema ma-
tricial:

05 -4 12y

3A-23=(5 9 nJ 24+ B= E 6 7
15 -4 4 10 -5 -2/
0 5 4 71 2

34-28=|5 0 D) 24+B=|-6 6 7
15 -4 4 10 5 -2

Multiplicando por 2 la 22 ecuacion v sumando, obtenemos:

TA4=[-T 21 4| = A=(-1 3 2
35 =14 0O L5 -2 0

Despejamos B de la 22 ecuacion:

Tl 2y 21 '3 1
3=-55?-2-132J(-4n3
10 5 -2/ \s -2 0/ \o -1 -2
2 1 12y
Solucidn: A= ) B- (-4 0 3]
._5 1 -2

Estudia el rango de las siguientes matrices segin el valor del pardametro k:

{ —1 —1" I'E —1 4‘! 1 3 E —1 \ l'—l 1 G 2':
M:\l 1 z) N:\—El 3l p-f2 6 4;;J @=\1310J

2 1 k| 1 k2 4 12 8 -4 210 3 k|

l]. —]. —]. | 12 |'1 —]. —1 b
M=\1 -1 2J L omop 00 3 | =

3oz.p 0 03 k+2)
— ran (M) =3 para cualquier valor de &

(2 -1 4y ” 2 -l . |
_.ﬂ.-'=\-2 1 3] = 224m 00 ?] = 1+2=0si k=-

1 k2 2.3-1 0 1+2k

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 2. Algebra de Matrices. Pagina 10




IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
S Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

.« Sl k= -%_ ran (N) = 2.

. 5 k;—%_ ran (N) = 3,

13 2 -1 1 13 2 -1y 12 13 2 -1
P=(254k = B4 \132-1_}3_1« \nnn 0
4 12 8 -4 2 2 6 4 k| ozl 00 0 k+2
* S k=-2 — ran(F=1
s S k=-2 — man(P =2
=11 02 18 -1 1 0 2 1
Q=131|J]_>z:+1a \0412 R
210 3 & M¥i2.1o 012 3 k+ 4 ¥-z.2
-1 0 2
\n 112 J
000 k-2
* Sik=2 —= ran(() =2
* S k=2 — ran (=3
29 Halla el valor de k para que el rango de la matriz 4 sea 2.
(5 -5 -6
A= (—5 3 -1
V0 kT
15 —5 —El 12 1'5 —5 —6'1 12 5 —5 —E-'
A=|-53 -1| - 2+ 0-2-T| - e o -z —T)
0 & T . o & T = W0 £-2 0/

Para que ran (4) = 2, hadeser k- 2=0, es decir, &=2.
(2 0 1 -1
30 Halla X e ¥ sabiendo que 5X+3¥= |._4 15] y 3X+2¥F-= ||_2 .

sx+av=(° j‘ 15X - 9}-L12 I

Sumando: }'=|:._1 _:'I|

2 0!

3X+2}-| 5 u.l[ 1:X+1D}-| o 1)
1) 1) p(-1 5)_(3 9 (13
3X= Lz o 2}‘L 2 ol-2ly ol=lg ol = ¥=15 3

Soltcidn: X-l 2 3| }‘l.zl ‘D:‘|
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31 Dadalamatriz A= Ilg ;| halla dos niimeros reales m y 7 tales que A+ md + nf=10,

2 1 (2 1y 10y 0
AvrmAd+ =0 — |._2 3_I|+ﬂ‘]‘|l.2 3_.|+n|._|:| 1_.|=|._C| D.-l

2+ idm+n=0 — n=
(2 + 2m+ 1 lL+m v 0 1+ m =0 —= m=-
| 2+ 2m 3+3m+n.nl=|l.ﬂ |j|_.| - 2+ 2m =0 —= m=-
3+dm+n=0 — n=

Sofucion: m=-1; n=10

32 Determina, si es posible, un valor de k para que la mairiz (4 - kI)® seala
matriz nula, siendo:

(0 -1 -2,
A=(—l 0 —EJ
|_1 1 3.

(0 -1 -2\ [k O Oy [-k -1 -2
_4_5:;:\-1 0 -2 _(n k .:.]=(_1 k-2
101 3/ ookl V11 o3-k

kol 2\ ok ol 2\ (K1 2k-2  dk-4
(_4-;(332=(—1 k-2 |1 - 2J= -2 R-1  dk-4 |-
1 1 3-4/\1 1 3-k) \2-2k 2-2k K -6k+5

00 0
=|r:| 0 0] — k=1
00 0

33  Una compafiia de muebles fabrica butacas, mecedoras y sillas, y cada una de

§  ellas de tres modelos: E (econdmico), M (medio) v L (lujo). Cada mes produ-
ce 20 modelos E, 15 M v 10 L de butacas; 12 modelos E. 8 M v 5 L de mecedo-
ras, ¥ 18 modelos E, 20 M v 12 L de sillas. Representa esta informacidn en
una matriz v calcula la produccidn de un afo.

E M L
BLITACAS (2015 1y
Cada mes: MECEDORAS | 12 8 5
SILLAS V18 20 12

E M L

(20 15 10y puTacas 240 180 1209

Cada afio: 12-112 8 5 |=MECEDORAS | 144 96 &0
V18 20 12 sILas V216 240 144
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34 En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 v L5. Las viviendas L2 tienen
5 4 ventanas pequenias v 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequefias y 4 gran-
des, v las L5, 6 pequefias v 5 grandes. Cada ventana pequeia tiene 2 cristales

v 4 bisagras, y las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el mimero y tamano de ventanas de cada
vivienda y otra que exprese el niimero de cristales y bisagras de cada tipo
de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el ndimero de cristales v de bisagras de cada ti-
po de vivienda,

L3 j4 3y . )
- Pz 1

a) L4 o ly g |
L5 16 5 ' '

P G C B
e 3, 5§13 20 A
b L4 iy gl=1|2s u
L5 V6 5 ' " 15132 54
35 Unindustrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas {0).
g De cada tipo se hacen cuatro modelos: M, M,, M, y M.
T 0O
ﬁ 300 200 Esta tabla muestra la produccidn semanal de bombillas
M, ;gg fgg de cada tipo y modelo.
4 500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M, el 5% en el

M,, el 8% en el M, y el 10% en el M.

Calcula la matriz que expresa el mimero de bombillas transparentes v opa-

cas, buenas v defectuosas, que se producen,

T ©
My M, M, Mg w (300 200 T 0 T D
D |"IZI_DE 0,05 008 0.1 III . M, [ 400 250 D | 609 II _ D ' 06 |
B 1008 0085 092 09/ M, {250 180 i 3:.4 BEO,1) ' 1354 EEQ
M, 1500 300
36 Escribe en forma matricial v resuelve, si es posible, utilizando la matriz in-
Versa:
x +z= 510

a}J"r‘z-}:f,}, h].J y o o=-234

l"H' Y= I y+z= 257
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a) x-2y=1 |1 —2'_"x"="1"|
X+ y= 7 Pyl VT

—— e e

4 - X =181

Calculamos la inversa de A:

|"1 -2 1 I]"| N |"1 -2 1 D"l L, Be3eze2 |"3 0o 1
01/ @-12 -1 1/ il W3 -1 1
12:3 | ]. 1"3 2"3 '|| — 4—] |I ]-"3 2"3 III
23 .0 1 -1/3 1/3) SR S e Pl

(13 273y 1y (5 -
_Al.pB_ _ - oy B v
X=A"1.B=| 173 1/3 .ll l-.?.ll l-.2.|| —  Solucion: x=15, y=12
B) x +=z= 510} (1 O 1y fxy | 510
y  —-234 (n I DJ-(_}*J= 234
y+z= 28 \0 L 1) Y=/ | 254
et ] et —
A - X = B
Calculamos la inversa de  A:
1011 0 Dy 12 10 11 0 Dy
DIDDID]—}za DIDDIDJ—>
o1 1,001 »-u oo 1 0-11
17 — a3 1 00 1 1 -1y i1 1—1
o [n 1001 IZIJ N \D
3 o0 1/0-11 0 -1 1
Resolvemos el sistema:
—1} { 5].':' \ [ 22 |
=(n I D)- ~234 =(-234
L 254 ]\ 488

Solfucidr x =22, y=-234, z= 488

37  Escribe en la forma habitual los sistemas:

(2 (15-3 1)
‘”15)' H 315(]"
a) 3x-2y=2 b x+ 5y 37 = 1}
x+5oy=10 -
Ty=1 2x+ y+hz=-1
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[ 1 1 E \
38 Dada A=|2 0 -1|, calcula, si es posible:
|—ﬁ _1 0

a) Unamatriz X talque X4=(1 0 -1).

1 0 1)
b} Una matriz ¥ tal que ¥4 =|'.IJ 1 0|

Calculamos la inversa de  A:

‘1121 0 0 " 11 21 00
20 -1 IIIIDJ—>2‘=—2-1' (n_z-a 2 10| =
610 00 1 24610 05 12 6 01
» 11 2100
R \D—E—S -219)_>
§.2042.30 00 -1| 2 52
144+2.32 1 1 0 5 10 4%
S s ln:n 2 0 -12-24 -10] —
3. -1 00 1 -2 -5 -2
14 1 1 0 5 4
P [n 1 0 6 12 5| =
2 00 1| -2 -5 -2
T 10 0 -1 -2 -1y 1 -2 -1
o m ln 1 0 6 12 5 A4l 12 5
W 00 1| -2 -5 -2 2 -5 -2

a) X=(10-1)-A'=( 3 1)

-3- -3
at=|T 7

a8

(1
b) }=|._n

39 Calcula los valores de x para que la matriz 4 =

= | | verifique la ecuaci
g 0 x

A2 _6A+97=0.
X 0
Ij‘2_IICI .X' CI .X'l - l
(32 0 ‘x 0 (1 0y (a2 -6x+0 0 |
-42-'5-4+9f=l.|3lej-ﬁl_nx,.'*gl_n 1 e R b
0 |:|' z 2
|n o) = ¥-6x+9=0 - (x-3%=0 - x=3
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elé} Resuvelve la ecuacion matricial 24 = AX+ B siendo 4= | _1 0] _1 2|
Calculamos la inversa de  A:
(10 10 12 i1 0
|01 01) = men Lo |—”’j‘l 1|
Resclvemos la ecuacicn:
2A+AX+EBE=0 — _4X=-3-24_|3 | | |—|'1'|

(-1-2)_(t 0} (-1 -2 -2}
N Y I iy M )

41 Dadalamatriz 4= | _22 "?:I halla el valor de x e y para que se cumpla la igualdad

A - xA-yI=0.
(2 3)(2 3)_(2 9
(232 9-(2 )
-2 9 [ 2 " -2 -2x-¥ ax 'EI 0
2w d_ vle _ -
A -xA-yI=(Tg ) X|._-2 | | 6+ 2x 5 x—_’.-' lo o
2-2x-y=0 —= y=-2-2x=-8
9-3x =0 — x=
G+2xy =0 — x=3
“5- x-y=0 = y=-5-x=-8
Salucidn x =3, y=-8
i1 o
42 Dada A=|1/10 1 0Of:
s V1710 0 1)
a) Calcula 4+ 42
& f i
b} Resuelve el sistema A"’l }’) = \ 5 )
| Z)
/ D ': { ]. I:l |:|.'
a) AZ = 110 DHIID 1 J= 2110 1 D)
V110 Cl A1 0 2700 0 1
i 0 [ "1 o oy o4 2 oo
A+ A2= \ 1 2/10 1 n)=\3rm 2 IZIJ
0 2110 01y w0 2
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1 0 0
bjA3=A2-A (EHID ) (IHID ) 3101 D]
20 0 /1o 0 310 01
1 0 | 0 0 1 o 0
Af= A2 4212710 1 0 [EIICI 1 I:I] =[1f2 | I:I]
2700 0 173310 0 1 /2 0 1
Calculamos la inversa de A%
1 0 0 1 0 o 12 1 o0 1 0
(1;’21 ] 01 I:l) — 2.2-12 [I:I 2 10 -1 2 D)
/2o 1 0 o1 a.z-n oo 2 -1 0 2
14 1 0D 1 0 o 1 0
— 20:2 [CI 1 0 -1/2 1 EI) — [A5]‘1=(—1f2 1 CI)
a2 oo 1 -1/2 0 1 =152 0 1)
Fesolvemos el sistema:
X 1 0 o 200 20
-1/2 1 Cl)- 5 )=[—5]
z -1/2 0 1 1l -0
Saluctdrn: x=20, y=-5 z=-9
x 1 1 z 1
43 Sean las matrices 4=(2x -1|, B= [ ) C=|2z|, D= 0
5 -x 1, -z 1/3

a) Sabiendo que A.F+ C= 30, plantea un sistema de ecuaciones para de-
terminar Xx, ¥, 7.

b) Encuentra, si es posible, una solucion.

'x+_}" z) X+F+2 )
a)A.-B+ C= ( ) [ ] 2x—y |+ |2z]=|2x-y+ 22
-x | —x+ ¥ =2 X+ V-2
| .
D=3 0 ]—(D]
IEET A
[gualamos:
X+y+ £=1 1 1 1 X\ 3
2x-y+2z=0_ Enforma matricial: | 2 -1 2 |-|¥]|= l:l)
-x+y- z=1 -1 1 -1zl W
! bt ——t
M - X = A
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WA

b} Intentamos resolver el sistema en forma matricial. Para ello, calculames la inver-
sade M

———
[ —
|
—_
3 —

=2 a -

0= 0

0 12 111 1 0 o
III) — 20-z.13 {III -3 0 -2 1 0 —
1 a4 ]2 ] ]

18 111 1 0 0
— 24(3/2) .3 {D oo -2l 3;’2]

3 020 1 0 1

Luego, la matriz M no tiene irversa.

Como ran (M) =2 v se nos anula la segunda ecuacidn, tomamos las otras dos
para resalver el sistema:

X+ y+2=13 (12428 — 2y=d —= y¥y=1
-x+y-z=1 Xx=3-y-z=1-=2

Soducidri: (1 - A, 2, ) paratodo &= R.

Calcula una matriz X que conmuta con la matriz 4, estoes, 4. X¥=X. 4,

siendo A=((1] :J v calcula A%+ 2471 X
11 b ( b+ d
o (2 b) ax=(g )2 al=12" 75 —
=|,{' d_l — b 1 1 | b 1411 de ser Lales,
X'“*:[i d][D 1]=[i f:d]
dg+c=a c=10 , .
b
gzg:?b f:ﬁ? X=[g ). con ab<R
arvzatox=(o flezfo TG 2)-(0 Te2(f 727
_(1+2a 2+2b-2a
L0 1+ 2a J

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan

con A

Sean 4 v B las matrices dadas por:

5 2 W a b
A=[E 5 0] B=|c c D
001 001

Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢ para
que se verifique 4. B=F. A,
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5 2 Dhvyja b Sa+ 2c Sb+2c
A B=(2 5 0)le ¢ IZI)= 2a+ 5c 2b+ 5c IZI)
o o 100 0 1, 0 0 1
‘a b 05 2 Sa+2b 2a+5b
B.A=|c ¢ D) 2 5 III): Tc Tc IZI)
0 0 1/ 0 1 0 0 1

Paraque 4. B=F. A4, debe cumplirse que

fha+2c=5a+2b| c=b
Sb+2c=2a+5b)| c=a

da+ oc=1c fc=1Tc a=b=c
2h+ac=Tc fc=1Tc
‘03 4
46 Dada la matriz: A =( 1 -4 —5) prueba que se verifica 4% + =0 y utiliza
5 -1 3 4,
esta igualdad para obtener A
o Har A0 = (4%)7. 4 ¥ len e cuenia gqee A¥= I
-1 0 1 -1 0 0 ‘00 oo
A2=(1 4 4)-_ A~3={D -1 IJ] — AR 7|0 D EI]
-1 -3 -3, oo -1 0 0o
Obtenemos A" (teniendo en cuenta que A%+ I=0 — A3 =-[):
0 -3 -4
AV = (A3 A= (N2 A=-T. A=-A=|-1 14 5]
1 -3 -4
Pagina 73

47  Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
g  traspuesta.

‘35 x
Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal: A =( ¥y -3/b I])
, 0 0 1

= Haz A-A' =1

51 A 1= A" hadeser 4. A'= F entonces:
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{375 (35 oy 0y 025+ x% 35y -35x 0y 100y
44|y a5 0| | x 35 .:.]= sy - 3/5x )2 + 0/25 CIJ=(IZI L0
oo 1Yo o 1 , 0 0 fohoo 1y
9 i _16 _+d
ot X 1 ¥ = 3 e
i_}-’—i.3f=|:| V=X ¥=x [
pal =}
2, 9 _ 2 _ 16
¥ +E—1 ¥ _ﬁ
Hay dos soluciones: X, = i ¥ = i X, = —i; Vo= —i
J 2 J = 2
1 1 (4 -2y 6 4
R lve 1 id tricial: . X. =
esuelve la ecuacion matric |._3 cl.-l X |.__1 0 ..| |._22 14.-'
B R I S T S e A (A
34 =l o F o) =Ly 2

Por tanto:
|'1 1'. f 4 _2. l E 4 3 i 4 _1 \ i E 4 \ . |:| —]."
|._3 A D_J=|..22 14..| — X=|..-3 1.J'|._22 1] e 2]
22y 0 -1y (-1 -B)
=l 2z 2=l 8

Solucidn: X = |:i §|
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¥

UNIDAD DIDACTICA 3:
RESOLUCION DE SISTEMAS MEDIANTE DETERMINANTES

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales 11, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Pagina 98
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

. a b - oo . .
1 Sabiendo que ‘ c rf‘ =T, justifica las siguientes igualdades, citando en ca-

da caso las propiedades que has aplicado:

a-b b 3a 2b
a) c-d d =T b) 3c 2d =42
b a a b
g o|=T Do 2e po2al=H

a) Propiedad 8: si a una columna de una matriz se le suma la otra columna multi-
plicada por un niimero, el determinante queda multiplicado por ese ntimero.

b) Propiedad 5: si multiplicamos cada elemento de una columna por un nimero, el
determinante queda multiplicado por ese niimero.

¢) Propiedad 3: si permutamos las dos columnas, el determinante cambia de signo.
d) Propiedad 7: si una fila es suma de dos, el determinante puede descomponerse

en suma de dos determinantes.

m n

P9
las respuestas:

Si

= -5, ;jcual es el valor de cada uno de estos determinantes? Justifica
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Lo =

a) | 3n p+ 3q‘ by |P ™ ) 3n -m
n q q n 3q -p
d) ‘ p 2m o) 1 n/m
g 2n mp mgq
Q|7 in p+3q ‘ _|mp|_|mn|_ .
’ n q Win gl@lp g
pm|_|pg|_ |mn|_ . . .
b) gnl@|lmnl®d |pgqg (=5) =5
] 3n-m|  |nm|_ _|mn|_ (-5} = _15
“13g —p | @ gpl@ 1p gl W
p 2m| _ p m| _ pal_ S|mn|l_ 5 o _
9 g 2n|# g n|2 mn|l® “|pg (=5) - 10
1 n/m 1 m n m n _
e = — .m = =-
mp mg | ) m P q P q

(1) Sia una fila le sumamos otra multiplicada por un mimero, el determinante no
varia.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
(3) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo.

(4) Si multiplicamos una fila o una columna por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese niamero.

Sustituye los puntos suspensivos por los nimeros adecuados para que se ve-
rifiquen las siguientes igualdades:

a)3 7‘_‘2 7 +‘---?‘ h]‘_q 3‘_G—l+‘ ------

5 =31 13 -3 e =3 2 0]l 12 0 2 0
) 3 ?‘_‘2 ?‘ | ?" b) ‘—4 3‘_‘6 —1‘ ‘—]O 4‘
Y5 3173 31Tz -3 2 01712 olTl2 o0
Resuelve estas ecuaciones:

l+x 1-x x-2 1-2x
a) l-x 1l+x =12 h)‘ X x2 =0

1+ x ].—X‘

a) l-x 1+x

L+ x 1‘X‘=(1+X)2-(1-X)2=1+x2+zx-(1+xz-2x)=

l-x 1+x

—l+xf+2x-1-x+2x=4x=12 — x=3
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-7 —
‘X ‘ IXZZX‘=X2 (x-2) -x(1-2x =x-2x2 - x+ 2x2 =% x=
X
/ XN = []
=x(x-1)=0 x= 1
T x=-1
5 Calcula el valor de estos determinantes:
1 8 1 3 4 -6
a) [l 7 0 b) 2 -1 1
1 6 -1 5 3 -5
7 8 0 0 3 1
c) [0 -7 3 d) (-2 0 2
1 0 1 3 40
1 8 1 3 4 -6
a) |l 7T 01]=0 b) |12 -1 1]=0
1 6 -1 5 3 -5
78 0 0 3 1
c) [0 -7 3| =-25 d) (-2 0 2| =10
1 0 1 3 4 0

6 ;Qué valor de a anula estos determinantes?

3 4 5 a-1 1 -1 211 a+1 11
a) [l -1 1 b)y| 0 a+6 3 c) |0 2 2 d) 1 2 a
1 -1 a a-1 2 0 2 3 at 1 a 2
3 4 -5
a) [l -1 1|=-3+5+4-5+3-4da=4-4a=0 — a-=1
1 -1 a
a-1 1 -1
b)| 0 a+6 3 |=3a-1ll+la-1){a+6)-6la-1)={a-1)[3+a+6-0]=
a-1 2 0
a= 1
=la-1)(3+a =Dia=—3
211 a=v3
0 2 2|=4a?+4-4-12=4a*-12=0 — a?=3=—""" "_
CII 2 3 & o ! ! TT—a=-3
a+1 1 1
d) 1 2 al=4a+)+a+a-2-a(a+1)-2=
1 a 2

—da+d+2a-2-a*"-at. 2=-a*'-a+ba=-alat+a-6 =0 —
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a=>0

-1+
lya-6=0 - a=

-
T

a

Calcula el valor de los siguientes determinantes:

1 0 -1 2 1 -1 2 0 12314 13 2 -1
olz3 22|z vl glzrzal glz 213
2 4 2 1 31 4 3 1245 0 -5 10 4
31 5 -3 2 1 7 0 341 2 7 89 -2
1 0 -1 2 1 -1 2 0
232 2| | 2 1 3 1
= 77 - _
V1, 4 2 12 bifg 1 4 3|-18
31 5 -3 2 1 7 0
123 4 103 2 -1
21 2 1 2 21 3
Sy 2 4 5]=0 Dl 510 4|98
34 1 2 7 8 9 -2

Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices y comprueba el resultado:

_ 2 0 1 1 0 2
a)f?] b)[gf] aglo 30 alz o -1
1 0 1 0 -2 0]
a |[A|=120 — existe A1
0, ——— Adj() ——— (Adj(4)" 5 Iill (Adj (4))"
11y (1 -1 1 -3 1 -3
(,3 4) _’(,_3 T [-1 4,)_’{-1 4)="‘
b) |B|=1020 — existe B!
a, — Adj(B) ——— (Adj(B)" Ii?l (Adj (B)*
4 3y (4 -3 4 2 (4 2\ .,
(,—2 1,] - (,2 1,) - [—3 1,) - ﬁ'[—S 1]‘3
c) |Cl=320 — existe C-!
a, ——— Adj(C) —— (4dj (0)* lgﬁl (Adj (C))
3 o L [3 0 -3
{0 oj—>{ ]—>‘ 0]—>?0 1 0]=C—1
-3 -3 0 -3 0 6 | 3 0 6|
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9

d) | D] =-1020 — existe D!

0, —— Adi(D) —— (Adj(D))’ |j7| (Adj (D))"
[ —2 O —‘4 \ { —2 0 —4 ! ( —2 —‘4 O Y 1 f —2 —‘4 O 4
[4 0 —2]—>—4 0 2j—>[0 0 5j—>1—0.[0 0 5)=D‘1
0o 5 0o/ lo 5 o/ ‘a4 2 o 4 2 0

Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:

N T

’ 2

a) Llamamos A = [] %] y B= (g S) de manera que tenemos:

A X=B > X=A'.B

Calculamos AL

|A|=-320 — existe A7
oy ——> Adj(4) — (Ac{:’(f{j]’ y |il| {Ac{:’(ﬂ)]’
1 2 1 -2! 1 -2 1 1 -2 0
b 1) =5 i) - (2 )=l {)-4
Calculamos A™! . B
| 1('] —E]I('O 31 ‘(—5 3'_[2 —]]
3 -2 1 3 0/ 3 13 -6/ (-1 2
(2 -1
La solucion es: X=(—l 9]
-1 5 )
b) Llamamos A=[_1 4] v B=(1 2), de manera que:
X A=B = X- A . Al=-pB. Al &5 X=RB. Al
|A|=120 — existe A7!
Calculamos AL
1

o, — Adi(d) ——— dj (A)] Adj (
} Adj (4) Adj (A))" (Adj (4))"

j WA |A|

[4 —1] . [ 4 1] . (’4 —5] . (’4 —5')_A_1
5 -1 -5 -1 1 -1 1 -1
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Calculamos B . A1

La solucian es: X'= (6 -T)

10  Estudia el rango de las siguientes matrices:

10 -1 2) Ve
a)|2 3 1 -2 b) =
2 42 1 3 03
' ' 1 2 1
1 -1 2
a) El rango es 3 ya que el determinante [2 1 -2 =150
pa 1
b) 42 fila = 22 fila — 12 fila
32 fila = 12 fila + 22 fila
[1 -1 2
Por tanto: ran A ran ( _12]
' 3 0 5 2 13
V12 1
1 -1
Como 2 1 =320 — Elrango es 2
11  Resuelve aplicando la regla de Cramer:
[ 3x — v = 2 [ 2x + y+ z=-2
a) 1 2x+ v+ z= 0 b){ x-2v-3z= 1
3yv+2z=-1 | —x - ¥+ z=-3
[ 3x+ y— z=0 [(x+y—z+e=1
c)d x+ v+ z=0 d) 4 x — v —t=2
| 3x+2y-2z=1 z—t=0
a) 3x — y = 2 '3 -1 0 2
Zx+ v+ z= 0 A’={2 1 1 0] = |A|l=1=0
3v+ 2z=-1 o 3 2 | -1/
_—-v-_-_l'
A
2 -1 0 3 2 0
o 1 1 2 0 1
-1 3 2 -1 0 -1 2 -5
X = =—=-1; y= =
1 1 : 1 1
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3 -1 2
2 1 0
o103 117 _4
1 1
Solucion: x=-1, y=-5, z=T

24
1| = |A|l=-11=20

-x—- y+ z=-3 \ -3/
l_-—“_-—-_n'
A
-2 1 1 2 -2 1
1 -2 -3 1 1 -3
‘o -3 -1 1] 11 oy -1 -3 11 22
B 11 ST 11 ST
2 1 -2
1 -2 1
-1 -1 -3 27
= = -7
) 11 a1 c
Solucion: x=-1, y=2, z=-2
c)3x+ y- z=0 31 -1
x+ y+ z=0, |Al=|1 1 1|=-6
Ix+2y-2z=1 3 2 -2
0 1 -1 3 0 -1
A =10 1 1]=2 A =1 0 1 |=-4
1 2 -2 ' 3 1 -2
31 0
A l=11 1 0]=2
3 1
Por tanto: X=i_. i"=£_. .z=i
3 7 3 3
d x+y-z+1=1 1 1 -171 |1 11 -1
x-y —t=23 A=[1 -1 DE—I 2| Tenemos que |1 -1 0 |=-2=0.
z-t=0 0 0 1i-1/]0 001
\_-_-V-_-_-—'
A
l-¢ 1 -1 1 1-¢ -1
2+t -1 0 1 2+¢ 0
. 4 0 1 _=3-t _ 3+t 0 ¢ I R
2 -2 2 77 -2 -2 2

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 2. Algebra de Matrices. Pagina 7



/ IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
3 Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales 11

z= = = t. Soluciones.

i) 2 2

Pagina 99
12 Estudia la compatibilidad de estos sistemas:
S
x- y=06 x+ y- z=-2
a) s dx + y=-1 b) 12x- yv-3z=-3
5x +2y=-5 x-2v-2z=10
a x- y= 6 (1 -1/ 6} 1
dx+ y=-1¢ A'= {_4_1} -1 Como ) ‘ =520y |A]=0,
Sx+ 2y=-5 o 2| -5/
A

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n? incognitas = 2

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
tercera ecuacion:

x—v= b Sumando: bx =5 — x=1 . E
fx+y--1 } yml-dx=-1-4=5 }’ Soluctan: (1, =5)

o

h) x+ y- z=-2 (11 i—] -2
2x - y-3z=-3} A'= [2____:1__; -3 | -3 }
x-2y-2z= 10 1 -2 -2 0
A
. T ..
enemos que |A|=0 y que s 1|~ 320 — ran(4) =2
11 -2
Como (2 -1 -3|=-3z20 — ran(AV=2zrmnd =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

13 Calcula la inversa de las siguientes matrices:

y

S 121, (2 10}
A={0 10 B=|01 3}
2 0 3 21 1)
121
|Al=10 1 0] =120 — Existe A°!
2 0 3
o, — Adj(d) — (Adi(A)) — A‘1=|—1|(Aq’:' (A))t
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13 0 -2 (30 -2 3 6 1) /3 6 -1
{6 1-4] BN '—61 4] N {0 1 0] N ‘0 1 D]=A‘1
10 1/ 101 24 1] 241

210
Bl=|0 1 3| =220 — Existe B

2 1 1
0, —— Adj(B) —— (Adj(B)" —— B-uﬁ(,chqajf
-2 6 -2\ 2 6 -2 2 -1 3 -1 -1/2 3/2)
{1 2 0| = (1 2 0]—>{5 2—6]—){3 1 3 |=-51
3 6 2 3 6 2 2 0 2, 10 1

PARA RESOLVER

14 Justifica, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

-8 25 40 5 5 5
a) [2/6 3 -2 b)| a b c
0 27 0 b+c a+c a+b

a) La 1? y la 32 columnas son proporcionales (la 3! es -5 por la 19)

b) Sumamos la 32 fila a la 2%

5 5 5 5 5 5
a b c =la+b+c a+b+c a+b+c|=
b+ec a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=hla+ b+c) 1 1 1 =0 (pues tiene dos filas iguales).
b+c a+c a+b

15 Prueba, sin desarrollar, que |A4| es miiltiplo de 3 y |B| es miiltiplo de 5:

1 3 2 521
Al =4 T 1 |B|=|4 7T 6
8 2 5 6 3 9
1 3 2 1 3 6 1 3 2
|A|=14 T 1 a 4 7 12| =3.|14 7 4| — Esmnuiltiplo de 3.
8 2 5] |8 2 15]" 8§ 2 5

(1) Sumamos a la 32 columna las otras dos.

(2) Si una columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por
ese numero.

5 2 1 5 2 1 5 21
|Bl=14 7 6 =4 7 6 7 514 7 6| — Esmuiltiplo de 5.
6 3 9" |10 10 15" (2 2 3

(3) Sumamos a la 32 fila la 22.
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1 1 1 2
) . 1 2 -3 8
16 ;Para qué valores de a se anula este determinante? |A| = a -1 -1 1
1 -1 1 -2
1 1 1 2 12 1 1 1 2 1 5 4
1 2 -3 8 e L -1 0 -5 4 _ _
|A|= a -1 -1 1 T oqge a+1 0 0 3 =_a§1 2 g -
1 -1 1 -2 o - 2 0 2 0 B

—[8(a+1)-30+6]=-[8a+8-30+6]=-8a-16)=0 — a=2

17  Estudia el rango de las siguientes matrices segtn el valor del parametro que
5 aparece en ellas:

(2 1 0 (2 -1 a)
A:[] 1 -2 B=|la 3 14
3 1 a) 3 -1 2/
2 10
|Al=(1 1 -2|=2a-6+4d-a=a-2=0 — a=2
31 a

+S8i a=2 — Como |A|=0y H H=]i0 — ran (A) =2

+Siazx2 — |A|20 — ran(4) =3

2 -1 a
|Bl-=|la 3 4|-12-a2-12-9a+8+2a--a2-Ta+8-0 —
3 -1 2
o, TxV49+32 _T:V81 729 __—a=-8
-2 —2 2 TT——a= 1

Observamos que

Por tanto:

*Sia=1 — |B|=0 = ran(B) =2
+Sia=8 — |Bl=0 —- rman(B =2
*Siazxlyaz-8 — |B|20 — ran(B) =3

18  Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:

9%+ 3y+22=0
b) Ix- y+ z=0
8x+ y+4z=0
x+2y-2z=0

x+ y- z=0
a) 1 12x-3y-22z=0
x-2v+ z=0
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a) x+ y—- z=10 x+ y- z=10 (11 -1y
12x - 3y-2z=0 x-2y+ z=10 A=(_l___:?___j1
x-2y+ z=0| 12x-3y-22z=10 12 -3 -2
1 -2
Como [A|=0y 91 =-3 20, entonces, ran (4) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 3! ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

‘z 1 ‘l z‘
X+ y= z =z -2l z oz, -z| -2z 2z
- X=—1T =" =1 y= = ==
X-2y=-z -3 -3 3 -3 -3 3
Solticiones: (—" 2"'", 9')
b) 9x+ 3y +2z=0 9 3 2|
3x- y+ z=0 4= 3 -1 ll
8x+ y+dz=10 18 1 4
x+2y-2z=0 1 2 -2
9 3 2
Como [3 -1 1|=-35#0, entonces: ran (4) = 3 = n? incégnitas.
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x=0, y=0, z=0

19 Resuelve los siguientes sistemas:

X+y =

x+ yv+z- =0 v vz =

a) {2x+ v-z+2t=0 h) < +t:ﬂ'
3x + 2y + t=0 yaz4t=0

a) x+ y+z- =0
2x+ y-z+2t=0
3x+ 2y + =0

Observamos que la 3? ecuacion es la suma de las dos primeras, por lo tanto la
eliminamos. El sistema queda:

x+y+z- =0
2x+y-z+2t=0

Pasamos al segundo miembro dos de las incognitas para resolverlo por Cramer,
teniendo que ser el determinante de la matriz de los coeficientes que quedan en
el primer miembro no nulo:

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 2. Algebra de Matrices. Pagina 11




/ IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
3 Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales 11

X+y=-z+ t 1 l‘__
2x+ y = Z—zf} |A|_‘2 L =0

Aplicamos la regla de Cramer:

z-2t 1

‘ --2z+3t |AJ =H j_*zi‘ —3z-4¢

Solucion: x =2k -3, y=-3h+4u, z=4, t=U

0 0

1 0
0 1|= 320 — ran(A) =4 = n?de incognitas
1 1

El sistema solo tiene la solucion trivial, x=0, y=0, z=0, t=10.

of

2x+3y="5
20  Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible: x+2v=1

ax+ y=3

2x+3y=5 (2 31 5 6 12 3
x+2y=1} A=[1 2| 1) |A]=6-Ta=0 — a=72‘_ ‘=1;t0
et 7 1 2
ax+ y=3 \a 1| 3
S5ioa= % ran (A) = ran (A) — Sistema compatible.
Sia# = ran (A) £ ran (A) — Sistema incompatible.

21 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

=2 x+3y- z=-1
a){gx ‘y:l] b) x—- y- z=-1
X-y= 2x+ v+3z= 5

2
]
=
[
-"(-I!
/|
=
e !

s
——
[%J —
(-
et
e

|
—
= -
R

oy

Il
[ e |

1 -1 2
(é _i '{X]=[6]_>A'X=C—3‘A_I-A-X=A_1-(“—>X=A—1.C

-}‘r
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Calculamos AL

|A| =1#0 — Existe A

a, —— Adj(d) ——— (Adj(4))"

L1 -0

-3 1) (5)- ()

La solucion del sistema es: x = -2, y=-4
b) x+3y- z=-1 13 -1) [ x|
x- y- z=-1 A='l -1 -1 ] X=|y
2x+ y+3z= 5 2 1 3 | z |

13 1)
‘1 1o
2 1 3,

.'X'.

VE \

= X=A1.C
Calculamos AL

|A| =200 — Existe A7l

s (5 ) =% 1)-4

o, — Adj(d) —— (Adj (A)*

2 5 3\ -2 -5 3\ (-2 -10 -4
{105—5—}{—1055}—}{—55 O}—>
40 -4 -4 0 -4/ 3 5 -
2 -10 -4\ (-1 2
x-_L '-5 5 OH-L]=L [ 0
- 3 5 4f \5] 20 | g

22 Estudia y resuelve los siguientes sistemas:

Ny 272 x+ v+ z= 2
a) 2x+:y+ 3z=1 h) X_z‘iszz_?

3X + £= 3 2X+ 3}] — '}

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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2x+y+3z=1 2 113
3 + z=3 2 011

—

a) x—-y-2z=2 (1 -1 -2 | 2\
]
3

Como |A]=0 v ‘g {l]‘ = -3 #0, tenemos que ran (4) = 2.

1 -1 2
Ademas, |2 1 1| =0 Luego, ran (A') =2 = ran (4) < n?incognitas.
3 0 3

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la primera ecuacion:

Hacemos z=3A

2X+y+32=]}2}(+y=1_32 x="5%=1-7
3x + z=231| 3~ =3-z J’=1_3Z—2X=_1_??Z

Soluciones: x=1-A, y=-1-Th, z=3k

b) x+ y+ z= 2 ]11i2
x-2y-Tz= 10 A'e 1 -2 -7 0
y+ z=-1 01 11 -1
2x + 3y = 0 273707 0
I___\-’__-_‘
A
11 1
Como |1 -2 -T|=5=20y |A]=0,
01 1

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n? incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
cuarta ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 12 1
0 -2 -7 10 -7
I S I L R e S S s (U
112
1 -2 0
Z=;=i=1
5 J

Solucion: x=3, y=-2, z=1
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23  Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:

mx+y+ z=4 x+ y+ z=m -1
a) X+y¥y+ Z=m b) {2x+ y+mz=m

X-y+mz=2 x+my+ z=1

x+ 2y+3z=10 x+my+z=4
)y x+my+ z=0 d i x+3y+z=5

2x+ 3y+4dz=2 mx+ y+z=4
a) mx+y+ z=4 fm 1 1| 4}

x+y+ z=m;y A=|1 1 1 | m

X-y+mz=2 1 -1 m| 2

-
A

. m= 1
|A| = m -1=0="__ . _

*Si m=1, queda:

11 1| 4}
. radictori iste 11 atible.
Ar=[ . l]:] Contradictorias —  Sistema incompatible
1

11
-1 2)

*Si m=-1, queda:

(-1 1 1] 4}
A'={ 1 1 1]~ }:| Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 -1| 2]

*Simzlym=z-1 — ran(A)=ran (A) = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

h) x+ y+ z=m-1 (1 1 | m-1)
2x+ y+mz=m A=2 1 m m
x+my+ z=1 1 om 1 1
(S ———
A
o, ~ _ 3+v9-8 3+]_ _—m=1
|A| =-m*+3m-2=0 — m= — = m=2
*Si m=1, queda:
11 1| 0y
A'= [2 1 111 '] Contradictorias —  El sistema es incompatible.
L1 1 1
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* Si m=2, queda:

1 171 | 1}
A= {2__1_: 2 2]. Las columnas 12, 32 v 42 son iguales.
1 2 11,
A
11 o
Como s 1|+ -120 — ran(A) =ran (4) = 2 < n? incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

eSim=zly mz2 — ran(A) =ran(A) = n?incdgnitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

c) x+ 2y+ 3z=10 (12 3| 0}
x+my+ z=10 A'={l m 1 0]
2x+ dy+ dz=12 2 3 4 2
;——-v_——‘

|A|=-2m+2=0 — m=1

*8i m=1, queda:
(1 213 | 0 1 2 1 2 0

A'=(1 L1 D]. Como 1 1‘=—1 y |1 1 0] =-2=20,
2 3 4| 2 2 3 2

entonces. ran (A) = 2 # ran (A') = 3. Sistema incompatible.

«Si m=1, queda: ran (A) = ran (A') = n?incognitas = 3. Sistema compatible

determinado.
d x+my+z=4 (1 m 1| 4
x+ 3y+z=>5 [ 31 J
mx+ y+z=4 m 11 11
A
4+V16-12 4+V4 422 ~-m=3
|A|=m® -4dm+3=0 — m-= 5 === Z, {m=l

* 8i m=3, queda:

A'=(} g i g]:] Contradictorias  —  Sistema fncompatible.
3 1 1| 4,

*8i m=1, queda:
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/1 111 | 4)
A'= {1_§_| 1 5). La 1% y la 3 fila son iguales.
11 1| 4
f— —!
A

Ademas

11 L
1 3| = 2#0. Luego, ran (A) = ran (4) = 2 < n? incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.
*Simz3 ym=z1l — ran(A) = ran (A) = n? incdgnitas = 3. Sistema com-

patible determinado.

24 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

S

2x- v+ z=0 x+y+ z=0
a) { x+2yv-3z=0 b) s ax +2z=0
3x-4y-az=0 2x - y+az=0

x+2y-3z=0

a) 2x- y+ z=10 (2 -1i 1}
A=[ }
Ix-4dy-az=0

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (4.

|A|=5a-25=0 — a=-5

«S5i a=-5 — Como

? _21 ‘ =520 = ran(A)=ran(A) =2
El sistema es compatible indeterminado.

«Si az-5 — Solotiene la solucion trivial (0, 0, 0).

b) x+y+ z=0 (111 1)
ax +2z=0 A'=(a[ﬂ 2]
2x-y+az=0 2 -1 a|

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (4.

1+vV1+24 145 a=-3
|A|=-at-a+6=0 — a= +\_2+ = _+2 {a= 9

*+S5  a=-30a=2 — Como

é ;‘ =220 — ran(4A) =ran(4) =2
El sistema es compatible indeterminado.

+Siazx-3yaz2 — ran(d =ran(A’) =3. Solo existe la solucion trivial
(0,0, 0).
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Pagina 100

) (101 . ,
25 a) Considera la matriz A = (2 1 11Y calcula el rango de las matrices AA
Sy aa

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coe-
ficientes es A‘A.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coefi-
cientes es AA".

|'.]. 2.'|
1 0 -1
banfl 8] o8

\ |'.] 2"|
1 0 -1 2 1
A~A~’=[2 1 1)-‘[] 1j={] 6]—>:t?r3go=2
-1 1)
1 2] 45 2 1y
Af.A=[o 1}1[1 0 ‘1]=[2 i 1’ — rango=2
2 1 1,
-1 1 11 2

b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor

‘52
2 1

Podemos suprimir la tercera ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

=1=z0

X + 2y = -z

— x=2 y=-3z
2x + y=-z

La solucion es: x=A, y=-3k z=%h

c) Como el rango = 2 = n? de incognitas

El sistema solo tiene la solucion trivial: x=0, y=10

o

-3 1 1 0 2 0
26 DadasA:[l 2 0|y B=[1 -2 1]:
0 2 0 2 0 1

a) Halla A1 y B-1.

b) Halla la matriz inversa de A4 - B.

¢) Comprueba que (AB)‘I =B1.41,

a) |A] =2#0 — Existe Al
1,
0
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‘00 2\ (0 o 20 0 2 2 L (02 2
[-2 0 -5]—> 2 6] [ 0 1j—>—.[0 0 1]=A—1
2 1 5] 12 6 5/ 2 \2 6 5
|B| =2#0 — Existe B!
o, —— Adj(B) —— (Adj(B)" |g| (Adj (B)*
2 1 4 2 1 4 222\ (222
{2 0—4]%»{-2 0 4]4,-{1 0 0j4_~{1 0 0] B
2 0 -2 2 0 -2 4 4 -2 2 \y 4 2
/3 -8 2\
bjA-B=[—2 6 —?] |A-B| =420 — Existe (4.5
2 -4 2
o, — Adj(AB) —— (Adj(AB)’ | Alm (Adj (AB)'
(40 40 1 R I
[—8?4]—}[82—4j [ 22—;-—.[02 _ (AR
4 2 2 4 2 4 -4 2, 4 -4 2,
L2 22y (022
c]B‘l-A‘1=—-‘l 0 OHD 0 1} A B
2 \y 4 2/ \2 6 5
11 0
27 Dada A=|-1 1 2|, determina la matriz B que verifica B-I=A'A"L,
S 1 0 1
‘1 1 0 1o-1 1
A=‘—1 1 2]: A1 1 0]
10 1, 0 2 1

Calculamos A1

|A| =4#0 — Existe A7l

0, —— Adj(d) —— (Adj ()" i (A ()’
3 1) 3 L1 2y
-1j—> 1 j-»{ L3 1 —2]=A‘1
2l \2 2 2, ol 2
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Calculamos Af . AL

O U N U | (31 6
Al A‘1=—{1 1 0”3 1 —2]=_ 410 0
4 1p 2 1) a1 2 415 3 2

L (31 6y 10 0 o116
B=—~‘4 0 0l+|o 1 o'=_.'4 1 D}
4 15 3 2/ o 0o 1] 4 \s 3 2,

28 Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a=4

x-y = a
X + alz=2a+1

x-yv+ala-1)z=2a

X -y - a
X + alz=2a+1
x-y+ala-l)z=="2a

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

| 0
A=|1 0 al
1 -1 ala-1)/

|A| =.':?|:.':‘r—l;l — |A| =0 = a=0 a=1

* Si az0 vy a=zl ran(d)=3=ran(4’).

El sistema es compatible determinado. Son solucion:

a -1 0
Al =]2a+1 0 a® |=a-(af-a-1)
2a -1 ala-1)
1 a 0
A, = |1 Za+1 at =-a
' 1 2a ala-1)
1 -1 a
Al =1 0 2a+1|=a
1 -1 2a
2 . _
La solucion es: x = w Vo= 1 . Z= _L
a-1 T oa-1 a-— 1
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1 -1 0
¢ Si e‘r=0—>A=[] 0 0) = ran(d) =2
1 -1 0
1 -1 0 0
A'=‘1 0 0 1| = ran(4)=2
1 -1 0 0

El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones:

]

Solucion: x=1, y=1, z=»x

o

X—y
X

1 -1 0y
e Sia=1 > A=[1 0 1) = ran(4) =2
ST
1 -1 0 1
A‘=‘1 0 1 3| = ran(4)=3
110 2

El sistema es incompatible.

« 5i a=4, se trata de un sistema compatible determinado, resuelto en el primer ca-
s0, con solucion:

BETER S |

3" 3’ 3
‘= 1 0
29 Sea A:[I} 1 3
S \x 1 1

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A1 para x=2.

a) Existe A7! solo cuando |A| 0.

|A| = =xz0 si x20

=N
—_
[ e I e |

Luego, existe A™! para todo x# 0.
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b) Para x =2, tenemos que |A| =220, luego existe A™l en este caso. La cal-

culamos:
o, —— Adji(A) ——— (Adi(A)* |/1_,1| (Adj (4))"
(-2 -6 -2\ -2 6 -2\ (-2 -1 3 -1 —1f2 3/2)
[120]-»‘-120]-»‘52 6—)'3 —E'Al
'3 6 2 V3 -6 2 -2 0 2
30 Dadas las matrices:
S (3 1)
-2 0 1 1 2! -9 3
A=(7 5 5 B=|O 1] c=(3 3 =G
-1 2]
halla la matriz X que verifica AF+ CX= D).
AB+CX=D — CX=D-AB — X=C1.(D-A4AB
« Calculamos C71(|C]=-220 — existe C7):
Oy —— Adi(€) —— (Adj (O)" |E| (Adj (0))"
(4 3 [ 2} 2 1y L
2 ( 202l 1) 2 lae )

« Calculamos A - B

a-B=(F 0 tl,J{g } % 1)

+ Por tanto:

(-2 1} -9 3 2 3 /-2 1
X=[. 3/2 —l.f?\ U -8 l?] 10)} 3*? —1,*'2.-3'(-.—5 ?.-)=(-. 0 l.-)
31 Halla X tal que 34X = B, siendo:
5 10 2 10 2
A:[Gll] 3:‘101j
1 0 1 1 1 1
3AX=B — X=%A‘1-B
Calculamos A7l (|4|=-120 — existe A7l):
0, —— Adi(d) —— (Adj(4)' Iill (Adj (4))*
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P11 -1y /1 1 -1\ /1 0 -2y -1 0 2\
'[:: 1 o]%[c: -1 0'%[1 -1 -1'%[—1 1 1]-4t
21 1) \e2 a1 ‘o o) 1o oo
Por tanto:
-1 0 2y /1 0 2 12 0\ (173 23 0
yoLlla1 1 1],[1 0 1j=i[1 1 o]=[1,f3 1/3 0
St oo ) v 3lor 1) Vo -3 s
32 Resuelve la ecuacion 4 X B =C siendo:
S
32 2 3 (11
A=y 3 B=(] 3 c=(; 1)

<« Multiplica C por A por la izquierda y por B! por la derecha.
AXB=C —» A1 A X B.Bl'=Al.C.B! -5 X=41.C B!

Calculamos Al y B1(JA|=1 vy |Bl=1 — existen A1 y Bl):

a; ——— Adj(d) ——— (Adj(A)' Ii‘ll (Adj (4))
3 4 '3 4 '3 -2 (3 -2
[.2 3.] _’[.—2 3.] _’[._4 3_] —>f,__4 33=A‘1
w;, — Adj(B —— (Adji(B) Ié?l (Adj (B))
2 1 (2 -1 2 -3 (2 -3
3 2) =15 2) =15 %)= 2)-8"
Por tanto:
ol oma 32y U1y 2 3y (1o1y (2 3y _(1 -1
X=A"-C B ‘[.—4 3.] t._l 1..J (..—1 2.]‘[.—1 —1..) t-.—] 2.]‘[.—1 1/

33 Dada A= [% ;J halla una matriz X tal que 4 XA = ( é 51.

<= Muiltiplica dos veces por A!, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

Calculamos A1 (|A| =120 — existe A7)

0, — Adjd) —— (4dj(A) |j1| (Adj (A))

2 1y (2 -1 v
3 2) =5 2) =15 %) =15 5)-4"
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Por tanto:
(11 o (1 1y 2 3y 11y (2
AXA=(y o) = x=at(y o) A= J)-(; 8) 15 5)-

|:_3 —f} [2 —3]_( -1 _?_J

34 Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucién y hallala si es posi-
S ble:
e:

|"—]. 1 2 Y 2 —1 [' Y Illg —]. [' \ |'.—]. 1 2 \
STER 4];{:[0 1 -2 b) (0 1 —Z]X:‘S 0 —1]
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3
"—1 1 2\
a) 0 —1 X - ‘0 —2]
2 3
A
Como |A|=0, noexiste A, La ecuacion no tiene solucion.
(2 1 \ 1 2
b)[O 'X ‘3 0 -1]
3 0 2 3
‘—'—'v'—'—" —_—
A B

Como |A|=4=20, existe A7l y la ecuacion tiene solucion.

A X=B - Al. A.X=A1.B - X=A1.B Hallamos A
|

oy — Adi(4) — (chf (A))* 5 |A| A-_ﬁ" (A)"
(-1 6 -3 (-1 -6 -3 -1 23 -1 -1 2
[1—23 —>—1—7—3]—> 6—74 —>—[ 2 4] = Al
V2 -4 2 V2 4 2 -3 2] -3 -3 2/
Luego:
1 -1 —1 2y /-1 1 ) (03 5y
X4‘ 4][30—1’ I[422’
20 V1 2 3 -4 1 3
Por tanio:
1 (003 5y 0 374 54
X=I 4 2 21=|1 1/2 1/2
-4 1 3/ -1 1/4 3/4
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35 Resuelve la ecuacion:

._—11 } _12,. _ ] (41)

e Como AX+B=C = X=A1(C-B).

5 \ { 4 [

20
[l 1 —2’ ¥ ='—2 Calculamos Al (|A|=1620 — existe A1):
-1 1 1/ \=z/ \-1}
A - X = R
o; —— Adi(4d) ——  (Adj(4)) 3 |,1q| (Adj (A))
i -1 2 F3 1 20 '3 5 -5y i3 5 -5y
‘—5? 2]% 5 7 -zjﬁxll 7 Q]AL'l 7 9 |=at
5 9 2 5 9 2 2 2 2 1612 2 2,
Por tanto:
3 5 5y /T {16 |
A X=B — X-AlB L[1 7 9' '_2]=L'_16’='-1
61y 2 2/ \1) 161 46 1
(A
Luego, ' ‘ -1 esdecir: x=1, y=-1, z=1
36 Resuelve la ecuacion:
/1 2 [l 0, /1 1 O
CSETRENE
4 2 9/ 2 0 1, 1 2/
11 2 (2 0 0 ‘1 1 0y
Sm_A='3 4 6} B=[1 1 E]y C=[U 1 ”.EnMnm&
2 ) 2 0 1) 0 1 2

X A-B=C - X -A=C+B - X A.Al-(C+B Al >

— X=(C+B)-A

11 0y /2 0 0, /3 1 0
(“+B='G 1 ol+]1 1 2]= 2 zj
2] 2 o 1,
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11 2
A=[3 4 5) — |A| =120 — Existe A7l
429

Calculamos AL

1

(11} E— A':?jfm:’ — (AGJ"(AJ]I |A|

(Adj (4))*

(24 3 -10} (24 -3 -10% (24 -5 -2} (24 -5 -2
[5 1 —2)—)(—5 1 2]—}[—3 1 DJ—)(—3 1 D)=A‘1
0 -2 0 1 -10 2 1 —-10 2 1,

-2 1 0
15 -3 -1,

3 1 []‘J [’24 -5 -2\ [‘EQ -14 —6")

37 ;Existe algin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?

3x-2y-3z= 2
2x+ ay- bz=-4
x+ y+2z= 2

X+ y+2z= 2 1 1 2
I—-_.W—J

A

3x-2y-3z= 2 (3 -2 -3 \
2x+ ay-hz=-4 A'=(2 a -h 4)

|A|=9a+27T=0 — a=-3

*Si a=-3, queda:

(3 -21-3 2
A'= [2 -31-5 -4J
11 2| 2
3 o 3 -2 2
Como ‘ ‘=—5 y |2 -3 4| =20, entonces:
2 -3 1 1 2

ran (A) =2 #ran(A) =3 — El sistema es incompatible.

*Sia=-3 = ran(d)=ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que el sistema tenga infinitas so-
luciones.
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38  Prueba, sin desarrollar el determinante, que:

x x+1 x+2
X x+3 x+4|=0
X x+5 x+6

< Resta la primera fila a la segunda y a la tercera.

x x+1 x+72 12 x x+1 x+2
X x+3 x+4|= 22-12 0 2 2 =0,
¥ x+5 x+6 =k 0 4 4

pues las dos tiltimas filas son proporcionales.

39 Calcula:

1 2 3 4 1m0 0
l1+a 2+a 3+a 4+a 01 m?0
a) a a a a b) 00 1 m
5 6 7 8 0001
a) 1 Z 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
& 2 & & & 2 & & & &
l+a 2+a 3+a 4+?= 1 34+????=D+D=D
a a a a M la a a a a a a alld
5 b 7 8 56 7 8 5 6 7 8
(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.
(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.
)11 m 0 0
0 1 m 0 _1
0 0 1 m
0 0 0 1
pues es el determinante de una matriz diagonal y los elementos de la diagonal
son 1.
a a a
40 Obtén en funcion de a, b, ¢ el valorde: |a+ b a a
a a+c a

« Resta la tercera columna a las dos primeras.

a a a 12— 38 0 —c 0 0
—c
a+b a al|= g22-3° b -c Dl=a = abc
3a b -
a a+c a : a a+c a
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111
41 Sabiendo que |a@ b c| =5, calcula:
Xy z
1 1 1 ab c
a)|la+T b+T c+7 b) | x ¥ z
x/2 w2 =Z/2 111
1 1 1 1 1 1 11 1
a) a+?b+?c+?(=ﬂ a b c |+ 7 7 7 =
x2 w2 Z2 | |x2 i =Z2 BV -
111 -
-1 a b c|+0= L. 5=
2 i 2 2
X y z

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Sacamos 1 factor comin de la 32 fila. El 22 determinante es 0, pues las dos

2

primeras filas son proporcionales.

a b ¢ a b ¢ 1 11
bl |lx v =z i 1 1 1 7 a b c|=5
1 11 Xy z X y =z

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia
de signo.

42 Calcula los valores de a para los cuales el rango de 4 es menor que 3:

A= 3 ) _31 | Puede ser ran (4) = 1 pa-
) 4 i; —a ra algun valor de a?
i1 0 =1
A= ‘0 a 3 ]
41

El rango de A es menor que 3si |A| =0.
Al =—(a-1)(a-3
|A| =0 si a=1 0 a=3

Portanio: si a=1 o a=3 — ran(4d) <3

* Bl ran(4) no puede ser 1, porque si nos fijamos en el menor:

0 3
4 -a

= -12 % 0, independientemente del valor de a.
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Pagina 116
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1  Minimiza la funcion f(x, y) = 2x + 8y sometida a las siguientes restriccio-
nes:

x20, y=20
Z2x+4y=>8
2x -5y =0
-xX+9y=h

+ Representamos las rectas:

2x+4dy=8 — x+2y=4
2x- 5y =0
-x+by=5

v hallamos la region que cumple las condiciones del problema, teniendo en
cuenta que x20 e y20.
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* Representamos la direccion de las rectas z = Z2x + 8y, dibujando la que pasa por
el origen de coordenadas: 2x +8y=0 — x+4y=10

Ha
= | il
ok =1
z X =
il f-—
P L =" 1
T —— ] L]
] - 5
-iﬂ—f\l I_U _ﬁhh
axr T "‘C'f--‘fj T
1

+ El minimo se alcanza en el punto de interseccion de las rectas:

L
x+ 2y=4 9 (ﬁ i)
2x-5y=n} Cg Pl
-0
o Bl i @ 8)_ 10
El minimo vale f(g,g 9

Maximiza y minimiza la funcién p=x+ 2y -3 con las siguientes restriccio-
nes:

2x-3v=0

by=9

3x<2

- Represemamos las rectas:

v hallamos la region que cumple las condiciones del problema.

+ Representamos la direccion de las rectas p = x + 2y - 3, dibujando la recta

x+2y-3=0
. La restriccion 5y < 9 es superflua. La region
Xi=1 seria la misma sin ella.
3 9 ~ + El mdaximo se alcanza en el punto de inter-
2 3 seccion de las rectas:
TN N 2x- 3y=0] x=-
T 3 Punto (g i)
~ =5 X = 4 3°9
y=-
p 9
>
El méaximo es p(?, %) = %+% - 3= %
* No hay minimo.
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3  Maximiza la funcion z=3x + 4y sujeta a las siguientes restricciones:

2x + 3y =36
2x + 2y = 28
8x+2y=32
x+yvz0

* Representamos las rectas:

| 2x + 3y = 36

2x+2y=28 — x+y=14
8x+2y=32 — 4dx+y=16
x+ y=10

y obtenemos la region que cumple las condiciones del problema.

* Representamos la direccion de las rectas z = 3x + 4y, dibujando la recta 3x + 4y =0

\ La restriccion x + y = 0 es superflua.
\ La region seria la misma sin ella.
\'\ " g
e \ + No hay maximo. La funcién 3x + 4y
B
7o se puede hacer tan grande como se
quiera en el recinto propuesto.
l\'\
LS
oy
'
‘l N
",':-
P
Ry x + x .
?\_‘\‘ % - L)
- b T '\'I 1
1 . 1 "lsn
YT 1
\
9 “l

4 En la region determinada por 3x+ y25, x-y<0, xz0 e yz=0, halla el
punto en que la funcién f(x, v) = 2x + 4y alcanza su valor minimo. ;Puede
alcanzar su maximo en esa region?

+ Representamos las rectas:

Ix+ y=5
x- 2y=0
%)
y hallamos la region que cumple las 1\
condiciones del problema, teniendo en A
cuenta que x20 e yz0. \ -
» Representamos la direccion de las rectas # Y
z=2x+ 4y, dibujando la que pasa por 1
el origen de coordenadas: EM
2x+4dy=0 — x+2y=0 \ ‘f"“a
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+ El minimo se alcanza en el punto de interseccion de las rectas.

10
3x+ y=5| 77 [E 3)
x- 2}'=U} 5 Pume {57

* No hay méaximo. La funcién Zx + 4y se puede hacer tan grande como se quiera
en el recinto propuesto.

2x+yv=20
Calcula los puntos del recinto { 2x - y < 20 que hacen minima o maxima la

0=y=20
funcion z=2x+ y. jCudntas soluciones hay?

Z2x+ y=20
2x- y=20
y =20
y=10

* Representamos las rectas

y obtenemos la region que cumple las restriccio-
nes dadas.

* Representamos la direccion de las rectas Y
z = 2x +y, dibujando la recta Zx+y=0. Esta '
recta es paralela a 2x + y = 20, que determina
uno de los lados del recinto:

= N 00 O
<

+ Hay infinitos puntos que hacen minima la fun-
cién: todos los que estan sobre el segmento de
recta y=20- 2x con 0= x<10

+ El maximo se alcanza en el punto de intersec-
cion de las rectas:

2x- y=20| x=20 -
v =20 } =20 } Punto (20, 20)

(Es posible maximizar y minimizar la funcion z= x+ v + 1 sujeta a estas
restricciones?

3x+4y-1320

2x-3y-3<0
Sx-y-27T<0
3x+4y- 13=0
+ Representamos las rectas: | 2x- 3y- 3 =10
bx- y- 27 =10

y obtenemos el recinto que cumple las restricciones del problema.
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* Representamos la direccion de las rectas I
T
z=x+y+ 1, Ny
g o ” A
dibujando la recta x+ y+ 1 = 0. " 5 ’
47 »
« No existe maximo ni minimo. 7 "\\
&7 - I’J .||
: /
’_I u\{
o
,J
G .
L ay | i M
« i

Las rectas 2x+ y=18,2x+3y=26 y x+ y= 16 se cortan dos a dos en tres
puntos que son los vértices de un triangulo 7. Sea § la interseccion
del triangulo T con el primer cuadrante. Halla el maximo de la funciéon
z=5x+ 3y cuando x e y varianen §.

* Representamos las rectas:

Z2x+ y=18
2x+ 3y =26
x+ y=16
y obtenemos el trigngulo T, vy la re- \
gion S SN
‘\ {h— .

+ Representamos la direccion de las rectas g -
z="bhx+ 3y, dibujando la recta: NS *

&
S5x+3y=0 \\ -

+ El méximo se alcanza en el punto de N\ N
corte de x + y =16 conel eje X es \Z o b
decir, en el punto (16, 0). N A ‘; e

+ Bl maximo vale z=5.16+3.0=280 AN G

Dibuja el recinto que cumple estas restricciones:

xz0
yv-x+120
yv-4<0
v+2x-5<0

a) Localiza los puntos de este recinto en los que la funcion objetivo
F(x, ¥) = x + v se hace maxima y minima, respectivamente.
b) Sobre el mismo recinto, haz maxima y minima la funcién

G(x, ¥y) =bx+w
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* RE‘.p[’ESEﬂtElTﬂCIS las rectas: ‘l

x=0D
p
x=10 Pl
v- x+1=10 B
y 4= \
v+ 2x-5=0 ! =1
\
vy obtenemos el recinto que cumple las 1-.‘
condiciones del problema. 1
‘_k
* Representamos la direccion de las rectas \". *3__
z=x+ y, dibujando la recta x+ y = 0. \ -
o] =
+ Representamos la direccion de las rectas h‘-‘;. -
z=15x+y, dibujando la recta Sx+ y=0. \...- N
a) » Flx, ¥l alcanza el maximo en el punto de interseccion de las rectas:
1 .
Vo 2x- 5={]} X=-2 Punto (l,ai]
¥ =4 fe 4 2
._}- =

+ Fix, y) alcanza el minimo en el punto de corte con el eje ¥ de la recta
v-x+1=10, esdecir, en el punto (0, -1).

b)+ Gl(x, y) alcanza el maximo en el punto de corte de las rectas:

y- x+1=0] x=21p 21
y+2x—5=0} y=l} unto (2. 1)

El maximo vale G(2,1)=5-2+1=11

+ G(x, y) alcanza el minimo en el punto (0, -1).

El minimo vale G{0,-1) =-1.

Considera el triangulo de vértices (0, 0), (2. 8) y (10, 3). Determina razo-
nadamente:

a) El punto del triangulo donde la funcion f(x, y) = -4dx + v+ 9 alcanza el
maximo.

b) El punto del triangulo donde la funcién f(x, v) =4x + y+ 12 alcanza el
maximeo.

Sabemos que el maximo se alcanza en algin vértice (o en un lado). Calculamos el
valor de la funcion dada en cada uno de los vértices:

flo,0) =9 Hay infinitos puntos que hacen maxima la funcion:
fl2Z2,8) =9 todos los puntos del lado que une los vértices (0, 0)
(10, 3) =-28 vy (2,8).
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12
- 28 La funcion alcanza el maximo en el punto (10, 3}
5

PARA RESOLVER

10

11

Un estudiante reparte propaganda publicitaria en su tiempo libre. La empre-
sa A le paga 0,05 € por impreso repartido y la empresa B, con folletos mas
grandes, le paga 0,07 € por impreso. Fl estudiante lleva dos bolsas: una para
los impresos de tipo A, en la que le caben 120, y otra para los de tipo B, en
la que caben 100. Ha calculado que cada dia puede repartir 150 impresos co-
mo maximo.

{Cuantos impresos habra de repartir de cada clase para que su beneficio dia-
rio sea maximo?

+ Llamamos x al n? de impresos de tipo A e y al n? de impresos de tipo B.

» Las restricciones son;

0<x<120
0<y=100

x+ y= 150

+ La funcion que nos da el beneficio es f(x, ¥) = 0,05x + 0,07y. Tenemos que ma-
ximizar f(x, y), sujeta a las restricciones anteriores.

+ Representamos el recinto de restricciones v la recta x[=0 =120
005x+007y=0 — bSx+Ty=0, que nos da la
direccion de las rectas z = 0,05x + 0,07y
100 =100
* El maximo se alcanza en el punto de intersec- #i
cion de las rectas: 53
x+y=150] x=50 L IN =0
y=100 [ y=100 30,40 60 80100 | 4
£ \.ﬂ“
-f n L -
Por tanto, habréd de repartir 50 impresos de tipo A AN G

y 100 de tipo B. El beneficio serd de:
£(50, 100) = 0,05 - 50 + 0,07 - 100 = 9,5 €

Una industria vinicola produce vino y vinagre. El doble de la produccién de
vino es siempre menor o igual que la produccién de vinagre mas cuatro uni-
dades. Ademas, el triple de la produccion de vinagre mas cuatro veces la
produccion de vino es siempre menor o igual que 18 unidades.

Halla el nimero de unidades de cada producto que se deben producir para
alcanzar un beneficio maximeo, sabiendo que cada unidad de vino deja un
beneficio de 8 € y cada unidad de vinagre 2 €.
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+ Llamamos x a las unidades de vino e y a las de vinagre. Las restricciones son:
xz0y20
x<y+ 4
3y+ dx £ 18

+ La funcidn que nos da el beneficio es f(x, y) = 8x + 2y. Tenemos que maximizar
f(x, ¥), sujeta a las restricciones anteriores.

* Representamos el recinto de restricciones y la 3 oy
recta 8x+ 2y=0 — 4dx+ y=0, que nos dala A X
direccion de las rectas z = 8x + 2y "'-t 1
\ LN
* Bl maximo se alcanza en el punto de intersec- \ N
cion de las rectas: \L,
b '
2x=y+4| x=3 \\
Jy+4x=18 y=2 \ ¥
x
b5 N
Por tanto, hay que producir 3 unidades de vino y g S\
2 de vinagre. R“f i
= b
Pagina 117
12 Un autobiis Madrid-Paris ofrece plazas para fumadores al precio de 100 € y

a no fumadores al precio de 60 €.
Al no fumador se le deja llevar 50 kg de peso y al fumador 20 kg.

Si el autobuis tiene 90 plazas y admite un equipaje de hasta 3 000 kg, ;cual de-
beria ser la oferta de la compaiiia si se quiere obtener el maximo beneficio?

* Llamamos x al n? de plazas para fumadores e y al n? de plazas para no fuma-
dores.

+ Las restricciones del problema son:
xz20v20
x+ v <90
20x+ 50y <3000 —  2x+ 5y < 300

+ Tenemos que maximizar la funcion:

flx, ) = 100x + 60y, sujeta a las restricciones

anteriores. e
* Representamos el recinto de restricciones y la recta - I ”

100x +60y=0 — bx+ 3y=0, que nosdala i o

direccion de las rectas z = 100x + 60y P

.:\ i ™~ Sy
« El maximo se alcanza en el punto (90, 0). ka L 2
NI M~

Por tanto, deben ofrecer 90 plazas para fumadores >N
y ninguna para no fumadores, para obtener el ma- 0 | 40 | 80 | 80 W0
ximo beneficio. hY
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Una persona quiere invertir 100 000 € en dos tipos de acciones, A y B. Las
de tipo A tienen mas riesgo, pero producen un beneficio del 10%. Las de ti-
po B son mas seguras, pero producen solo el 7% nominal.

Decide invertir como maximo 60 000 € en la compra de acciones A y, por lo
menos, 20 000 € en la compra de acciones B. Ademas, quiere que lo inverti-
do en A sea, por lo menos, igual a lo invertido en B.

;Como debe invertir los 100 000 € para que el beneficio anual sea maximo?

+ Llamamos x al dinero invertido en acciones de tipo A (en decenas de miles de eu-
ros) e y al dinero invertido en acciones de tipo B (en decenas de miles de euros).

+ Las restricciones del problema son:

x+y =10
O0=x=<6
yv=z2
X2y

+ La funcion que nos da el beneficio anual es: f(x, y) = 0,1x+ 0,07y. Tenemos que
maximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

* Representamos el recinto de restricciones, y la recta X x[=6
0lx+007y=0 — 10x+ Ty=0, que nos da la / 4
k4
direccion de las rectas z =0,1x + 0,07y s "
- e
] !
« El maximo se alcanza en el punto de intersec- \
cion de las rectas: NF
¥=2
X+_}'=]O} x=6 T
x =0 y=4
\\
Por tanto, debe invertir 60000 € en acciones de ti- \
po A y 40000 € en acciones de tipo B. N\

Un comerciante acude a cierto mercado a comprar naranjas con 500 €. Le
ofrecen dos tipos de naranjas: las de tipo A a 0.5 € el kg y las de tipo B a
0.8 € el kg.

Sabemos que solo dispone en su furgoneta de espacio para transportar
700 kg de naranjas como maximo y que piensa vender el kilo de naranjas de
tipoAa0,58 € veldetipoBa0,9€.

;Cuantos kilogramos de naranjas de cada tipo debera comprar para obtener

beneficio maximo?

+ Llamamos x a los kg de naranjas del tipo A e y alos kg de naranjas del tipo B.

+ Las restricciones del problema son:
xz0;yz0
x+ y <700
05x+ 08y< 3500 — Sx+ 8y <5000
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+ La funcion que nos da el beneficio es f(x, y) = 0,08 + 0,1y. Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

+ Representamos el recinto de restriccio-
nes, y la recta 008x + 01y =0 —
— Bx+ 10y=0 — dx+5y=0, que
nos da la direccicn de las rectas

z=008x+ 0,1y

+ El maximo se alcanza en el punto de
interseccion de las rectas:

x+ y= T00| x=200
Gx+ 8y= 5000 | w»=>500

Por tanto, debera comprar 200 kg de na-
ranjas del tipo A vy 500 kg del tipo B.

N

=

P,

// @

T

o)
D
7

..
a=]

/&
&3

A B

T
4

S

Un sastre tiene 80 m? de tela de algodén y 120 m? de tela de lana.

Un traje de caballero requiere 1 m? de algodon y 3 m? de lana v un vestido
de sefiora necesita 2 m? de cada una de las telas.

Calcula el namero de trajes y vestidos que debe confeccionar el sastre para ma-
ximizar los beneficios si un traje y un vestido se venden por el mismo precio.

+ Llamamos x al mimero de trajes e y
al mimero de vestidos. Resumamos en
una tabla la informacion:

+ Las restricciones del problema son:
xz0;yz210

x+ 2y < 80
3x+ 2y <120

N2 ALGODON LANA
TRAJE X X 3x
VESTIDO ¥ 2y 2y
TOTAL X+ 2y | 3x+ 2y

+ Sillamamos & al beneficio obtenido por la venta de un traje o de un vestido, la
funcion que nos da el beneficio total es f(x, ) = k(x + y). Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

+ Representamos el recinto de restricciones N
ylarecta kix+ 3y =0 — x+y=0
que nos da la direccion de las rectas

z=kix+y).

+ El maximo se alcanza en el punto de in-

terseccion de las rectas:

3x+2y=120 | x=20
x+2y= 80| y=30

Por tanto, debe confeccionar 20 trajes y 30

vestidos.

[a=)

Mk
k3
=3
n -
o 8_;
N o]
20 4 . B0 80
™,
=
Ar
F7] N
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17

Se quiere promocionar una marca desconocida, D, de aceites, utilizando una
marca conocida, C. Para ello, se hace la siguiente oferta:

“Pague a solo 2,5 € el litro de aceite C y a 1,25 € el litro de aceite D siempre
y cuando compre en total b litros o mas v la cantidad de aceite C esté com-
prendida entre la mitad y el doble de la cantidad comprada de aceite D".

Disponemos de un méximo de 31,25 €.
a) Representa grificamente los modos existentes de acogernos a la oferta.

b) Acogiéndonos a la oferta, jcual es la minima cantidad de aceite D que po-
demos comprar? ;Cudl es la maxima de C?

+ Llamamos x al n? de litros de aceite [), e y al n? de litros de aceite .

+ Las restricciones del problema son:
x20; y=20

x+yz6H
%E}«'EZ’X

25v+125x<2125 — 2y+x<17

X, ¥V enteros

a) Representamos graficamente el recinto:

=

ACEITE L

Hay 20 puntos en el recinto (20
<[t modos de acogernos a la oferta).

.3

b) La minima cantidad de [ son 2 litros v la méaxima de C son 8 litros.

Se quiere elaborar una dieta para ganado que satisfaga unas condiciones mi-
nimas de contenidos vitaminicos al dia: 2 mg de vitamina A, 3 mg de vitami-
naB,30mgdelaCy2mgdelaD.

Para ello, se van a mezclar piensos de dos tipos, P y (), cuyo precio por kilo
es, para ambos, de 0,3 € y cuyo contenido vitaminico en miligramos por ki-
lo es el siguiente:

A B C D
P 1 1 20 2
Q 1 3 7.5 | 0

(Como deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo?
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+ Llamamos x al pienso de tipo P (en kg) e y al de tipo Q (en kg). Las res-
tricciones son las siguientes:

x+y=22

x+3y=23

20x+ 75y=230 — 8x+3y=12
2xz22 — x=z21

y=20

+ La funcion que nos da el gasto es: flx, ) = 03x+ 03y = 03(x + ). Tenemos
que minimizar esta funcién, sujeta a las restricciones anteriores.

* Representamos el recinto de restriccio-

ot x=
x|\
nes, y la recta =
[

03x, =0 = x+y=0 +

.la__.___—-zﬂ'— &

que nos da la direccion de las rectas =
z=03(x+y.

(45 )
| et

* Como larecta x + y=10 es paralela a ~
x +y =2, el minimo se alcanza en N
cualquier punto de la recta x + y =2 :
comprendido entre A y B. Hallamos ' TR e

las coordenadas de A y de B: \ Rt
It T3

et

N1
/

A: Punto de corte de las rectas:

x+ y= 2 5 A (E i)
Bx+ 3y =12 4 575
}' = "F
5
B: Punto de corte de las rectas:

3

x+y=2] *77 g(ii)

x+3y=3 1 272
2

18 Un pastelero fabrica dos tipos de tartas T; y T,, para lo que usa tres ingre-
dientes, A, By C. Dispone de 150 kg de A, 90 kg de B y 150 kg de C. Para fa-
bricar una tarta T; debe mezclar 1 kg de A, 1 kg de B y 2 kg de C, mientras
que para hacer una tarta T, necesita b kg de A, 2 kg de By 1 kg de C.

a) Si se venden las tartas T; a 10 €, y las tartas T, a 23 €, ;qué cantidad debe
fabricar de cada clase para maximizar sus ingresos?

b) Si se fija el precio de una tarta del tipo T, en 15 €, jcuil sera el precio de
una tarta del tipo T, si una solucion éptima es fabricar 60 tartas del tipo
T, y 15 del tipo T,?

* Llamamos x al n? de tartas de tipo 7} e y al n de tartas de tipo T,.
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+ Las restricciones del problema son:

xz20; y20
x+ Sy =150
x+ 2y=<90
2x+ y = 150

a) » La funcion que nos da los ingresos es f(x, ¥) = 10x + 23y. Tenemos que ma-
ximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

* Representamos el recinto de restricciones, y la [, 1
recta 10x + 23y = 0, que nos da la direccion | [~ 3
Y
de las rectas z = 10x+ 23y :
+ El méximo se alcanza en el punto de intersec- aF ¢
cion de las rectas: . 7. "

I ——— il
x+bhy=150| x=250 — 5% =[14p
x+2y= 90| y=20 = -

; a0
. C . L -+
Por tanto, deben fabricarse 50 tartas de tipo II &Ny \
XY

y 20 tartas de tipo T5.

b) * Si llamamos k al precio de la tarta de tipo T,, los ingresos vendrian dados
por la funcion glx, ¥) = 15x + ky.

+ Si la funcion g(x, ¥} alcanza el maximo en el punto (60, 15), que no es un
vértice, sera porque hay infinitas soluciones y la recta 15x+ ky =0 sera para-
lelaa x+ 2y=90. Por tanto:

lox+ ky=0 — pendiente=—-15-’ i

k -15 1 _

1 -7 — k=30
x+2y=9 — pendiente -

Por tanto, el precio de una tarta del tipo T, sera de 30 €.

Pagina 118

19 Una fibrica produce chaquetas y pantalones. Tres maquinas —de cortar, co-
ser y tefiir— se emplean en la produccion.

Fabricar una chaqueta representa usar la maquina de cortar una hora, la de
coser, tres horas y la de tefiir, una hora. Fabricar unos pantalones represen-
ta usar la maquina de cortar una hora, la de coser, una hora y la de teifiir,
ninguna hora. La maquina de teiiir se puede usar durante tres horas, la de
coser, doce y la de cortar, siete.

Todo lo que se fabrica es vendido y se obtiene un beneficio de ocho euros
por cada chaqueta y cinco por cada pantalén.

(Como emplearemos las maquinas para conseguir el beneficio maximo?
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Llamamos x al n? de chaquetas e y al n? de pantalones.

Las restricciones del problema son:

<7 X, ¥V enteros

La funcion que nos da el beneficio es f(x, ¥) = 8x + 5. Tenemos que maximizar
esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.

Representamos el conjunto de restricciones vy la \ X=3
recta 8x+ 5y =0, que nos da la direccion de .
las rectas z = 8x + Sy "]
e
W
El maximo se alcanza en el punto (2, 5). Por tan- o
to, han de fabricarse 2 chaquetas y 5 pantalones. N \
",
AN
1N
N VN
\ e
A \
\
N

Un ganadero debe suministrar un minimo diario de 4 mg de vitamina A y

6

mg de vitamina B en el pienso que da a sus reses. Dispone para ello de dos

tipos de pienso P; y P,, cuyos contenidos vitaminicos por kg son los que
aparecen en la tabla:

A B
P, | 2 | 6
P, | 4 | 3

Si el kilogramo de pienso P, vale 0.4 € y el del P, 0,6 €, ;como deben mez-
clarse los piensos para suministrar las vitaminas requeridas con un coste
minimo?

Llamamos x alos kg de pienso P} e y alos kg de pienso P;.
Las restricciones del problema son:

xz0, y=20
2x+4dyz4 — x+2y22
bx+3yzb — Zx+yz2

La funcidn que nos da el coste es fix, y) = 0.4x + 0,6y. Tenemos que minimizar
esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.
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+ Representamos el conjunto de restriccio-
nes y la recta ki 5
D4x+ 06y=0 — Zx+3y=0, B Sy
que nos da la direccion de las rectas 3
z=04x+ 0.6y )
\"\
+ El minimo se alcanza en el punto de : TN
interseccién de las rectas: 7S
o~ 3
P
2 .
=
2x+ y=2 3 ™S ,;.
x+2y=12 2 g 2
3

Por tanto, se deben mezclar % kg de pienso P, con % kg de pienso P,.

Se va a organizar una planta de un taller de automéviles donde van a traba-
jar electricistas ¥y mecdanicos.

Por necesidades de mercado, es necesario que haya mayor o igual nimero
de mecanicos que de electricistas y del nimero de mecanicos no supere al
doble que el de electricistas. En total hay disponibles 30 electricistas y 20
mecdnicos.

El beneficio de la empresa por jornada es de 150 € por electricista y 120 €
por mecanico.

(Cudntos trabajadores de cada clase deben elegirse para obtener el maximo
beneficio?

+ Llamamos x al n? de electricistas e y al de mecanicos.

+ Las restricciones del problema son:

x20, y20; x<30; y<20

vz x
V< Zx
X, ¥ enteros
.i‘
n J.‘V
+ La funcion que nos da el beneficio es: T y, ;
s
0
f(x, ) = 150x + 120y 0 -
EY
R :
Tenemos que maximizar esta funcion, T
sujeta a las restricciones anteriores. N ]
=0
+ Representamos el conjunto de restriccio- AN B Z
3
nes vy la recta N1
N
150x+ 120y =0 — Sx+4dy=0, 4
10|20 3 0| 50 | 60
que nos da la direccion de las rectas N\
= r ™,
z=150x+ 120y N gy
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* Solo hay 4 puntos en el conjunto de restricciones: (0, 0), (10, 10}, (10, 20) v
(20, 20). El méximo se alcanza en el punto (20, 20). Por tanto, deben elegirse 20
electricistas y 20 mecanicos.

Una confiteria es famosa por sus dos especialidades en tartas: la tarta Imperial
y la tarta de Lima.

La tarta Imperial requiere para su elaboracion medio kilo de azicar v 8 hue-
vos y tiene un precio de venta de 8 €.

La tarta de Lima necesita 1 kilo de azicar y 8 huevos, y tiene un precio de
venta de 10 €.

En el almacén les quedan 10 kilos de azicar y 120 huevos.
a) ;Qué combinaciones de especialidades pueden hacer?
Plantea el problema y representa griaficamente el conjunto de soluciones.
b) ;Cudintas unidades de cada especialidad han de producirse para obtener
el mayor ingreso por ventas?
a) » Llamamos x al n? de tartas de tipo Imperial e y al n? de tartas de Lima.
+ Las restricciones del problema son:
x20, yz0; x, y enteros

05x+ y=10 - x+2vy=<20
8x+8y<120 - x+y<=15

+ La funcion que nos da los ingresos por ventas es f(x, ¥) = 8x + 10y. Tendre-
mos que maximizar esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.

* Representamos el conjunto de restricciones y la recta 8x+ 10y=0 — 4dx+5y=0,
que nos da la direccion de las rectas z= 8x + 10y

fal
i -
i
N (Puntos de coordenadas enteras
y: dentro de este recinto)
Th. ™ [
: /\\.\ Ll =R
PN ~.fo
Wl 1 1 2
\\
™~

b) El maximo se alcanza en el punto de interseccion de las rectas:

x+ y=153| x=10
x+2y=20| y= 5
Por tanto, han de fabricar 10 tartas Imperiales y 5 de Lima.
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Un orfebre fabrica dos tipos de joyas.

La unidad de tipo A se hace con 1 g de oro y 1,5 g de plata y se vende a 25 €.
La de tipo B se vende a 30 € y lleva 1,5 g de oro y 1 g de plata.

Si solo se dispone de 750 g de cada metal, jcuiantas joyas ha de fabricar de
cada tipo para obtener el maximo beneficio?

s Llamamos x al n? de unidades de tipo A e y al n? de unidades de tipo B.

+ Las restricciones del problema son:
xz0;y20

x+ 1.5y < 750
L5x+ y= 750

+ La funcion que tenemos que maximizar, sujeta a las restricciones anteriores, es:

flx, ) = 25x + 30y

* Representamos el conjunto de restriccio-
nes vy la recta

|
i “r
CaERNS
_ .
25x+30y=0 — b5x+6y=0, 5 N
. . ™ \‘-9
que nos da la direccion de las rectas 44?0 \
P,
z=23x+ 30y Q@ ~
NS
+ Fl maximo se alcanza en el punto de N 24;0 N }:4 N
corte de las rectas: M 1[{;0 e
™ Y &
155X+ J’=?50} x= 300 100 | 200 1300 | 400 | 5 GO0 | 700
x+ 15y=750] »=2300 N, N\
Por tanto, ha de fabricar 300 joyas de ca- 2 ‘5 '
A

da uno de los dos tipos.

Se desea realizar una mezcla con dos sustancias, A y B, que ha de contener
como minimo 10 unidades de cada una de ellas.

Estas sustancias nos las venden dos proveedores en forma de lotes.

El lote del primer proveedor es tal que los contenidos de B y de A estian en
relacion de 4 a 1 y hay una unidad de A.

Fl lote del segundo proveedor es tal que los contenidos de A y de B estan en
relacion de 4 a 1 y hay una unidad de B.

El primer proveedor vende cada lote a 10 € y el segundo al doble. Ambos
proveedores nos venden lotes enteros o fracciones de ellos.

;{Qué namero de lotes hemos de comprar para que el coste sea minimo?
+ Llamamos x a los lotes del primer proveedor e y a los lotes del segundo pro-
veedor

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 4. Programacion Lineal. Pagina 17




IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales 11

+ Las restricciones del problema son:
xz20 y20

x+ 4y =10
dx+ y = 10

+ La funcién que nos da el coste es flx, y) = 10x + 20y. Tenemos que minimizar
esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.

+ Representamos el conjunto de restriccio- \
nes y la recta \
10x+20y=0 — x+2y=0, \
que nos da la direccion de las rectas \
z=10x + 20y
A 4|4, l'!.
- ~—_ \
* El minimo se alcanza en el punto de —~
corte de las rectas: 1 T~
T “ "l--‘.--h
x+4y=10] x=12 \ T
dx+ y=10] y=2 =
)\ o,
Por tanto, hemos de comprar 2 lotes de IA! vl
=

cada uno de los dos tipos.

Pagina 119

25 Un veterinario aconseja a un granjero dedicado a la cria de aves una dieta

5 minima que consiste en 3 unidades de hierro y 4 unidades de vitaminas dia-
rias. Fl granjero sabe que cada kilo de maiz proporciona 2,5 unidades de
hierro y 1 de vitaminas y que cada kilo de pienso compuesto proporciona 1
de hierro y 2 de vitaminas. Sabiendo que el kilo de maiz vale (0,3 € y el de
pienso compuesto 0,52 €, se pide:

a) ;Cudl es la composicion de la dieta diaria que minimiza los costes del
granjero? Explica los pasos seguidos para obtener la respuesta.

b) ;Cambiaria la solucion del problema si por escasez en el mercado el gran-
jero no pudiera disponer de mis de 1 kilo diario de pienso compuesto?
Razona la respuesta.

a) » Llamamos x al n? de kg de maiz e y al n® de kg de pienso.

+ Las restricciones del problema son:

xz20 y20
25x+y=z3
x+ 2y=24

+ La funcidn que nos da el coste es fx, y) = 0.3x +0,52y. Tenemos que mini-
mizar esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.
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+ Representamos el conjunto de res- &
tricciones v la recta “*:a; \ 5
03x+052y=0 — 15x+26y=0, “Q%
que nos da la direccién de las rectas |+ b 3
z=03x+ 052y i - \
P
+ El minimo se alcanza en el punto \"n..\ H
de corte de las rectas: ~
gAY 4 ‘
e 1 N
x+2r-4] Y72 NSl
20x+ y=13 T NN
YT \ N

Por tanto, debe utilizar % kg de maiz y % kg de pienso compuesto.

b) « Si afiadimos la restriccion y< 1 a las anteriores, el recinto seria:

':\; T
iy
A
’r\ 5
e
&
b
\'\
-'!‘f I Y]
u-pa- of
3
LA,
TN e \
LT |
-\“'L 1 \ V'3 1
< =
o
LJ\ ? 4 &
™~
T
e

+ El minimo en este caso se alcanzaria en el punto de corte de:

x+2y=4| x=2
y=1| y=1

En este caso, deberia utilizar 2 kg de maiz v 1 kg de pienso compuesto.
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UNIDAD DIDACTICA 05:
LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Pagina 147
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabemos que lim f(x)=+co, lim g(x)=—coy lim b(x)=3.
X — teo X — oo X — too

¢En cuiles de los siguientes casos hay indeterminaciéon para x — +eo?

En los casos en que no la haya, di cual es el limite:

a)f(x) + g(;x') b) g(..‘.) + b(.‘") C_) f(x‘)
b(x)
oL @) [h ())& £ [3- (] - f()
g(x)

a) lim (f)+gx)= lim (fQ))+ Iim (g(x)) = +eo + (—co) =

X = +oo X —> +oo X = +oo

+e0 — (+e0) — Indeterminacion.
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)+ lim
X — +oo

Indeterminacion.

—  Indeterminacion.

h(x) = —eo + 3 = —co

Calcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

b)) lim (g(x) + b(x)) = lLim g(x
X —» too X — Foo
c)  lim — = —— = +4oo
© _xfi:?im g(x) 3
_ () oo
) lim Y i i N
X — +oo ,Q(l) —e=
e lim he®=3==_1 _g
X —> +oo e
£) lim [3—h] f(x) =0 (+e0)
X —» +oo
) = 2Zx + 5
a) f(x) e b)
) b(x) = 3x2—4 d
' ’ 2x + 3
2% + 5 —2x+ 5

a) lim ——= [lim —W—— =
x> _o 2—X X

b)  lim 710;}‘:‘_ > -0
x—r—se x°+ 1

. 2 y E
: > x4 — 4 _.

c) lim %7 = lim =

x—_e 2X+ 3

-3 2l

: ; X2 + 2x ;

d)y lim = =" = [im
x—>—eo 7 4+ 5x3 A —5 +oo

Calcula los siguientes limites:
\V3x2 + 6x
a) lim ———— b
)x im T 1 )
1+V
) lim —— d)

X —>+e0 2X—3

o 2 - [
: ) N3x*+06x _ ,. N3x
a) lim ——— = [lim _
x—+oo 22X+ 1 x—> oo 2X
S5a2 — 7
b)  lim 7 = oo
X —» too X+ 1
—
- 1+ vV .
o) lim ——— =10

x—>+ee 26—3

d) lim _ X . 0

x— oo Va3 + 2
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10x -5
(x)= """~
= aZ+1
) + 2
i(x) = 2T —=2
7+ 5.‘%’-)’
-2
-1
.3
,\/ S5x2—7
_l."i;'fm x+1
Iim %—,7"

x>+ \Vad + 2

V3
2
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4  cCalcula estos limites:
P
. : x“+1
a) lim (e®—x3) b) lim _
& — +oo x>t €%

»
e = I e xX°+
) lim (Nxl+x —Vx+7) d) lim In(x"+1)
X — oo X —> oo X

a) lim (e¥—xd) = +eo
X = +eo

2
by lim — =0

O lim (NaZ+x —Nx +7) = +e0

X — teoo
2 -
d)  lim LAC ) . 0
X —3 +oo X

5 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obte
nidos:
a) lim (0,5+1) b) lim 2%+1

x> —eo X ——oa

a) lim 055+ 1= lim (0,5 + 1) = +oo \

X —>—o0 X —> +oo

b) lim 2¥*1= lim 2=*1=0

X — —oo X —» too 4-/

6 Sabiendo que:

lim p(x)=+eo lim q(x)=—oo
x—=2 xr—2

lim r(x)=3 lim s(x)=0
x— 2 x— 2

di, en los casos que sea posible, el valor de los siguientes limites:

a) lim s(x) b) lim [s(x) -+ q(x)]
xr—2 p(x) xr—2

) lim [s(x)]P® d) lim [p(x)—2q(x)]
x—2 x—2

a) lim st _ 0 _ 0

x—2 P () ghoo

b) lim [s(x) - g(x)] = 0 - (—e2) — Indeterminado.
x—2
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<) lim [s()]PY = 0r= =0
x— 2

d) lim [p(x) — 2g(x)] = 400 — 2 (—e0) = +oo + (400) = +oo
x— 2

Calcula:
E 2 - - -
a) lim (".74-3 e ) b) lim 2 = L
x—=0 x3 X r—=1l{x=1)= x(x—=1)
2o 242 _ a2 . .
a) lom (g - i) = lim Eiai lim 3 - i
x—0\ K x x =0 X3 x— 0 X W)

Hallamos los limites laterales:

3 3

lim — = —oco; [im — = +co,
x— 0 xd x— 0t x3
. 2 o P S 2 LT
b) lim [———— — — ! = Iim 222X = 2 (x )1) = lim X=Xt )1 =

x—=1|lx -1 xx-1) x—=1 x(x —1)= x—=1 ala— 1)

. x+1 2

= Iim ————— = —

x—1x(x—-102 0

Hallamos los limites laterales:

; x+ 1 ~ x+1
lim ——— = = +4c0: Jim —— = = +4oco,

x— 1" xlx = 1? L ox— 1t x(x—1)2

Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +oo:

S5x2 —2x + 1 x+1
a) flx)=—— —— b) g(x) =
S 2x—1)? = log x
. X
&) b(x) =2+t 2Vx d) i(x) = ‘?’7
V2x + 1 Citha
: Sx2 _ 2 + S22 _ D 4 =
a) lim n—_xl = [im x"—2x+1 _ 5
x—tes (200 — 1)° x — +oo 4xT — dx + 1 “+
) x+ 1
b) lim ———— = +oo

x— +oo lOg x

| — —
; 3+ 2V« _ 2V x 2 2N 2 =
c) fim ——= lim ——=-—"—="—">=" =12
— — — B >
N — +oo \I' 2x + 1 o —3 +oo \,‘ 2V N2 =
_ .
d) lim —— = 4o

x—+o0 2¥ 4+ 1
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9 Calcula los siguientes limites:

e _ = z. o 1\1-x
a) lim (v—‘iv —ﬁ) b) lim (Lﬂ)
x4l A+ 1 2 XNl X—3
2 : 4 \a—1
c) lim (1,2"' - %‘w ) d) lim (ﬁ)
X — oo x+1 X — +oo 2;¥+5
) 2 S a. 2 e Pl e Zoael an -
) lim [X2=5x _ 2 = lim (22 1.0._1 3xx+ D) _
A —3 oo x+1 2 A —3 +oo 20 + 1)
I2 a2 2. 2124
= pim B IOXSINTSON g, XN
A — +oo 2x + 2 - +oo 2X + 2

P 1 -x
b)  lim ('h+1) =2‘°°=i=0
x> 4o | X — 3

252
c)  lim (1,2"‘— )M )=+0-0

X —> +oo

Pagina 148

10 cCalcula:

v 132 w2 _ -,
a) lim (x-D* b) lim X —/XT0 x' +6
x—1 X—5 x—=1 x—-1
2 . w3 242
c) lim LH d) lim &
r—1 2x2 - 2x x—0 x—x
a) lim ﬂ = i =0
x—>1 x=5 —4
2 Ten e Ve 1 _ i
b)Y lim X -T7x+6 lim x-0x-1 _ Iim (x—0)=-5
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
N xt+x—2 . (x+2)(x-1 _ ,. x+2_3
c) lim — = lim —————— = lim — = =
x—1 2x°-2x x—=1 2x(x-=1) r—=1 2% 2
w3 2.2 N2l _a
d fm 2 . 3T g XX gy, X230
x—=0 X“—X x—=0 xtxe—1) x—0 x-—1 il

11 Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

<2 a?—1 si a2
b x) =
6—x si 22 )S(x) {Zx+1 sixw>2

Zl)f(.") - { 3.\'— 2 si .i
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a) lim flx)= lim 3Bx-2)=4

x— 2 x— 2"

: " = T ( 3= 4 f(x) es continua en x = 2,
lim fx)= hm (6-x)=4 L -
x— 2 x— 2 puesto que  lim f(x) = f(2).

o ) x—2
fD=06-2=4

b) lim f(x)= lim (x*-1)=3
x— 2

x— 20 f(x) no es continua en x = 2,

lim fG) = Iim Qx+1)=5 puesto que no existe  lim f(x).
x— 2" x— 2" - X2

12 Estudia la continuidad de estas funciones:

2 f(x) = {2\ si <2 b) f(x) = { 1/x si x<1

si x=22 2x—-1 sixz1

a) eSi x#2 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

eEn x=2: lim f(x) = Ilim 2¥=4
x— 2 x— 2
lim f(x) = lim 4=4 ¢ J(®) escontinuaen x=2
x— 27 x— 27
f@=4

Por tanto, f(x) es continua en todo R.

b) El dominio de la funcién es D = IR — {0}.
eSi x#0 v ¥#1 — Lafuncién es continua.

e En a = 0: Es discontinua, puesto que f(x) no esta definida para x=0. Ade-
mas, [lim f(x) = —e y [lim [(x)= +eo. Hay una asintota vertical en x = 0.

x—= 0" x—= 0
eEn x=1: lim f(x) = lim e
x—= 1" x—=1- X

N qm o 1y = Jf(x) es continua en x =1,
a-ginrﬂk) ;f? (2 1) pues lim f(x) = f(1).
x—1
fH=2-1-1=2-1=1
PARA RESOLVER

13 a) Calcula el limite de la funcion f(x) cuando x — 0, x — 2, x — 3,
X — +oo, X — —ooz

S = x—3

x2-5x+6

b) Representa graficamente los resultados.

Ny o X—=3  _ x=3
2) /) x2-5x+6 (x=3)x-2)

DR S
I ) === ——
xﬁng(x 6 2
_ . _ 1 1
Iim f(x) = lim = —.
x—)Zj x=s2x—=2 (O
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los limites laterales:  lim f(x) = —eo;  lim f(x) = +eo
x— 2 x— 2"

lim f(x) = Ilim L il

x—3 x—3X— 2

Iim flx)=0, hm f(x)=0

XN — teo e ]

b)

(S X1

2
14 a) Calcula el limite de la funcion y = x=9

- en los puntos en los que no
esta definida. x°—3x

b) Halla su limite cuando x — +eo ycuando x — —ee.
¢) Representa la funcioén con la informacion que obtengas.

d) ;Cuales son los puntos de discontinuidad de esta funcion?

a) El dominio de la funcion es: D =R = {0, 3}, pues el denominador se anula en:

_.X_.Z _ 5)“. = O — x (..).,' _ 5) — 0 X = 0
x=3
)= x-9 _ (x+3)x-3)
; x2 - 3x x(x—3)
i £33
x>0 X (0
Hallamos los limites laterales:  lim *3 . —ecoy  Jim Rl R
x—=0- X x—=0" X
lim 2F 3.6 2
x—=3 X 5)
b) lim x+3=1 lim )".+3=1
X = 40 X x—>—oc0 X
c)
B \
ST L
i 2 3
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d) La funcién es discontinua en x = 0 (tiene una asintota vertical) y en x =3 (no
esta definida; tiene una discontinuidad evitable).

xt 33+ 242

xz—x

15 Seala funcion f(x) =
a) Calcula: lim f(x); lim f(x); Uim [f(x); Ilim [f(x)
x—0 x—1 X —» +oo X ——co
b) ¢Cual es la funcion que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x=1?

¢) (En qué puntos no es continua f(x)?

FGo) = x4t — 33 + 2a2 _ 2 —2D(x =1

X2 _x x(x—=1)

a) lim fx) = lim [x(x-2)=0

a =0 x =0

lim f(x) = lim [x(x—2)] =-1

x—=1 x—=0

lim [f(x) = +eo
X —» +oo

lim [f(x) = +eo
X —> oo

b) g(x) = x(x — 2) = x* - 2x

¢AEn x=0 yen x =1 1La funcién no estd definida en estos valores (hay
discontinuidades evitables).

xt—

16 Calcula el limite de la funcion f(x) =
2x2-8

x — =2,

cuando x - 0, x > 2 ¥y

o lim f(x) = % -0

x =0 —C

e lim f(x)= . Hallamos los limites laterales:

2
x =2 (©)
lim f(x) =—oco; [im f(x)= too

X — 2 x— 27

e Iim f(x)= 6 . Hallamos los limites laterales:

x—= -2 @

lim f(x) = +eo;  [lim f(x)=—eo

X — 2" x— =27
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17 Calcula el limite de la funcion f(x) =2+
x —-=1.

cuando x — +eo, x — —c0 ¥

e lim fx)=2+1

X —> +oo

3

e lim fx)=2+1

X —» —oo

3
L
LI ) =2+
i S )

. Hallamos los limites laterales:

lim f(x) = +co;  Iim [f(x) = —oo

x—-1- x =17

18 Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

a)f(x)={x+1 si x<2 b)f(x)={x+k si <0

k—x six>2 x2—-1 si x>0

a) ® Si x# 2, lafuncion es continua.

esEn x=2:
lim flx)= lim (x+1) =3
x— 27 X =27
lim fx)= Iim (k—x)=4Fk-2 Para que sea continua, ha de ser:
x—27 x =27 k-2=3 — k=5
f@=2+1=3

b) e Si x# 0, lafuncioén es continua.

eEn x=0:
lim flx)= lim (x+k) =k
x— 0 x— 0
lim fx)= lim (x*-=1 =-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x = 0" x— 0"
fO=0+k=Fk

19 Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea con-
tinua:
_x4—1 six=1 —x2—1 ia<i1
a) f(x) = x-1 b= x-1 ¥
k si =1 k six>1

a) Si x# 1, lafuncion es continua.

e5i x=1:
o 4 _ o, 2 . Yo 1
lim f(x)= lim =1 o iim Gl rar Dx—1 _
x—1 x—1 x-1  x-1 (x -1
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= Jim (B3 +x2+x+1D=4
x—=1

S =t

Para que sea continua, ha de ser k= 4.

b)Para x# 1, f(x) es continua.

Para que f(x) sea continua en x =1, ha de ser /lim f(x) = f(1):
x—=1

.2 _ - - - - -
lim f(x)= lim .x. L lim WrD&E=D _ fiy (x4 1) =2
x> 1- xo1-X=1  x51- (x=1 x> 1
lim f(x)= lim k=k
x—=1" x—=1"
SO =k

Ha de ser k= 2.

20 Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los dis-
S tintos valores del parametro a:

2 : = ax L]
xX“+axsi x<2 e si x<0
a) f(x) = b) f(x) = .
) S {a—xz si x>2 ) Sl x+2a si x>0
a) * En x# 2, la funcidn es continua.

eEn x=2:

lim f(x)= lim (x*+ax) =4+ 2a

x—2- x— 2
lim f(x)= lim (a—x*)=a-4 Para que sea continua, ha de ser:
x— 27 x— 2"

4+2a=a-4 — a=-8
f2)=4+2a

Por tanto, la funcién es continua si a = -8, v es discontinua (en x=2) si a#-8.

b)eEn x# 0, la funcién es continua.

«En x=0:
lim f(x) = lim e™ =1 |
x— 0 a0

Iim f(x)= lim (x+ 2a)=2al Para que sea continua, ha de ser:
x—= 0 x =0 1
1=2a — a= Y

flo) =1 |

Por tanto, la funcién es continua si @ = —, v es discontinua (en x =0) si a# —.

l\.Jln—l
l\..lln—l
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21 Estudia la continuidad de esta funcion:

|x+2| si x<—1
Sx) =1 a2 si-1<x<1
2x+1 si a>1

eSi x#-1 v x#1 — lafuncién es continua.

e 5i x=—1:
lim fx)= lim |x+2]=1
x—= 1" a— -1
Iim fx)= bhim x*=1 La funcién es continua en x = —1.
x—-17 x—-17
SED =1
eSi x=1 — No es continua, pues no esti definida en x = 1; no existe f(1).
Ademas:
lim f(x)= lim x?=1
x—1- x—1-

La discontinuidad es de salto (finito).

lim f(x)= lim 2x+1) =3
x—17 x—=17

22 Estudia la continuidad de las siguientes funciones, represéntalas
graficamente y di cuales son sus limites cnando x — +e0 y x — —oco,

1 si x<0 Ix—x%si x<3
aAf(x)=9 x+1 si 0<x<1 b)f(x)=7 x-3 si3<x<6
x2—_2xsi 1<x 0 si =6

- 1 si x<0
a) flx) = ax+1 si 0<x<l1
x2—2x si 1<x

* Continuidad:

— Si x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por
funciones continuas.
—En x=0 — lim f(x)= lim 1=1
x =0 x—=0
B o _ lim f(x) =1
lim fx)= Im (x+1=1] x=0
x—=07 x—=0f

No existe f(0).

Hay una discontinuidad evitable en x = 0.
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im flo) = Jlim (x+1)=2

x = 1- x—1-
—Fn x=1 - lim fQ) = lim (& =2x) =-1
a— 17 x— 1"
A = -1

Discontinuidad de salto finito en x= 1.

o lim f(x) = lim (x%—2x) =+
& — oo X —> +oo
Iim flx)= Iim 1=1
X —» —co X —»—co
» Grafica:

5%
N
[~

H=

- 3x—a% si x<3
b) flx) = X—3 si 3<x<60
0 si x=26
e Continuidad:

—Si x#3 y a#6 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

lim f) = lim Bx-x2)=0

x— 3 x— 3
—En x=3 - lim f(x)= lim (x-3)=0 Iim f(x0) = f(3)
x — 3" x— 3t x—3
JB3 =0

J(x) es continua en x= 3.

lim ()= lim (x-3)=3

x =06 x =6
—FEn x=06 — lim f(x)= Ilim 0=20
x— 0" x—=0"
fo) =0

Discontinuidad de salto finito en x = 6.
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e Ilim fx)= lim 0=0

X —» too X —» too

lim f(x)= lim (3x—x?)=—co
X —» —oo X —» —o0

e Grafica:

L

523

M=

23 Representa graficamente la funcion f(x) y estudia su continuidad:

N J—x?+5xsi 0Sx<5
S {x—B si 5510

JG) = {‘“’2 cov ey
5

_ ] } Dominio = [0, 10]
x -5 si

e Continuidad: Si x e [0, 5) U (5, 10], es continua, pues esta formada
por funciones continuas.

lim f() = lim (—x*+5x)=0]| lim f() = f(5.

x =5 x =5 X =9
En x=5 — lim f(x)= lim (x-5)=0 Es continua
x— 5" x—5"
fG)=0
e Grafica:

ot
—
|

0 23 4 3 y T E’_]rO
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24

Dada la funcion:

1 . .
— +b si x<-1
X

S = 3x2+4 si -1<x<1
—x3+8 si x21
calcula el valor de b para que f(x) sea continua en x =-1. ;Es continua
en x =17

%+b si x<-—1

JO=Y3204 s _1<x<1
3+ 8 sioa>1

e Para que f(x) sea continua en x =—1, ha de tenerse que:

lim f(x) = f(=1)

x— -1

lim fGO = lim (% + b) —1+b

x—-=1- x—= 1" \x=
lim f(x)= lim Bx*+4) =7 Hadeser 1+ b=7; esdecir, b=0.
x—= -1 x— 17
f-D =1+b

¢ Veamos que la funcién también es continua en x = 1:

lim f(x)= lim Gx?+4)=7 lim f(x) = f(D

x—=1- x—1- x—=1

lim f(x)= lim (—x3+8)=7 S(x) es continua en x = 1
x— 17 x— 17
JS=7

25 Representa, estudia la continuidad y halla los limites para x — +e y x — —eo

de 1a funcion:

2 si x<1
J(x)=12 si 1<sx<2
—xZ+4x si x> 2

2% si <1
S =12 si 1<x<2
2+ 4x si x> 2

e Continuidad:
—Si x#1 v x#2 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.
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lim f(x)= [lim 2¥=2 lim f(x) = f(1).
x—=1

x— 1= x = 1-
—En x=1 — lim f(x)= [lim 2=2 ; f(x) escontinuaen x=1.

x =17 x— 1t

F) =2

lim f(x)= lim 2=2

x — 2 x =2
—Fn x=2 — lim f(x) = Iim (—x*+4x) = 4

x— 2" x =27

J =2

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

o Ilim f(xX)= lim (=x?+4x) =—oo
X — +oo X — too

lim fQ) = lim 2%=2""=0
X —»—oo x> —oo

e Grafica: l

|I
I

x2+2x+1si x<-1
26 Sea f(x)=1q2x+2 si -1<x<2
S —x2+8x si a>2

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.
a2+ 2x+1 si x<-1

S =14 2x + 2 si —1<x<2
—x? + 8x si o x>2

+« Continuidad:

— Si x#-1 v x# 2 — Escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

lim fx) = lim 2+2x+D=0]| lim fx)=f(-1)
x— =1 x— -1 x— -1
— En x=-1 — Iim fx)= Iim Qx+2) =0 f(x) es continua
x——17 x— 17 en x =—1.
fED =0 J
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Iim f(x)= lim (2x+2) =6
x— 2 K= 2"
— En x=2 — Iim f(x) = Iim (=x?+8x) = 12
x— 2" x— 2"
f=0

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

e Grafica:

N
-5 —& =5 -2 -1 1 2 4 3 T8 1

=

er si x<0
27 Dada f(x)=11 si 0<x<3
S —x2+3x+2si x23

Estudia su continuidad y represéntala griaficamente.
e* ix=s0

S =41 i 0<x<3?
% +3x+2 si x23

wown

s Continuidad:

— Si x#0 v x#3 — Es continua (estd formada por funciones continuas).

im f(x)= lim =1 Iim f(x) = f(0)
x—=0

x—=0- x—0-
— En x=0 — im f(x)= Iim 1=1 f(x) es continua en x = 0.
x—07F x =0t
S =1
Iim f(x)= lim 1=1
x =3 x =3
—En x=3% — lim f(x) = lim (—x?+3x+2) =2
x — 3° x — 3F
S(B) =2

Discontinuidad de salto finito en x = 3.
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e Grafica:

L

I

1y

(8]

\

28 El numero de individuos, en millones, de una poblacion, viene dado por la
S funcion:

- 2
P(t) = % , donde ¢ se mide en afnos transcurridos desde = 0.
t+1

Calcula la poblacion inicial y el tamaino de la poblacion a largo plazo.

P(0) = 15 millones de individuos

) S 15 + 2 _ .y e
lim P(= Ilim =1 millén de individuos
F = +oo t—o+e0 (F—1)

29 Una empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de
S euros) en relacion con el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por
cada uno. Dicho incentivo sigue la funcion:

0,01 x si 0<x<100

S(x) = 30x . _
S+ 2300 2300 si x>100

a) Estudiar la continuidad de jf(x). Indicar si el incentivo recibido por un
empleado es sensiblemente distinto si el valor de las ventas es
ligeramente superior o inferior a 10 000 €.

b) ;Cual es la cantidad maxima que un empleado podria recibir como
incentivo si sus ventas fueran muy grandes? Justifica tu respuesta.

a) Dominio = [0, +eo)

— Si a# 100 — La funcién es continua, pues esti formada por funciones
continuas en los intervalos definidos.

lim f(x)= [lLim 00lx=1 (100 €)

x — 100~ x — 100~
_ - _ 30x PR -
— En x=100 — Iim fx)= [im ——— =172 (120€)
x — 100* x— 1007 2x + 2300

F(100) =1 (100 €)
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Hay una discontinuidad de salto finito en x = 100

Como  Iim [fx)# [lim [f(x), el incentivo recibido por un empleado si es
x— 100~ x— 1007

sensiblemente distinto si el valor de sus ventas es ligeramente superior o inferior

a 10000 € (x = 100).

b lim f) = lim —% =15 — 1500 €

X — +oo x = 4o 2X + 2300

30 Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de
s una determinada poblacion de una especie protegida vendra dado, durante
los préoximos aiios, por la funcion
15 000¢ + 10 000
1) ==
S® 2t+ 2
a) Tamano actual de la poblacién.

, siendo t el nimero de afnos transcurridos. Se pide:

b) ;Como evoluciona el tamaiio de la poblacién entre los anos 4 y 9?

¢) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ;se estabilizaria el tamafo
de la poblacién? Justifica la respuesta.

a) f(0) = 5000 individuos.

_ SO —f@ _ 7250

b) T.V.M. [4, 9] =50

—7000 _ 250
9_4 5 5

Aumenta en 250 individuos, lo que supone un aumento medio de 50 por afno.

O lim @) = lim A3000£+10000 _ <o

t— +oo F— +oo 2t+2

Se estabilizaria en 7500 individuos.

Pagina 150

31 Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta
S prueba de atletismo en funcién del tiempo de entrenamiento de los
deportistas (x, en dias), obteniéndose que:

300
x+30°
1125 +2
(x=5)(x-15) 7

0<x<30
T(x) =
x> 30

a) Justifica que la funcién T es continua en todo su dominio.

b) Por mucho que se entrene un deportista, jserd capaz de hacer la prueba
en menos de 1 minuto? ;Y en menos de 2?
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300

T xS
- x+30° St
T(x) = _,
__ 115 5 x>30
(x— 5)x— 15) i
a)  La funcion y = % es continua, salvo en x = =30; pero, como solo la
x+ 30

consideramos en 0 < x < 30, sera continua en el intervalo (0, 30).

.
% +
(x=5)(x—-15)

pero como la estamos considerando para x > 30, es continua en el intervalo

e La funcion y = 2 es continua, salvo en x=5 yen x= 15

(30, +e2).
e Por tanto, si x # 30 (x e [0, 300 U (30, +0°'))_. la funcion T(x) es continua.

e Si x =30, tenemos que:

lim T = Iim BOQ =5
x =307 x =300 x+ 30
) I 1125 AU o
lim T) = lim |———————+2|=5/( T(x) escontinuaen x=30.
x—30" x — 30" \(x = 5)(x = 15)

T30 =5
e Por tanto, 7(x) es continua en su dominio.

b) 7(0) = 10 minutos; y, a mayor tiempo de entrenamiento, menos tardan en
realizar la prueba. Ademas:

- 25
lim Tx) = lim 1125 +2]=2

X — too X — +oo (-7‘ - ‘3) ('X - 15)

Por tanto, ningun deportista seria capaz de realizar la prueba en menos de
1 minuto ni en menos de 2 minutos.

32 Se ha comprobado que las pérdidas o ganancias de una empresa se ajustan a
2x—4
x+2

en cientos de miles de €.

la funcion y = , siendo x los anos de vida de laempresa (x>20) e y
a) Representa la funcion.
b) ;En qué ano deja de tener pérdidas?

c) ¢Estan limitados sus beneficios? Si lo estan, ;cual es su limite?
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33

a)
2
1 ______...---—--"-'-'—-—
—-——
//-
! // '
)
N 2x—4 . p T S . -
b) — =0 = 2x-4=0 = x&=2 (ylafuncion es creciente).
Deja de tener pérdidas en el 22 ano (x = 2).
e 2x—4 .
¢ lim ——=2 — 200000 €
X —>tea X+ 2

El beneficio esta limitado a 200000 €.

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de
producto cobra la cantidad de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10
unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

S5x si 0<x<10
Vax? +500si x> 10

C(x)=][

a) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nui-
mero de unidades que se compran.

b) /A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

w El precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim C)= Iim (5x) =50
x— 107 x— 10~

lim C(x)= Iim Yax?+ 500 = V100a + 500
x— 107 x— 10°

C(10) = 50
Para que sea continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 100a =2000 — a=20

) o [ 7402 = [ 20142 & N )
b) lim co) lim ~2X 20 00 lim ~2X 0 e _+ 200 V20 = 4,47 €

x— 4o X X —> +oo X X — Hoo X
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UNIDAD DIDACTICA 06:
DERIVADAS. TECNICAS DE DERIVACION

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garcia y M.J.Oliveira

Pagina 164

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Definicién de derivada
1  Halla la tasa de variacién media (TVM) de las siguientes funciones en los in-
tervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]
a) f(a)=x2+1 b) f(x) =7x =5
) flx)=3 d) f(x) = 2%

¢En cuales de ellas es constante la TVM? ;Qué tipo de funciones son?

a) fx) = x2 + 1
_[ED-fEd

En [-3, —1] — TV.M -
En [0, 2] - T.V.M. = w s
En [2, 5] — TV.M. = Lgf(—)) =7
En 1,1 + h] N TV.M. = f(l +h) _,f(l) _ h‘2 + 2h -4
. o h h
b)f(x) =7x -5
En [-3, —1] — T.V.M. = JM =
En [0, 2] — TV.M. = @ : /0D -
En [2, 5] - rvMm. = LO = @ _
En (1,1 + h] — Tvm = LA+ - _ 7h _ .
. l] l'l
<) fx) =3
En [-3, —1] — TV.M. = JL)J‘(_%) -0
En [0, 2] - T.V.M. = fw -0
En [2, 5] — T.V.M. = SGB —f2) =0

3
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F(1+ 1) — f(D)

En (1, 1 + h] — TV.M. = - -0
d) filx) = 2%
En [-3, 1] — T.V.M. = JM -3
2 16
En [0, 2] - TV.M. = w -2
En [2, 5] — TV.M. = M _28
3 3
En[l, 1+ h] — v o LJArD D 2 @h?-1

h h
La funcién b) f(x) = 7x — 5 es una funcion afin y la T.V.M. es constante.

La funcién ¢) f(x) =3 es una funcién afin y la T.V.M. es 0 (constante).

Halla la T.V.M. de la funcién f(x) = —x2+5x—3 enelintervalo [2, 2 + h] Y,
con el resultado obtenido, calcula f(2).
S =-x?+5x-3 en [2,2+h]
[Q+W-f@) _ -h+h _

h h
F(2)= lim (<h+1)=1

x—= 0

Utilizando la definicion de derivada, calcula f7(3) en las siguientes funciones:

DS =322 D =tod Of@=(=5? D)= 2
VoY 2 fim L8 - . Gh/D 3
a) f1(3) hkiizo h hhf{) N :
e ea .y

b=l fG3+ hli f3 e h ; 6h _
o) f1(3) = lim fC+D B _ 4, h—dh 4

h—0 h h—=0 h
N ) = iy LSO =G 2h 2
D=\, h L S+ 3t T 9

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-
cion:

Df() =22 B W)=32-1 QS 1o D=
sh

s [t —f0 2 5

DS = Jm, h ST T
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b) f1(x) = lim St h) - f0 lim 3h? — ooch = Ox
- h—0 h h—0 h
PP A C o Y A€ N _h _
()f () hhi?)?r__] h hhifrr__] (A -2)- (X +h-— 2.) - h
= lim - _ _.1 = — _1_ :
hoo -2 (x+h-2) (x —2)%
&G = lim Sx+h) - o) Iim h?+2xh-h _ 2 1
h—0 h h—0 h

5 Calcula, aplicando la definicion de derivada, f'(2), f'(-1) y f'(x), siendo

Sl =X=1
2+h-1 1 1+h 1
] '_ oy - A . 1L A p I
e f1(2) = [lim fe+h-f@ lim 2t 2 h 2 _ gy 2*h 2 h 2 .
h—0 h h—0 h h—0 h
2+2h-2-h
= [lim 2(2+h) = [im B = [im _t 1
h—0 h hoso 2Q@+hDh L 592Q+h) 4
-1+h-1
o« f-1) = lim f(=1 + h) - f(-1) lim —-1+h _
h—0 h h—0 h
3 -1+h—-1+2-2h p —h p -1 -1
- Jﬂfu (-1 +hh - ;f?U(FI'Fh)h - 56?0—4'*h =T
x+h-1 x-1
® fi(x) = lim fxt)-fG) _ lim —%*h X -
’ h—0 h h—0 h
x+xh—x-x*+x-xh+h
= [lim (ClebE; = lim —— h = lim —— 1 = i}
h—0 h hoso+hxh [ oge+a a°

6 Comprueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion f(x) = Vx
no tiene derivada en x = 0.

Intentamos hallar f7(0) usando la definicién de derivada:

£0) = lim fO+m-f@© _ ,. ~h-0_ . ~Nh _
h—0 h h -0 h W Th
= lim — = — = teo. Portanto, f(x) = Va no tiene derivada en x = 0.

h—0 Vh 0
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7 Halla la tasa de variacion media de la funciéon f(x) = e¥ en el intervalo [2;

2,001] y comprueba que su valor esti muy proximo a e?.

. o (2,001 = f(2) e2001 _ g2 .
7 N 2. 9 = = =7 2
V.M. [2; 2,001 = S50 ool = 73928

> . - oy
e* =7,3891. Los dos valores estin muy préximos.

_J2x—=3si x<2 , . — . .-
8 Dada f(x) {x—l o >3’ halla (1) v f'(3) utilizando la definicion

de derivada.
« (1) = lim S+ h) -7 Iim 2A+h-31-CD _
h—0 h h—0 h
- hm 2¥Ho341 o R i 222
h— 0 h h—o h h—0

Y fez ) 15 _ L,
PGt LOIW=SO L Grh-D-2 o 3rh-1-2
h—o h h—=0 h h—0 h
= lim1=1
h—0

Reglas de derivacién

9 Calcula la derivada de las siguientes funciones:

at-3 o x+1 _ 3x? B x |4
Vy=ay3 PycgyE Y YT (0’5_ 10)
Dy 2P+ (P32 12
by = Gt D 2Q-) | x4
"' 2 -7 2 -7
6o - (x+ V) — 322 - (1 = L_) o
Oy = 2Nx _ 9_x_“2 + 6% - N x)
’ (x + Vx)2 2Vx - (x+ V)2
Dy = = fo5- X Vo2 (o5 XY
Dy = (0,3 - ) : (0,3 - 10)
10 Halla la derivada de estas funciones:
a3 a3 1 sen x
R e i Ll e RS R e

3 e+ 1P -8 2+ D _ At (x+3)
(x+ D (x+ 13

a)y' =

b) y'

. X+1\V2 2x-x—-(@(2+1D . 2+1\2 At
x 2% x x
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2 2
., —Cosx P cos® x + sen® x 1
C) ‘]-" =5 (]) L' = 3 = 5]
sen” x COs® X cos® X

11 Deriva las funciones siguientes:
G 1—x)? =
a)y=e*(x-1) b)y= % c)y=V2~" dy=mQR2x-1)

a)y' =4-e*-(x-1)+ e . 1= (4a—3)

L 2= (1= 2-1=-200-1-2?_ —x*+4x-3
b) y' = Y = ~ = —
o [ =4 &

. 2% - In2 2x=1. 2
(‘)‘1-"' = . = —

")\ N Y| X
Dy = —2
AR T |

12 Deriva estas funciones:

aAy=hx*-1) b)y=mhVl-x c)y= In \" d) y = sen? x2
e
.
a)y'= ;‘)‘
x“ -1
—1
3T _ A _
l))‘]; ! = _\' ]. X — : ]_ .
V1 — x 2(1 —x)
1 el el X e
— e —-Inx-e —_—h;r_x.
Q== — - _l-—x- !;Im X
e et x - e

. - . 2 > p ' 2
d)y’'=2x-2 - senx* - cos x = 4x - sen x* - cos x*°

13 cCalcula la derivada de estas funciones:

Ay'=4-e¥ x-D+e¥-1=e¥ Gx-3)

h') o By ('1 _ .'X.") s ('1 _ x-)z - eX _ )5 ('1 _ .'X.") _ ('1 _ __x_;)z _ ___X_.z + 4 — 3
) e2x e P
S 2%-In2 _ 2%=1.1n2
YT T 2 x
>
d)y'=—=
TR
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14 Deriva las funciones siguientes:

. _ PR
a) y = log, £ b) y = Vsen a2 cA)y= ‘\/1 * '..:\':
X 1-2x

a) y = log,1 - log,x

i f = _l . ]'
- x In2
2o - cos x2
h)"};‘ = —— %
3\sen= x*°
2:(1 =20+ +2x) -2 4
R (1 -2x)°2 (1 — 2x)>
c)y'= = =
N EEP>: vz
- 1-2x = 1 -2x
2 2
. 1+2x V(1 -2x31 + 2%
(1202 4 —=
1-2x
1+ 1_ o _
. 2\ 2Nx+1 2Vx + 1
C])‘-};I = - — = . [ - = . | —
2 N +Vx 4NVx - Nx+Nx 4 - N2 + x\x

15 Halla la derivada de:

a)y=VxVx

c) y=1In(sen Ve~ )

a)y = Vd oS y'= ?I_
4 -Nx
by = % (Inx—In(x+1)

W DY F S W T
. 2 X x+1 2l 4 22

- | A
) ,_ e¥ecos Vet
C) ‘1_| = |

2 - senNe*

x+1-x+1
- 32
Ay’ = (x+1) . 1 . .
Vix—1) - (x+ 13

2 . A__l
Va+1

d) y=Vx+Vx
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Continuidad y derivabilidad

16 Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en los
puntos que se indican, y represéntalas:

Ix—1 si x<1 . —x2 si x<0
a X)=4" en x=1 b xX) = en x=10
)S() {x2+x si x=>1 ) f(x) {xz si x=20

2x—1 si x<3 3x—2 si x=2
x) = x=3 d x) = x=2
S (=) {x2—4 six=23 e ) () {5x+1 si x>2 e

a) Continuidad en x = 1:
Grafico:

Iim f(x)= lim (3x-1) =2
a =17

x— 17

Iim f(x) = Iim (o +x)=2 J(x) es continua
x—=1" x—=1 en x=1.

J =2

—
o]
—

Derivabilidad en x

[
[y

s L GRS SR SN TN K e o]
-

Sa)=3
San=3

} f(x) esderivableen x=1y f(1) = 3. /+5

b) Continuidad en x = 0:
lim f(x)= hm (—x%) =0
x— 0 x =0

lim f(x)= lim x*=0 J(2) es continua
x—=0 x=0 en x = 0.

S =0 Grafico:

Derivabilidad en x = 0:

—2x si x <0 \

2x six >0

f@ﬁ={

S0 =0
SO =0

} f(x) esderivableen x=0 y f(0) = 0. =3
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¢) Continuidad en x = 3:

lim fx)= lim Qx-1 =5 | Grafico:
x =3 x—=3
lim _f(x)= lim (x®—4) =5 { J(x) es continua ;
x =3 x >3 en x = 3, {}
JB3 =5 8
6 /
Derivabilidad en x = 3: 5
F1() = { 2 six<3 12J
2x six >3 -
——4 —|__i Y 3 4
2y B
J i (_5 ) “ L f(x) no es derivable en x = 3.
S3H=06
d) Continuidad en x = 2: Grifico:
lim _f(x)= lim_(3x-2) =4 | /&) no es continua o
x> 2 x> 2 en x =2 . /
im0 = lim (3t 1) = 7 (tiene una discontinui- -, /
i fG) = dim Bx+ 1) =71 4ad de salto finito). 6
(Y
Derivabilidad en x = 2: i
Como f(x) no es continua en x = 2, tampoco es deri- =321 /
vable en ese punto. 4
7
=5
17 Comprueba que f(x) es continua, pero no derivable, en x = 2:
A _JIm(x-1) si x<2
S {51'—6 si a22
Continuidad en x = 2:
lim f(x)= lim In(x-1)=Inl=0
x— 27 x—=2
lim f(x) = lim (3x-6)=0 JS(x) es continua en x = 2.
x—2 x—2" 7
f@=0
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Derivabilidad en x = 2:

si <2

J=1%T

3 si x> 2

S22 =1 Como las derivadas laterales no coinciden,
f12H=3 f(x) no es derivable en x = 2.

18 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

S 0 six<o0
SJx)=9x% si0<x<1
x six=21

Continuidad:

eSi x#0 vy x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

s En x=0:
Iim flx)= Iim 0=20
a—= 0 x =0
lim f(x) = lim x%=0 lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcién es continua
X0 x—=0 ' g en x=0.
S =0
s En x=1:
lim f(x)= lim x*=1
x— 1" x =1
o lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es continua
lim f(x)= lim x=1 g.-—>1j( )=/ 1 ‘ ‘
x—1" x—1 en x=1.

=1
La funcion es continua en IR.

Derivabilidad:

eSi x#0 v x#1 — Lafuncion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:
0 six<0
flla)=492x si 0<a<1

1 six>1

*En x=0:
S0 =0 =/7(0"). Por tanto, f(x) es derivable en x=0; y f'(0) = 0.

*En x=1:
S =2# /(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.
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La funcion es derivable en IR = {1}). Su derivada es:

0 six<0
Sl =492x si 0sx<1
1 six>1

19  Prueba que la funcion f(x) =|x + 1| no es derivable en x = —1.

Continuidad en x = 2:
—x—-1 si x=-1

j(’X) - |‘x+ 1| = {

x+1 si x=2-1

f(x) es una funcion continua, pues es la composicion de dos funciones continuas.
Su derivada, si x # —1, es:

1 si x>-1
Las derivadas laterales en x= -1 son:
J'(=17) = -1| No coinciden; por tanto, f(x) no es
f'(=17) =1 [ derivable en x = -1.

20 Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion:

xZ—1 si x<1
(x) = 1% -
4 x—1 si x>1
Continuidad:
Si ¥#1— f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funciones
continuas.
En x=1— [lim f(x)= lim x*-1) =0
x—=1" x—= 1"
) o B _ _ Jf(x) es continua en x = 1.
Iim +f(:xr) = km+ (x-1)=0
x—=1 x—=1
SW=0

Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Derivabilidad:
Si x#1: f(x) es derivable y su derivada es:
10 = { 2x six <1
1 six>1
En x = 1: Hallamos las derivadas laterales:
S D =2] No coinciden, luego, f(x) no es
f'(1Y) =1[ derivable en x = 1.
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21 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

f(x) = {e“" si x<0

l—-xsi x=20

Continuidad:
Si a#0: f(x) es continua, pues esta formada por funciones continuas.
En x=0:

lim f(x)= lim ¢*=1
x—= 0 x =0

lim fx)= lim (1-x)=1, f(x) escontinuaen x=0.
x =0 x>0

SO =1
Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Derivabilidad:

Si a#0: f(x) es derivable y su derivada es:

F1(x0) = { - st x<0

-1 six>0

En x = 0: Hallamos las derivadas laterales:

S0 = —1}

Coinciden, luego, f(x) es derivable
en x=0.

S0 =1
Por tanto, f(x) es una funcién derivable.

22 ;En qué puntos no es derivable la funcién f(x) =|x%—4|?

Jf(x) es una funcion continua, pues es la composicion de funciones continuas. La
definimos a trozos:

x2—4 si ax<=2
S =32 +4 si 2<
X

x2 -4 si

Si x#-2 vy x#2, f'(x) es derivable y su derivada es:

2x  si x<-2
fllx) =49 2x si —2<x<?2
2x  si x>2

En x =-2: Hallamos las derivadas laterales:
fi(=29)=-4
S (2H =4

Z¥ pacniierato. ACtiviaaaes ae matemarticas aplicadas a las LL.>o.
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En x = 2: Hallamos las derivadas laterales:
f1(20) =4
f12%) =4

} f(x) no es derivable en x = -2.

Por tanto, f(x) no es derivable en los puntos (=2, 0) y (2, 0).

PARA RESOLVER

3x—1si x<2
X241 si x>2

23 Dada f(x)={

a) Calcula f'(1) v f'(3).
b) Comprueba que f'(27) = f'(2*).

Si x#-2: f'(x) es una funcion continua, pues estd formada por polinomios, que
son funciones continuas.

En x=2: Ilim flx)= Iim (3x-1)=5
x— 27

x— 27
lim _f(x)= lim (2+1)=5 f(x) es continua en x = 2.
x =27 x—=2"
J@ =5
Por tanto, f(x) es una funcién continua.
Si x#2: f(x) esderivable y su derivada es:
2w
2x six > 2
a) f1(1)=3; (3 =6
ey
b).f (.- .) 3 no coinciden
12 = 4
24 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Observando-
la, di el valor de:
JS'ED, 1)y f1(3) 2
¢En qué puntos no es derivable? i3 L

f1(=1) = 0; f1(1) = 0; f'(3) = 2

No es derivable en x=0 nien x =2,

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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25 ;Cuantos puntos hay en esta funcion que no tengan derivada?

y=[x?+6x+8|

—6+V36-32 _ —6+V4 _—6x2 ___ —X=2
X2+ 0x+8=0 — «x= Z S2 _ _—6% -
2 2 2 —x =4
X+ b6x+8 si ox<-4 2x+ 6 si x<-4
y=1=x*-6x—-8 si-4<x<4 y=q4-2x-6 si-4<x<-2
K+Ox+8 si x>-2 2x+ 6 si a>-2
La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.
En x=-4 — p'(-4)=-22y"(-4%) =2
Fn x=-2 — p'(-2)=-2zy"(-2")=2
La funcién no es derivable en x=—4 nien x=-2; es decir, en (4, 0) y en (-2, 0).

Son dos puntos “angulosos”.

26 Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

S f(x)={ax2+ 1x si <2
' x2—bx—-4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
e Si x#2 — Lafuncién es continua, pues esta formada por dos polinomios.
*En x=2:

lim f(x)= lim (ax?+3x)=4a+ 06
x— 2" X — 2

lim f(x) = lim (x2—bx—4)=-2b

x—2 x—=2
f2) =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 0 = —2b, es decir, 2a + 3 = b, o bien
b=-2a-3.

Derivabilidad:
Si x#2 — lafuncién es derivable. Ademas:
f1(x0) = {

En x=2:

o

2ax + 351 x <

o

2x—-b si x>

S1(20) = da + 3} Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 =4 — b, es decir,
S 2D =4-b | b=—4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

Sf1(2) =4a+3
S2H=4-b }

Por tanto, para que f'(x) sea derivable en todo R, hadeser a=2 y b=-7.

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 06. Derivadas. Técnicas de derivacion. Pagina 13




-~

Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

% IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.

27

28

Observa las graficas de las a) b) <)

siguientes funciones e indi- \\ f;

ca en qué puntos no son de- \ L L1/ ~ N>
rivables. 1 \‘ \ /

¢Alguna de ellas es deriva- 3 2 2|

ble en todo R? N\ T T

a) No es derivable en x= -1 (tiene un punto “anguloso”) nien x =2 (no esta de

finida la funcion).
bh) Es derivable en todo R

¢) No es derivable en x = 0 (tiene un punto “anguloso”).

3 - <
La funcion f(x) esta definida por: f(x) = { W—x si x=<0
ax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continua y derivable.

Continuidad:
e En x#0 — La funcidn es continua, pues esta formada por dos polinomio:
* En x=0:

lim f(x)= lim (x3-x)=0
x — 0" x =0
lim fG) = lm (ax+b)=b Para que sea continua ha de ser b =10
x =0 x =0
S0 =0
Derivabilidad:

S§i x#0: — La funcion es derivable. Ademas:

(20 = { 33 -1 si ¥<0
a sio x>0
En x=0:
J1=00) = -1

Para que sea derivable, ha de ser a =—1.
[0 =a

Por tanto, f'(x) sera continua y derivable si @ =—-1 v b= 0.

La funcion f(x) esta definida de la siguiente manera:
ev, <0
Sx)=11, 0<x<3
—x2+3x+2, x23
Estudia su continuidad y derivabilidad.
N ex, x<0
SO =11, 0<x<3

a2+ 3x+ 2 x> 1

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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Continuidad:

Si x#0 vy x#3 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

En x=0
lim f(x)= lim & =1
x =0 x—=0
lim fGx) = lim 1=1 lim f(x) = f(0). La funcion es continua en x = (.
x—=0 x—=0 x—0
fo=1
En x=3

Iim fx)= Iim 1 =1
X =3 x—=3

lim f(x) = lim (—x?+ 3x +2) =2 lim fQx) = lim f(x) f(0).
x—3 x—3 x— 3 x— 3t

f(3) =2 No es continua en x = 3.

La funcion es continua en R —{3}.

Derivabilidad:
Si x#0 y & # 3. Es derivable y:

e, x<0
S =41, 0<x<3
—2x+3 x=>3

En x=0
S0 =1=2f(0"Y=0 — No es derivable en x=0.

En x=3 — No es derivable pues no es continua.

La funcion es derivable en R —{0, 3}.

Pagina 166

30

Averigua para qué valores de x es f'(x) =0 en cada una de las siguientes
funciones:

) f(x) = w b) f(a) = a% + 22
) f(x) = —1— d)f() = e¥(x 1)
x“+1
o 3xd 82 2 _ 16x
a) f(x) = )MT - [l = %
x=0
S0=0 - 92-10x=0 — xOx—16)=0<" 16
—x = —
9

b) f1(x) = 4x3 + 4x = 4x (x* + 1)
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31

32

fl=0 = 4xx2+1D=0 — x=0
=2x
(-xz + 1')2

fO=0 - -2x=0 - x=0

o) f1(x) =

Dffx)=ex-D+e’ 1= (x-1+1)=e"x
fx)=0 —- x=0

Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en
cada una de las siguientes funciones:

b) f(x) = X o) f(x) =

-1 x2-1

- 2 . N2
+1 2x°=3x d)f(x)=x +1

X
a) f(x) = 2—x X

.
a2

Debemos hallar los puntos en los que f'(x) = 0 en cada caso:

Sppen - 220 D@+ 12 _ 2x3 - 2w — 2x3-2x _ _ —4X
a)j (X) (._X‘Z _ 1)2 (.xz _ 1)2 ("XZ _ 1)2
=0 - —4x=0 - x=0 — yp=-1 Punto (0, —1)

b) f1(x) = 3cl(x®— D -3 2x _ 3t 3% - 2xt | at— 342

(xZ—1)2 - D? (2o 1)?

=0 - xt-3x2=0 > x2*x2-3)=0
x=0 — (0,0 _
x—3=0 —
\ x = '\|'§ — ( '\'Ig_. 3'\' 5 )

2

C(Gx-3Q2-0-@x2-3) - (1)  8x— 4ax? -6+ 3x+2x*—3x
- (2 — x)? - (2 — x)?
_ 2x*+ 8x -6

(2 — x)?

fl)=0 - 2x2+8x-6=0 — x*—4dx+3=0

4+V16-12 4+V4 422 —x=1 - Q,-D
2 B 2 2

d) fra) = X -
x° X X

-2+ 11 2xrP—xf-1 a?-1
2

=0 - x2-1=0=<__  _

Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f'(x) = 0:

D) =223 B f)=—8 9 =m(x+1) df(x)=10—(x—2)
x+1 xt+1

Dfp=2xrD-Qx-3) 1 _2w+2-2x+3 5
(x + 1)2 (o + 1)2 (¢ + 1?2
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f'(x) # 0 para cualquier valor de x.

N arn_ 02+ 1D —6x-2x _ a2+ 06— 12x2 _ —6x2+6
b) fl(x) = = =
j (-xz + 1)2 (..’X."Z + 1)2 (-xz + 1)2
- X = -1 — (—].. —5)

(o) = G2 - 2.1 —
=0 - -0x*+06=0 — x la_mh_x=1 S o3

1
x+1

o) fllx) = # 0 para cualquier valor de x.
d) f1(x) = —4(x - 2)3
f)=0 - x=2 — (2,10

33 Las siguientes funciones tienen algun punto donde la derivada no existe.
Hallalos en cada caso:

a) f(x) = Vx b) f(x) = Vx + 2 o) f(x) = VxZ_1
& f(x) = |x— 3] ) f(x) = |4¢‘“2‘5 ) f(x) =| x2 - 2x|
N LA — aal/3 YA 1 ~2/3 _ 1
a)fl)=x" — fillx)=_—x%=—r
3 34 X2

Sf'(x) no existe si x = 0; es decir, f(x) no es derivable en x = 0.

by o) = — 1
2N + 2
J"(x) no existe si x =-2; el dominio de f(x) es [-2, +e0).
Por tanto, en los puntos en los que la funcién esta definida, no es derivable en x=-2.

¢) El dominio de la funcién es [—eo, —1) |J [1, +eo).

. 2x X
() = —; S—
/ 2Vx2 — 1 Val — 1

En los puntos en los que f(x) esta definida, no es derivable en x=-1 nien x= 1.

) £ = {—x +3 8 X<3 . a0 { ~1six<3

x—3 six =3 1 six >3

Jf(x) es continua en IR; pero no es derivable en x = 3, pues sus derivadas late-
rales no coinciden:

SG3I=-1] _ L
oy Son distintas.
S1B3H=1
v + 5 . o
L 51 X < ?
2 4
P - -2 si x<5/4
e) flx) = f1() = _ -
2 si x> 54
O a2
4 4
J(x) es continuo en IR; pero no es derivable en x = =, pues sus derivadas late-

o

rales no coinciden:
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A =-2)
. Son distintas
f1(5/45) = 2
X = 2x si x<0 2x— 2 si x<0
D) =1a2+2x si 0<x<2 fld=3-2x+2 si 0<x<2
a2 2x  si x> 2 2x — 2 si x> 2

J(x) es continuo en IR; pero no es derivable en x=0 nien x =0, pues sus deri-
vadas laterales no coinciden:

f1(0) = =2
S0 =2

)

Son distintas J (@) = —
f12H

= } Son distintas
2

34 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Estudia su
continuidad y derivabilidad.

fx) es continua en R—{3}. En x =3 presenta una dis- {2 >
continuidad de salto finito. | '

J(x) es derivable en R —{0, 3. En x =0 hay un punto
anguloso (las derivadas laterales no coinciden) y en x = 3
no es continua, por tanto, no puede ser derivable.

2 -
35 Considera la funcion: f(x) = {x - e e stox =1
—Xx“+ nx si x>1

Calcula m y n para que f sea derivable en todo IR.
Continuidad:

e Si a#1: f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funcio-
nes continuas.

e En x=1:

lim f(x)= Ilim (x> =5x+m)=—4+m

x—=1 x—1-
lim f(x)= lim (—x*+ nx) =-1+n
x—1" x— 1"
fD =4+ m

Para que f(x) sea continuaen x=1, hadeser -4+ m=—1+ n.
Derivabilidad:

e Si a#1: flx) es derivable y su derivada es:

PO = { 2¢—5 si a<1

2x+n s x>=1

e En x =1: Para que f(x) sea derivable en x = 1, las derivadas laterales han de
coincidir, es decir:

S =-3 N
S =-=22+n } TiT e

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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Uniendo las dos condiciones anteriores tenemos que:

-4+ m=-1+n m=mn+3 m= 2
—3=-2+mn n=-1 n=-1

36 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

2+ 2x—-1 si x<1
S x+1 si x>1

¢Existe algun punto en el que f'(x) = 0? Represéntala graficamente.

Continuidad:
e En x# 1: la funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=1:
lim f(x) = lim (x*+2x—1) =2
x =17 x—1

lim _f(x) = lim (x+1) =2 x_t'tir)rz]j(x) = f(1). Por t.anto_. la funcién es
x— 1" x—1 g continua en x = 1.

J =2
La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

e Si x# 1: La funcion es derivable. Ademas:

. 2x + 2 si x <1
(x) =
S {1 si x>1

s En x=1:
D) =4 £ (1) = 1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:
Six)=2x+2 si x<1
2x+2=0 — x=-1
S0

Por tanto, la derivada se anula en x =—1.

1 si x>1 — fio#0 si x>1

Grafica de f(x):
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37

38

Halla a y b para que la funcion f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
SJxX)=cax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<«x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

eSi x#—-1 y x# 0: La funcién es continua, pues esta formada por polinomios.

eEn x=-1:
Iim f(x)= lim Qx+a)=-2+a
x— =17 x—-1

Para que sea continua, ha de ser

lim flx)= Ilim (ax+b)=-a+b
) 2 +a=-a+b, esdecir: b=2a-2.

x—= -1 x—=-1
fD=—a+b
*En x=20:
lim f(x)= Ilim (ax+b)=b
x =0 x =0

lim f(x) = lim (Bx2+2)=2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x =0 a =0
J0) =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2 y b= 2.

Para estos valores, queda:

2x+ 2 si o x<-1
fx) =1 2x+2 si -1<x<0; es decir
wi+2 si 0<x
2x+ 2 si o x<
e =1 La<0
Axc+2 sioxz=20

Derivabilidad:
e Si x #0: Es derivable. Ademas:

2 six<0

S = {89; si x>0

e En x=0:
SO =2=0"=0
La funciéon no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

eX + p=X
Calcula f'(0), siendo f(x)=1In ‘\/—.
2x+ 1

& Aplica las propiedades de los logavitmos anles de derivar.
Hallamos f"(x) y después sustituimos en x = 0.
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39

40

I

[ln(e + e™™) — In(2x + 1)]

S = =

e

§

fx(‘x') — % [ e — e _ 2

e +e™ 2x+1

S10) = =

d

§

Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
indicados:

a)y = sen x cos x en x-% b)y=xInx en x=e¢e
xz 5 1

c)y=—‘_ en x=0vy x=1 dDy=e¥"""' en x=1
o

Debemos hallar la derivada en los puntos indicados en cada caso:

2

. - - >
a) _‘j/'! = COSX ' cosx + senx(—senx) = cos<x + sen-x

, T "\.'E . \'EZ
(2] 2T o

b)y =1-lnx+x- 'xi =lnx+1 y(e)=lne+1=1+1=2
)y = 2xe — a?-f _ eQr—xP _ 2x—x?
= (‘e.\')z ('é,a')z o

YO =05 y'(1) =L

e

d)y' = 2xeX - Lopy=()=2

Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f, g, b v j:

£ o M 1 I
2 7
; j
] 2 2 \ .,
4l — 4
T i

a) ¢(Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ;Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcién polinémica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
/ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues f'(=2) = 0.
j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 yen x = 3, pues
J'(D) = j'(3) = 0.
g v b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcién constan-
te. Por tanto, es g"

¢) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién poliné-
mica de primer grado. Por tanto, es f".
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Recta tangente

1 Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
cuya abscisa se indica:

a)y= 1_7%".2 en x=1 b) y = 0,3x - 0,01 x% en x=10
AJy=Vx+12 en x=-3 d)y-= % en x=2
e)y= \:i 2 en x=3 f)y=sen’x en x = %
gy=e ¥ en x=0 h) y = sen x cos x en x = %
Dy=(x+1) en x=0 jdy=axlnx en x=e¢
a) ¢ Ordenada en el punto: x=1 — y=-1

e Pendiente de la recta: y'=-3x — y' (1 =-3

Recta tangente: y=-1-3 - (x—1) =-3x+ 2
b) e Ordenada en el punto: x =10 — y=2

e Pendiente de la recta: p'=0,3-0,02x — y»'(10)=03-0,2=0,1
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Recta tangente: y =2+ 0,1 - (x—-10) = 0,1x + 1

¢) » Ordenada en el punto: x=-3 — yp=3

» Pendiente de la recta: y'= — L — pri(=3) = e
2Vx + 12 6
. e )= e,y 10 7
Recta tangente: y=3+ —(x+3) = —x+ —
‘ 0 0 2
d) e Ordenada en el punto: x=2 — y= —i
. i L o 1
» Pendiente de la recta: y'= — = ) (2) = v
22
. e _ 1 1 |
Recta tangente: y= — — — - (x - 2)=—x+1
2 4 4
e) ® Ordenada en el punto: x=3 — y=-4
e Pendiente de la recta: y'= _10_ - = ' Q)= =
(x—5)* 4
. o _ 5 _ =5 7
Recta tangente: |y = —4 — — (x—3) = X+
f) e Ordenada en el punto: x = % - yp=1

e Pendiente de la recta: y'=2-senx-cosx — ' (—

Recta tangente: y =1

g) e Ordenada en el punto: x=0 — yp=1
e Pendiente de la recta: y'= - — y'(0) = -1
Recta tangente: y=1-1-x=-x+1
' : ._ T 1
h) e Ordenada en el punto: x=— — yp= -
+ 2

|=

;

e Pendiente de la recta: y'= cos® x —sen’*x — ' (

4}

Recta tangente: y =

l\J||—l

i) ® Ordenada en el punto: x=0 — =0

e Pendiente de la recta: y'= - ' (=1

Recta tangente: y = x
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j) ® Ordenada en el punto: x=¢ — yp=e
e Pendiente de la recta: y'=mx+1 — yp'(e) =2

Recta tangente: y=e+ 2 (x—e)=2x—e¢e

Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = x% + 4x + 1, que es parale-
laalarecta 4x—2y+5=0.
Calculamos la pendiente de la recta 4x — 2y + 5 = 0:
qr—2y+5=0 — ypy=2x+ % — Pendiente 2.
Y=2x+4=2 — x=-1
La recta tangente tiene pendiente 2 y pasa por (-1, —2):
y==2+2-(x+1=2x — yp=2
3 Halla las tangentes a la curva y = 2x1 paralelas ala recta 2x + y=0.
X -
S
La pendiente de la recta 2x+ y=0 es m = =2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

e 2(x -1 —2x _ 2x—-2-2x _ =2
’ (x— 1?2 x2—2x+1 x—2x+1
. -2 . . — . e
pr==2 -5 —= =2 5 2=22(x*-2x+1
xt—2x+1

2 2 L _—x=0 — Punto (0, 0)
T P i DV = . S | — =
AR A S RS R S S x=2 — Punto (2, 4)

Recta tangente en (0, 0): y = —-2x
Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x-2) — yp=-2x+38

4 Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funcion y = 4x — x? en los pun-
S tos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte son (0, 0) y (4, 0.
_ »'(0) =4 pendiente en (0, 0)
y'=4— 2x = ) ) .
: — y'(4) = 4 pendiente en (4, 0)
Rectas tangentes:
En (0,00 — y=dx

En (4,00 — y=-4-(x—-4) =—-4x+16
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5 Halla los puntos de tangente horizontal en las siguientes funciones y escri-
be la ecuacion de la tangente en esos puntos:

a)y=x’-2x2+x b) y = —xf + a2
2 —
Oy=—9x_ dy=X=5x+4
a2+ 1 x

_ _ _—x=1 = y=0
A y'=3x"—4x+1=0 — ,

-x=1/3 — y=4/27
/ x=0 - =0
b)y’=—4axd +2x=x-(—4x>+2)=0 < x=w2/2 > y=1/4
x=N2/2 > y=1/4

~x=1 — y=3

a2+ 1) — G 2 : l
)y 6 (x*+1)— 6x - 2x =0 —> —x2+6=0<_

(..’X-'Z + 1')2 — = =1 - y= -3
R (z,x _ .')) Cx— ('A.Z _ .'),X + 4) il : 5 o - x=2 - y= =1
Dy’= 2 "0 =2 A0 a2 5 y=o9

6. Dadala paribola y=—-x2+4x—3:

a) Halla la pendiente de la recta » que une los puntos de la parabola de abs-
cisas x=0 y x = 3.

b) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la parabola que es paralela a la
recta r del apartado a).

a) El punto de la parabola de abscisa x =0 esel (0, -3) yelde x =3 es el

(3, 0.

Por tanto, la pendiente de la recta que los une es:

La ecuacion de la recta es p = x — 3.

b) Cualquier paralela a la recta » de a) serd de la forma y =x+ k Como debe ser
tangente a la parabola:

y=x+k x+hk==a%+4x-3

y= o+ dx— 3] x2-3x+@Bx+hk =0

oo 3xN9—4-1- Bk _ 3+ N-3-4k
h 2 2

Para que la solucién sea tnica, el discriminante tiene que ser nulo:
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3 —4k=0 > 3 =4k - k= —
£

Por tanto, la recta pedida es y = x— % tangente a la pardbola en el punto (_—_.

A I L N
IN[SY
—

§

Méximos y minimos. Puntos de inflexién

Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

_ 3(3x — ) _
a) y= a3 —3x% + 9 + 22 b) y - # )y = xf_2x3
d) y = x* + 2x2 e)y= 1 Dy=e*(x-1)
x4

a)y =x3 — 3x% + Ox + 22
f.r('_,x_.') - 3‘)‘.2 _ 6.7&' + 9
fx=0 = 3x2 _6x+9=0 — No tiene solucién.
No tiene ni Maximos ni minimos.
frx)=6x-60=0 = x=1
f'<0 f=0
L/

Hay un punto de inflexion en (1, 29).

3at — 8a3

b)y = B

- 2x3 — 242
Fi0) = 1-'){7)_4& = x3 — 2x?

=0 - x*(x-2)=0<_

/
\

.. J—1
Hay un minimo en (2_. T)

n(’ .')_9)_2 b = 0 ()) 4.)_0_’#,,!'-9&':0 — "J.-'=O
S =3xf—dx=0 - xBx-4=0<__ x=4/3 — y=—(64/81)
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S0 <0 fr>0
VAN AN,
3
, 1o infloxican en (( . —064
Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) yotroen |— a1 |

Q) f'(x) = 4x3 — 62

=0 — x*(4x-0=0 f:\ .

f'<0 f<0 fr=0

0 3
. 3 =27
Hay un minimo en (=, — .
- 5 5%)
£ = 12x% — 12x = 12x(x — 1) = 0 =
: ~—x=1 = y=-1
f7>0 o fr<0 >0
Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, —1).
d) f1(x0) = 4x3 — 4x
S =0 — 4x(x?+1)=0 - x=0 — y=0
f1<0 >0
Hay un minimo en (0, 0).
f"(x) =12x* + 4# 0 paratodo x.
No hay puntos de inflexion.
- ) D
Q) fi) = —=—
‘ (2 + 1)?
flx)=0 - 2x=0 - x=0 — y=1
f'=0 . f'<0
Hay un maximo en (0, 1).
Fr(x) = 22+ D+ 2x- 202+ D 2x _ 2@*+ D +8x% | 6xf -2
‘ (x? + D* (x? + 13 (x? + 1)3
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flt) =0 —- x=1% Lol =
‘ 5 _\II 5 5 - —l'
f=0 L fr<0 . =0
3 3
Hay un punto de inflexion en —\—)) i v otro en \—% 3
. 34} 3 "4

£) £1(x) = e¥(x — 1) + &% = e¥(x — 1 + 1) = xe¥

fx)=0 - xe¥=0 — x=0 (pues e*#( paratodo x)

£'<0 f7>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, —1).
S0 = e + xe™ = e*(1 + x)

frx)=0 — x=-1 — y=

8 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen maximos o minimos:

1 2x-3 x? xZ-1
a p=_  — b = C = — d )= =
)) 24 ) ) o )) 211 )) :
a)y= )1 —.  Dominio = R —{-2, 2|
x° =4
flilx)y= —= )_')‘)“ —~=0 — x=0
(x* —4)°
Signo de la derivada:
f>0 0 fr>0 . fl<0 . f'<0

/ —'.IZ / f.l_] \ .IZ \
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La funcion: crece en (—eo, —2)J (=2, 0)

decrece en (0, 2) U (2, +oe)

. e -1
tiene un maximo en |0,
4

b)y= 2X=3  Dominio = R — (-1}
: x+1

f1x0) = 2+ 1D —-@2x—3) _ 2x+2-2x+3 _ 5
(x + 1)? (x + 1)? Ge + 12

f(x) >0 paratodo x# 1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—eo, —1) |J (=1, +e0).

No tiene maximos ni minimos.

: x2 .
c)y=—=—" . Dominio=R
; X+ 1
) = 2@+ D —2x-a? _ 23 +2x0—2x3 _ 2x
(..X‘Z + 1)2 (’A.Z + 1)2 (-xz + 1)2

fi)>0 — 2x=0 — x=0

Signo de la derivada:

La funcion: decrece en (—o<, ()
crece en (0, +eo)

tiene un minimo en (0, 0)

: x2 -1 o
dy=""—" Dominio =R - {0}
~
Fi() = 20 x—(%-1) _ 2x*—xt+1 _ x*+1
2 X2 2

f'(x) #0 paratodo x # 0.
f'(x) >0 para todo x# 0.
La funcién es creciente en (—eo, 0) |J (0, +o0).

No tiene maximos ni minimos.

9 Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de las siguien-
tes funciones:

8—-3x x2+1 x3
S b) LI i — C) = — -
x(x=2) J x2-1 Y x2-1
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_ 2x% -3« L x—-1(x-2) o 8
Dy 2—x ©)) x(x —3)(x—4) £y 22 (x —3)

8—-3x _ 8-3x
x(x—2) Xt 2x

a)y = . Dominio =R - {0, 2}

F1x) = Bx?—2x) —(8—-3x) - 2x—2) _ —3x%+ 6x—10x + 16 + Ox* — Ox _
' (% — 2%)? (x? — 2x)?

_ 3a? - 10x + 16
(2 — 2x)?

I N S S 16 + V256 — 192 _ 16+ V64 _
- ' 0 )
_16+x8 _—X%7 4
6 T—x=4/3
Signo de la derivada:
f1>0 L0 f1<0 f<o0 . f1>0

IZI) :} é 4
La funcién: es creciente en (—eeo, 0) UJ (O, %) U (4, +c0)

es decreciente en (% 2) Uz, 4)

o

Ko

. . 4
tiene un maximo en (? -

tiene un minimo en (4, —

l\J|n—l

)

52
by = .x.} * 1 pominio =R — {—1, 1}
xc =1
Fi(x0) = 2x(x? - D -2+ 1) 2x _ 2x3 —2x—2a3—2x _  —4x

(x? - D? (x? - 1)? (a2 — 1)
=0 — —4x=0 — x=0
Signo de la derivada:

f1=0 L f1>0 L f1<0 f<0

/_i/é\i\

La funcién: es creciente en (—eo, —1) |J (=1, 0)

es decreciente en (0, 1) U (1, 4+c0)
tiene un maximo en (0, —1)
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Qy= :"J T Dominio = R — {-1, 1}
x“ —

f‘f('_x-') _ 3‘%.2("%.2 - D= xi - 2 _ 3.%‘4 _ 3_x2 _ 2.%'4 _ xﬁi _ m.z : .’X."Z(;X'z —3)
(..’X-"Z _ 1)2 (-_xz _ 1)2 (-_xz _ 1)2 (-_xz _ 1)2

/ 'x -

D=0 = x*(x?-3)=0 < x=-\3
x=v3

Signo de la derivada:

f>0  fl<0 0 f1<0 A Y e L
/_y"?\—l\é\i\\.’g/

La funcion: es creciente en (—oo, —V3) |J (W3, +c0)

es decreciente en (—V3, -D U (1, DU, V3)

o ala
. o . - 5 \I 5
fiene un maximo en (=Y _))_. — -
il m
. . ) 5\| 5
tiene un minmo en (v 3_. 5

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

) ) .. _ .
dy= EXT 9% Dominio = R — (2}
X

(4x-3) - 2-20-Qx?—3x) - (1) _ 8x—4x? -6+ 30+ 2x% — 3 _

0 =

(2 — x)? (2 - x)?
_ 2x2+8x—-6 _ 2(x? —4x + 3)
(2 - x)? (2 - x)?
; P p ~
fi)=0 — x*—-4x+3=0 — «x-= 4£V16-12 _ 4£N4 _
' ) 2 2
_ 4 + 2 fa--""#-_ X = %
2 a1
Signo de la derivada:
£'<0 >0 f'>0 . f'<0

La funcion: es creciente en (1, 2) J (2, 3)
es decreciente en (—oo, 1) |J (3, 4o0)
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tiene un minimo en (1, —1)
tiene un maximo en (3, —9)
e)y=x3 - 3x? —9x. Dominio =R

S0 =3x% —6x— 9 = 3(x? —2x—3)

. e — . .

o 2+ N4+12  2+V16 _2+4 _—X=3

fx)=0 — x-= > = > ST Y~ a1
f>0 f<0 f>0

La funcién: es creciente en (—eo, —1) |J (3, +eo)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)

tiene un minimo en (3, —27)

f)y= 8 - 8 . Dominio = R — {0, 3}
x%(x = 3) x3 — 3x°2
Fi0) = —8(B3x?—6x) _ —8x(3x—-6) _ —-8(Gx-06)
x4 (x = 3)? xi(x — 3)2 x3(x— 3)2

_)“lr(..‘x') = O — 5’X— 6 = O - x=2
Signo de la derivada:

feo f1>0 £50 e

\{j} / 2\3\

La funcién: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (—eo, 0) U (2, 3) U (3, +eo)

tiene un maximo en (2, -2)

10 Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes

funciones:

a)y=x3-3x+4 b) y = x*—6x2 ADy=(x-2)
b= a2 X ,_ 2—Xx L _ _

d) y=xe €)y | Hy=in(x+1)

a) y = x3 =3x + 4. Dominio = R
f:(‘_x.') — 3‘){.2 _ 5 j‘n(‘ .x') — 6’7\
ffMx)=0 = 6x=0 — x=0
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Signo de f"(x): F1<0 £150

La funcién: es convexa en (—ee, ()
es concava en (0, +eoo)

tiene un punto de inflexion en (0, 4)

b)y = x* — 6x%2. Dominio = R
Fro0) = 4x3 — 1206, () = 12x% — 12

o~ ax=-1

fr)=0 - 12(x%-1) = 0<_

Il
—

— X

Signo de f"(x):

La funcién: es céncava en (—eo, —1) |J (1, +o0)
es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexién en (-1, =5) vy otro en (1, =5)
)y = (x—2) Dominio =R
F10) = 4(x — 2)3; (%) = 12 — 2)2
fM=0 — x=2
Sf"x) >0 para x#2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.
d)y = xe*. Dominio =R
) =e+xe’=(1+xe"; ffla)=e"+ (1 +x)e”=2+xe"
f"Mx)=0 — x=-2 (e¥# 0 paratodo x)
Signo de f"(x):

f£1>0

La funcion: es convexa en (—oo, —2)

es concava en (=2, +coo)

. . . : 2
tiene un punto de inflexion en (—2, ——)
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2

e)y==-"2_ Dominio=R - -1}
x+1
o A@r Do) x—1-2+x | 3
(x+1)2 (x+1)2 (x + 1)
WA — 6
Nx) = ————
4 (x+1)3

S"(x) #0 paratodo x.

Signo de f"(x):

La funcién: es convexa en (—ce, —1)
es concava en (=1, +e=)

no tiene puntos de inflexion

£) y=In(x+1). Dominio = (=1, +eo)

o 1
.r(__ ) —

S e
. -1
.r.(_x) —

/ (x+1)2

f"x) <0 para x € (=1, +e0)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +eo).

11 Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de in-
flexion en el punto de abscisa x = 1:

a)y=1+(x-1) b)y=2+(x-1)* Ay=3-—(x-1)°
) f/(x) = 3(x~ D% S0 = 6(x = 1)
S=0 . f=0 fr<0 >0

1 1
' _ NP/
Hay un punto de inflexion en x = 1.
b) f/(x) = 4(x = 13 S0 = 12(x — 1)?

f<0 . f>0 fr>0 f1>0

Hay un minimo en x = 1.
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f£>20  f<0 f1<0 <o

N N

Hay un maximo en x = 1.

Pagina 183
PARA RESOLVER

12 Prueba que la recta y = —x es tangente a y = x3 — 6x2 + 8x. Halla el punt
de tangencia y estudia si esa recta corta a la curva en otro punto distinto 2
de tangencia.

y'=3x?-12x +8§
Veamos para qué valor de x tiene pendiente —1:
3x% —12x +8 = -1
§ _—x=3 - y=-3
3x — 122+ 9 = 0 = _
~x=1 —> y=3
El punto (3, —3) verifica la ecuacion.
Veamos los puntos de corte:
a3 —6x2+8x=-x — a3-06x2+9x=0

L _ __—x=0 —> y=0

x-(x?—-06x+9) =0 <" _ _

~x=3 = y=-3

El otro punto de corte es (0, 0).
13 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x2-10 en s
s  punto de inflexion.

¢ Hallamos su punto de inflexion:

f00) = 12x2 — 4oe,  f1(x) = 24x — 4

i) =24x—4=0 — x=L

6

f1<0 >0

A

. > 1 27
Hay un punto de inflexién en (T -5
6" 27

.;.x_| —4

¢ Pendiente de la recta tangente en ese punto: f’(%) = —%
. _ 27 1{. 1
¢ Ecuacion de la recta tangente: y=-— - —[x— —
27 3 §)

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 07. Aplicaciones de la Derivada. Pagina 14




4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

14 Determina la paribola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a la recta y = 2x—3
S enelpunto A(2, 1) y que pasa por el punto B(5, —2).

2
y=ax“+bx+c

y'=2ax+b — p(2)=2 — da+b=2 1
Pasa por A2, 1) — p(2)=4d4a+2b+c=1 J

Pasa por B(5,-2) — y(5)=25%a+5b+c=-2

Solucién del sistema: @ =-1, b=06, c=-7 = yp=-x’+6x-7

15 Lacurva y=x%+ ax?+ bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b v c.

y=x3+ax?+bx+c
J(x) = 3x% + 2ax + b

J'(x) = 6x + 2a

fD=0 — l+a-b+c=0| a-b+c=1 | a=-6
f=1 — 8+4a+2b+c=1| 4da+2b+c=-7 | b=%
[ =0 - 12+2a=0| a=-6 c= %

16 De la funciéon f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + 3 = 0.

a)Halla a v b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

) f0) = ax3 + bx;  f(x) = 3ax* + b
=1 - a+b=1 a=—21

. Car) — _-)_._.3 e
FD=3 - 3a+b=-3] p=3 [ JOTHEN

b) f'(x) = —6x? + 3

= N2
fl=0 — Bx*2-1D=0 < _)2
= T—
Signo de la derivada:
fr=0 f'=0 fr<0

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 07. Aplicaciones de la Derivada. Pagina 15



4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

S . N2 N2
La funcién: es decreciente en (—00_. -5 - +eo
. V2 2
€s creciente en e e

. .. V2 =
tiene un minimo en (_T-‘ -2

\5)

17 De la funcion f(x) = x? + ax + b se sabe que:
S — Tiene un minimo en x = 2.
— Su grafica pasa por el punto (2, 2).
Teniendo en cuenta estos datos, ;cuanto vale la funcion en x = 1?

V]

o2

tiene un maximo en (

fx) =2x+a

Ademas:

“Tiene un minimo en x=2" — f(2)=0 — 2:-2+a=0 — a=4
“Su grafica pasa por (2,2)" — f(2)=2 — 22+(-4)-2+b=2 — b-4=2 -
- b=6
Portanto: f(D=12+a+b=1+(-4+6=3

18 Calcula p y g de modo que lacurva y = x2 + px + g contenga al punto (-2, 1)

S v presente un minimo en x=-3.
y=a2+px+q — flx)=2x+p
fE2)=4-2p+qg=1
S(=3)=2(=3)+p=0 — p=0
Portanto: p=06 y g=9

(1) , .
— 4-2-6+g=1 — g=9

19 Estudia los intervalos de crecimiento y de concavidad de las siguientes funciones:

a) f(x) = X b) f(x) = x*+ 8x3 + 18x% - 10
1+ a?

D)= =X 5 i = LD
Larcs (1 + a2)2

fO=0 - 1-x%=0 — x=4%I

I . <0 "> 0 "<
Signo de la derivada: ) : ) : /

\—1 / 1\

j-” (A) _ 6)‘ ('A..E _ 5)

(1+x2)
m f7<0 . 0 fr<0 L fr>0

f=0 = x=0, x=V3, x=-\3 . : :
[ T J 0 N Y3 v
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20

21

22

23

b) fla) = a% + 823 + 1832~ 10 — f(x) = 4% + 242 + 36
f(D=0 = x=0, x=-3

v <0 " <0 V50
Signo de la derivada: i f / t /

\—5 \ 0/'

S0 = 1207 + 48x + 36
fx)=0 = x=-3 x=-1
f1>0 f1<0 . f">0

Signo de la segunda derivada: f ;
U -3 noo-1 U

Comprueba y justifica que la funcién f(x) = e3¥ es siempre decreciente y
concava.

flx) = e3x

f(x) = —3e=3*< (0 para cualquier valor de x
Por tanto, f(x) es siempre decreciente.
S1(x) = —9e=3 > ( para todo x

Asi, flx) es concava en todo su dominio.

Observando la grifica de la funcion [, derivadade f, di:

a) Cuiles son los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de f.

Sy

b) ;Tiene f maximo o minimo?

a) f es creciente (f"> () en el intervalo (—ee, 2) y decrecien-
te (f'<0) en (2, +eo)

b) f tiene un miximo en x = 2.

Esta es la grafica de la funcion derivada de f(x). Expli-
casi f(x) tiene maximos, minimos o puntos de infle- S
xionen x=1, x=3 y x=5.

=

x = 1: en este punto la funcién tiene un minimo, porque pa-
sa de ser decreciente(f’ < 0) a creciente (f' > 0). T ]

x =3: en este punto f tiene un punto de inflexién, ya que | |
f1(3)=0.

x=15: en este punto f tiene un maximo, pues pasa de ser creciente a decreciente.

2 —1si &<
Dada la funcién f(x)={ ¥ *2x-1 Stav= 1
x+1 si x>1

a) Halla su funcion derivada.
b) (Tiene f algin punto en el que f'(x) = 0?
¢) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f.

d) Escribe la ecuacion de la recta tangente a f en x = 0.
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24

25

26

flo=]xt+2ze-1 siox
x + 1 siox

VoOIA

1
1

-

a) flx) = { f"”‘ +2  siox<l1

siox>1
b) f'(x) = 0 solo puede darse para 2x+2=0 — x=-1

. <0 " >0 >0
¢) Signo de la derivada: : . ) i )

\—1 / 1 /

d) La pendiente de la recta en x =0 es: m =f(0) = 2

Por tanto:

y=f0) =m(x-0)
y— (D =2x-0
y=2-1

Esta es la grifica de una funcién y = f(x).

3%

a) Indica el signo que tendra f' en los intervalos
(_Doa _2)5 (_23 1) Y (’13 +°°)-
b) ;En qué puntos la grafica de f' cortara al eje OX? 2

o _fro  f<o L [>0 |

/:2\1'/

b) En x=-2 yen x=1

Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 2x3 —24x2 + 72 x— 15
en su punto de inflexion.
y=2x3 = 24x% + 72x- 15
y'= 6x% — 48x + 72
Y= 120~ 48
El punto de inflexion sera: f"(x) =0 — 12x-483=0 — x=4 — (4,17
En ese punto, la pendiente de la recta tangente es: m = f(4) = -24
Asi, la ecuacion de la recta pedida es:
y=f4) =mx-4)
y=-17 = 24(x -4
y=-24x+ 113
Dada la curva y = x* 4o

a) jCual es la funcion que nos da la pendiente de la recta tangente en un
punto cualquiera?

b) Halla el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima.

a) La funcion pedida es la de su funcion derivada: f(x) = 4x3 — 12x2
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b) Para ello hay que hallar el maximo de la funcén f":

f(x) = 12o% — 24x
S =0 — 120 24x=120(x-2)=0 — x=0vy x=

I

Hallamos la tercera derivada:
SM(x0) = 24x — 24
f"0) =-24 <0 — (0, 0) es un maximo
f"(2)=24>0 — (2,-16) es un minimo

El punto pedido es el (0, 0).

Pagina 184

27

Problemas de optimizacién
Con una cartulina rectangular de 2 m X 3 m se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello se recorta un cuadrado de cada uno de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

El volumen de la caja es:
V) =(3-2x) - (2-2x) - x, x€ (0, 1)
V(x) = 6x — 10x% + 4x3
Vi(x) = 6 — 20x + 12x2

10 +V28 __— 1,27 (no vale)

Vi) =0 = 6-20x+ 12x¢=0 —» x=——"=2 <
(x) =0 0 — 20x x4 =0 X D ~— 039

Vi(x) = =20 + 24x; V"(0,39) <0 = x=0,39 es maximo.

Entre todos los triangulos isasceles de perimetro 30 cm, jcual es el de area
maxima?

Pertmetro =2x+y =30 — y=230-2x

S
p B0-20- \/ PG :

4

2
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20 — 2x) - V30x — 225 o : — :
- 30 -20) N30 = 2B - (15— a)VB0x - 225 = V(15 — 2P0 - 225) =

V3043 — 112542 + 13500x — 50625

Tenemos que maximizar la funcion area:

F) = N30x3 — 112552 + 13500x — 50625

90x% — 2250x + 13500
2V30x3 — 1125x2 + 13 500x — 50 625

10 =

Sl =0 — O0x2 — 2250x + 13500 = 0
90 (a2 — 25x + 150) = 0

25 +V625-600 _ 25+V25 _25+5 _—x=15 (novale)
> >

T—x=10

X =

(f'(x) >0 alaizquierda de x=10 y f(x) <0 a la derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de darea maxima es el equilitero de lado 10 cm, cuya drea es
25V3 = 43 3 cm?.
29 Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cual debe ser el radio de la base?
h?+R? =100 — R?=100-h?
Volumen = %KRZh = %ﬂ:(lOO —h?Hh = %n’(lﬂﬂh - h?
Tenemos que maximizar la funcion volumen:
J(b) = S-x(100h - h¥)
/) = 21100 - 30%)

fh)=0 — 100-3h2=0 — h-= \/%

(consideramos la raiz positiva, pues h = 0).

f'(h) >0 alaizquierda de h = % y f'(h) <0 ala derecha de h = %
100 .
Luego, en h = \/ e hay un maxnno).
. 5
Por tanto, el radio de la base serda: R% =100 —h? = 100 — % = 220 — R= “20
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30 Se sabe que el rendimiento, r en %, de un estudiante que realiza un examen
de una hora viene dado por »(#) = 300t (1 —¢) siendo 0<t<1, ¢ en horas.

a) Explica cuindo aumenta y cuindo disminuye el rendimiento.
b) ;Cuando se anula?

¢) ;Cuando es maximo?
r(t) = 3006(1 = t), 0<t<1, t en horas.

a) () = 300 — 600¢

r'=0 | r'<(Q
]

L 1 _
r(t) aumenta entre 0 y — pues r es creciente.

rt)=0 — t=

l\J||—l

r(¢) disminuye entre vy 1, pues r es decreciente.

l\J||—t

Dr=0 — 3006-1-D=0 — =07y ¢=1

Ar)=0 — t= (Es maximo pues 7'>0 asu izquierday »'<0 asu

l\J||—l

derecha).

31 Un comerciante compra articulos a 350 € la unidad y sabe que si el precio

S de venta es 750 €, vende 30 unidades al mes y que por cada descuento de
20 € en el precio de venta, incrementa las ventas de cada mes en 3 unida-
des. Determina el precio de venta que hace maximos los beneficios del
comerciante.

Llamamos: x = n? de veces que se descuentan 20 €.

Asi, el precio por unidad serd de: 750 — 20x, y por tanto se venderin 30 + 3x
unidades al mes; luego el dinero obtenido por las ventas vendra dado por la fun-
cion:

S = (750 = 20x) - (30 + 3x) = —60x% + 1650x + 22500
Maximizar los beneficios es equivalente a maximizar esta funcion:

S1(x) = =120x + 1650

- 1650 e
") =0 = ~— = 13,75
f 120 '
Comprobamos que, efectivamente, se trata de un mdximo:
fr(0) = -120

f"(13,75) = -120< 0 = x = 1375 es miximo
Por tanto, el precio de venta que hace maximos los beneficios es:

750 — 20 - x = 750 — 20 - 13,75 = 750 — 275 = 475 €/unidad
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32 Se quiere construir una pista de entrenamiento que consta de un rectingu-

S lo y de dos semicirculos adosados a dos lados opuestos del rectingulo. Si se
desea que el perimetro de dicha pista sea de 200 m, halla las dimensiones
que hacen maxima el area de la region rectangular.

X >
Perimetro de la pista = 2x + @ - y = 200
200 — 2x
Despejamos: y = ‘00%
” 200 — 2x 2 — 2x2
Area del rectingulo = x -y = x - G Een RPN
T T
Derivamos:
5 .
A= ﬂ—£=O - x=50m — yp-= mm
T T : e
(A" = —%; A"50) <0 = x =50 es maximo)

33 El saldo, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo viene
S dado por la funcién:

40,2t si 0<t<4
Sf(t)=13,2+0,04(t—4) si 4<t<8
_3,56 +0,1(t—8)* si 8<t<12

Deduce razonadamente el valor de t en el que el capital fue maximo.

4 — 0,2t si 0st<4
f)=932+004(—-4) si 4<1r<8
336+ 0,1(r—8)* si 8<t<12

En el primer intervalo se trata de una funcién afin decreciente que alcanza el maxi-
mo valor en 0, f(0) = 4.

En el segundo intervalo tenemos otra funcién afin creciente, por lo que alcanza su
méaximo valor en 87, f(87) = 3,30.

En el tercer intervalo, derivamos:

f@)=02-0¢-8
Tiene un minimo en ¢ =38, por lo que alcanza el maximo en el otro extremo del
intervalo: f(12) = 4,96.

Por tanto, el capital fue maximo en t= 12.
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34 Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida

S que transcurre la jornada laboral. (Dicho rendimiento corresponde al
nimero de instancias revisadas en una hora). La funcién que expresa dicho
rendimiento es: R(#) = 301 — 10,512 + t3 siendo t el mimero de horas trans-
curridas desde el inicio de la jornada laboral.

a) Determina cuando se produce el maximo rendimiento y cuando se pro-
duce el minimo rendimiento.

b) Halla la tasa de variacion media del rendimiento R(#) entre t=2 y t=4.

Vamos a suponer una jornada laboral de 8 horas; es decir:

R() = 30t - 10,5 + 3, t € [0, 8]

a) R'(t) = 30 — 21t + 312

—— f - 5
FL U - ’ 232 oA -
R(t) =0 — 3021t + 3t _U\»r=2
R'=> () R<0 R'>0 R(O) =10 R(2) = 26

/
\

R(5) =125 R(8) =80

Hay un minimo relativo en ¢ =5 y un maximo relativo en ¢ = 2, pero el mini-
mo absoluto corresponde a t =0 y el maximo absoluto a = 8 horas.

_R@-RA2) _ 16-26 _ -10 _ .
4-2 2 2 7

b) T.V.M.[2, 4]

35 Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superfi-
cie. El metro lineal de tramo horizontal cuesta 2,5 € y el de tramo vertical 3 €.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea
minimo.

b) ;Cual sera ese coste minimo?

. . i
AArea=x-y=06 — y= 6
-l. 2
O m ¥
Coste = 2,5 - 2x + 3 - 2y = 5x + Oy
= 30
C=5x+ i X
x
= W5 = Ay
C'=5— )’(;’ =0 —» «x-= (,' =208m — p=°VN5=224m
72 6Vs W5 .
(Ccr=-"=, ¢"——]>0 = x=-—— es minimo)
.'X.“% 5 5
- e 6’\"'% - = = N o
bho=5- = +6V5 =12V5 = 26,83 €
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36

37

38

Un banco lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad R(x) en
miles de euros viene dada en funcion de la cantidad que se invierte, x en
miles de euros, por medio de la siguiente expresion:

R(x) = —0,001x% + 0,4x + 3,5
a) Deduce y razona qué cantidad de dinero convendra invertir en ese plan.

b) ;/Qué rentabilidad se obtendra?
R(x) = =0,001x% + 0,4x + 3,5

a) R'(x) = -0,002x + 0,4
R(x)=0 — x =200 miles de €.
(R"(x) = -0,002, R"(200) <0 = x =200 es maximo)
Invirtiendo 200000 € se obtiene la maxima rentabilidad.

b) R(200) = 43,5 miles de € = 43500 €.

Un articulo ha estado 8 afios en el mercado. Su precio P(#), en miles de
euros, estaba relacionado con el tiempo, f, en anos, que este llevaba en el
mercado por la funcién:

PCE) = 412 + 4 s
® {—(5/2)t+ 25 si

=9

0<r=<2
2<t<8

A 1A

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de P(1).
b) ;Cual fue el precio miaximo que alcanzé el articulo?

c) ;Cual fue la tasa de variacion media del precio durante los tdltimos 6 anos?

I, ; . .
- 41° + 4 si 0<t<2
LZOER IS -
{_ —(5/2)t +25 si 2<t<8
s 0<t<2 TR o -
a) P'(t) = { 52 2<1<8 (No existe P'(2), pues P'(27) # P(2").

P(t) es creciente en 0 <t <2 pues P'(¢) > 0.

P(1) es decreciente en 2 <t <8 pues P'(¢) <0.
b) El maximo se alcanza en =2, P(2) = 20.

_P@®-PQ2) _5-20_-15

c) TV.M[2, 8] 82 G 5 >

La funcion f tiene derivadas primera v segundayes f(a) =0 y f"(a) = 0.
sPuede presentar f un maximo relativo en el punto a? En caso afirmativo,
pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:
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Jx) =-x* en x=0 estal que:
f>0 £1<0 S(x) = —4x3 S1(x) = —12x2

1]
/ \ Por tanto: f(0) =0 y f"0) =0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

39 Una funcion f es decreciente en el punto a y derivable en €l
S iPuede ser f'(a) > 0?

¢Puede ser f'(a) = 0?

;Puede ser f'(a) < 0? Razoénalo.

Si f es decreciente en x = a vy es derivable en él, entonces f'(a) < 0.
Lo probamos:
[ decreciente en @ — signode [f(x) - f(a)] #signode (x—a) —
o S-fa@ g,
x-—a

Por tanto, f'(x) = lim S = fla)

X —d X—=d

<0; esdecir: f"(a) <0

Ejemplo: f(a) =-x* es decreciente en R y tenemos que:

S0 =0 (y f(x) es decreciente en x = 0)

() = 222
f () 3 — { fr({]) <0 para x#0

40 1Iafuncién |x| (valor absoluto de x), jpresenta un minimo relativo en al-
gin punto? ;En qué puntos es derivable? Razonalo.

— H .{ o _ 1 .
ursy e fi 33

fo) = |x| = {

X sio x>0
J(x) no es derivable en x =0, pues f'(07) =-1#f'(0") = 1.
Por tanto, f es derivable para x # 0.

Pero f(x) presenta un minimo relativo en
x=0, pues f(0)=0<f(x) si x#0. De hecho,
1 es el minimo absoluto de  f(x).

v =%

41 1La derivada de una funcion f es positiva para todos los valores de la va-
riable. ;Puede haber dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?
Razonalo.
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42

43

No es posible, si la funcién es derivable (v nos dicen que lo es, pues f'(x) >0 pa-
ra todo x).

Lo probamos por reduccion al absurdo:
Supongamos que existen dos numeros distintos, @ v b, tales que f(a) = f(b).

S es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el
que f'(¢) = 0.

Esto contradice el que f'(x) > 0 para todo x.

De una funcién f sabemos que f'(a) =0, f"(a)=0 v f"(a) =5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexién en x = a?

f tiene un punto de inflexion en x = a.
Veamos por qué:
J"a)=5>0 — f" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que f"(x) <0 ala izquierda de a y f"(x) >0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexion en x = a.

Si _f'(a) = 0, jcual de estas proposiciones es cierta?
a) f tiene maximo o minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) [ tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f'(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en x = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion ¢).

De una funcién f(x) se sabe que:
S =f(3)=0; f(2)=0; f(2)>0

¢Qué puedes decir acerca de la grifica de esta funcion?

SO =fB)=0

S1(2=0 J tiene un minimo en x = 2.

2 >0
La representacion grafica de la funcion derivada de una funcion f, es una
recta que pasa por los puntos (2, 0) vy (0, 2).
Utilizando la grafica de la derivada:
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f.
b) Estudia si la funcion f tiene maximo o minimo.
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a)x<2 — f'>0 — [ creciente
x>2 — f'<0 — [ decreciente \
b)x=2 — f'=0 y tiene un maximo 1 \
I

46 Si la grafica de la derivada de g es una parabola que corta al eje OX en
S (0,0 vy (4, 0) vy tiene por vértice (2, 1), ;qué puedes decir del crecimiento
y decrecimiento de g?

Determina si la funcion g presenta maximos o minimos.
Si x<0 — g'<0 — g decreciente
Si 0<x<4 — g'>0 — g creciente

Si x>4 — g'<0 — g decreciente /‘{) 2 3\
o!

En x =0 tiene un minimo y en x =4 un maximo.

47 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-
cion y= |x2-4

x2—4 s oa<=2

S =1 _x2+4 si 2<x<2

Silx) =4 2x si —2<x<2

En x=-2 no es derivable, pues f'(-27) = —4 # f/(=2") = 4,

En x = 2 no es derivable, pues f'(27) = —4 # f'(2%) = 4.
e La derivada se anula en x = 0.

e Signo de la derivada: f£1<0 £150 f<0 £150

e La funcién tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( fim  f(x) = lim f(x) = +eo).
X — too X — —ocao

e Tiene un minimo relativo en (=2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-

mo también es absoluto, puesto que f(x) =0 para todo .

48 Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la fun-
cion dada por: y= |x2+2x—3|
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X+E2x—3 si x<-3
SO =1 w2 _2x+3 si 3<x<1

X2+ 2¢—-3 sioa>1

20+ 2 si x <3
flflx) =4 2x-2 si B3<x<l1

2x+ 2 si x>1

En x =-3 no es derivable, pues f(-37) = -4 # f'(-3") = 4.

En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(1") = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:

2x+2=0 — x=-1
Pero f'(x)=2x+2 para x<-3 y x> 1.
2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para -3<x<1
Por tanto, f'(x) se anula en x = —1.
e Signo de la derivada:

f'<0 . fr=0 . f<0 Sfr=0

\:3/:1\5/

e La funcion: es creciente en (=3, =1) [J (1, +o0)
es decreciente en (—eo, —3) [J (=1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (=3, 0) y otro en (1, 0).

49 1Lafuncion f(x) = x3 + ax?+ bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1)=0 y que f
no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a,b y c.

& Sies ['(1)=0 yno bay extremo relalivo, tiene que baber una inflexion en x = 1.
S =xd+ax?+bx+c
[0 = 3x2 + 2ax + b

S1"(x) = 6x + 2a
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fL=1 - l1+a+b+c=1 a=-3
S =0 — 3+2a+b=0 b=3 SO =3 —3x? + 3x
fM=0 — 6+2a=0 ] e=o0

Una empresa de mensajeria ofrece estas tarifas:
— Si la carga es menor de 2 kg, costara 8 € por kilo.

— A partir de 2 kg, el precio por kilo se obtiene restando de 8 €l mimero d
kilos que exceden de 2.

La carga maxima que puede llevar un mensajero es 6 kg. Sea x el peso d
la carga, P(x) la funcion que nos da el precio por kilo de carga e I(x) |
funcion que nos da los ingresos de la empresa.

a) Halla las expresiones algebraicas de P(x) e I(x) y represéntalas.

b) ;Para qué valor de x se obtiene el maximo ingreso?

a) Precio por kilogramo de carga:

- S, 0<€x<?2 8, 0<x
P(’X) = { . = { )
2<x

A

8—(x—-2), 2<x<6

Ingresos en funcion de los kilos de carga:

1 8x, 0=sx<?2 S, 0<x<?2
PTla0-mx, 2<x<6 | ' :

x<0 10x —x%, 2<x<6

12 24
5 e
10 20 /
8 16
Plan
6 12
“+ 8
2 4
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

b) Se obtiene el maximo ingreso para x= 5.
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UNIDAD DIDACTICA 08:
REPRESENTACION DE FUNCIONES.

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garcia y M.J.Oliveira

Pdagina 204

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Representa una funcion continua y deriva-
ble en R tal que:

lim f(x)=+ce, lim [f(x)=—co, f'(2)=0

X —» +oo X —» —oo

J(2)=1, f'(x) =0 para cualquier x. 1

\

2 Representa una funcién que no esté defini-
daen x=-3 vy tal que:

fim f(x) =+ v Ilim [f(x)=—co
%‘F

X —» =3 X —r —

Iim f(x)=1—_ si v —4ee, fla) <1 =3

i
|
x5 too sl o e, flx) > 1 : /
|
|
I

No tiene puntos singulares y es creciente.

3  De una funcién y = f(x) tenemos esta informacion:

D=IR —{1, 4 lim_[f(x)=+c5 lim f(x)=—co
x— 1" x—1

Iim f(x)=—cc; lim f(x)=+c0; limm Jf(x)=0 —1/
+ —

X =4 x—>4 & —» koo

(si x — +oo, fila)>0; si & — —co, filx) <0)

J(2)=0, f(2)==-1; f (-1 =0, f(-1)=-1

Represéntala.

4  Dibuja la grafica de una funcién de la que se
5 conocen las siguientes propiedades:

N

im f(x)=—co, Ilim [f(x)=+co

X — —oo X —> +oo
SJ(x)=0 581 x==-2, x=0, x=3, x=4 /\ -
SJ(=2)=2;5 £(0)=0; f(3)=5; f(4)=4 {
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5 Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes propiedades:
5 lim flx)=—o, lim f(x)=-3, lim f(x)=—c

X ——oo X —> +oo x— -5

JS(8) =2, f(0) = 0 es eltinico punto donde f(x) se anula.

J'(=8) = 0 yladerivada no se anula en ningiin otro punto. Ademas, f'(x)<(
paratodo x positivo.

La funcion es continua en toda la recta real, salvo en los puntos x=—5 y x =0

5 -1

6  Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas, sus
puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

a b
2 ]
-1 1
\/ [
|
|
|
C d I i
[i 2[F
Y
\ 17/
1 /
|| /
A1 12
pa |
P |
V4 [
7 |

a) * Asintota vertical: x = 0. Asintotal horizontal: y =2

lim f(x) =2, lim flx)=2

X —ee X — too

(si x = —eo, flx) <2; si x> +eo, flx)<2)

lim f(x) =—o0; lim f(x)=—eo

x—=0- x—=0"
* f(x) no tiene puntos singulares.
e Decrece en (—co, 0) y crece en (0, +co).
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b) e Asintota vertical: x = 2. Asintotal horizontal: y = -2
Iim flx)=-2, lim f(x)=-2
e3 o X = +eo

(si x = —oo, flx)>=2; si x— +oo, flx)>-2)

lim f(x) = +ee;  [im [f(x) = —eo

X = =27 x—==2"

e Puntos singulares: f'(0) = 0; f(0) = -1. Miximo en (0, -1)

e Creciente en (—eo, —2) U (=2, 0) vy decreciente en (0, +eo).

c) o Asintota horizontal si x — +eo: =0

lim f(x) = +e; Iim f(x) =0

X = X = +oo
(si x — +oo, flx)>0)

¢ Puntos singulares:
F1C0) = 0; f(0) =0. Minimo en (0, 0)
f1(2)=0; f(2)=1. Maximo en (2, 1)

e Decreciente en (—oe, 0) U (2, +e) v creciente en (0, 2).

d) e Asintota vertical: x = 2

Asintota oblicua: y

X
(si & — —oo, flx) >y 8i x — 4o, fla) <)

lim [f(x) = +4ee; [lim f(x)=—co

x = 2- x— 27
e Puntos singulares: no tiene.

e Creciente en (—eceo, 2) |J (2, +e0),

Se considera la funcién f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene miximos y/o minimos?
;Tiene algin punto de inflexion? Haz una grafica aproximada de esta fun-

cion.
flx) =x3+2x+ 4

o f1(x) = 3x2 + 2
fix)=0 — 3x?=-2 — no tiene solucién.
f'(x) >0 para todo x — f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.

e ["(x) = Ox
Sfx)=0 - 6x=0 — x=0
Signo de f"(x):
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f'<0 f>0
/—\ ’ \/
e Ademas, [lim [f(x)=—oco; lim f(x) = +co
X —>—oo X —> +eo

Hay un punto de inflexion en (0, 4).

e Grafica:

|
|
|
[

[=2]

Dada la funcion y= a3 - 3x + 1, se pide:
a) Intervalos de crecimiento vy de decrecimiento. Extremos relativos.
b) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

¢) Dibuja la grafica a partir de los resultados anteriores.

) f1(x) = 3x2 = 3

. N - x=-1
S=0 — 3x"-3=0<"__ R
Signo de f"(x):
f=0 f<0 =0

-1 1
S(x) es creciente en (—oo, —1) U (1, +o0)
es decreciente en (-1, 1)

tiene un maximo en (=1, 3) y un minimo en (1, —1)

b) f"(x) = 6
S =0 —» 6x=0 — x=0

Signo de f"(x):
f'<0 =0

NN/

Jf(x) es convexa en (—eo, ()

es concava en (0, +eo)
tiene un punto de inflexion en (0, 1)
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[ %)

—r—

[

En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

1 —1 X

a) J,r = b) J" = C) J’P =
xZ-1 x2+1 x2-1
2 _ 2 _

d) __'}' = X 1 e) Jr' = X f) J;' = X X ].

% 1+ x2 xF+a+1

: 1
a)y=——
; xZ -1

¢ Dominio: IR —{-1, 1}
e Asintotas:

Iim flx) =0, Iim f(x)=20

X ——co & —> +oo

¥ =0 es asintota horizontal.

(si x = —oo, f(x)>0; si x— +oo, f(x)>0)

lim  f() = +oo
x—= -1

lim  f(o) = —oo
x——1"

lim f(x) = —oo
x— 17

lim f(x) = +eo
a— 17

x =—1 es asintota vertical

x =1 es asintota vertical

e Grafica:

=

b')‘y = )_1
x<+1
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* Dominio: IR
* Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x) =0, Ilim f(x)=10

e X —» +oa

(si x— —eo, flx) <0; si x— +eo, fla) <0)

¢ Grafica:

e Dominio: IR — (-1, 1}
* Asintotas:

lim f(x) =0, Ilim f(x)=10

X — —oo X — +oo
(si x— —eo, flx) <0; si x— +eo, flx)>0)

¥y =10 es asintota horizontal.

lim f(x) = —eo
x— -1 .
N x =—1 es asintota vertical
lim  f(x) = +co
x—=-17

lim f(x) = —eco

x— 1= . .
) o x =1 es asintota vertical
lim [f(x) = +eo
x— 17
» Grafica:
i | N
A
|
|
|
ki
. 2 _
dy=2 1 _x_ L
X X

e Dominio: IR — {0}
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e Asintotas:

lim f(x) = +eo
x— 0~ .
o x =0 es asintota vertical
lim f(x)=—co
x =0

y = es asintota oblicua.

(si & — —eo, filx) > si x — +eo, fla) < x)

e Grafica: F A
7’
Il LA
"L
///
)
W
)
N X
) 1+ x?

e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0; &m f(x)=0

X —» —co X — Foo

(si x = —eo, fix) <0; si x— +eo, fla)>0)

e Grafica:
1
—1
xt—-—x+1
Dy==
xe+ax+1

> -1 +v1-4

xXé+x+1=0 —- x=—=—"" - 5 No tiene solucion.

2
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* Asintotas:

lim fo) =1, Iim f(x) =1

e —-) X — +oo
(si x— —eo, flx)>1; si x— +eo, flx)<1)

y=1 es asintota horizontal.

e Grafica:

Pagina 205

10 Dibuja la grafica de las siguientes funciones estudiando ramas infinitas,
maximos y minimos y puntos de inflexion:

aAy=x3-3x+1 b) y = % xt— 2x2

) y=x’—a? d)y=a’-3x

a)y=x3-3x+1
¢ Ramas infinitas:

lim f(x)=—co; [im [flx)= +oo

X ——co X = too

¢ Maximos y minimos:

S0 =3x2 -3
- x=-1
() = 2022 _ 1) = 21—
S@=0 - 3x*-1D=0 > x*=1<__ I
Signo de f"(x):
f>0 r<0 720

: . . Maximo en (-1, 3).
/ - \ ! / Minimo en (1, —-1).
¢ Puntos de inflexion:

S = 6x

flx)=0 = 6x=0 - x=0

Signo de f"(x): F'<0 =0

/\ 0 U Punto de inflexién en (0, 1).
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* Grafica: I
3l |
Iy
| 1
-1 2
by = act - 202

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo;  lim f(x) = +eo

X ——oco X — +oo

¢ Maximos y minimos:

S0 = X% — 4x
x=10
T o a2 ) = /JX . =
PO=0 > w00 o
Signo de f"(x):
f"{ 0 f‘ >0 f.,{ 0 )fl =)

\;2/0\2/

Maximo en (0, ). Minimos en (=2, <4) yen (2, 4.

e Puntos de inflexion:

fn(‘_x') — 3.%‘2 — 4

Sl =0 — x?*= % - x= i‘\/% ~ +1,15
Signo de f"(x):
=0 Sf<0 f >0
\/—1:13/\ 1_..1.": \/

Puntos de inflexion: (—1,15-_. —%) (1,15; —%)

e Grafica:

| =]
—
s
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Q) y =3 — x?
e Ramas infinitas:

lim f(x) = —eo; lim f(x)= 4oo

X ——oe X — too
¢ Maximos y minimos:

S0 = 3% — 2

X
=0 — xBx-2)=0<_

~x =2/3

Signo de  f'(x): £>0 £'<0 £>0

o 2 _4
Maximo en (0, 0) y minimo en (% —:)

s Puntos de inflexion:
S1"(x) = 6x = 2

S =0 - 6x-2=0 — «x=

Signo de f"(x):

Punto de inflexion: (l _—2)
3° 27

e Grafica:

1.5 /

11

L -) !

|

dDy=x3-3x

e Ramas infinitas:

lim f(x) = —eo; lim f(x)= 4oo

X ——oo X — +oo

¢ Maximos y minimos:

S = 3x% -3

_—x=-1
f@=0 - 3&*-D=0<__ _,
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Signo de f"(x):

Maximo en (-1, 2) v minimo en (1, =2).
* Puntos de inflexion:
fn (’X) = 6 o
[ =0 — 6x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f'<0 f=0
N\ T\

Punto de inflexion en (0, 0).

e Grafica:

3%

11  Representa las siguientes funciones determinando previamente sus interva-
S los de crecimiento y de decrecimiento y sus maximos y minimos:

a) f(x) = 3x%+ 6x
b) f(x) = X3 —4x? + 4x
©) f(x) = 2x3 - 21x% + 60x — 32
a) fx) = 3x? + Ox
fllx) = =6x + 6
flx)=0 — —Ox+6=0 — x=1
Signo de f"(x):
f>0 f<0
/ 1 \

f(x) es creciente en (—eo, 1); es decreciente en (1, +e0). Tiene un miximo en
(1, 3).
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(S 5]

Grafica:

b) f(x) = a3 — 4x? + 4o

S1(x) = 3x? — 8x + 4
_ 4 2
- 8§+xV64—-48 _8xV16 _8+x4 _— X"~ 73
D=0 - x= EL e o: 63
Jlx - X 6 G 6 —— o2
Signo de f'(x): f1>0 F£<0 150
2 2
Jf(x) es creciente en (—m, %) U (2, +o0); es decreciente en (L; 2).
2 32 S
Tiene un maximo en (i %) ¥ un minimo en (2, 0).
Grafica: 7
/
1 /
|
/ 2
/
1
o) f(0) = 2x3 — 21x% + 60x — 32
S0 = 6x? — 42x + 60
o) = 274 10) = _7xN49-40 — X=2
S@=0 = 6G2-Tx+10)=0 — x=F—— <
Signo de f"(x): >0 £<0 F150
es decreciente en (2, 5). Tiene un

f(x) es creciente en (—eo, 2) U (5, +eo);
maximo en (2, 20) vy un minimo en (5, =7).

Grafica: ) I
v |
N \ |
” \ /
| f
| 4 /6
l! Ty
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12 Estudia las ramas infinitas y los puntos singulares de las siguientes funci
nes. Con la informacion obtenida, represéntalas:

1 1 1
a P = b P = C P =
)Y =11 )y is 2 )y G2
1 xt+1 X2
T (x=2) : x T (v=-3)?
: 1
a) )=
) x+1
e Dominio: R — {-1}
e Ramas infinitas:
lim f(x) =0 y =0 es asintota horizontal.
X —»—co
lim f(x)=10 (fx) >0 si x — +oo, flx) <0 si x — —co)
X — +oo
lim  f(x) = —ee
vl x =1 es asintota vertical.
lim  f(x) = +eo
x—=-17
¢ Puntos singulares:
S'(x) = _712 <0 — flx) esdecreciente en su dominio. No tiene ma:
(x+ 1 mos ni minimos.
e Grafica:
T~
N
\
|
|
b)y = —1
4+ x“°
e Dominio: R
e Ramas infinitas:
lim f(x) =0 » =0 es asintota horizontal.
X —» —co
lim f(x)=10 (f(x) >0 — la curva estd por encima de la asintota).
X — +oo

No tiene asintotas verticales.
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+ Puntos singulares:

v —2x
"(x) = e S
e =2
) =0 —- 2x=0 —> a=0
Signo de f"(x):
f>0 f<0

Miximo en (O,

..h\|n—~
—_—

e Griafica:
0.25
4 | 12
- 1
c) Y=
4 — x2
e Dominio: IR —{-2, 2}
* Ramas infinitas:
lim f(x)=20 ¥ =0 es asintota horizontal.
X —3 —oo
lim f(x)=0 (f(x) <0 si x — +eo ysi & — —oo)
X —» +oo .
lim f(x) = —ee
N Xx = =2 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x ——2F
lim f(x) = +eo
N x =2 es asintota vertical.
lim [(x)=—oo
x— 2" :
e Puntos singulares:
. 2x
frix) = — =X
(4 — x2)2
=0 - 2x=0 — x=0
Signo de  f"(x0):
F=<0 F<0 =0 =0

' } " Minimo en (O, L)
\ -2 \ 0 / 2 / 4
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e Grafica:

3%

- 1
cl) ) =
) (x — 2)2

e Dominio: IR — {2}

+ Ramas infinitas:
lim f(x) =0 ¥y =0 es asintota horizontal.
X —> oo

lim f=0| (>0 —

X —F too

la curva estd por encima de la asintota).

lim f(x) = 4oo
x =2~ x = 2 es asintota vertical.

lim f(x) = +eo
x— 2

* Puntos singulares:

- _2
"(x) = 4
Srx 23

Jf'x) # 0. Signo de f'(x): S=0 f'<0

No tiene puntos singulares.

e Grafica:

%)

2
2
. 2 4
e) J" = X 1 = x + —
X X
e Dominio: IR — {0}
* Ramas infinitas:
lim f(x) = —eo
St x =0 es asintota vertical.
lim f(x) = 4o
x—0*
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¥ =x es asintota oblicua.

(_f('x) <X s x— —oo f‘(._’x.'.) >x si o x — +oo.)
e Puntos singulares:

2

X2 x2
FD=0 — a2_1-0< "7
T~ ax=1
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f'<0 f>0

. . - . Maximo en (=1, =2)
-1 0 1 . L
/ \ \ / v minimo en (1, 2).

e Grafica:

| P
VL
AN
1\
;/'/ \
/ |
_ 2
f) y= x—z
(x—-3)
e Dominio: R — {3}
e Ramas infinitas:
lim flx) =1 ¥y =1 es asintota horizontal.
X — —oo
lim f(x) =1 (flx) <1 si x— —eo; fla)>1 si a— +o0)
X — +oo
Iim f(x) = +eo
x5 x = 3 es asintota vertical
lim f(x) = +oo
x — 3*
e Puntos singulares:
Fix) = 2 (x — ':’)'JI.2 - .xz - 2(x=3) _ 2.2&'(:.7{ - 3_— ) _ _ —6:x.'_
(x —3)* (x—-3)3 (x—3)3
fx)=0 — —6x=0 — x=0
Signo de f'(x):
f<o f'=0 fl<o

\ 3 / 3 \ Minimo en (0, 0).
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e Grafica:

P

13  En las siguientes funciones se pide: dominio de definicion, cortes con lot
S ejes, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los posible:
maximos o minimos.

Con la informacion obtenida, represéntalas:

2x + 2 X X
| I — b) | c) |
1 (x +2)? x%+1
= e) = @ - f) F = -
8 x2_2x+2 Y x2+1 Y 3x
2x+ 2
Y= -
3x -3

e Dominio: R — {1}
¢ Cortes con los ejes:

— Coneleje V¥ - x=0 — yp= —  Punto (0 _—))2)

— Coneleje X - y=0 — 2x+2=0 — x=-1 — Punto (1,0
¢ Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

10 = 2B3x—-3)—QRx+2) -3 _ bx—6-6x—-6 _ 12
(3x — 3)? (3x — 3)? (3x — 3)?

Sf'(x)# 0 para todo x

S'x) <0 — f(x) es decreciente en todo su dominio.

¢ Ramas infinitas:

- 2 2
Iim flx) == p = = es asintota horizontal.
X——oo 3 ; 3
o 2) o 2) o 2 .
Iim  f(x) = = (fx) < = si x — —eo; flx) > = si x— +eo)
N — too 5 ) 3 5
lim f(x) = —oo
S x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +eo
x—1*
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e Grafica:

———

1

[

by= 2

X —4

e Dominio: IR — {4}

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — ypy=0 — Punto (0,0

— Coneleje X - p=0 — x=0 — Punto (0, 0)

¢ Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

;(‘x') _ X = 4—x _ -4
4 (x — 4)? (x — 4)2
f'(x) # 0 para todo .

Jx) <0 — flx) es decreciente en todo su dominio. No tiene maximos ni
minimos.

e Ramas infinitas:

lim f(x) =1 ¥ =1 es asintota horizontal.
X ——oo

lim  f(x) =1 (f) <1 si ax— —oop fa)>1 si x — +eo)
X —» too

lim f(x) = —oo

XA X =4 es asintota vertical,
lim f(x) = +eo
x =4t )

e Grafica:

—
LT

IS

-
-y

_x
(o — 12
e Dominio: R — {1}
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* Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ » x=0 — y=0 — Punto (0, D

— Coneleje X - p=0 — x=0 — Punto (0, 0)

* Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

x=—1D2—x-2(x—-1) _ x—-1-2x _ —x—1

() = =
S (x— 1% (xx— 13 (r— 13

S =0 - —x-1=0 — x=-1
Signo de  f"(x): F<0 F>0 <0

f(x) es decreciente en (—co, —1) U (1, +eo), crece en (-1, 1).

. - -1
Tiene un minimo en |-1, —|.
Ll.

* Ramas infinitas:

lim f(x) =0 vy =0 es asintota horizontal.
X —» —oo

lim f(x)=0 (f(x) <0 si x — —oo; flx) >0 si x— +o0)
X — too

lim f(x) = +eo

e x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +eo
x— 1"
* Grafica: I
|
A {
* [—t——
12
dy=
x2—2x+ 2

* Dominio:
2+ V4 — 8
. . 2ExN4 — & . s
x2_-2x+2=0 — x=>=—""""2 No tiene solucién. Por tanto:

Dominio: IR

* Cortes con los ejes:

— Conelee V' - x=0 — y-= % —  Punto (O, %)

— Coneleje X —- =0 — Como y=#0, nocora al eje X.
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e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:
—(2x — 2)
(x? — 2x + 2)2

fllx) =0 — 2x-2=0 — x=1

S =

Signo de f"(x): f=0 f<0

/ ! \

J(x) es creciente en (—ee, 1), es decreciente en (1, +e=). Tiene un maxinu

en (1, 1).

e Ramas infinitas:

lim  flx) =0 » =0 es asintota horizontal.
Xa —» —oo

lim  f(x) =0 (f(x) >0 — la curva estd por encima de la asintota’
X = oo

No tiene asintotas verticales.,

e Grafica: .
I
. . N
_._.---"J h"""'-—-____
]
- (x +2)?
e)y = S
xc+1

e Dominio: R

e Cortes con los ejes:
—Coneleje V¥V - x=0 — y=4 — Punto (0,4

—Coneleje X - p=0 — x=-2 — Punto (-2,0)

e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

i = 2t 2) 2+ 1) —(x+2)?-2x _ (x+2)[2x% + 2 - 2x(x + 2)]
("XZ + 1')2 (‘_,X_..Z + 1')2
_ e+ 2Dxt+2-2x%—4x) _ (x+ 22 — 4%)
(x? + 1)2 (x? + 1)2
ox =2

S =0 - (x+2)(2—4x)=0<__ 2 1

T X == =

4 2

Signo de f"(x): f<0 f=0 fi<0

) 1
2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 08. Representacion de Funciones. Pagina 20



4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

Jf(x) es decreciente en (—eo, —2) U (i) +oo); es creciente en (—2,

l\J|n—l
""‘--.—-"’

. . . - 1 .
Tiene un minimo en (-2, 0) y un maximo en - 5}

* Ramas infinitas:

lim f(x) =1 y =1 es asintota horizontal.
X —3 —roo

lim flx) =1 (flx) <1 si x— —eo; fla) > 1 si x — +oo0)
e ]

No tiene asintotas verticales.

* Grafica: -
¥ r(‘\
/
AN

-4 | -2 1
24+1 _x 1
f.)'J"':J‘L. Sl =
: 3 3 3

e Dominio: IR — {0}

e Cortes con los ejes:
— No corta al eje Y, pues x=0 no esta en el dominio.

— No corta al eje X, pues x?+ 1# 0 paratodo x.

* Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

2x - 3x — (a2 Vo2 _ pe2 _ 2 _
f1(0) = 2x - 3x —(x*+ 1) - 3 - 2X . X 1 _ .X. 1
9‘7‘.2 :am.z 5_%.2
10 = 0 2_1-0 _—x=-1
3 = s x2_1=0<=
S _ X .
Signo de f"(x): £>0 F<0 £<0 £1>0

f(x) es creciente en (—co, —1) U (1, +); es decreciente en (-1, 0) U (0, D.
) 2
Tiene un maximo en (—1_. —‘) y tiene un minimo en (1_. %)

e Ramas infinitas:

lim f(x) = —co
x =0 _ . x _ .
x =0 es asintota vertical. y = 3 S asintota oblicua.
Iim f(x)= 4co ;
x—0F
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(f(x) < % si x — —eo; flx) > % si x — +o0)

e Grafica:

[5%)
A

PARA RESOLVER

14 Representa las siguientes funciones estudiando previamente:
— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de esta

— Intervalos de crecimiento y de decrecimiento, v extremos relativos.

a) y=2x+ L)
-

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:
lim [(x) = —eo
a0 — 07
lim f(x) = +co
a— OF .

8 2x
a) r=2x+ — b) V= =
) ~ Y ar 12
x3 x2—2x+2
= @@ d L
<)y 24 )y ~_1
4x—12 X
e) }5=7 _f) J"=7
(x—2)% (x—2)?
_-D>x-3) o x?
g y= ~_2 h) y m
. x2+4 x2
1) h}!:‘xi )J"=7
J (x-3)?
k) y=_ 28 D ,,=L
o x2+1 o x2—4
oAl _(x-2)*?
m) Y= 0y =TT

x = es asintota vertical

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 08. Representacion de Funciones. Pagina 22



-~

IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

S

x es asintota oblicua.

§

=

(si x> —eo, flx) <2x; si x — +eo, f(x) > 2x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

N 8
Sl =2- ]
7 4nl x =2
Fa=0 o 2X2=8 _o o a2o4< "7
_xz x =2
Signo de la derivada:
=0 <o f<0 f=0

f(x) es creciente en (-, —=2) J (2, +oo)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (-2, —8)

tiene un minimo en (2, 8)

e Grafica: /
/ ('
)‘f
3
[%] !
oy ;
F
f
A\
74
-"J’{ ’l
7 |
. o I
b) y=—=X _
(a + 1)2

e Dominio: R —{-1}

* Asintotas:

lim fx)=0, hm flx)=20

X — —oo X —» +oo

(si x — —oo, flx) <0; si x— +oo, flx)>0)
¥ =0 es asintota horizontal.

lim flx) = —eo
x— 1=
lim flx) = —eo

x— 17

x =—1 es asintota vertical
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1) = 200+ D2 —2x - 2(x+ D _ (x+ DQx+2—4x) _ —2x+2

(x+ 14 (o + D*

flx)=0 - 2x+2=0 — x=1

Signo de f"(x):
<0 f=0 <0

\J]/i\

Jf(x)  es decreciente en (—eo, —1) J (1, +e2)

es creciente en (=1, 1)

. - 1
tiene un mAaximo en (1_. -

e Grafica:

[1

T

e Dominio: IR — -2, 2}

+ Asintotas:

lim f(x)=—eo
X = -2~ . = .
o x = -2 es asintota vertical
lim  [(x) = +eo

x—-2"
lim f(x)=—co
x —» 2" . . :
. Xx =2 es asintota vertical

lim f(x) = +oo

x—2"
¥y =x es asintota oblicua.

(si & — —oo, flx) <2 si a— 400, flx) > x)

¢ Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

(x+ 13

100 = 32 (% — 4) — 3 2 _ 3xt — 12x% — 24 _ xt — 1242 x2(x? =12
(-xz _ 4')2 ( _x2 _ 4‘)2 (‘A.Z _ 4‘)2 (‘_xZ _ 4‘)2
x=0
= x= 12

S =0 — x(x=-12)=0 —

x=v12

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 08. Representacion de Funciones. Pagina 24



4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

Signo de f"(x):
f=0 f<0 f<o0 fl<o f<o =0

_— —\.'lTZ ~— -2 ~ 0 ~ 2 ~ '\.".1_2 _—
F(x) es creciente en (—eo, —\V12) U (V12 +0)
es decreciente en (—V12, -2) U (=2, 2 U (2, V12)
tiene un Mmaximo en (;N"E, —3’\@)

tiene un minimo en (N‘ 12, 3\;‘3)

e Grafica: [
\\\-—- &
2 s
\ .
N\ |-
ARNAR
. \
2 TN
v \
| i
. 2 _ D+ 2
d)}J:&:_x'_l-{— 1
. x—1 x—1

e Dominio: R —1{1}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 1" .
o x =1 es asintota vertical
lim f(x) = +eo
x— 17

y=uxa—1 esasintota oblicua.

(i x— —eoo, fla) <ax—1; si x— +oo, fla)>a—1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

Ter 1 (x-1D?-1 _x?-2x+1-1
() =1- = 2 : = : : =
i (x—1)2 (x — D? (x— 1?2
_ -2 x(x=2)
(x — 1)? (x =12
— X = O

S =0 - xlx-2)=0=__ x=2
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/ 0 \ 1 \ 2 /
f(x)  es creciente en (—co, 0) U (2, +ec0)
es decreciente en (0, 1) |IJ (1, 2)
tiene un maximo en (0, —2)

tiene un minimo en (2, 2)

e Grafica:

N\,

o
\\\

il

- 4 — 12
e) J" = - —=
(= 2)?%

¢ Dominio: R — {2}
* Asintotas:
Iim fG) =0, lim f(x) =0
X — —oo X — too

(si x = —eo, flx) <0; si x — +oo, flx)>0)

y =0 es asintota oblicua.

lim f(x) = —ee
XN — 27 ) ) .
o x =2 es asintota vertical
lim [f(x) = —co
K — 2

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

Fr(x) = 4 —2)2—(4x—12) - 2(x—2) _ 4(x—2)—2(4x—12) _

(x —2)4

4x —8—8x + 24 _ —4x + 16

(x—2)3 (x —2)3

fl) =0 — —4x+16=0 — x=4
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Signo de f"(x0):
f<o0 f'=0 <0

SN

f(x) es decreciente en (—eo, 2) U (4, +oo0)

es creciente en (2, 4)

tiene un maximo en (4, 1)

e Griaifica:
P A ——
e — _‘-\\
\
\
£ oy= #}
(x—2)°

e Dominio: R — {2}
* Asintotas:

lim fx)=0;, lim fl)=0

X = —oo X — +eo
(si x— —eo, flx) <0; si x— +eo, fl)>0)

¥ =0 es asintota horizontal.

lim f(x) = +eo
X = 2" . - .
o x =2 es asintota vertical
lim [f(x) = +eo
a— 27

* Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
(=22 -x-2x-2) _ x—2-2x _ —x-2
(x — 2)* (x—2)3 (x = 2)3

=0 —» —x-2=0 — x=-2

() =

Signo de f"(x0):
<o =0 f<o

\Jz/é\

f(x) es decreciente en (—oo, =2) |J (2, +e0)

es creciente en (=2, 2)

. P L -1
tiene un minimo en (—2_. 3
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e Grafica:
2 \
y \,
2 \""‘-==
- (x — D(x—2) X2 _d4x+ 3 . 1
) = = =x_2_ ——
8y x =2 x =2 * x -2

e Dominio: R — {2}

* Asintotas:
lim  f(x) = +eo
I x =2 es asintota vertical
lim f(x)=—oco
x— 2"

¥y =x— 2 es asintota oblicua.

(si v = —oo, fla)>x—2; si a—> +oo, flx) <o —2)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

=1+ —L
S (o — 2)2

J(x)=0 — (x=2%2+1=0 — no tiene solucion

Jf(x) no tiene extremos relativos.

S'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grafica: r

1)

k™

/”

3

2
h) y=—=%

e Dominio: IR — -3, 3}

e Asintotas:
im flx)=-1, lim f(x)=-1
X —» —oo X —» +oo

(si o — —oo, flx) <—=1; si x— +eo, flx) <=1

y =—1 es asintota horizontal.

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 08. Representacion de Funciones. Pagina 28



4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

lim f(x) = —eo
x — =3 ) ) .
o x = =3 es asintota vertical
Iim  f(x) = +eo
x — -3t
lim f(x) = +oo
x— 3 ) . .
o x =3 es asintota vertical
lim f(x) = —oco
x — 3"

* Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(9 —x®) —a? - (2x) _ 18x—2x3+2x3 _ 18«
(9 _ ‘XZ')Z (9 _ _,x_.Z')Z (9 _ xz ')2

S0 =

Il
=]

) =0 — 18x=0 — «

Signo de f"(x):
f<o fl<o =0 f=0
\ 2 \ ! / 3 /
f(x) es decreciente en (—eo, —3) U (-3, 0)
es creciente en (0, 3) U (3, +e0)

tiene un minimo en (0, 0)

e Grafica: i
|
\

\ /

(S

-
|l
—
.

D oy== =x+ =

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

lim f(x)=—co
a— (O

lim Jf(x) = +eo
x— 0F

x =0 es asintota vertical

¥ =x es asintota oblicua.

(81 & = —eo, flx) <ax; 85I x — +eoo, flx) >2x)

* Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

e 4
S =1- >
x“
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1y = 2 i = _— S
Jxr=0 — x°=-4=0 =
Signo de f"(x):
>0 fi<o <o =0

/;Z\O\é/

f(x) es creciente en (—eo, =2) U (2, +c0)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (=2, —4)

tiene un minimo en (2, 4)

e Grafica: 7,

]

W

2
x

PR
SRR

e Dominio: IR — {3}

* Asintotas:
lim f)=1; Iim f(x)=1
X —» —co X —» too

(si x = —oo, flx)<1; si x— +oo, flx)>1)
y =1 es asintota horizontal.

lim f(x) = +oo
A= 3
lim f(x) = +oo

x — 3t

x =3 es asintota vertical

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

i) = 2x(x — 3)2 — x? : 2(x—3) _ 2x(x—3) —2x% _
(x — 3)* (x —3)3
_ 2x% — 6x — 2x% _  _6x
(x — 3)3 (x — 3)3

fx)=0 — —-6x=0 — x=0
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Signo de f"(x):
f<0 f>0 f<0

\0/3\

Jf(x)  es decreciente en (—eo, 0) U (3, +e)

es creciente en (0, 3)

tiene un minimo en (0, 0)

e Grafica: {
\
T —
1l 1]
A
3
. w3 2
k) y= =2x —
Tox?+1 x4+ 1

e Dominio: R

s Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y = 2x es asintota oblicua.

(Si x— —eo, fla)>2x; si x — +eo, flla) < 2x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

G + 1) —2x3 - 2x _ 6t + 6% —dxt _ 2x* + 6a?

(a2 + 12 (x2 + 1)2 (x2 + 12

Sfx) =
f=0 — 2x*(x*+3)=0 — x=0

Signo de f"(x):
f'x) >0 paratodo x#0

Jf(x) es creciente en todo IR.

e Grafica: 5

1%y

A
/,
)‘f
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A
D y= X
xt—4
e Dominio: R — -2, 2}
* Asintotas:
lim  flx) = +oo
N = —27
x =2
lim  f(x) = —eo
x — 27
lim f(x)=—oo
X— 27
o x =2
lim  f(x) = 4oo
x— 2"
o ()
Iim f(x) = +eo;  lim / — =
X2 _oo X ——oo X
o ()
lim f(x) = +ee;  [lim S
X = oo x— o0 X

2 es asintota vertical

Ramas parabdlicas

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S0 = 43 (x® —4) —x* - 2x _ 4o — 16x3 — 24 2x° — 163
(2 — 4)? (a2 - 4)2 (x2 = 4)2
_ z.x.‘%("xz _ 8)
(x? - 4)?
x=0
oy . . : / o I
fl =0 — 2x3(x?-8)=0 < x= 8§
x =18
Signo de f"(x):
f=<o f=0 f=0 <0 f=<o0

\_-\:'E/—E/{:)\é

f(x)  es decreciente en (—eo, —V8) U (0, 2) U (2, V8)
es creciente en (—V8, —2) U (=2, 0) U (V/8, +)
tiene un minimo en (—V8, 16) y otro en (8, 16)
tiene un maximo en (0, 0)
s Grafica: \ F - 7
\ 0 7
/
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m) y =

x3
x+ 2

e Dominio: R — (-2}
s Asintotas:

lim  f(x) = 4eo

x — -2 ) ) .
) o x = -2 es asintota vertical
Iim  flx) = —eo
x— 27
) . ) S
lim [f(x)= +eco;  [im — = —oo
X —> —oo X =5 —oo ' 1.
e Ramas parabdlicas
lim [f(x)= +eo;  [lim — = +oo
X — Heo e

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S0 = 3x%(x +2) =8 323 + 6% — 3 _ 223 + 6x?

(x + 2)2 (x + 2)2 (xx + 2)2

x =20
@ =0 - 2dxrH=0<__

Signo de f"(x):
<0 f=0 >0 f=0

J(x)  es decreciente en (—ee, —3)
es creciente en (-3, —2) |J (=2, +e0)
tiene un minimo en (=3, 27)

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

e Grafica: \\ "
A Ta
N\ 4
b7
>l 1
1
4 [
|
|
— 2)2
n) y= (')‘; “1) =x—3+ .xil
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¢ Dominio: R - {1}

* Asintotas:
lim f(x) = —eo
x— 1= . .
o x =1 es asintota vertical
lim [(x) = 4o
x—1"

y =x-3 es asintota oblicua.

(Si x > —oo, flx) <x—3; si x> +eo, f(x)>x—3).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

. 1 (x—D*—-1  x?—2x
0 =1~ R
/ (x—1)°2 (x—1)2 (x— 1)2
.:_"/f . . /"-J X = n
S =07 xlx-2)=0<___ .
Signo de f"(x):
f =) <0 f’< 0 ) =0

J(x) es creciente en (—oco, 0) U (2, +0)
es decreciente en (0, 1) U (1, 2)
tiene un maximo en (0, —4)

tiene un minimo en (2, ()

e Griafica:

(R
My
s

j/

15 a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion definida para x > 0 por
_ 1+ x2
f (?C) = T-

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

¢) Esboza la grafica de f.

a) lim f(x)=+e — x =0 esasintota vertical.
x —0*
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S0 =x+ L y=2x es asintota oblicua.
x

(Si & — +eo, flx) > )

S 1 _ x%-1
b fflx) =1-—-=
4 x2 x?

__—x= —1 (no vale)

' ey = .2_ _—
=0 — x*-1 Ox\le

(x=—-1 no vale, pues f(x) estd definida solamente para x > 0)
Signo de f"(x0):

f<0 f>0
{.ﬁ} \ 1 /

f(x) es decreciente en (0, 1)

es creciente en (1, +oo)
tiene un minimo (local y global) en (1, 2)

no tiene un maximo

4 %]
\

16 Dada la funcion f(x) = %, se pide:
VaZ +1

a) Dominio de definicién, asintotas y posicion de la curva respecto a estas.

b) Miaximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

¢) Dibuja la grafica de f.

a) * Dominio: R
* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0 y =0 es asintota horizontal.
X ——oo

Iim f(x) =0 (f(x) >0 — la curva esta por encima de la asintota).
X = +oo
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b) f1(x) = ——=
d Vix? + 1)3
=0 — x=0
Signo de  f"(x):

f1>0 f'<0
/ {.ﬁ}\

f(x) es creciente en (—eo, 0); es decreciente en (0, +e0). Tiene un maximo en
(0, 1.

&)

=

Pagina 206

17 Representa graficamente la funcion: p(x) = x*+ 4/3x3 + 2x2 -2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p(x)?

2 a3+ 2x2-2

x) =t +
Dplx) = x ))

e [im p(x)=+ee;  Iim p(x) = +ee
X —» —oo X — too

o pl(x) = 4x3 + 4a? + dx = da(x? + x + 1)

px)=0 — x=0 — Hayun punto singular en (0, -2).

o p(x) =12x% + 8x + 4 = 43x% + 2x + 1)

2+ 12
. 2 +V4-12 . .
pix)=0 —- x=-—"—"—"——""" — no tiene solucion.

8

p(x) no tiene puntos de inflexion.

e Grafica:

)

e f(x) tiene dos raices reales.
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(!,
18 Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y

a3

la existencia de maximos y minimos. Dibuja su grafica:
b) y =
To4x?+1

) e.\,'
Y= ——r0
x2+3
x3+8

4
d) y = -
y -1

Ay=x+ ———
(x—1)?
N e'x
Dp=—22
R

e Dominio: R

* Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
¥ =0 es asintota horizontal cuando x — —ee (f(x) >0)

lim f()=0 —
— Rama parabélica

X = —o0
. (x)
lim f(x) = +eo;  lim % = +eo
X — too

X — +eo

e Crecimiento, maximos y minimos:
-2 e T -3 - —

e(x”+3) —e'2x _ e —2x+3)

"(x) = . : : ,
4 (x% + 3)2 (w2 + 3)2
- 2+V4—12
fix)=0 —- x?-2x+3=0 — x= # No tiene solucion.
f'x) >0 paratodo x — f(x) escreciente en todo|R. No tiene maximos
ni minimos.
e Corta al eje Y en (0 %)
e Grafica:
4 ¥
> /
& e
4

by = _x 1,
: 42 + 1 4 452 + 1

e Dominio: IR

* Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y= %'x es asintota oblicua.

(Si x — —co, flx) > %A si a— +eo, flx) < /—l,x')
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* Crecimiento, maximos y minimos:

Fo = 3a2(4x? + 1) — a3 - 8x _ 12x% + 3x2 — 8xt _ 4at + 3x2
(4x2 + 1)2 (4x2 + 1)2 (4x* + 1)?

JSO=0 = x*Ex?+3)=0 — x=0 — (0,0

S ) >0 si x20 — [f(x) es creciente ('tiene un punto de inflexion en (0, 0

e Grifica: Py
I/,
I//
0ns ’//
.
L
P
.
S
A
ps
7
Dy=x+ —F——
(x = 1)2

e Dominio: R — {1}
* Asintotas:
lim f(x) = +oo
X 1- ) _
) . x =1 es asintota vertical
lim f(x) = +co
x—= 17
¥y =x es asintota oblicua.

(Si x — —oo, fl) > si x— +oo, flx) > x).

s Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

8 _ (x=1D3-8
(x=13 (x—-1)3

Sl =1-
S =0 - (x-1P=8 - x-1=2 — «x=3

Signo de f"(x):
S0 f1<0 S0

/i\f%/'

f(x) es creciente en (—eo, 1) |J (3, +e0)
es decreciente en (1, 3)

tiene un minimo en (3, 4)
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e Grafica:

N\

x3+8

dy =
R

e Dominio: R — {1}
* Asintotas:

lim f(x) = —eo
X =1
x =1 es asintota vertical.

lim f(x) = +eo

x =1t

lim flx)=1 ¥ =1 es asintota horizontal.
X ——oo
Iim f(x) =1 (flx) <1 si & — —eo; flx)>1 si x — +eo)
X —> +oo
* Crecimiento, maximos y minimos:

Ao 33 -D -3+ 8) - 3x? | 3?3 -1 -x3-8)
1} -) — = =
S (23 =132 (a3 — 1?2 (% —1)2

f=0 o 27x*=0 > x=0

Signo de f'(x):
fx) <0 — flx) es decreciente en su dominio.

(Tiene un punto de inflexion en (0, -8)).

e Grafica:

19 Estudia los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes fun-
ciones y represéntalas graficamente:

X _ p—X X —X
a)y=2-°¢" b)y= e rer c)y=senx+cosx para 0<x<2n
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e — e

a)ys= = senh x. Esta funcion se denomina seno hiperbélico de x.

X 4+ X

. fiG0) = £

S =0 — e'+e* =0 — no tiene solucion —
— no hay maximos ni minimos
f(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente

U ) — e¥—e™
P - Lo

f”('.x) =0 — ef—eX=0) — e¥— % =0 — e?Zx_ 1=0
e

eX=1 - 2x=0 — x=0 — y=0

Signo de f"(x):

f'<o f'=0
/\ () \—/ Hay un punto de inflexién en (0, 0).
» Grafica:
|
/
f
17
/
S/
|
f
{
é?."C + e—.’\.'

b)y = = cosh x. Esta funcion se denomina coseno hiperbdlico de .

2
s e¥ — g™
o fllx) = ———
2]

f‘lr (JX) =0 — 6’x C é?_x =0 —= x=0 — J'I =l

Signo de f"(x):

f=<0 f=0
\ 1 / Hay un minimo en (0, 1).
oX 4+ X

- ‘f’ "(x) = :

Jf"(x) =0 — no tiene solucion — no hay puntos de inflexion
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e Grafica:

c)y=senx+ cosx para 0 <x<2m

e f'(x) = cos x — sen x

m
X = —
flx)=0 — cosx=senx — Igx= 1< B ;n
‘X = —
+
Signo de f"(x):
f>0 f'<0 f>0

4

. n - .. 5T =
Hay un maximo en (—_. V2 ) v un minimo en (T 2 )

e f1"(x) = —sen x — cos x

e Grafica:

3n
X =—
W Y = . — . . L / -4
Sx) =0 — senx=-cosx — tgx=-1 ~__ .- 7
x =
Signo de f"(x):
<0 50 <0

N 3m /n
Hay un punto de inflexion en (T 0) y otro en (T 0)-

)
/

5
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20 Representa las siguientes funciones:

x In x
a) y= = b) y= g ¢) y=xlnx
d) y=(x—De" €) y=uxe¥*! f) y=xe™
2
g y= I;z - h) y=In(x?-1)
-
a)y= o

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

- S
lim f(x) =—eco,  lim — = +eo  — Rama parabdlica
X —»—oo X ——o0 X
- = - X - 1
lim flx) = lim -= Iim -=0
X —> oo X —> oo @™ x> teo @V

¥y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

X " o X0 5 5
vy E—xet e (1—x) _ 1-—ux
S = E=4 o

fx)=0 - 1-x=0 — x=1

Signo de f"(x)

JS(x)  es creciente en (—ee, 1)

es decreciente en (1, +eoo)

. S 1
fiene un maximo en (1 —
=4

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

e Grafica:

-
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In x
.x

b)y=
e Dominio: (0, +co)

* Asintotas:

lim f(x)=—-e — x=0 esasintota vertical
x—= 07
- . - _ 1)_.-"‘.:{..
lim f(x) = lim — =0
X —3 +oo = 4oo X

¥ =0 es asintota horizontal cuiando x — +eo (f(x) > ).

+ Puntos singulares:

1 —inx

A ) x—Inx _
"(a) = =
4 X2 2

fx)=0 —» Inx=1 — x=e

Signo de f"(x): F1>0 f<0

0N

f(x) es creciente en (0, e)

es decreciente en (e, +eo)

. - 1
tiene un maxuno €n (é’,
(=

e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

[S Y

/
|
|
Oy=xinx
e Dominio: (0, +eo)
s Asintotas:
~ ~ In x _ S ~ 5
lim xnx= [lim — = [lim 1 :'x - = lim (=x) =0
x— O x—0r /X x— 0t —1/x= a— 0t

No tiene asintotas verticales.
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lim  flx) = +eo;  [im AC 40— Rama parabdlica
X — +oo X —> oo X
* Puntos singulares:
S =lnx+ x- 'xi =Mmx+1
=0 » Ihx=-1 —» x=el= %
Signo de f'(x): fl<o >0

0\‘%/

J(x) es decreciente en (0, i)
e

. 1
es creciente en | —, tee
e

. . 1 1
tiene un Minimo en ( , — )
e e
e Corta al eje X en (1, 0).
o Grafica: 7
I'
/
/
1 /
)4
d)y=(x—-1e"
* Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim flo)= Ilim (—x—1De = I@im L_l = lim _ll =
X = —eo X —> +eo X3 4ee " X —> oo "

¥ =0 es asintota horizontal cuando x — —e (f(x) < 0).

lim [f(x) = +eo,  lim S

X —3 +oo X = +oo N

= +eo  — Rama parabdlica

* Puntos singulares:
Sy =e"+(x—De¥=e"(1+x—-1) =xe~
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JS(x)=0 — x=0
Signo de f"(x):
f<0 f>0
0
~ _

Jf(x) es decreciente en (—ee, 0)

es creciente en (), +eo)

tiene un minimo en (0, —1)

e Corta al eje X en (1, 0).
* Grafica: I

——

e)y=axer*!
* Dominio: IR
* Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0 — y=0 esasintota horizontal cuando x — —ee.

X —3 —oo
(f(x) <0 si x — —e0)
) .o ) (x)
lim  f(x) = +eo;  lim / = +e  — Rama parabdlica
X — oo x—teo X

* Puntos singulares:
f’('.x") =¥t 1 4 xeXt 1 — (‘1 + _,X_.')ex +1
ffx) =0 — x=-1
Signo de f"(x): f<0 f=0
1
\‘ /

J(x)  es decreciente en (—ee, —1)

es creciente en (=1, +oo)
tiene un minimo en (-1, —1).
+ Corta a los ejes en el punto (0, 0).
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e Grafica:
|
1
I —
£ y=x2e
e Dominio: R
s Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
B . B ) 1.
lim flx) = +eo;  lim — = —eo  — Rama parabdlica
X — —oa X ——eo X
o 2 2 5
lim flx) =+es; [im —= [lim == Ilim — =0
X —> +oo A — oo € x =>4 @8 a3 tee @F

=10 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

2

. X
e Puntos singulares: y = p
e)
() = 2xe¥ —x?e® _ & (Qx —x%) _ 2x—
e e e

x=0
=0 — 2x— x2=0 —- x(2-x20=0 < =2
Signo de f"(x):
<0 F50 <0

\0/2\

f(x)  es decreciente en (—eo, 0) U (2, +c0)

es creciente en (0, 2)

tiene un minimo en (0, 0)

fiene un Maximo en (2_. )
e”

e Grafica:

I
-
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Z

I x

y=

e Dominio:
Imx=0 — x=1. Ademas, ha de ser x > 0.
Dominio: (0, 1) J (1, +0)

* Asintotas:

Iim flx) =10

x =0t

lim f(x) = —eo
x— 1"

lim () x =1 es asintota vertical.

im f(x) = 4o
x— 17
lim  f(x) = +eo;  lim ft-) = 40— Rama parabolica
X —» too X — +oo oA
* Puntos singulares:
2xlnx—x2-L _ .
Fr(a0) = X _ 2xlnx—x _ xQ@nx-1)
(In x)? (In x)* (In x)?
_ x =0 (no vale)

") =0 — xQlex—1)=0=_ -
/ T~ Ilnx= > — x= el’2
Signo de f"(x):

f=0 f'<0 >0

- 4
f(x)  es decreciente en (0, 1) U (1, el2)

€5 creciente en (6’1" y +C’°)

0 . - 1/2 - )
tiene un minimo en (e?, 2e).

e Grafica: a | )
: \_1
2
13 _\\ 1 4
-
14
£
=

h)y=Inx?-1)
e Dominio: (—ee, —1) [J (1, +oo)

e Asintotas:
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lim flx)=—ee — x=-1 es asintota vertical
x = —1-
Iim f(x) =—e — x=1 es asintota vertical
x— 17
. o ) S0
lim  flx) = +eo;  [im — =0
X —>—oo x— - X L.
£ Ramas parabélicas
lim flx) = +ee;  [im — =0
X —> +eo X = too X

¢ Puntos singulares:

F1io = 3

x? -1
fx)=0 - 2x=0 — x=0
No hay puntos singulares (x = 0 no pertenece al dominio).

e Puntos de corte con el eje X:

-9 - 5 2 ) _— X = —\'I'E
Inx=-1)=0 —» x*-1=1 — x“=2 < —
T~ x =\2
Puntos: (QN'E, O) vy ('N"E, 0)
e Grafica: -
P ~— 4 - fe
My 2 .
N /
\ | i
|
21 Estudia y representa las siguientes funciones:
a) y= Ng — xz b) y= '\l'xz —4 C) y= '\."x_z

a)y = V4 —x%
e Dominio: [-2, 2]
e Asintotas: No tiene.
¢ Puntos singulares:

. —2x —x
fl) = —=2= = —
2V4 —x2 N4 —x?

f=0 — x=0
Signo de f"(x0):
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Jf(x) es creciente en el intervalo (-2, 0) y decreciente en el intervalo (0, 2
Tiene un maximo en (0, 2).

e Corta al eje X en (=2,0) yen (2 0.
e Grafica:

2

b)y =N x2— 4

e Dominio: (—oeo, —2] |J[2, +c0)
* Simetria:

Jf=x) = f(x) — Espar — Simétrica respecto al eje V.

+ Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +eo

X — too
3 (20 _ o oVx?—4
lim j— = lim — =1
X = 4o X X —3 +oo X
lim [f(x)—xl= Ilim [Vx2—4 —x]=
X —» +oo X — oo
.. (Na?2—d—x)(Nx? — 4 + x)
= [im _— =
X — +oo Va4 + x
2 2 p
. X —4 —x . —4
= [lim ———— = lim ———— =0
x—tee Yl — 4+ xoe NaZ 4+ x

y =x es asintota oblicua cuando x — +ee. (f(x) < x)
Por simetria (pues f(x) es par), deducimos que:
y =—x es asintota oblicua cuando x — —ee.
() < -x)
¢ Puntos singulares:
2x X

oS —

2Nx2 -4 xZ_4
ffx) =0 — x=0 (que no esta en el dominio)

No tiene puntos singulares.
Jf(x) es decreciente en (—ee, —2) vy es creciente en (2, +eo),
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Iim
X = 4os X

e Grafica:

dy= V1«

e Pasa por (=2,0) y (2, 0).

e Grafica:

N s
\‘\ /’/
™, “/
\\: o2 ’//
-2

e Dominio: IR
e Simetria:

Jfl=2x) = IxZ = Jf(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e No tiene asintotas.

e Ramas infinitas:

Iim f(x)= lim f(x)= +co

X — —oo X — oo

0

F(x0) Ramas parabolicas

¢ Puntos singulares:

2

-1
AN

No existe f'(0) — f(x) no es derivable en x = 0.

f(x) es decreciente en (—oe, 0) y creciente en (0, +eo).

e Pasa por (0, 0).

8%

2

e Dominio: IR

* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.
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lim f(x) = lim f(x)=—co

X ——o X —» +oo
(%) (%) Ramas parabdlicas
lim f— = lim f— =0
X ——co X A —s 4o X
¢ Puntos singulares:
S = . N Jf(x) no es derivable en x= -1 nien x=1.

31 - x2)?
=0 — 2x=0 — x=0
Signo de  f'(x):
fr>0 j-f>0 fr<0 f"’<0
— - — ! N : ~

Jf(x) es creciente en (—eo, 0), es decreciente en (0, +eo); tiene un maximo
en (0, 1).

e Corta al eje X en (-1,0) yen (1,0).

e Grifica:

1

(']

22 Estudia el dominio de defi- ~ P l\ ! I I
nicién, las asintotas y los w” \
extremos de cada una de las
siguientes funciones y, con 10
esa informacion, trata de ' i~ AR 1:2“
encontrar su grafica entre -
las que estin representadas | EA :l' .
a continuacioén: | :

52

4=

1 “
sen x aN A

A0
N

a)y-=

-

\N
~

N

/!

b)y=xe" N 27

S]
o[B8t

c) )= sen >
)y >
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» Dominio:
senx=0 — x=0+nk ke Z
D=R —-inkl, ke Z

e Asintotas:
x =mhk, ke Z son asintotas verticales.

No hay mas asintotas.

e Extremos:
- . —_ ). -
frla) = =Co8 X
sen< x
_ x=m2+ 2nk

o e . .
S ) =0 — cosx=0<___ x = 31/2 + 2mk (ke 2)

Signo de f'(x) en (0, 2m):
f'<o f=0 f=0 f'<o0

6\%/5/%\&

Jf(x)  es periddica de periodo 2m.

Jf(x) es decreciente en (O, % U ()’—;t 215)
es creciente en (% n) U (;q;__ )’_“)

)

tiene un minimo en (
. .. 3
tiene un Mmaximo en = -1

lu|‘<=i

e Grafica — (2)

b)y = xe*

e Dominio: R
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s Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim fx)= lim —-xe*= Ilim = = [lim -1 _5

A — —eo A — +oo x> +eo £ X — +oo @

¥y =0 es asintota horizontal cuando x — —ee (f(x) < 0).

lim f(x) = +co;  [im S

X —> +eo x = oo X

= 400 — Rama parabdlica

s Extremos:
S = e+ xe¥ =e¥(1 + x)
=0 - 1+x=0 — x=-1
Signo de f’('x'): Fl<o >0
\ —1 /

J(x)  es decreciente en (—eo, —1)

es creciente en (—1, +oo)

. o -1
tiene un minimao en (—]._.
e‘)

e Grafica — C@'

Y A = oy SF
c) y = sen =

e Dominio: IR
* Asintotas: No tiene.

» Extremos:

S =0 — cosX =0 — '_K—).=%+Tl:k — X =T+ 2nk

J(x) es periddica de periodo 4m.

Signo de f"(x): £>0 <0 f=0

(:) / e '\\ 3:31: / -n':

fx)  es creciente en (0, ©) U (3w, 4m)

es decreciente en (m, 3m)
tiene un maximo en (m, 1)
tiene un minimo en (3m, —1)
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e Grafica — @

—

dy = Vx

e Dominio: R

* Asintotas: No tiene.

o (x)
lim f(x)=—oo; Iim / — =0
A —-) X —3 +oo X _r
0 Ramas parabolicas
L x
lim f(x) = +oo;  [lim J =0
X —» +oo X = +e0 N

¢ Extremos:

1

32

G0 =

—  f(x) no es derivable en x =0

JS(x) > 0 paratodo x# 0.

J(x) es creciente.

e Grafica — (1)

e y=x?+1
e Dominio: R

e Simetria:

S=0) = f(x) — [f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.

* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = +oo
X — too
(2) (22 + 1
tim L o g N1
X —+o0 X X —> +oo X
m [fo) —x]= lim [Nx?+1 —x] =
X —» +oo X —» +oo

(Va2 +1 —x) (Va2 +1 + x) _

= lim —
X —» +eo Va2 +1+ x
) %+ 1 — 2 p 1
= lim —F——— B = Jlim ————=0
x40 Va2 +1 +x x— 40 Va2 +1 + x

¥ =x es asintota oblicua cuando x — +ee (f(x) > 2.
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Por simetria:

¥ =—=x es asintota oblicua cuando x — —ee (f(x) > —x).

e Extremos:

100 = 2x _ X

2Vx2 41 Va2 +1
fx)=0 — x=0

Signo de  f"(x): <0 f'=0

\ 0 /

f(x) es decreciente en (—eo, 0)
es creciente en (0, +eo)

tiene un minimo en (0, 1)

e Grafica — @
£ y=sen?x
* Dominio: R

+ Asintotas: No tiene.

* Extremeos:
f'(x) = 2sen x cos x = sen 2x

k ke Z

SxX)=0 — sen2x=0 — 2x=0+mTk — x= E}

f(x) es periodica de periodo .

Signo de f"(x) en (0, m):

. _ n
Jf(x) es creciente en (0_. T)

2

. T
es decreciente en ( TC)

. AT T
fiene un maximo en (T 1)

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (m, 0)

5 (7
e Grafica — 4)
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21
23 Larecta y=2x+ 6 esuna asintota oblicua de la funcion f(x) = L? Ha-
S llaelvalorde kvy representa la funcion. -
e Hallamos Zk:
Si y=2x+ 06 es asintota oblicua, tenemos que:
) o
lim / — =2, lim [f(x)-2x]=0
X = Hea X X —5 +eo
Por tanto:
. (x) 2x2 +
lim [f(x) =+, [im J = Jim ISy
X = oo X = teo X X = Hee X5 —
) oy ) 2%+ 1 2%+ 11— 2x% + 2kx
lim [f(x)=2x]l= Ilim |=——— -2x|= Ilim =
X =3 +oo x>+ X—R X = +oo x—k
ol
= lim L _ok-6 S k=3
X = 4o N —
2x% + 1

Luego: f(x) = _
x—-3

e Dominio: IR — {3}

* Asintotas:
Iim [f(x) = —ee
x — 3" x =3 es asintota vertical
lim f(x) = 4o
x—=3"

y=2x+ 0 es asintota oblicua.

(Si x— —oo, flx) <2x+0; si x— +oo, flx)>2x+0)
e Puntos singulares:

(x —3)? (x = 3)? (x - 3)?
. _ 12+V144+8 _— x=0,08
(") = 22 _ 12x— 1 = - 2 =
=0 = 2x2-12x-1=0 — x y S
Signo de f"(x):
f>0 fl<0 f<0 f>0

/ ~0,08 \ % '~\ (j_.iJE% /
S es creciente en (—oo; —0,08) U (6,08; +eo)
es decreciente en (—0,08; 3) U (3; 6,08)
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tiene un maximo en (—0,08; —0,33)

tiene un minimo en (06,08; 24,32)

e Grafica:
l ¥
[
A
25 \/i
24 ,
D2
I ri
D
dbgﬂx
‘11

o 1 N\ 12 15

¥ 2

Y, 3

4

24 Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y = ot para

1 _ a2
x> 1. 1-x

En el punto P(.2, —%) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a
dicha curva.

a) Halla la ecuacion de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula
encuentra a la asintota vertical mas préxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

" 2(1 — a2) — 2x(2x 2 —2x2 + 4x2 2x2 + 2
2) f1(x) = 2Q1 x ) )_.:x)( 2x) _ 2 - 2 +)—§'x - +)._)
(1 —x°)”° (1 —-x)° (1 —x°)”°
s 10
2= =2
/ 9
La ecuacion de la recta tangente en P es:
4 10, ” 10 32
) =——t—(x—-2) - y=—Tx-==
FTTE T I

b) La asintota vertical mds proxima a P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de
interseccion de x =1 con la recta tangente anterior:

, =10 . 32 o =22 A
SR Y79 El punto es (1, _;)2)

N
x=1 x=1

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10 32] 10 32 _ __32_16

R O *“10°35 | Elpunoes T,0)
LD

J;:O “}J:O .
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25 Dadala funcién f(x) = x2|x—3| halla:
S a) Los puntos en los que f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.

¢) Represéntala graficamente.

s )=+ 3) si <3|
a)f(’X) = { .X'Z(..'X-'— 5) sioa > 5 } -

- Si x+ 3, tenemos que: f(x) es derivable. Su derivada es:
.- — X <
Ty — -

J' ) { 3x2 —6x si x>3

Por tanto:

S 3D =91 fr3)=#f(3" _
S (3 =9 | f(x) no es derivable en x =3 (Punto (3, 0)).

b fl)=0 — [Bx?+06x=0 si x<3
0 — (O 0

—-x=2 — (2,4

) ) _'___.’—’ -x-‘
3x(—x+2)=0__

_ 3x2—6x=0 si x>3 — ninguno

Como f(x) =0 paratodo x, tenemos que:

f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4)
o) lim f(x) = 4eo;  Jim f(x) = 4o

X —>—oo X — +oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grifica:

NEEY SR
WY |
{3 \]
\ \IJ
11/
i

Pagina 207

26 Halla los puntos de corte, los maximos y minimos, los intervalos de creci-
miento y de decrecimiento y los puntos de inflexion de las siguientes fun-
ciones definidas en el intervalo [0, 27].

Utilizando la informacion obtenida, represéntalas graficamente:
a)y=1-2cos x b)y=1+ 2 sen x
C) y=sen x —cos x d) y = (sen x)?
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a)y=1-2cos x

e Dominio: [0, 2r] (nos la definen en este intervalo).

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — py=-1 — Punto (0,-1)

— Coneleje X - p=0 — 1-2c0sx=0 — cosx=-

l\..l|n—l
l

o[ ol

/ X
\ N =

T ST
Puntos [—, 0] v |=—=, 0
untos ()) )} (%)

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

Sf1(x) = 2sen x

%
Il
) A ©

S =0 — senx=0 x=

Signo de f"(x): f>0 f<0
{:ﬁ} / ?T \ 2:”

Sf(x) es creciente en el intervalo (0, ) y es decreciente en el intervalo (m, 2m)

Tiene un maximo en (7w, 3), un minimo en (0, —1) y otro minimo en (27w, —1)

e Puntos de inflexion:

J"(x) = 2cos x

T
X ==
f"x) =0 — cosx=0 — _2
\ o 3
XY=
Signo de f"(x): 150 £7<0 150

Puntos de inflexion: (% 1) v (%—:t 1)

e Grafica:
- RN
] l/ \\.
- / \
1 \
/ \
J m T 3 N\ | 2
T3 =N
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b)y =1+ 2sen x
* Dominio: [0, 21 (estd solo definida en este intervalo).
¢ Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 — y=1 — Punto (0, 1)

— Coneleje X — p=0 — 1+2senx=0 — senx= —%
Tr B
Xx=—
_— 6 7n Bk
Puntos |—/—, 0} v , 0
T~ 117 6 L6
Xx=—
6
* Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:
S1(x) = 2cos x
T
=0 — o T 2
x) = COS X
\ -~ 3n
2
Signo de  f"(x) £>0 £<0 £'>0
0 rc 3m 2n
Jf(x) es creciente en ( %) U (—) 2n|; es decreciente en (% %—:t)

. L. T
Tiene un maximo en EX 3

——

AT
\ un minimo en —_ =1}

e Puntos de inflexion:

J7"(x) = —2sen x

M) =0 — senx=0

Signo de f"(x):

Puntos de inflexion en (0, 1), (m, 1D y en (2m, 1.

e Grafica:

(. )

[4%]
[
T

=

T T N|3m| /A 2m
y W

1
+I
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C) Y =Sen x — cos x
s Dominio: [0, 2] (nos la definen en este intervalo).

+ Cortes con los ejes:

— Coneleje V¥ - x=0 — y=-1 — Punto (0, -1)

—Coneleje X — =0 — senx-—cosx=10

P < x

Puntos (1 O) v (5?!:! O)
4 : 4

4_‘ '\?_-;' N

X

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

J'(x) = cos x + sen x

flx) =0 — cosx+senx=0 — 1l+igx=0 —
X' = 5_“
— tgx=-1 — N
\ n
xX = —
4

Signo de f'(x):
S0

i <0

f(x) es creciente en (0_. ﬂ) U (?ﬂ:, 275); es decreciente en (?,_:rc
4

. .. 3T =~ .. T T~
Tiene un Maximo en (— V2] v un minimo en [—, =2 .
4 ) 4

e Puntos de inflexion:
J"(x) = —sen x + cos x = —(sen x — cos x) = —f(x)

Los puntos de inflexion son los puntos de corte con el eje X,

e Grafica:

Ay = (sen x)?
e Dominio: [0, 2] (nos la definen en este intervalo).
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e Cortes con los ¢jes:

—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto (0,0

— Coneleje X —» y=0 — senx=0

\ x =21
Puntos (0, 0), (=, 0) y (2=, 0).

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:
Jf'(x) = 2sen x cos x

x=10
T

/
sen x =10 \ X =
flx) =0 — senxcosx =10 < o
- X = TE;rz

cosx =0 = .
~— x = 3W/2

Signo de f'(x): >0 <0 >0 <0
’ : k B o
o3 \ / L \

) U (‘n:_. %_Tl:) es decreciente en (% ‘I[) U ())7“ 2?[)

\

Jf(x) es creciente en (O_.

o)A

2

. .. T AT . .. : :
Tiene un maximo en (T 1)_. otro en (7 1)_. y tiene un minimo en (0, 0)

otro en (m, 0) y otro en (2m, 0).
e Puntos de inflexion:
f1"(x) = 2[cos? x — sen? x]

f'x) =0 — coslx—sen?x=0 — 1-1g2x=0 —

1 _— X = 3?[;’:‘4
tox =—1 < o
/ ¢ T x =T7n/4
— fgz X = 1\ X
- X =T/4
tgax=1<_ )
8 T x = 5m/4
: 5 =
Puntos de inflexion: (1 l) (E L) (311 l) v (—Tc i)
42 42 4°2) 7 \4°2
e Grafica:
3 . N ¥ A,
,/ \\ ,/ \\
7 Nt N
I n 3n T
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27 Dada la grafica de la funcion f(x), determina:
S

Sl

a) Dominio de la funcion.

b) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
¢) Intervalos donde la derivada es positiva.

d) Puntos donde no es derivable.

¢) Ecuaciones de las asintotas.

a) (=2, +co)

b) Es creciente en (=2, =1) U (1, 2) y es decreciente en (2, +0).
o fx)>0 en (=2,-DUQ, 2).

d)No es derivable en x=-1, nien x=1, nien x= 2.

e) Asintota vertical: x = =2

Asintota horizontal: y = 0

28 Dada la funcion f(x) = bx _ con b+0, se pide:

S xZ+1
a) Determina las asintotas de la funcién para cualquier valor del parametro b.

b) Determina el valor del parametro b para que la funcién tenga un maximo
en el punto (1, 3).

a) ® Dominio: IR

e No tiene asintotas verticales.

e lim flx)= lim f(x)=0 — y=0 esasintota horizontal.
X — —ca X — oo
P b . iy o Ox
(=3 — ~=3 - b=06 — [flx)=———

xc+ 1

Comprobemos que, en efecto, hay un maximo para x= 1:

6+ 1) —06x-2x _ Ox?+6-—12x% _ 6 - 0x?
(x? + 1)? (x? + 1?2 (x? + D?

f1G0 =
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. . — =l
S)=0 - 6-6x2=0 — x%?=1<__ x =1
Signo de f"(x):

f£1>0 f1<0

Como f'>0 alaizquierda de x=1, v f <0 asuderecha,en x=1 ha
un maximo.

. - x . P .
29 Comprueba que la funcion f(x) = % tiene dos asintotas horizontale
distintas. X
— si x<0
L x+1
Sl =
si x20
x+ 1
Por tanto:
lim fx)= lim —X—=-1 — y=-1 es asintota horizontal cuando x — —
X —>—oo x e X+ 1
lim f(x)= lim X -1 > v =1 es asintota horizontal cuando x — +
X = Feo x>+ X+ 1

30

() — 5 8 M e = 8
‘f(.-x.)—m+b+3—_._-,f(.x.)—a— >

Dada la funcién f(x) = ax + b + ﬁ, calcula @ vy b para que la grafica de
x

pase por el punto (-2, —0) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Par

ese valor de a v b, representa la funcion.

e

e Pasa por (-2, -0) > 2a+b-4=-0 1 2a+b=-2 1 a=2 b=

e Tangente horizontal — f'(-2)=0 — a-2=0 J a=2 J B
Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + Ai

e Dominio: R — {0}

* Asintotas:

lim f(x) = —oo ]

ety - x =0 es asintota vertical
lim f(x) = +eo J

x =0t
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s . . 8 . . . .
fx)=2x+2+— — y=2x+2 esasintota oblicua
X

(Si & — —oo, fla) <2x+2; si x — +oo, flx)>2x+2)

¢ Puntos singulares:

N 2x* 8
f=2-8 228
X X
x=-2
=0 - 222-8=0 - a?=4<_
Signo de f"(x):
>0 f1<0 f<0 f=0

/ _'2 \ {Iﬁ} \ 2 /
J(x) es creciente en (—oo, =2) | (2, +o0)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (=2, —0)

tiene un minimo en (2, 10)

e Grifica: \L /.

L S

31 Estudia y representa y = 1 — ig x indicando su dominio, asintotas, interva-
los de crecimiento v extremos, si los hubiere.

y=1—-tgx

e Como es una funcién periédica de periodo m, basta con estudiarla en el inter-
valo [0, m].

e Dominio: R — {

l\.a|:1

+ m}
* Asintotas:

En el intervalo [0, ] tiene una asintota vertical en x =

|3
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lim f(x) =—=c0,  lhim f(x) =+

x = (m/2) x — (m/2)°

: . - p . | :
(De la misma forma, hay asintotas verticales en x = -+ k).

¢ Intervalos de crecimiento y extremos:
S0 =- +ig?x) <0 — f(x) es decreciente.

No tiene maximos ni minimos.
e Corta al eje X, en el intervalo [0, w], en los puntos:

l-tgx=0 — tgx=1 — «x-=

Nk

e Grafica: \ \

I S
| =1
|1

—In \gn \:F_C_} \E 7 \3 2rn)\
AR Y
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UNIDAD DIDACTICA 10:
CALCULO DE PROBABILIDADES

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Pagina 257
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Lanzamos un dado y una moneda. Los posibles resultados son (1, C), (1, +),
(2,0)...
a) Describe el espacio muestral con los doce elementos de los que consta.
Sean los sucesos:
A = “sacar uno o dos en el dado”
B = “sacar + en la moneda”
D =1{(1,C), (2, +), (3, C), (3, +), (6, +)I
b)Describe los sucesos 4 y B mediante todos los elementos.

c)Halla AUB, ANB, AUD'

a) E={(1, C) (1, +), (2, C), (2, +), (3, C), (3. +), (4, C), (4, +), (5, C), (5, +), (6, C),
(6, +)
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by A ={(1, C), (1, +), (2, C), (2, +)}

B=1{(1, +), (2, +), (3, +), (4, +), (5, +), (6, +)}

AU B=I(1,C) (1, +), (2, C), (2, +), (3, +), (4, +), (5, +), (6, +)}
AN B =1, +), (2, +)}
D'= (1, +), (2, C), (4, C), (4, +), (5, C), (5, +), (O, C)}

AUD =11, C), (1, +), (2, C), (2, +), (4, C), (4, +), (5, C), (5, +), (6, Cli

Sea U= lay, a,, a; el espacio de sucesos elementales de un experimento
aleatorio. ;Cuiles de estas funciones definen una funcién de probabilidad?
Justifica la respuesta.

a) P[al] =1/2 b)P[ﬂ]] =3/4
P[az] =1/3 P[az] =1/4
P[r:3] =1/6 P[(13] =1/4

c) P[al] =1/2 d)P[al] =2/3
Pla,] =0 Pla,l =1/3
P[a3] =1/2 P[aa] =1/3

@) Play) + Plaj) + Plal = — + % F=1

5i define una probabilidad, pues P[a.l]. Pla,] v Pla;] son nimeros mayores o
iguales que cero, y su suma es 1.

3

b P[ﬂ-l] + P[ﬂ'g] + P[d:;]] = 3

1 1 5 .

4 4 4
No define una probabilidad, pues la suma de los sucesos elementales no puede
ser mayor que 1.

O) Plaj) + Pla] + Plaj) = — +0 + = =1

Si define una probabilidad, pues Play], Pla;] v Pla;] son nimeros mayores o
ignales que cero, v su suma es 1.
2 1 1 4

1 Pla,] + P + P =— 4+ _—+—_=_—=1
d) Pla,] + Pla,] + Pla;] 3t 3 373

No define una probabilidad, pues la suma de los sucesos elementales no puede
ser mayor que 1.
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3

[T -

Determina si son compatibles o incompatibles los sucesos A v B:

PlA] = 1/4, P[B] = 1/2, P[A|JB]=2/3

Dos sucesos A v B son incompatibles cuando P[4 [ B] = 0.

Como:
PlA ) B] = Pl4] + P|B] - P[4 B]

N - L
=+ t5- PANB = PUNBI= —=0

0| b

los sucesos A vy B son incompatibles.

Una experiencia aleatoria consiste en preguntar a tres personas distintas,
elegidas al azar, si son partidarias o no de consumir un determinado pro-
ducto.

a) Escribe el espacio muestral asociado a dicho experimento utilizando la le-
tra “s” para las respuestas afirmativas y la “n” para las negativas.

b) ;Qué elementos del espacio muestral anterior constituyen el suceso “al
menos dos de las personas son partidarias de consumir el producto”?

¢) Describe el suceso contrario de “mas de una persona es partidaria de consu-
mir el producto”.
a) E = {(s, s, 5), (s, 5, n), (s, n, s), (n, s, 8), (s, n, n), (n, 5, n), (n, n, s), (n, n, n}}
b)i(s, s, s), (s, 5, n), (5, n, s), (n, s, s)|
c) El suceso contrario es “una persona, o ninguna, son partidarias de consumir el
producto”. Por tanto, estaria formado por:
[(s, n, n), (n, s, n), (n, n, s), (n, n, n)}.

Es el suceso contrario al del apartado b).

En familias de tres hijos, se estudia la distribucién de sus sexos. Por ejemplo,
(V, M, M) significa que €l mayor es varén y los otros dos mujeres. ;Cuantos
elementos tiene el espacio muestral E?

Describe los siguientes sucesos: A = “La menor es mujer”, B = “El mayor es
varon”. ;En qué consiste A | B?

E tiene 2¢ = § elementos.
A=V, V, M), (V, M, M,), (M, V, M), (M, M, M)}

B={(V,V, V), (V, V, M), (V, M, V), (V, M, M)}

AlJ B = “O bien la menor es mujer, o bien el mayor es varén” =

[V, W, MDD, OV, M, M (M, WMD), (ML M, MD, (V, VW), OV, M, V)
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Se lanzan dos dados. Calcula la pro- 1 2 : 4 5 6
babilidad de que la mayor de las ] . 5 ; 4 . p
puntuaciones sea un 1, un 2, un 3, - :
un 4, un 5, un 6. 2 2 - 3 + 5 6
i 3 3 3 3 4 5 0

w Completa esta tabla y razona sobre
ella. 4 4 4 4 4 5 0
5 3 5 5 5 5 6
G & G 5] G 5 0

. 1
P[La mayor de las puntuaciones sea un 1] = Evs
30
: . 3 1
P[La mayor de las puntuaciones sea un 2] = — = —
3 12
; 5
P[La mayor de las puntuaciones sea un 3] = 36
30
P[La mavyor de las puntuaciones sea un 4] = —
36
. - 9 1
P[La mavor de las puntuaciones sea un 3] = — = —
3 4
- ; _ _ 11
P[La mayor de las puntuaciones sea un 0] = 36
30

Una clase se compone de veinte alumnos y diez alumnas. La mitad de las
alumnas v la mitad de los alumnos aprueban las matemaiticas. Calcula la
probabilidad de que, al elegir una persona al azar, resulte ser:

a) Alumna o que aprueba las matemaiticas.
b)Alumno que suspenda las matematicas.

¢) Sabiendo que es alumno, jcuil es la probabilidad de que apruebe las ma-
temiticas?

d) ;Son independientes los sucesos AIUMNO v APRUEBA MATEMATICAS?
W Haxz una tabla de contingencia.

Hacemos la tabla de contingencia:

ALUMNOS | ALUMNAS
APRUEBAN MAT. 10 3 15
SUSPENDEN MAT. 10 3 15
20 10 30

a) Plalumna |J aprueba mat] = Plalumna] + Plaprueba mat.] —

10,15 5 _ 20

30 30 30 30

>

— Plalumna () aprueba mat.] = %
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10 1

b) Plalumno (] suspende mat.] = a = ?

c) Plaprueba mat./alumno] =

d) Hay que ver si:
Plalumno (] aprueba mat.] = Plalumno] - Plaprueba mat.]

Calculamos cada una:

10 1

Plalumno [ ] aprueba mat.] = — = =

(alumno f aprueba mat} = 55 = 3
Plalumno] = ﬂ -2
o0 3
15

Plaprueba mat.] = i}

30

Por tanto, si son independientes.

Di cual es el espacio muestral correspondiente a las siguientes experiencias
aleatorias. Si es finito y tiene pocos elementos, dilos todos, vy si tiene mu-
chos, describelo y di el mimero total.

a) Extraemos una carta de una baraja espanola y anotamos el niimero.
b) Extraemos una carta de una baraja espaiola y anotamos el palo.

¢) Extraemos dos cartas de una baraja espaiiola y anotamos el palo de cada
una.

d)Lanzamos seis monedas distintas y anotamos el resultado.

€) Lanzamos seis monedas distintas y anotamos el nimero de caras.
a)E=1{1,2 3 4,5, 0.7, 10, 11, 12}
b) E = {OROS, COPAS, ESPADAS, BASTOS)

¢) Llamamos: O = OROS; = COPAS; F = ESPADAS; B = BASTOS.
Entonces:

E= {0, 0), (O, C), (O, E), (O, B), (C, O), (C, ), (C, E), (C, B), (E, O), (E, C),
(E BN, (E, B), (B, O), (B, C), (B, E), (B, B

d) E tiene 2° = (4 sucesos elementales. Cada suceso elemental esti compuesto por
seis resultados que pueden ser cara o cruz:

(ay, 25, X3, X, X, Xg)
x; puede ser cara o cruz. Por ejemplo:

(C, +, C, C, +,C) es uno de los 64 elementos de FE.

el E=1{0,1, 2, 3, 4,5,0]
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PARA RESOLVER

9

En una caja hay seis bolas numeradas, tres de ellas con nimeros positivos y
las otras tres con nimeros negativos, Se extrae una bola y después otra, sin

reemplazamiento.

a) Calcula la probabilidad de que €l producto de los niimeros obtenidos sea
positivo.

b)Calcula la probabilidad de que el producto de los nimeros obtenidos sea

negativo.

Hacemos un diagrama en arbol:

1 2 2
@ —> P@P=—- ==
257 =3 5 10
':‘B\
3/5 ~_ 1 3 _ 3
1/2 e — P[(—l—‘lg]=? ?=ﬁ
1/2 _1 3 _ 3
A R R T
% ) ’] ’
Pre — pleel=L 222
2 5 10
2 .2 _ i
D) P®®] + Pl —] = —+ — = — =04
1) P& @] + P ] 1{}+1{} m 0.4
5,36 o
biP[®-]+Pl- & =—+ = =_—"—=(_f
IPI® -]+ PI= @l =35+ 35 = 15 = 00

En una cierta ciudad, el 40% de la poblacién tiene cabellos castaios, el 25%
tiene los ojos castaiios y €l 15% tiene cabellos y ojos castaiios.
Se escoge una persona al azar:

a) Si tiene cabellos castanos, jcual es la probabilidad de que también tenga
ojos castaiios?

b)Si tiene ojos castaiios, jcual es la probabilidad de que tenga cabellos casta-
fos?

c) ;Cual es la probabilidad de que no tenga cabellos ni ojos castaios?

w Usa una tabla como la siguiente:

0JOS CAST. |0JOS NO CAST.

CAB. CAST. 15 40
CAB. NO CAST.

25 1040
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12

Hacemos la tabla:

OJOS CAST. | OJOS NO CAST.
CAB. CAST. 15 25 40)
CAB. NO CAST. 10 S0 o0
25 75 10100
15 3 -
a) = = = =375
) 4() el
15 3 _
) 35 "5 " 0,6
50 1 B
w00 20

Dos personas juegan a obtener la puntuaciéon mas alta lanzando sus dados A
v B. El dado A tiene cuatro caras con la puntuacién 6 y las otras dos caras
con la punatuacion 10. El dado B tiene una cara con la puntuacion 3, cuatra
caras con puntuacion 6 y la otra con puntuacion 12. ;Qué jugador tiene mas

probabilidad de ganar?

" Hax una tabla en la que aparezcan las 6 posibilidades del dado A y las del dado
B. En cada una de las 36 casillas anota quién gana en cada caso.

Formamos una tabla en la que :
aparezcan todas las posibilidades B N 6 6 6 Lt o
(las & del dado A y las 6 del B).
En cada casilla ponemos quién
gana en cada caso:

A gana en 14 casos.

B gana en 0 casos.

S| S| S| S|
|

En 16 casos hay empate.

=l e I B e g
== = = =

En una tirada, la probabilidad de
que gane A es:

14 7
PlA] = 36 18
La probabilidad de que gane B es:
6 _ 1
PII= 56 7%

Por tanto, A tiene mavyor probabilidad de ganar.

De los sucesos A v B se sabe que:

1

PlA] =§, PlE = % v PIANEB]=

Halla P[4|JB] v P[4 Bl
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s PIAVBT=Pl(AlJB)]=1-Pl4|) B]

=1-PlAUB] = PlAUB]=

SN

1
3

s PlA|JB] = PlA] + P[B] - P[4 B]

2_2 .1
3 -5ty oruns
1
PlANB]= —
15

13 Sean A v B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que:

§ PlAl= 04, P[Bl =03 v P[ANB]=0.1
Calcula razonadamente:
a) P[4l B] b) PlA'UB1]
c) P[A/B] d) PlANEB]

A PlAIUB]=PlA+ PIB] - PANEI=04+03-01=0,06

M PA'UBT=PANBT=1-PlA[1Bl=1-0,1=09

. ol PIANB] _ 01 _ 1
¢y PlA/EB] 7}?[3] 0.3 3

A PANBTI=PIAUB)]=1-PlAUBl=1-006=04

14 A, B y C son tres sucesos de un mismo espacio muestral. Expresa en fun-
cion de ellos los sucesos:

a) Se realiza alguno de los tres.

b) No se realiza ninguno de los tres.

c) Se realizan los tres.

d) Se realizan dos de los tres.

€) Se realizan, al menos, dos de los tres.

aAllBUC

A NBMNC

aANBNC

dDANBNCYUANBNOUANBNO

e ANBNcrUAanNsBNoOUA@NBNOUUANBNG

15 Un examen consiste en elegir al azar dos temas de entre los diez del progra-
§ ma vy desarrollar uno de ellos.

a) Un alumno sabe 6 temas. ;Qué probabilidad tiene de aprobar el examen?

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 10. Célculo de probabilidades. Pagina 8




4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

b) ;Qué probabilidad tiene el mismo alumno de saberse uno de los temas elegi-
dos y el otro no?

a) P[APROBAR] = P[SABE 12 ¥ 29] + P[sABE 12 ¥ NO 29] + P[NO SABE 12 v sf 29 =

65,6 4,4 6.0 26, 2 7 15 gy
w9 w9 90 9 90 90 15

09 9 10

) P[SABE 12 ¥ NO 29] + P[No SABE 12 v sI 29] =

_6 4,4 6 _ 24 26 _48_ 8
9 10 9 o0 90 o 15

16 Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabilidad de que en la segunda ti-

rada se obtenga un valor mavor que en la primera.

En total hay 36 posibles resultados. De estos, en 6 casos los dos nimeros son igua-
les; v, en los atros 30, bien el primero es mayor que el segundo, o bien el segundo
es mayor que el primero (con la misma probabilidad).

Luego, hay 15 casos en los que el resultado de la segunda tirada es mayor que el
de la primera.

Por tanto, la probabilidad pedida es:

=L._>

36 12

(NOTA: también se puede resolver el praoblema haciendo una tabla como la del ejer-
cicio numero O v contar los casos).

17 Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que
S pase la primera prueba es 0,6. La probabilidad de que pase la segunda es 0,8
v la de que pase ambas es 0,5. Se pide:

a) Probabilidad de que pase al menos una prueba.
b) Probabilidad de que no pase ninguna prueba.
c) ;Son las pruebas sucesos independientes?

d) Probabilidad de que pase la segunda prueba en caso de no haber supera-
do la primera.

Tenemos que:
Plpase 12] = (0,6, Plpase 22] = (),8; P[pase 12 [ pase 23] = 0.5
a) Plpase 12 |J pase 22] = Plpase 12] + P[pase 22] — Plpase 12 (| pase 29] =
=06+08-05=09

b) 1 — Plpase al menos unal=1-0,9 =10,1
c) Plpase 12] - Plpase 22] = 0,6 - 0,8 = (1,48

Plpase 12 [ pase 22] = 0,5 # 0,48

No son independientes.
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Plpase 22 ] no pase 13] _
Plno pase 1]

d) Plpase 2*/no pase 1] =

Plpase 22] — P[pase 12 (] pase 22] _
Plno pase 12]
08 -10,5 0.3 3

- BN -3 _07s
1T-06 04 4"

En una comarca hay dos periédicos: El Progresistay El Liberal. Se sabe que
el 55% de las personas de esa comarca lee El Progresista (P), el 40% lee
El Liberal (L) y el 25% no lee ninguno de ellos.

Expresa en funcién de P y L estos sucesos:
a) Leer los dos periodicos.

b) Leer solo El Liberal.

¢) Leer solo El Progresista.

d) Leer alguno de los dos periédicos.

€) No leer ninguno de los dos.

f) Leer solo uno de los dos.

g)Calcula las probabilidades de: P, L, P(\L, PIUL, P-L L-P, (LUP),
(LNpPy.

h)Sabemos que una persona lee El Progresista. ;Qué probabilidad hay de
que, ademas, lea Fl Liberal? ;Y de que no lo lea?

Tenemos que:
PPl =0,55 PIL1=04; PIP'1L]=0.25

aPrPPNLI=PiPUL=1-PPUIL]
025=1-rPPUILl = PPULI=1-0,25=075
PP L] = PIP] + PIL]l - PIPN L]
0,75=055+04-PIPNL] = PPN L]=0.2
Plleer los dos] = P[P L] =102

b PIL] - PPN L =04-0,2=0,2

c) P[Pl - PPN 1] =0,55-0,2= 10,35

dyrlPU Ll =075

e) PP (1L]=10,25

£y PP LT+ PP L] =035 + 0,2 =0,55

g P[P =0,55; PlL]=04; PIPNLI=02 PIPULI=0,75
P[P —L]=P[Pl-PIP L] =035
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PIL-P)=PIL]-PIP[1L] =02
PLUPYI=PIL'1P]=0.25
PLAPYI=1-PILNPI=1-02=08

PILAPI _ 02 _ 20 _ 4

h) P[L/P) = = =<V _ - 0.36
VPP = =5 055 55 11 W
; PIL'TTP] _ 0.35 35 7
PLYP] = U35 35 7 e
L£7P] PIP] 055 35 qr 0o
- . 4 7
o bien: P[LYP]l=1-P[L/P]=1- 1T - —l
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19 Una urna A tiene 3 bolas blancas y 7 negras. Otra urna B tiene 9 bolas
blancas v 1 negra. Escogemos una de las urnas al azar v de ella extraemos
una bola.

Calcula:

a) P[Branca/A]
b) P[eLanca/B]
c) P[A v Branca]
d) P[BvyBLANCA ]
e) P[BrLAanca]

f) Sabiendo que la bola obtenida ha sido blanca, ;cual es la probabilidad de
haber escogido la urna B?

3

a) PleLamca/A]l = — =10.3
[ ] 10 :
. g .
b) PBLaMcAa/B] = T =09
. _1 .3 _3 _
c) P[A v BLANCA] > 70 20 0,15
1 O 9 e
1) P[B v BLANCA] = — - — = — = (),
DPIBYy =3 30 =20 =%

i : §
392 12 .35 g,
20 20 20 5

. . P|B v BLANCA] /20 9 3
t) P[B/BLANCA] = : = . =—_—===()75
) PlB ] P[BLANCA] 12/20 12 4 )

e) P[BLANCA] = P[A v BLANCA] + P[B v BLANCA] =

20 Tenemos las mismas urnas del ejercicio anterior. Sacamos una bolade A4 y
Ia echamos en B vy, a continuacion, sacamos una bola de B.

a) ;Cual es la probabilidad de que la segunda bola sea negra?

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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b)Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, ;cual es la probabilidad de

que también la primera fuese negra?

a) P[22 NEGRA] = P[12 BLANCA v 22 NEGRA] + P[12 NEGRA v 22 NEGRA]

3 01 . 7 2 3,14 _ 17

== . — +

10 11 w11 110 110 110

P12 NEGRA v 22 NEGRA] _ 7/10 - 2/11 _

b) P[12 NEGRA/22 NEGRA]

P[22 NEGRA] 17/110
_ 14110 _ 14
17/110 17

21 Tenemos dos urnas con estas composiciones:

Extraemos una bola de cada urna. ;Cual es la probabilidad de que sean del
mismo color? ;Y la probabilidad de que sean de distinto color?

5

4 6,2 7 _30 , 24, 14 _ 68 17

Plmismo color] = — - — + — — =t =t ——=—= —
12 18 12 18 12 18 216 216 216 216 54
17 37
Pldistinto color] = 1 — Plmismo color] = 1 - — = =—
54 54

22 Un aparato eléctrico esti constituido por dos componentes A v B. Sabiendo

5 que hay una probabilidad de 0,58 de que no falle ninguno de los componen-
tes vy que en el 32% de los casos falla B no habiendo fallado A, determina,
justificando la respuesta, la probabilidad de que en uno de tales aparatos no
falle la componente A.

Llamamos A = “falla A”; B = “falla B".

Tenemos que:
A B PlA' N B] =058, P[BNA]=0,32
. Asi:
0,58 PIATl = PIA'[1 B + PIB] A = 0,58 + 0,32 = 0,90

ANBYUMBMA) = A

La probabilidad de que no falle A es de 0,90.
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23

24

25

26

Dos jugadores arrojan a la vez dos monedas cada uno. ;Cuil es la probabili
dad de que ambos obtengan €l mismo numero de caras (cero, una o dos):
Razénalo.

Para cada jugador tenemos que:
2

PI0] = P[0 caras) = (l 1
2 4

PM=PH%MF2-%-

ba| =
|

P[2] = P[2 cARAS] = (%)2 - %

Los resultados de los dos jugadores son sucesos independientes. La probabilidac
de que ambos obtengan el mismo nimero de caras es:

(P00 (P12 + (2 = (1] + (1] + (2]

=y L2 4

1 1.1 6 3 ...
=—.+—+—.=—.=;={}.?
TR T T T

Se lanza un dado repetidas veces y estamos interesados en el numero de ti
radas precisas para obtener un 6 por primera vez.

a) ;Cual es el espacio muestral?

b) ;Cual es la probabilidad de que €l primer 6 se obtenga en la séptima tiradal
a)yE=11,2 3, ...]

TR S —
a _ {5\ 1 _ 15025 [ --n
b) P[72 TIRADA] = [E] G " 279036 - (0,558

Un producto esta formado de dos partes: 4 v B. El proceso de fabricacior
es tal, que la probabilidad de un defecto en A es 0,06 y la probabilidad de¢
un defecto en B es 0,07. ;Cuil es la probabilidad de que el producto no se:
defectuoso?

Plningun defecto] = P[no defecta en A] - Plno defecto en B] =

=(1-0,006)-(1-0,07)=1094 093 =0,8742

Una urna contiene 10 bolas blancas, 6 negras y 4 rojas. 8i se extraen tres bo
las con reemplazamiento, ;cual es la probabilidad de obtener 2 blancas ¥
una roja?

P[BBR) + P[BRB] + P[REB]= 3 - P[BBR] =3 - 10 10 4 _ 3 0,15
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27 Unaurna 4 contiene 6 bolas blancas y 4 negras. Otra urna B tiene 5 blan
5 cas y 9 negras. Elegimos una urna al azar y extraemos dos bolas, que resul
tan ser blancas.

Halla la probabilidad de que la urna elegida haya sido la A.

Hacemos un diagrama en arbol:

6.5 _
Altbin] 2225 oh — 5 payo=L. .0 5.1
1/2 2 10 9 06
5.4
1/2 - 14 13 1 5 4
B|5b 9 — 2b PlBy2bl== — —=—
\—‘ ’ 2 14 13 91
. 1 5 121
P 2] = — 4+ — = —
2bl= & * o1 = 546
La probabilidad pedida seri:
PlA v 2h] 1/6 91 N
PlA/2b] = : = — = =(},752
/20] P[2b] 121/546 121

28  se dispone de tres urnas: la A que contiene dos bolas blancas y cuatro rojas
§ la B con tres blancas y tres rojas; y la C con una blanca y cinco rojas.

a) Se elige una urna al azar y se extrae una bola de ella. ;Cuil es la probabili
dad de que esta bola sea blanca?

b) Si la bola extraida resulta ser blanca, ;cual es la probabilidad de que pro
ceda de la urna B?

a) Hacemos un diagrama en arbol:

p o1 22
26 _» b — PlAyDbl==-=—=—
— : 5 6 18
iG>
36_» b —— P[Byb]= 1. = = i
— ) 3 6 18
36 >t
16 _» b —> PlCybl=4- L1
C=" 3 0 18
56 = 1
2 .3 .1 _6 _1 .
Pl = —*+ — + — = _——=={_}.33
e T T TR T
by pB/b = LBYDL 318 3 1 _45

Plb] 6/18 § 2
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29 Sean A y B dos sucesos tales que: P[AUB] = % PI[B]= %; P[ANBE] = i

Halla P[B], P[A], P[AB]

-1 _ ne1_ 2 _ 1
PBl=1-PB1=1 3 3
PlA ) B] = PlA] + P[B] - P[4 ) B]
3 _ 11 _ 2
f_-i_P[A]+3_4 = PlA] 3

‘N8 - PBI - Sl 1t
PlA'[B] = P[B] - P[4 B] 3 i 12

En cierto pais donde la enfermedad X es endémica, se sabe que un 12% de
la poblacion padece dicha enfermedad. Se dispone de una prueba para de-
tectar la enfermedad, pero no es totalmente fiable, ya que da positiva en el
90% de los casos de personas realmente enfermas y también da positiva en
¢l 5% de personas sanas.

¢Cual es la probabilidad de que esté sana una persona a la que la prueba le
ha dado positiva?

] -
12 ENFERMO — 22> POSITIVO — P[ENF. v POSITIVO] = 0,12 - 0.9 = (0,108
:-_;__:-—

T

0,05 . ;
188 T NO ENFERMO —— POSITIVO — P [NO ENF. v POSITIVO] = 0,85 - 0,05 = 0,044

T

=

Plrositivo] = (0,108 + 0,044 = 0,152
La probabilidad pedida seri:

P[NO ENF. Y POSITIVO]  _ 0,044

={),289
PposITivo) 0,152

P[NO ENF./POSITIVO] =

En tres maquinas, 4, B y C, se fabrican piezas de la misma naturaleza. El
porcentaje de piezas que resultan defectuosas en cada miaquina es, respecti-
vamente, 1%, 2% y 3%.

Se mezclan 300 piezas, 100 de cada maquina, y se elige una pieza al azar, que
resulta ser defectuosa. ;Cudl es la probabilidad de que haya sido fabricada
en la maquina A?

A M9, DEFEcTUOSA ——> P [4 v DEF.] = L. L =L

s 3 100 300
- 1/3 2/100 1 2 2

2 » B » DEFECTUOSA — P[BY DEF]=— — = _"_

i B ] 3 100 300

¢ 29, peFEcTUOSA —> P [C'y DEF] = 1. i -

3100 300

1,2 .3 _ 6
300 300 300 300

PlDEr] =
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La probabilidad pedida sera:

PlAyper] _ 1/300 _ 1
P[DEE] G/300 0O

PlA/DEE] =

Una caja A contiene dos bolas blancas y dos rojas, y otra caja B contiene
tres blancas y dos rojas. Se pasa una bolade A a B y después se extrae una
bola de B, que resulta blanca. Determina la probabilidad de que la bola
trasladada haya sido blanca.
i .
24 ¥ h —— B \ﬁl 4o, b, P[12by22 h]=—%
Al2b2r| T

. e 5 .
2-—’"*\"1"—15’ 3b 3r 36, b; .ﬂ~"[1ﬂ1"1u'35h]=i-‘—3.=iT

O
1 1 7
PlEbl=3+ 71
Por tanto, la probabilidad pedida sera:
Pl12 b/22 b] = Pl12by22b] _ l;% _ 4
P[22 b] 727

Unaurna 4 contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otraurna B, 6 blancas y 4
negras. Elegimos una urna al azar v extraemos dos bolas, que resultan ser
negras. Halla la probabilidad de que la urna elegida haya sido la B.

3 2
8 7 3 2_ 3
. A|5b 3n > In »PlAy2n]=— = —=—
B I R R T
4
1/2 : 0 9
' Bleban| 1225 24 ;P[.B‘v'lrl]=_l-_l-i=_i
’ 2 10 9 15
Pl2n) = o + L - 101
5¢ 15 840
Por tanto, la probabilidad pedida sera:
PIB/2n] = PlBy 2n] _ . L/ l% _ 3.(?
Pl2n] 101/840 101

Tengo dos urnas, dos bolas blancas y dos bolas negras. Se desea saber co6mo
debo distribuir las bolas en las urnas para que, al elegir una urna al azar y ex-
traer de ella una bola al azar, sea maxima la probabilidad de obtener bola
blanca. La vinica condiciéon exigida es que cada urna tenga al menos una bola.
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Hay cuatro posibles distribuciones. Veamos cual es la probabilidad de obtener
blanca en cada caso:

)} ;"\ I.I"z..
I 11

. I____,L—P*O—"P[I}=Q]=%
(-(-_..-_,.r"'r --___"-h . -~ J_ J_ 2
=21 i=l’P[{,_,] —+t—==
Mﬁ;ﬁ-*\)—»mrhu 5 z 2 6 3
z.-’?s"*.
nl 00! Lee]
I 11
i QT IO 1.2
/“”* 'y -*-.
= —
T -‘l---—rO—'* Py Ol =0 PlOT = 3
‘ H.___T_h__h.
N HiNee! |
1 11
V2 1:}“"0 — Py Q=0
,_-—-:"""-’ -__"-jn.
o1 .2 _1pPIOl=—
1..--K2Anf-2 '*\_)—'*P[Hx';] 5573
@
oloe] Lo
1 11
_ 12 () — PliyOl= i} 17=%
12 _» I = 2 2
— 2-—:». l l 1
_\] — _—=
\An_lz_q—/)—rp[ﬂx(:)] %i}=% PO = TtTTS
@

Para obtener la maxima probabilidad de ohtener una bola blanca, deberemos colo-
car una bola blanca en una de las urnas vy las otras tres bolas en la otra urna.

35 Sean A v B dos montones de cartas. En A hay 8 oros vy 5 espadas y, en B,

S 4 orosy 7 espadas. Sacamos dos cartas del mismo montén y resulta que am-
bas son esp’adﬂs. Halla la probabilidad de que las hayamos sacado del mon-
ton B
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36

5 4
- 1 1z
1/2 A(Bo, 5¢) ——————» 2¢
f"{—#
7.6
1z B4, 7e) 11 2a
PlAy2d =L 2. 2 5
’ 2 13 12 78
1 7 6] 21
PlEv 2el=— —— . —=
By2d=5"97" 70" 110

21 _ 547
110 2145

Asi, tenemos que:

r D 21/ ’ 11 C
piB/2e = PBY 261 2U110 _ BLY o4
Pl2el  547/2145 1094

Una urna contiene 25 bolas blancas sin marcar, 75 bolas blancas marcadas,
125 bolas negras sin marcar y 175 bolas negras marcadas.

a) Se extrae una bola. Calcula la probabilidad de que sea blanca.

b) Se extrae una bola y esti marcada. ;Cuil es la probabilidad de que sea
blanca?

c) Se extrae una bola. ;Cudl es la probabilidad de que sea negra v esté mar-
cada?

d) ;Son independientes los sucesos “sacar bola marcada” v “sacar bola blan-
ca’?

Resumimos la informacion en una tabla:

MARCADAS SIN MARCAR
250 150 400
100 1
a) P[BLANCA] = —— = —
VA ] 400 4
. 7
) P[BLANCA/MARCADA] = 4 = i
250 10
NEGRA V MARCADA] = —— = —
“ ¥R 300 © 16
d) P[BLANCA] - P[MARCADA] = l : i{) = i SEREEE
4 400 4 8 32
bl =
P[BLANCA ¥ MARCADA] = — > SIS

00 16 32

No son independientes.
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37 Dos personas se enfrentan en un juego en el que serd vencedor el primero
que gane 5 partidas. Pero antes de finalizar el juego, este se interrumpe en el
momento en que uno ha ganado 4 partidas y otro 3.

({Como deben repartirse los 4 200 euros que apostaron?

w Describe en un diagramea en drbol las posibles continnaciones de Ia partida.

Llamamos A al jugador que lleva 4 partidas ganadas v B al de 3. Las posibles
continuaciones del juego son:

] A ana A
V2 ¥ (gana 4)

- (A5, B3)

]

Plgana A] %+

I\.-li—'
I\.lll—
Il
b | =
+
..Lln—
Il

e

1/2 _» A (gana A)

__,_-“—
iy . — (45, BY) .

B ;
1 1 1
i B4y . Plgana Bl = —  — = —
(A4, B4) m‘ B (gana B) 5 373
(A4, BS)
Por tanto, A debe llevarse 3 del total v B, 1 s es decir:
1

A — =4200=3150€;, B —= 4200 =1050€
b

.

g

38 En un centro escolar hay tres grupos de Bachillerato. El primero esti com-
puesto por 10 alumnos de los que 7 prefieren la musica moderna, 2 pre-
fieren la clasica v 1 que no le gusta la miisica. En el segundo, compuesto por
12 alumnos, la distribucion de preferencias es 5, 7, 0, respectivamente; v, en
el tercero, formado por 14 alumnos, la distribucién de preferencias es 6, 6,
2, respectivamente.

Se elige un grupo al azar y se regalan 2 entradas para un concierto de musi-
ca clasica a dos alumnos seleccionados al azar.

a) Halla la probabilidad de que los dos alumnos elegidos sean aficionados a
la muisica clasica.

b) Si los dos alumnos agraciados son, efectivamente, aficionados a la musica
clasica, jcual es la probabilidad de que sean del primer grupo?

' Organiza los datos en una tabla.

Organizamos los datos en una tabla:

MODERNA | CLASICA NO TOTAL
12 7 2 1 10
28 5 7 0 12
3¢ 6 6 2 14
La probabilidad de elegir un grupo cualquiera es %
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s L 700 10 05 8
3 35 14 13

o=

1
a) P[2 ALUMNOS DE CLASICA] = 5 -

(%]
[

P[DOS DE 12 DE CLASICA]
P[D0OS DE CLASICA]

1) P[2 ALUMNOS DEL 12/AMBOS DE CLASICA]

- (W3 @10 - /D _ 44

0,168
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UNIDAD DIDACTICA 11:
LAS MUESTRAS ESTADISTICAS

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Pagina 272
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Mvuestras

1 En cada uno de los casos que se mencionan a continuacion, el colectivo ;jes
poblacién o es muestra?

Explica por qué.

a) Un campesino tiene 87 gallinas. Para probar la eficacia de un nuevo tipo
de alimentacién, las pesa a todas antes y después de los 30 dias que dura
el tratamiento.

b) Un granjero prueba con 100 de sus gallinas la eficacia de un nuevo tipo
de alimentacién.

a) Es poblacién, porque pesa a todas las gallinas.

b) Es muestra, porque no pesa a todas las gallinas, sino solo a una parte de ellas.
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¥

Un fabricante de elasticos quiere estudiar su resistencia a la rotura. Para
ello, los estira hasta que se rompen y anota el grado de estiramiento que al-
canzan sin romperse.

sPuede realizar dicho estiramiento sobre la poblacién o es imprescindible
realizarlo sobre la muestra? ;Por qué?

Es imprescindible hacerlo sobre una muestra, porque interesa romper la menor
cantidad de elisticos posible.

Solo uno de los siguientes procedimientos nos permite obtener una muestra
representativa. Di cuil es v, en los otros, estudia el sentido del sesgo v su im-
portancia:

a) Para estudiar las frecuencias relativas de las letras, se toman al azar 20 1i-
bros de la biblioteca de un centro escolar y se cuenta las veces que apare-
ce cada letra en la pagina 20 de los libros seleccionados.

b) Para conocer la opinion de sus clientes sobre el servicio ofrecido por
unos grandes almacenes, se selecciona al azar, entre los que poseen tarje-
ta de compra, a 100 personas entre las que han gastado menos de 1 000 €
el altimo afio, otras 100 entre las que han gastado entre 1 000 € v 5 000 €
vy 100 mas entre las que han gastado mas de 5 000 €.

c) Para calcular el nimero medio de personas por cartilla en un Centro de
Salud de la Seguridad Social, los médicos toman nota de las cartillas de las
personas que acuden a las consultas durante un mes.

a) Es una muestra representativa.

b) No es representativa, porque hay mucha mas gente en un intervalo (por ejem-
plo, entre 1000 € vy 5000 €) que en otro (mas de 5000 €), v hemos tomado el
mismo nimero de representantes. Ademas, hay otra mucha gente sin tarjeta que
no se ha tomado en cuenta.

c) No es representativa, ya que lo que mas se va a ver son las cartillas que corres-
ponden a familias numerosas. Esta claro que, cuanta mas gente tenga esa cartilla,
mds facil es que ese mes se tome nota de ella.

De un colectivo de 500 personas elige una muestra de 20 mediante:
a) Un muestreo aleatorio sistematico.

b) Un muestreo aleatorio simple.

Utiliza la tecla de la calculadora.

Para los dos casos, numeramos a las personas del 1 al 500,

500
ah=—5 =%

Origen: 25 H1E 14.875] (por ejemplo)

Deberemos elegir las personas cuyos nimeros sean:
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14, 39, 64, 89, 114, 139, 164, 189, 214, 239, 2064, 280, 314, 339, 304, 389, 414, 439,
404, 489,

b) Con la tecla de la calculadora, hacemos: 500 (3] () (=) hasta obtener
20 resultados distintos.

5 En un conjunto de 1 000 conductores hay:
— 50 taxistas.

75 camioneros.

— 25 conductores de autobris.

El resto son conductores de vehiculos corrientes y se reparten asi:
— 250 con mas de 20 afos de experiencia.

— 425 con una experiencia de entre 5 y 20 afnos.

— 175 con una experiencia de 0 a 5 aios.

Para confeccionar una muestra de 40 individuos mediante muestreo aleato-
rio estratificado proporcional, ;cuantos hay que seleccionar de cada uno de
los seis estratos?

Llamamos #; al numero de taxistas que tendriamos que seleccionar, 7, al nime-
ro de camioneros, 1y al numero de conductores de autobuses, #, al numero de
conductores con mas de 20 anos de experiencia, »ng al de conductores con una
experiencia entre 5 y 20 anos y ng al de conductores con una experiencia de (0 a
5 anos. Entonces:

ny_my Ny "y ns Mg 4D
175 1000

S0 75 25 250 425

Asi, deberemos elegir:
n, = 2 taxistas
1, =3 camioneros
1y = 1 conductor de autobis
n, = 10 conductores con mis de 20 anos de experiencia
ns = 17 con experiencia entre 5y 20 afios

n, =7 con experiencia entre () v 5 afios

6 En determinada provi_ncia ha‘y cuatro comarcas, Cl1, C2, C3 v C4, con un to-

S tal de 1500 000 personas censadas. De ellas, 300 000 residen en C1, 450 000
en C2 vy 550 000 en C3. Se quiere realizar un estudio sobre las costumbres
alimenticias en esa provincia basado en una muestra de 3 000 personas.

a) ;Qué tipo de muestreo deberiamos realizar si queremos que en la muestra
resultante haya representacion de todas las comarcas?

b) ;Qué nimero de personas habria que seleccionar en cada comarca, aten-
diendo a razones de proporcionalidad?

¢) ;Como seleccionarias las personas en cada comarca?
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Justifica las respuestas.
a) Deberiamos realizar un muestreo aleatorio estratificado.

b) El numero de personas que residen en C4 es:
1500000 — (300000 + 450000 + 550000) = 200 000

Llamamos 1, 1, 1, y ng al nimero de personas que tendriamos que selec-
clonar en cada comarca (Cl, C2, C3 v C4, respectivamente). Entonces:

" ", ”3 1y _ 3000

300000 B 450000 B 550000 200000 1500000

Por tanto, debemos elegir:

n, = 600 personas de C1
n, = 900 personas de C2
ny = 1100 personas de C3
n, = 400 personas de C4

c) Dentro de cada comarca, podriamos seleccionarlos mediante un muestreo alea-
torio simple, o mediante un muestreo sistematica.

7 En un centro de ensefianza con 981 alumnos y alumnas, se va a hacer un son-
deo sobre tendencias politicas. Se va a escoger una muestra de 84 estudiantes.
En el centro hay 5 cursos (12, 22, 32, 42 v 52) con un numero de alumnos y alum-
nas en cada uno de ellos de 345, 234, 190, 140 y 72. ;Cuantos alumnos debere-
mos escoger de cada curso si deseamos que el muestreo sea estratificado con
reparto proporcional?

B4 a b c d e
081 345 234 190 140 72

Asi: a =30 h=20 c=16 d=12 e=0

8 Queremos seleccionar una muestra de 50 alumnos de 2¢ de Bachillerato. En ca-
da uno de los siguientes casos debes decidir si el muestreo debe ser aleatorio
simple o estratificado por sexos (chicos-chicas) para estudiar las variables in-
dicadas:

a) Estatura.

b) Tiempo que emplean los alumnos en ir de su casa al instituto.
¢) Agudeza visual (porcentaje de alumnado con gafas).

d) Incidencia de caries dental.

e) Practica de futhol.

f) Lectura de algon periodico.

a) En la estatura de chicos y chicas de esa edad suele haber diferencias significativas.
El muestreo debe ser estratificado en este caso.
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b) No

c) No

d) No

e) 5i, hay una gran diferencia entre el porcentaje de chicos v chicas que juegan al fut-
bol.

f) No
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UNIDAD DIDACTICA 12:

INFERENCIA ESTADISTICA. ESTIMACION DE LA MEDIA

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a

las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.

Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Paginas 294

Intervalos caracteristicos

Distribucién de medias y proporciones muestrales

] En las distribuciones nor-
males cuyos parametros se
dan, halla el intervalo ca-
racteristico que en cada ca-
so se indica:

a) b cl ) el
MEDIA, |L 0 0 0 0 112
DESV. TIPICA, @ 1 1 1 1 15
FROBAE. 1 — O 95 99 a0 80 95

) z) h) i)

MEDIA, JL 3512 3512 3512 3512
DESV. TIPICA, @ 550 550 250 550
PROBARE. 1 — O 09 05 Qi) 50

El intervalo caracteristico es de la forma:

(W= zg O W+ 2 ©)

a) zy, =190 p=0;0=1

Intervalo (—1,96; 1,96)
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b)zyn=2575u=00=1

Intervalo (—2,575; 2,575)

Q) 2y = 1045 u=0ag=1

Intervalo (—=1,645; 1,645)

dz,,=128u=0:0=1

Intervalo (—1,28; 1,28)

€) Zgn = 1,90; 0 =112; 0 = 15

Intervalo (82,0; 141.4)

£) z, = 2575 U = 3512; @ = 550

Intervalo (2095,75; 4928,23)

8) Zyn = 1.96; L= 3512; 6 = 550

Intervalo (2434; 43590)

h)z, .= 1,045 1 = 3512; ¢ = 550

Intervalo (2607,25; 4416,75)

i) Zg = 1,28, p = 3512, 0 = 550

Intervalo (2808; 4 216)

En una distribucion normal con media |1 = 25 y desviacién tipica ¢ = 5,3; ob-
tén un intervalo centrado en la media, (u—k, p + &), de forma que €l95% de los
individuos estén en ese intervalo.

El intervalo serd de la forma:

(u— Zym g u+ Zym a)

Como 1 -0 =095, entonces z,,= 196, Asi, el intervalo sera:
(25 -1,96-5,3; 25 + 1,96 - 5,3); es decir: (14,612; 35,388)

En una distribucién N(10, 4). obtén un intervalo centrado en la media
(L =k, n+ &), tal que:

Plu—k<x<p+ k=090

El intervalo sera de la forma:
(M—2Z,, G R+ 2z, O
Como 1-o =090, entonces z,, = 1.645. Asi, el intervalo seri:

(10 — 1,645 - 4 10 + 1,645 - 4); es decir: (3,42; 16,58)
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4  En una distribucién normal de media |1 = 9,5 y varianza ¢2= 1,44, halla el
intervalo caracteristico para el 99%.

Parael 99% — 1-a =099 — Zyn = 2575
El intervalo serd de la forma:
(L—2575-0, 0+ 2575 0)
En este caso, como W=95 vy o= V1,44 =12, queda:

(95-2575-1,2;, 95+ 2,575 - 1,2), es decir: (6,41, 12,59

Teorema central del limite

5 De una variable aleatoria x de distribucién desconocida, media p =23 y
desviacion tipica ¢ = 3,5 se extraen muesiras de tamano n sQue se
puede decir de la distribucion de las medias muestrales, =:

a) en el caso de que n = 497

257

b)en el caso de que n

a) Por el teorema central del limite, como #n = 49 > 30, sabemos que ¥ se dis-
tribuye segin una normal de media P = 23 v de desviacion tipica

G _ 35 _35

=(1,5; esdecir, ¥ es N(23; 0,5).

A\ V49 7

b) Como »n = 25 < 30, solo podemos decir que X se distribuye con media
o a 3.5 3.5 , .
I =23 ydesviacion tipica —— = — = =10),7. Si la poblacion de parte
n V25 3

da, x fuera normal, entonces ¥ también seria normal.

6 Una variable aleatoria x se distribuye normal N(120, 30). ;Qué se puede
afirmar de la distribucion de las medias & de las muestras de tamano n:

a)si n =367 b)si n =167

Como la poblacién de partida es normal, M120, 130), por el teorema central del

limite, sabemos que X es _:\-"(u, G ) para cualquier valor de ». Por tanto:
Vn
a)Si » =30, ¥ es normal con p = 120, i_ = L_} = ﬂ = 5; es decir, ¥ es
_\'{13”. 3, W _\'3(,'1 (}
: : 0 )
b)Si w =106, ¥ es normal con W = 120); i_ = 3—_ = i =7.5; es decir, T es
_\'{13”. -".‘:j.:] Nn A J.ﬁ 4
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Di como se distribuyen las medias muestrales en cada uno de los siguienes
casos:

a) b) c)
Z | DISTRIBUCION MNormal Desc. Mormal
5 MEDIA, L 20 20 375
£ | DESV. TIPICA, @ 4 4 1.2
TAM. MUESTRA, 16 100 4

d) €) ) g
% DISTRIBUCION Desc. | Norm. | Desc. | Desc,
5 MEDIA, L 375 112 112 3512
£ | DESV. TIPICA, © | 1.2 15 15 550
TAM. MUESTRA, # 50 100 100 40

Recordemos que si la poblacion se distribuye segin una normal N(W, @), o bien
seleccionamos una muestra de tamano » 2 30 en una poblacién cualquiera (no
necesariamente normal) con media | v desviacion tipica @, entonces, las medias

. R {, © .
muestrales siguen una distribucion _-\-'(u. :) Aplicamos este resultado en cada
Vi
uno de los casos propuestos:

;1)_-\-"(2(}. L) es decir, N(20, 1)
V16
h}_-\-"(2(}. ._k_) es decir, N(20: 0.4)
A 100
_ 1.2 ) :
cl N (5 75: _) es decir, N(3,75; 0,6)
!
d}.-\-"(ﬁ.?'i; 1—_3) es decir, N(3,75; 0.17)
V50
e) _.\'(113. i) es decir, N(112:1,5)
100
f _-"\-"(113. i) es decir, N(112:1.3)
W 100
) _-‘-.-"(5612. 31}): es decir, N(3512; 80,90)
W 4()

Una variable aleatoria se distribuye N(p, ¢). Si se extraen muestras de tama-
no m:

a) ;Qué distribucion tiene la variable aleatoria media muestral, x?
b) Si se toman muestras de tamano n = 4 de una variable aleatoria x con

distribucion N(165, 12), calcula Plx > 173,71
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- P . PR o .
a) x sigue una distribucion normal de media | v de desviacion tipica —, es decir,
kL

X es _-\-"(u. i_)
W

b) Las medias muestrales en muestras de tamano # = 4 se distribuven segiin una

) . 4 4 e a 12 12 . 4.
normal de media W =165 vy de desviacion tipica —= = — = - = 0; es decir,
_ . v N4 <
x es N(165, 6). Asi: .

_ 1737 — 165

Pl > 173,7) = P[z'> 15(71“’ - Plz > 1.45] =
i)

=1-Plz<1,45) =1-0,9265 = 0,0735

9 En una distribucién N(20, 6), tomamos muestras de tamaiio 64.
a) ;Cuil es la distribucion de las medias de las muestras?

b) ;Cuil es la probabilidad de extraer una muestra cuya media esté com-
prendida entre 19 y 217

a) Las medias muestrales, x, se distribuyen segin una normal de media =20 vy

de desviacion tipica % = —.ﬁ_ = ﬂ =(,75; es decin:
Vi Vo4
xes N(20; 0,75)
P 19 — 20 21— 20 :
P9 <y <2l]=Pl——<z< ————|=P-133<z<133] =
)P : 075 0,75 [ ]

=Plz<133]-Plz<-1,33] = Plz< 1,331 - (1 - Plz < 1,33]) =

=2P[z<133]-1=2-09082-1=10,8164

10 Se sabe que el cociente intelectual de los alumnos de una universidad se dis-
$ tribuye segin una ley normal de media 100 y varianza 729.

a) Halla la probabilidad de que una muestra de 81 alumnos tenga un cocien-
te intelectual medio inferior a 109.

b)Halla la probabilidad de que una muestra de 36 alumnos tenga un cocien-
te intelectual medio superior a 109,

El cociente intelectual sigue una distruibucion normal de media p = 100 vy de des-
viacion tipica @ = V729 = 27: es decir, x es N(100, 27).

a) Las medias en muestras de 81 alumnos se distribuirin segun una normal de me-

. e g 27 27 P
dia p =100 vy de desviacion tipica — = — = —— = 3; es decir, ¥ es
. ; \Vn V81 9
N(100, 3). Asi:
- ) 109 — e
PI% < 109] = P|z < w] = Plz < 3] = 09987
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b) Las medias en muestras de 30 alumnos se distribuyen segin una normal de me-
- : PP a 27 27 _ =
dia B = 100 y de desviacion tipica — = = = 4,5, es decir, x es

m %6
N(100; 4.5). Asi: v N30

o | |
PI% > 109] = P|z > “)”7;{}” —Plz>2]=1-Plz<2]=1-09772 = 0,0228
4.7

11 El tiempo de espera, en minutos, de los pacientes en un servicio de urgen-
¢ cias, es N(14, 4).

a) ;Como se distribuye el tiempo medio de espera de 16 pacientes?

b)En una media jornada se ha atendido a 16 pacientes. ;Cual es la probabili-
dad de que el tiempo medio de su espera esté comprendido entre 10 v 15
minutos?

a) El tiempo medio de espera, x, de 16 pacientes se distribuye seglin una normal

de media =14 vy de desviacion tipica i,_ = ;._ = i =1, es decir x es
o W V16 4
N(14, 1).
b) P10 < & < 15] = P “’I“ <z« 151“ —Pld<z<1]=

=Plz< 1] - Plz < —4] = 00,8413 - 0 = 0,8413

12 Se sabe que el peso en kilogramos de los alumnos de Bachillerato de Madrid

$  es una variable aleatoria, x, que sigue una distribucién normal de desvia-
cioén tipica igual a 5 kg. En el caso de considerar muestras de 25 alumnos,
¢qué distribucion tiene la variable aleatoria media muestral, x?

La variable aleatoria media muestral, &, sigue una distribucion normal con la misma

. - . e 5
media que la poblacion, llamémosla W, v con desviacion tipica .i_ -2 -2
S i N W25 2
es decir, x es N(uU, 1)

13 En una ciudad, la altura media de sus habitantes tiene una desviacion tipica

5 de 8 cm. Sila altura media de dichos habitantes fuera de 175 cm, jcuil seria
la probabilidad de que la altura media de una muestra de 100 individuos to-
mada al azar fuera superior a 176 cm?

La altura en la poblacion, x, sigue una distribucion normal N(175, 8). Si conside-

ramos muestras de tamano w2 = 100, las medias muestrales se distribuyen segin
8 8

, : o o - .
una normal de media P =175 v de desviacion tipica — = =—=0%; es

I e . W A 100 10
decir, x es N(1735; (,8B). Asi:

176 — 175
0.8

1 - 0.8944 = 0,1056

=Plz>125]=1-Plz=1,25]=

Plx = 170] = P|z =
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PARA PROFUNDIZAR

14

15

16

17

La desviacion tipica de una variable estadistica es ¢ = 5. Para estimar la media
de dicha variable, extraemos una muestra aleatoria de tamafio 7= 100 y obte-
nemos x = 28. Obtén un intervalo de confianza del 95% para estimar la me-
dia de la poblacion, p.

Parael 5% — 1-a=09 — z,,=19

El intervalo de confianza para p al 95% es:

(28 -1,96 - Ij_-_. 28 + 1,96 - —=— ) es decir: (27,02; 28,98)
V100 V100

Los estudiantes de Bachillerato de una cierta comunidad auténoma duermen
un nimero de horas diarias que se distribuye segiin una ley normal de media
1 desconocida y de desviacion tipica 3. A partir de una muestra de tamaiio 30
se ha obtenido una media muestral igual a 7 horas.

Halla un intervalo de confianza al 90% para la media de horas de sueno, L.

Para 1-—a =0,9 sabemos que Zysa = 1,645.

El intervalo de confianza para p sera:

7 — 1,645 -

—; 7 + 1,645 - ))—,_) ; es decir, (6,099; 7,901)
V30 V30

En una muestra de 50 jovenes encontramos que la dedicacion media diaria de
ocio es de 400 minutos y su desviacion tipica de 63 minutos. Calcula el inter-
valo de confianza de la media de la poblacion al 95% de nivel de confianza.
Parael95% — 1-0=095 — 2z,,=19

El intervalo de confianza para p al 95% es:

(4()(_) -1,96 - Fi ; 400 + 1,96 - (,i ) es decir: (382,54; 417,46)
V50 V50

Las notas en un cierto examen se distribuyen normal con media =53 vy
desviacion tipica G = 2.4.

Halla la probabilidad de que un estudiante tomado al azar tenga una nota:
a) Superior a 7.

b) Inferior a 5.

c) Comprendida ente 5y 7.

Tomamos al azar 16 estudiantes.

Halla la probabilidad de que la media de las notas de estos 16 estudiantes:
d) Sea superior a 7.

¢) Sea inferior a 5.
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f) Est¢ comprendida entre 5y 7.

g)Halla & para que el intervalo (5,3 — k& 5,3 + k) contenga al 95% de las
notas.

h)Halla b para que el intervalo (5,3 —b; 5,3 + b) contenga al 95% de las no-
tas medias de las muestras de 16 individuos.

x es N(B5,3:24) — =z es NO, D

a) Plx>7] = P[z > L= ) 7 )’ =Plz>0,71]1=1-Plz<0,711 =1 — 0,7612 = 00,2388
b) Plx < 5] = [z< ’;7’” Plz<-0,13] = Plz > 0,13] = 1 — P[z < 0,13] =
24
= 1-0,5517 = 0,4483
O PS<x<T] = [ _5%<..- ﬁ=P[—O,13<.Z<O,?1]=
24 24

= Plz < 0,71] — Plz < —0,013] = 0,7612 — 0,4483 = 0,3129

Las medias de las notas de 16 estudiantes se distribuyen N (*) 3;

2.4 .
); es decir,
x es N(5,3; 0,0).

V16

D PE>T =Plz> % = Plz>283]=1-Plz<283] =1 — 09977 = 0,0023
0
&) Plx < 5] = Plz < 367(:% = Plz<-05]=P[z>05]=1-Plz<05] =

=1-0,6915 = 0,3085

5-53 ., 7-53
0,6 0,6

= Plz < 2,83] - P(z < -0,5] = 0,9977 — 0,3085 = 0,6892

fHYPls<x<7]= P[ =Pl-05<z<283] =

g) Es un intervalo caracteristico para la media de la poblacién, por tanto:
k=2zy," O
Como 1-0=095 — z,,=196. Asi
=196 2,4 = 4,704

h) Es un intervalo caracteristico para las medias muestrales, en muestras de tamano
16, por tanto:

b=z, 006
Como 1-0a=09 — z,,= = 1,96. Asf:
=1,96-0,6 =1,176
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18 Laestatura de los jovenes de una ciudad sigue una distribucion V(| 6). Si el
§  90% de las medias de las muestras de 81 jévenes estan en (173,4; 175,8), ha-
Ia p v o.

Parael90% — 1-a =090 — Zon = 1,645
El intervalo caracteristico para las medias de las muestras de 81 jovenes (para el

90%) es:

: G . o
A7) Vn

El centro del intervalo es L:

734 + 175 _
_ 1738 _yz46.

-

La semiamplitud del intervalo es:

75.8 — 173.4
1645 S - 1381754
V81 2
1645 -9 =12 - o=229_¢57
9 1,645

19 Si la distribucion de la media de las alturas en muestras de tamafio 49 de los
S ninos de 10 afios tiene como media 135 cm y como desviacion tipica 1,2 cm,
¢cuanto valen la media y la varianza de la altura de los nifios de esa cindad?

Si la media en la poblacion es n y la desviacion tipica es G, entonces, la distribu-

.. . . g .
cion de las medias muestrales es 1\-‘([.1_. —_) Asi, tenemos que:

Nn
n =135 cm
G o G . _ )
—=—==—=12am — o6=12-7=84cm

Por tanto, la media es 1 = 135 cm vy la varianza es 62 = 8,42 = 70,50.

20 Los paquetes recibidos en un almacén tienen un peso medio de 300 kg y una

S desviacion tipica de 50 kg. ;Cuil es la probabilidad de que 25 de los paque-
tes, elegidos al azar, excedan el limite de carga del montacargas donde se
van a meter, que es de 8 200 kg?

Sabemos que la suma de los pesos de n de esas bolsas tomadas al azar sigue una
. . .- - . . - . '_ .
distribucion normal de media nu y de desviacion tipica oVn , es decir:

n J—
IZ].’X-'{. es N(nu, 6Vn)
-

En este caso:

Z x; es N(25 - 300; 50V25); es decir N(7500; 250)
f=1
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Tenemos que calcular:
25 : -
P[ T x> 8200] = P[z> %—07300 = Plz>28] =
i=1 25

=1-Plz<28]=1-0,9974 = 0,0020

21 El peso de los perros adultos de una cierta raza es una variable aleatoria que
se distribuye normalmente con una media de 7,4 kg y una desviacion tipica

de 0,6 kg.

Si consideramos muestras de 30 de estos animales
a) ;Cual es la distribucion de la media muestral, x?
b)Calcula P[6,5 <X < 7,5].

¢) ;Cual es la distribucién de la suma de los pesos de los 30 animales de las
muestras?

d)Calcula P[ ¥ x> 225}.
i=1

Si llamamos X = “peso de los perros”, tenemos que X es N(7,4; 0,0).

a)x sigue una distribucion normal de media p =74 kg v de desviacion tipica
c 0,6

= (),11; es decir, ¥ es N(7.4; 0,11).

Vn V30

6574 7.5-74
R R

b) P[6,5<x<75]=P = P[-8,18 <2< 091] = P[z< 0,91]

0,11 0,11
= 0,8186
30 |
©) 2x; sigue una distribucién normal de media 7 = 30 - 7,4 = 222 kg y desvia-
i=1

— e 30 . .
cion tipica 6V¥r = 0,6 - V30 = 3,29, es decir, Exf- es N(222; 3,29).
i=1

_ 30
d P| Zx, > 225] P|.
i=1

] =Plz>091]=1-Plz =091 = 1-0,8180 =

= 0,1814

22 Se supone que el peso medio de las sandias de cierta variedad sigue una dis-
tribucion normal con 1 =6kg vy ¢ =1 kg. Si empaquetamos las sandias en
cajas de 8 unidades:

a) Halla la probabilidad de que la media de los pesos de las sandias de una
caja sea menor que 5.5 kg.

b) Calcula la probabilidad de que entre las 8 sandias de una de las cajas pesen
mas de 50 kg.

a) Si llamamos x = "peso de las sandias", tenemos que x es N(0, 1). Si considera-

mos muestras de tamano » =8, tenemos que X sigue una distribucion normal

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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de media p =6 kg y de desviacion tipica % = L_ = =1(,35; es decir,
es N(0; 0,35). Nn N8

Por tanto:

Plx<55]=Plz< 55-6

=Plz<-1,43]=Plz>143]=1-Plz<1,43] =
0,35

=1-0,9236 = 0,0764
_ 8
b)Si 3, sigue una distribucién normal de media npu =8 -6 =48 kg y des-

i=1

8
viacién tipica es oVn =1 - V8 = 2,83; es decir, 3x; €s N(48; 2,83).

i=1
Por tanto:
8 50 — 48
P ):.x't. >350|Plz>—|=Plz>0,71]1=1-Plz=0711=1-0,7612 =
i =1 2,83
=(0,2388

23 Para estimar la estatura media de los jovenes entre 15 y 25 anos de una Ic
S calidad, se ha medido a 40 de estos jovenes, obteniéndose los siguiente
resultados:

ESTATURA (cm) | [148, 153) | [153, 158) | [158, 163)
N2 JOVENES 2 4 11

ESTATURA (cm) | [163, 168) | [168, 173) | [173, 178)
N2 JOVENES 14 5 4

Estima, con un nivel de confianza del 99%, el valor de la estatura media d

los jovenes entre 15 y 25 anos de dicha localidad.

Hallamos x y s para la muestra obtenida:

ESTATURA (cm) [148, 153)|[153, 158)|[158, 163)|[163, 168)|[168, 173)|[173, 178)
MARCA DE CLASE (x,) 150,5 155,5 160,5 165,5 170,5 175,5
FRECUENCIA (/) 2 4 11 14 5 4

x=1064 y s=0,24

Para un nivel de confianza del 99%, se tiene:

1 -0=0,99 — zy,

= 2,575

Asi, el intervalo de confianza para estimar p al 99% es:

0,24

(164 — 2,575 -
V40

—: 164 + 2,575 -

0,24

\ 40

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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24 Se desea estudiar el gasto semanal de fotocopias, en céntimos de euro, de
los estudiantes de bachillerato de cierta comunidad. Para ello, se ha elegi-
do una muestra aleatoria de 9 de estos estudiantes, resultando los valores
siguientes para estos gastos:

100; 1505 90; 705 75; 105; 200; 1205 80

Se supone que la variable objeto del estudio sigue una distribucion normal
de media desconocida y desviacion tipica igual a 12. Determina un intervalo
de confianza al 95% para la media del gasto semanal en fotocopias por estu-
diante.

Parael 95% — 1-0=095 - z,,=196

Hallamos la media de la muestra:

100 + 150 + 90 + ... + 80 _ 990
9

El intervalo de confianza para p seri:

x = = 110 céntimos de euro.

12 12 _ :
(11(_} —-1,96 - 1—,: 110 + 1,96 - 1—1 ;. es decir: (102,16; 117,84)
N9 V9
25 Se ha tomado una muestra aleatoria de 100 individuos a los que se ha medi-
s do el nivel de glucosa en sangre, obteniéndose una media muestral de 110

mg/cm3. Se sabe que la desviacion tipica de la poblacién es de 20 mg/cm3.

a) Obtén un intervalo de confianza, al 90%, para el nivel de glucosa en sangre
en la poblacion.

b) ;/Qué error maximo se comete con la estimacion anterior?

a)Parael90% — 1—-0=090 — Zy2 = 1,645

El intervalo de confianza para p al 90% es:

) 2( ) 2 ) . .
(110 ~1,645 - —22 110 + 1,645 - i) es decir: (106,713 113,29)
V100 V100

b) El error maximo es la mitad de la longitud del intervalo de confianza, es decir:

20 R
—— =1,645-2=3,29
100

E=1,645 -

26 La duracion de las bombillas fabricadas por una empresa sigue una distribu-
cion normal de media desconocida y desviacion tipica 50 horas. Para esti-
mar la duraciéon se experimenta con una muestra de tamafio n.

Calcular el valor de n para que, con un nivel de confianza del 95%, se con-
siga un error en la estimacion inferior a 5 horas.

Parael 95% — 1-0=0,95 — Zy, = 1,96

El error maximo admisible es:

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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27
S

28
S

9 <
E=2z,, ——. Buscamos n paraque E<5 horas.
T oNn

Como zy, =196 y © =50, queda:

196- 22 <5 5 B s 5 Vus>2B_196 = n>38416
n \n 2

Debemos tomar una muestra de, al menos, 385 bombillas.

La media de las estaturas de una muestra aleatoria de 400 personas de una
ciudad es 1,75 m. Se sabe que la estatura de las personas de esa ciudad es
una variable aleatoria que sigue una distribucion normal con varianza
0%=0,16 m2.

a) Construye un intervalo, de un 95% de confianza, para la media de las es-
taturas de la poblacion.

b) ;Cual seria el minimo tamafio muestral necesario para que pueda decir-
se que la verdadera media de las estaturas esta a menos de 2 cm de la
media muestral, con una confianza del 90%?

A n=400; x=175m; 64=0,16 - 6 =V0,16 =04
Parael 95% — 1-0=095 — zy,=19

El intervalo de confianza es:

1,75 = 1,96 - Oi 1,75 + 1,96 - Oi ; es decir: (1,7108; 1,7892)

V400 N 400

b)90% de confianza — 1-0=090 — z,,= 1,645

9

El error maximo admisible es: E=z,, - —
T oAn
Buscamos n para que E< 0,02 m:
1645- 9% <002 » 908 g , N o, L
\n \Vn 0,658 0,02
Vi > 00%3)8 - vVn > 329 — n>108241

Debemos tomar una muestra de, al menos, 1083 personas.

Las medidas de los diametros de una muestra al azar de 200 cojinetes de
bolas, hechos por una determinada maquina dieron una media de 2 cm vy
una desviacion tipica de 0,1 cm. Halla los intervalos de confianza del 68,26

95,44% y 99,73%

para el diametro medio de todos los cojinetes.

a) Para el 68,26% — 1-0=10,0826 — 2z,,=1

El intervalo de confianza para p es:
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(2 -1- 0—,_1 2+1- (1) es decir: (1,993; 2,007)
N 200 V200

b) Para el 95,44% — 1 -0 =0,9544 — Zgs = 2

El intervalo de confianza es:

(2 -2 H (242 .(L) es decir: (1,986; 2,014)
V200 V200

o) Parael 9973% — 1-0.=09973 — z,,=3

El intervalo de confianza es:

(2 -3 ,(i ;2+3 - .(i) es decir: (1,979; 2,021)
V200 N200

29 El peso, en kg, de los jovenes entre 16 y 20 afios de una cierta ciudad es una
variable aleatoria, x, que sigue una distribucién normal con &2 = 25.

a) Si consideramos muestras de 25 jovenes, ;cuil es la distribuciéon que tiene

la variable aleatoria media muestral?
b) Si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de 1 kg de la media
de la poblacion, con probabilidad 0,95, ;cuiantos jévenes se deberian tomar

en la muestra?

a) Por el teorema central del limite sabemos que ~x  sigue una distribucion normal de

. o 9] 5 5 L .
media | v de desviacion tipica —= = — = — = 1; es decir, ~x es N(u, 1).
n V25 5
- .. .. o
b) El error maximo admisible es: E =z, * ——
T oNn

Sabemos que: 1 -0=0,95— 2, =190

E=1kg
c=5kg
Por tanto: B
1=19 - = — "\"g =908 — n=90,04

Nn

Se deberid tomar una muestra de, al memos, 97 jovenes.

30 Una variable aleatoria, x, tiene una distribucion normal, siendo su desviacion

tipica igual a 3.

a) Sise consideran muestras de tamaifio 16, ;qué distribucion sigue la variable
aleatoria media muestral?

b) Si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de una unidad de
la media de la poblacion, con probabilidad 0,99, ;cuantos elementos, como
minimo, se deberian tomar en la muestra?

X  sigue una distribucion
3 3

. e e o -
normal de media p y de desviacién tipica —— = — = — = (,75; es de-
N N16 4

a) Por el teorema central del limite, sabemos que

cir, X es N(; 0,75).
2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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31

a)

2 o 9
a) El error miximo admisible es: E =z, —
N'n
Sabemos que: 1-a=099 = 2z,,=2575
6=3
E =
Por tanto:

3 —

1=2575" n=7725 — n=59,068

N

La muestra deberia tener, al menos, 60 elementos.

El tiempo de vida de una clase de depuradoras de agua utilizadas en una plan-
ta industrial se distribuye normalmente, con una desviacién tipica de 2 000
horas. En un ensayo realizado con una muestra aleatoria de 9 depuradoras,
se obtuvieron los siguientes tiempos de vida en miles de horas:
95 10 7,5 10,5 16,5 10 12 32 18
a) Halla un intervalo de confianza al 99% para la vida media de las depura-
doras.

b) ¢Cual es el error maximo que se comete con la estimacion anterior para la
media?

¢) Calcula el tamafio minimo que deberia tener la muestra, en ¢l caso de
admitir un error maximo de 500 horas, con un grado de confianza del
95%.

El intervalo de confianza es de la forma:

_ o _ o
X=Zop TN T B2 T
Nn Nn
Sabemos que:
_ 95+ 10+ 75+ 105+ 16,5+ 10+ 12+ 32+ 18 126 L
X = = = 14 miles

9

de horas

1-0=099 = 2z,,=2575

2000 horas = 2 miles de horas

g
n=9

Por tanto, el intervalo sera (en miles de horas):

S S . .
14 — 2,575 - —=; 14 + 2,575 - —=|; es decir, (12,28; 15,72).
O
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32

33

34

: 0] n e 2 o
b)E = z,,,- —— = 2,575 - —= ==1,72 miles de horas

N NO

c) Si E =500 horas = 0,5 miles de horas,
1-“20-9‘3 — 'ZC(/2:1’96

0 = 2 miles de horas, entonces:

E=zy, 2 —05=195" \,i — n =784 — n= 614656
n 1

La muestra deberia tener, al menos, 62 elementos.

Al medir el tiempo de reaccion, un psicélogo estima que la desviacion tipica
del mismo es de 0,5 segundos. ;Cual sera el nimero de medidas que debera
hacer para que sea del 95% la confianza de que el error de su estimacion no
excedera de 0,05 segundos?

Para el 95% de confianza, 1 - o =095 — Zy = 1,96
El error maximo admisible es:
E=z,, 2. Busc - E<0,05:
=2y, ——. Buscamos n para que E<0,05:
n
) 0,98 — . 0,98

196 92 <005 - 9B <005 -5 Vn 2
Nn Nn 0,0

=196 — n=>384,16

)

Debera hacer, al menos, 385 medidas.

Al medir el diametro de los cojinetes producidos por una empresa, se esti-
ma que la desviacion tipica de dicho diametro es de 0,05 cm. Se han hecho
121 mediciones.

¢Se puede afirmar, con el 99% de confianza, que el error en la estimacion de
la media no excedera a 0,01 cm?

Parael 99% — 1-a=099 — zy,=2575

El error maximo admisible es:

E=z,, < =2575- 22 -00117> 0,01 cm

Vn V121

Por tanto, no podemos afirmar que el error en la estimacion no excedera a 0,01 cm.

Las ventas mensuales de una tienda de electrodomésticos se distribuyen se-
giin una ley normal, con desviacion tipica 900 €. En un estudio estadistico
de las ventas realizadas en los tultimos nueve meses, se ha encontrado un in-
tervalo de confianza para la media mensual de las ventas, cuyos extremos
son 4 663 €y 5839 €.

a) ;Cual ha sido la media de las ventas en estos nueve meses?

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
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35

b) ¢Cual es el nivel de confianza para este intervalo?

a) La media de las ventas es el punto medio del intervalo; es decir:

F4

b)El estudio se ha realizado en los dltimos 9 meses, es decir, se ha considerado

una muestra de tamano »n = 9.
El error miximo admisible es la mitad de la longitud del intervalo, es decir:

5839 — 4663 _ sgq

E =

Asi, sabemos que: 1 =9; ¢ =900; E= 588, vy como:

E=zyp % — 588 = Zy, - —9@ — 588 = zy,; - 920 —
N \9 2
5 : 588 _
= 588= 2y, 300 o zgp= g =196 -

— 2y, =196

que corresponde a un nivel de confianza del 95%.

Se supone que los gastos corrientes por empleado de los distintos departa-
mentos de una empresa siguen una distribucion normal con desviacion tipi-
ca 500 €. De los datos disponibles para 16 departamentos, se ha obtenido el
siguiente intervalo de confianza para estimar la media del gasto corriente
por empleado de la empresa: (1928,125; 2571,875)

;Cual es el nivel de confianza, 1 — o, con el que se ha hecho la estimacion?

- P o 9
a) Sabemos que el error maximo admisible es: E =z, ,, - ——; y tenemos que:

. _ . ny Nn
2571,875 — 1928,124
g = 271,875 - 1928,124 — 321875
2
G =500€
n=16

Por tanto:

321,875 = 2, - 2o 321,875 = 2, ,, - 2
T oN16 +
S
321,875 = 2, - 125 = 2, - —BD = 2575 51 —a =099
’ 2 a2s

El nivel de confianza es 1 — o = 0,99 es decir, del 99%.
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UNIDAD DIDACTICA 13:
INFERENCIA ESTADISTICA. ESTIMACION DE UNA PROPORCION

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Paginas 308

Distribucion de las proporciones muestrales.
Intervalos caracteristicos

| Averigua cémo se distribu- D b ald|eln
!rrf-.111 las Pmporcm:]lf.s 1111::5- woroicon 2 | o | oo L on loos lore
tr:a es, pr, para las pobla- eN s poBLacion | 03 | 06 | 08| 0.1 |0,05]0.15
ciones y las muestras que se
describen a continuacién: Brlatbin, o 5 - |- .
- * * 20 0 00
F ol eI 10 3 S0 1 100

Recordemos que, si np 25 v ng =5, entonces, las proporciones muestrales si-

. - A e
guen una distribucion _-"..-'(p, *\,F—IJ
)

Aplicamos este resultado a cada uno de los casos propuestos. Comprobamos que
en todo ellos se tiene que np =35 v ng = 5.

;1}.-'\-"([}'5.' %] es decir, N(0.5; 0,158)
h).-\-"([}l.ﬁ.- '\f"mj%]; es decir, N(0,6; 0,110)
. —
c) _-'\-"([}I.H: M] es decir, N(0.8: 0,073)
30
( vl - L
cI)_-\-"([}I.l; %] es decir, N(0,1: 0,042)
o J

0,05 - 0,95

&) N[0,05; _
100

'\

]'. es decir, N(0,05; 0,0218)

0,15 - 0,85

£ N[0.15; _
100

.

]; es decir, N(0,15; 0,036)
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2  Halla los intervalos caracteristicos para las proporciones muestrales del
ejercicio anterior, correspondientes a las probabilidades que, en cada caso,
se indican:

a) 90% h) 95% c) 99% d) 95% €) 99% f) 80%%

a) 2, = 1,645

Intervalo (0,5 — 1,645 - (,158; 0,5 + 1,645 - (,158); es decir: (0,24; (0,70)
b)z,,, = 1,96

Intervalo (0,6 — 1,96 - 0,110; 0,6 + 1,96 - (,110); es decir: (0,38; ,82)
C) zyp = 2,575

Intervalo (0.8 — 2,575 - 0.073: 0.8 + 2.575 - 0,073): es decir: (0.61: (0,99)
)z, = 1,90

Intervalo (0,1 — 1,96 - 0,042; 0,1 + 1,96 - 0,042); es decir: (0,018; 0,182)
€) Zy,, = 2,575

Intervalo (0,05 — 2,575 - 0,0218; 0,05 + 2,575 - 0,0218); es decir: (=0,0006; 0,100)
] Zys = 1,28

Intervalo (0,15 — 1,28 - 0,036; 0,15 + 1,28 - 0,030); es decir: (0,104; 0,196)

3 Cuatro de cada diez habitantes de una determinada poblacion lee habitual-
mente el perigdico 7.

Halla el intervalo caracteristico para la proporcion de habitantes de esa po-
blaciéon que leen el periddico Z, en muestras de tamaiio 49, correspondiente
al 95%.

= proporcion de lectores del periddico Z = liU = 0,4

El intervalo caracteristico para la proporcion de lectores, pr, en muestras de tama-
o n es de la forma:

= Al PD A
(=22 \EL 1+ 2 B

Parael 95% — 1-0=095 — z,,=190

El intervalo sera:

0406

0.4 0.6\
49 iC ’

0.4 + 1,96 -
49

es decir:  (0,20; 0,54)

(0.4 ~1.96 -

4  En un saco mezclamos judias blancas y judias pintas en la relacién de 14
blancas por cada pinta.

Extraemos un puiiado de 100 judias.
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a) ;Cual es la probabilidad de que la proporcién de judias pintas esté com-
prendida entre 0,05 v 0,17

b)Halla un intervalo en el cual se encuentre el 99% de las proporciones de
las muestras de tamaiio 100.

1
15

a) La proporcion de judias pintas es p = . Si extraemos un pufiado de 100 judias,

tenemos una binomial 8(1{}[). 11—_)
5

Una proporcion entre 0,05 y 0,1 significa que haya entre 100 - 005 =5 ¥
100 - 0,1 = 10 judias pintas.

Por tanto, si x es B(l(}(}. L ) tenemos que calcular P[5 < x < 10].

Como 100 - % =5 v 100 - LN 5, podemos aproximar la binomial mediante una

- 249,

normal de media = 100 - li' =0(,67 v desviacion tipica ¢ =
5

Asi, si x es B(l(}{:}. 1_1‘5) — x"es N(OGOT; 249 — =z es N, 1). Calculamos:

PI5 < x < 10] = PI5,5 £/ £ 9,5] = P[ 53 =0.67 ¢ ;< 95 =667
249 2,49

=P047 2x=114] = Plz 2 1,14] - Plz = 047 =
=Plz=2114 - Plz 20471 = Plz = 1,141 - (1 - Plz =2 0,47 =
= (,8729 — (1 — 0,6808) = 0,5537

b) 8i consideramos muestras de tamafio 100, el intervalo caracteristico para la pro-
porcion muestral es de la forma:

P . ,ﬂﬂpq
(p To/2 100 P Zyn 1(]{})

Parael 99% — 1-0=099 — Zym = 2,575

Asi, el intervalo sera:

1 lans aans o1 \/(1;1@ . (14/15)
—~ _ 2575 . , — 575 - : ;
(15 2,575 \/ 100 15 7297 100

es decir: (0,0024; 0,1309)
En una localidad de 6 000 habitantes, la proporcién de menores de 16 afios

es de 1500/6 000.

a) ;Cudl es la distribucién de la proporciéon de menores de 16 aiios en mues-
tras de 50 habitantes de dicha poblacién?
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b) Halla la probabilidad de que, en una muestra de 50 habitantes, haya entre
15 v 20 menores de 16 anos.

a) La proporcion, pr, de menores de 16 anos en muestras de tamano »n = 50 sigue
1500
6000

una distribucion normal de media p = = (1,25 y de desviacion tipica:

25 - (1.75 . . :
2 \/“"G% = 0,061, es decir, pr es N(0,26; 0,061).
n :

b)Y El numero de menores de 16 anos en una muestra de S0 es una binomial
B(30; 0,25). Como np =5 v ng =35, podemos aproximar mediante una normal
de media p =50 -0,25 =125 vy de desviacién tipica:

o= vnpg =50 -0.25-0,75 = 3,06

Asi, siox es B(30:0.25) — xaf es N(12.5, 3,000 — =z es N0, 1), entonces:
15,5 - iE.“’) <z 195 — '_12:3 _

3,06 3,06
=Pl)98 <z <229 =Plz<229-Plz< 098] =

P15 <x <20l =P[155<x'<195] =P

= (),9890 — 0,83065 = 0,1525

El 42% de los habitantes de un municipio es contrario a la gestion del alcal-
de v el resto son partidarios de este. Si se toma una muestra de 64 indivi-
duos, ;cual es la probabilidad de que ganen los que se oponen al alcalde?

En muestras de 64, el nimero de personas que se oponen al alcalde, x, sigue una
distribucion binomial B(64, 0,42). Tenemos que calcular Plx > 32].

Como #np>5 y ng =5 podemos aproximar mediante una normal de media

W=n-p=064- 042 =2088 vy de desviacion tipica Vnpg = Vo4 - 0,42 - 0,58 = 3,95
Asi, si: x es B(O4, 0,42) — x' es N(20,88;395) — =z es N(0, 1), entonces:
25 — 2688
Pl > 32] = Pla'> 325 = Pz > 32522088 | _ b 5 g 4o -
3.95
=1-Plz<142]=1-0,9222 = 0,0778

La probabilidad de que un bebé sea varén es 0,515. Si han nacido 184 bebés,
icual es la probabilidad de que haya 100 varones o mas?

Halla el intervalo caracteristico correspondiente al 95% para la proporcién
de varones en muestras de 184 bebés.

* El nimero de varones entre 184 bebes, x sigue una distribucion binomial
B(184; 0,515). Tenemos que calcular Plx = 100]. Como np =35 vy ng =35, po-
demos aproximar mediante una normal de media p =np =184 - 0,515 =94,70 y

de desviacion tipica Vnpg = V184 - 0,515 - 0,485 = 6,78. Asi, si:
x es B(184: 0,515 — &' es N(94.70: 0.,78) — =z es N(0, 1), entonces:
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99,5 — 94,70
0,78

=1-Plz<070] =1-0,7580 = (,2420

Pl = 100] = Plx’ = 99.,5] = Plz' > I - Plz = 0.70] =

« El intervalo caracteristico para la proporcidon muestral es de la forma:

(P ~Zapn \/% P Zan \/%)

Parael 95% — 1-0=09 — z,,=19

Asi, el intervalo seri:

({:}.515 _1.96 - /0515 0,485

154

0,515 - 0,485 |

., 0515+ 1,96 - .
184

es decir: (10,4428, (1,5872)

8 Se realizé una encuesta a 350 familias preguntando si poseian ordenador en
casa, encontrandose que 75 de ellas lo poseian. Estima la proporcion real de
las familias que disponen de ordenador con un nivel de confianza del 95%.

75 3

La proporcion de familias con ordenador en la muestra es  pr = 350 " 14

Para el 95% de confianza, 1-a =095 —= z,,=190

El intervalo de confianza para p es:

3 L|eana-31e 30 \/(5;-’14}(1—3;’14) N
(14 - 1,96 '\/ 350 =V 1.96 - 350 i es decir:

(0,17; 0,26)

9 Se selecciona aleatoriamente una muestra de 600 personas en una ciudad y se
les pregunta si consideran que el trifico en la misma es aceptablemente fluido.
Responden afirmativamente 250 personas.

¢Cual es el intervalo de confianza de la proporcion de ciudadanos de esa ciu-
dad que consideran aceptable la fluidez del trifico, con un nivel de confianza
del 90%?

p _ 250 5 . 7

La proporcion muestral es pr=——=— — 1 - pr=—
H00 12 12

Para un nivel de confianza del 90%, sabemos que z_ , = 1,645.

El intervalo de confianza para la proporcion de ciudadanos que consideran aceptable
la fluidez del trafico es:

. pril — pr) pril — pr)
br—zyp - '\J " e i
En este caso queda:
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10

11

12

5 1212
12

T s 7
12 12 3 1212

: l + 1,045 . \T

= = e e 330, () A4
G0 13 . es decir: ((,38306; (1,4498)

— 1,045 - \

Sabemos que al lanzar al suelo 100 chinchetas, en el 95% de los casos, la
proporcién de ellas que quedan con la punta hacia arriba esta en el interva-
lo (0,1216; 0,2784). Calcula la probabilidad p de que una de esas chinchetas
caiga con la punta hacia arriba y comprueba que la amplitud del intervalo
dado es correcta.

* b es el centro del intervalo, es decir:

_ 0,2784 + 0,1216

=(2=
2 ( P

P

« Veamos que la amplitud del intervalo dado es correcta:

Parael 95% — 1-0=095 — z,,=190

El intervalo caracteristico es:

En este caso (p =0,2; g =08 n=100; z,,=190), queda:

2. .
0.2-08 454 196- _
100 100

0.2-08)

({}.3 — 1.96 - ) es decir:

(0,1216; 0,2784), como queriamos probar.

De 120 alumnos, la proporcion de que tengan dos o mas hermanos es de
48/120. Indica los parametros de la distribucién a la que se ajustarian las
muestras de tamaino 30.

En muestras de tamano »n = 30, la proporcion muestral, pr, seguiria una distribu-
cion normal de media:

48
120

n=p= 30" =30-04=12

v de desviacion tipica:

0.4 - 0.6

= (1.089
3 00

Es decir, pr es N(12; 0,089).

iDe qué tamaiio conviene tomar la muestra de una linea de produccion para
tener una confianza del 95% de que la proporcién estimada no difiere de la
verdadera en mias de un 4%? Se sabe, por estudios previos, que la propor-
cion de objetos defectuosos es del orden del 0,05.
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Para el 95% de confianza, 1 -0 =095 — =z ,=190

El error maximo admisible es:

(1 — pw o . )
E=z,,"\ prd —pn) . Buscamos # para que E=0,04 (no mis de un 4%):
/ 1

0,05(1 — 0,05)
n

1,96 - =004 — n=11405

El tamano minimo de la muestra ha de ser n = 115.

13 Se desea estimar la proporcién, p, de individuos dalténicos de una pobla-
cion a través del porcentaje observado en una muestra aleatoria de indivi-
duos, de tamaio .

a) 5i el porcentaje de individuos dalténicos en la muestra es igual al 30%,
calcula el valor de n para que, con un nivel de confianza de 0,95, el error
cometido en la estimacion sea inferior al 3,1%.

b) Si el tamaiio de la muestra es de 64 individuos, v el porcentaje de indivi-
duos daltonicos en la muestra es del 35%, determina, usando un nivel de
significacion del 1%, el correspondiente intervalo de confianza para la
proporcion de dalténicos de la poblacion.

a) Para un nivel de confianza del 953%, 1 —o =095 — Zon = 1,96

El error maximo admisible es:

_ bl — pr)
E= Zysm —

1.96 - 0,307 <0031 — n>839.48
n

La muestra ha de ser, como minimo, de 84 individuos.

. Buscamos »n para que E < (0,031 (inferior al 3,1%):

b) Para un nivel de significacion del 1%, tenemos que:

o=001 - 1-0=09 — =z, ,=2575

El intervalo de confianza para p seri:

0,35 - 0,65
64

({:}.36 — 2575 -

); es decir:

0,35
64

. 0.35 + 2,575 - J

(0,196 0,504)
14 En una muestra de 100 rétulos publicitarios se observa que aparecen 6 defec-
tuosos.

a) Estima la proporcion real de rotulos defectuosos, con un nivel de confian-
za del 99%.

b);Cual es el error maximo cometido al hacer la estimacion anterior?

¢) ;De qué tamaiio tendriamos que coger la muestra, con un nivel de confian-
za del 99%, para obtener un error inferior a 0,057
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0
100

a) La proporcion muestral es pr= =006 = 1— pr=094

Para un nivel de confianza del 99%, sabemos que z., = 2.575.
/2

El intervalo de confianza para estimar la proporcion real de rotulos defectuosos
es:

{1l —pr) il —pr)
Pr—=zy, "\f—p - L s Prt zy ’\fpfp

En este caso queda:

0,06 - 0,94
100

0,06 — 2575 - 4000094 . (06 + 2575 .
100

es decir: (0; 0,12)

0,06 - 0,94
100

= 0,06

c) En la expresion del error, sabemos que:

E=10,05

Z, = 2,575 (para un nivel de confianza del 99%)

pr=006, 1- pr=094

Por tanto:

1 —pr :
E=z, xﬂ% — 0,05 = 2,575 -

Habra que tomar una muestra de, al menos, 150 rotulos.

0,06 -
H

1,94 o
),94 — 1 = 14958

15 Tomada al azar una muestra de 60 estudiantes de una universidad, se encon-
tré que un tercio hablaban el idioma inglés.

a) Halla, con un nivel de confianza del 90%, un intervalo para estimar la pro-
porcién de estudiantes que hablan el idioma inglés entre los estudiantes de
esa universidad.

b) A la vista del resultado anterior se pretende repetir la experiencia para
conseguir una cota de error de 0,01 con el mismo nivel de confianza del
90%. ;Cuantos individuos ha de tener la muestra?

gl

1
La proporcion muestral es pr = — — 1 — pr= —

Para un nivel de confianza del 90%, sabemos que z, , = 1,645.
a) El intervalo de confianza para estimar la proporcion en la poblacion es:
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r(l—pr ri(l—pr
p;_zuf.z . @:pr + z-ﬂ:_.-’z . W

En este caso queda:

1 2 1 2
1 _ 1.645 - \u 1 1.045 . u ; es decir: (10,2332, (0,4334)
3 60 3 ' 6o

b) En la expresion del error, sabemos que:
E=10,01

2y = 1,645 (para un nivel de confianza del 90%)
b ! - p :
r=—; — pr=—
3 3
Por tanto:

il —pr . - |3 3 - ;
E=2z,,- P—”ﬂ = 001=1645- \~ g5 = n=060134

Habra que tomar una muestra de, al menos, 6014 individuos.

16 Para estimar la proporcion de habitantes de una determinada ciudad que po-
seen ordenador personal, se quiere utilizar una muestra aleatoria de tamafo
n. Calcula el valor minimo de #» para garantizar que, con un nivel de con-
fianza del 95%, el error en la estimacién no sea superior al 2%,

- Como se desconoce fa proporcion, se tiene que tomar el caso mds desfavorable,
quee serd 0.3,

En la expresion del error, sabemos que:

E= 0,02 (error no superior al 2%)

Z, 5= 1,90 (nivel de confianza del 95%
o2

pr=105 1- pr=105 (al desconocer la proporcion, debemos tomar el caso mas

desfavorable, que es 0,5).

Por tanto:

,/ r(l—pr : . 0,505
E=z, - % — 002=19 - \% — n = 2401

Habrd que tomar una muestra de, al menos, 2401 individuos.

17 En una encuesta realizada a 800 personas elegidas al azar del censo electoral,
240 declaran su intencion de votar al partido A.
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a) Estima, con un nivel de confianza del 95,45%, entre qué valores se encuen-
tra la intencién de voto al susodicho partido en todo €l censo.

b) Discute, razonadamente, €l efecto que tendria sobre el intervalo de con-
fianza el aumento, o la disminucion, del nivel de confianza.

240
500

a) Para un nivel de confianza del 95.45%, hallamos z_ ,,:

La proporcion muestral es pr=

=03 = 1- pr=07

0,02275 0,02275

1

w2

0,02275 + 0,9545 = 097725 — Plz < 2,50 = 0,97725 = 2,0 = 2y = 2

El intervalo de confianza para estimar la proporcion en la poblacion es:

. ri{l—pr) o pril—pr) | o .
pr—zy, "\ . s pr+zy ., 7\ . , en este caso queda:
03-07 03495, 4 II{:}..% UV e iy
800 T es decir: (0,2070: 0,3324)

La proporcion de votantes del partido A en la poblacion se encuentra, con un ni-
vel de confianza del 95,45%, entre el 26,76% y el 33,24%.

b)Si aumenta el nivel de confianza, mavor es la amplitud del intervalo; es decir,
cuanto mas seguros queramos estar de nuestra estimacion, mayor sera el error
miximo admisible.

Si disminuye el nivel de confianza, disminuye la amplitud del intervalo.

18 Una reciente encuesta, realizada en un cierto pais sobre una muestra aleato-
ria de 800 personas, arroja el dato de que 300 de ellas son analfabetas. Para
estimar la proporcion de analfabetos del pais hemos obtenido el siguiente in-
tervalo de confianza: (0,3414; 0,4086)

¢Cual es el nivel de confianza con el que se ha hecho la estimacion?

- _ , 300 3
La proporcion muestral es pr=-——= — 1 - pr=

800 8

|\J'\

]

Lo =

El error maximo admisible es la semiamplitud del intervalo de confianza; es decir:

1o 04086 = 0,3414
2

= (1,0336
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Por tanto:

E= g \EEEEEE 00336 = 2,

(3/8) - (5/8)

— — z_ =196
800 Zy =196

Plz < 1,96] = 0,9750

= Plz>1,90]=1-0,9750 = 0,025

a=0025-2=005 = 1-0a=093

El nivel de confianza es del 95%.

19 A partir de una muestra de tamaiio 400 se estima la proporcién de indivi-
duos que leen el perigdico en una gran ciudad. Se obtiene una cota de error

de 0,0392 con un nivel de confianza del 95%.

a) ;Podriamos, con la misma muestra, mejorar el nivel de confianza en la es-

timacion? ;Qué le ocurriria a la cota de error?

b) ;Sabrias calcular la proporcién, pr, obtenida en la muestra?

a) Aumentando la cota de error mejoraria el nivel de confianza.

k) La cota de error es:

pril — pr)

E=z ., /22200
L1 ¥ 1

Como E=00392; n=400 y 1-0=09 —= z,,=190, tenemos que:

00392 =196 - (2=, 00592 _ | prid —pn)
400 1.96 400

o002 = PHL—;}M 50,0004 = %ﬂ s 0,16 = pr(1 — pr)

016 =pr—pr* — prr—pr+016=20

121064 _ 12036 _ 1206 — P08
p 2 2 2 T—pr=202

Podria ser pr= (048 o bien pr=102. Con los datos que tenemos, no podemos
decidir cual de estos dos resultados es el valido.
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UNIDAD DIDACTICA 14:
INFERENCIA ESTADISTICA. CONTRASTE DE HIPOTESIS

* Las numeraciones indicadas entre paginas se refieren a las paginas del libro de matematicas aplicadas a
las ciencias sociales I, de segundo de bachillerato de la editorial Anaya, Andalucia, cuyos autores son J.
Colera, R. Garciay M.J.Oliveira

Pagina 322

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA MEDIA

| Realiza en cada caso el contraste de hipétesis con las condiciones que se dan a con-
tinuacion (en todos los casos suponemos que la poblacién de partida es normal):

HU g o " X
al | w=12 | o=15 | a=001 10 11
byl pu=145 | o=024 | o=005 16 16
cl | u=1l1 Gg=40 | =005 100 12
d) =15 g=1 o =0.1 150 14,5

a) 1°f paso: Hipotesis: [ Hipotesis nula: Hy: = 12

l Hipotesis alternativa: Hy: o= 12

o .- ) g - g,
2° paso: Zona de aceptacion: Hy — Zg2 —L W, F Zyme —,;—)
Vi n

Sabemos que W, =12, ¢,= 15 n=10; Zyp = 2,575

Por tanto, la zona de aceptacion es el intervalo:

. Deme LS o 150 .

12 -2575 - =, 12 + 2575 - —=|; es decir: (10,78; 13.22)

Y10 Y10

3¢ paso: Verificacion: = = 11

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 14. Inferencia Estadistica. Contraste de hipdtesis. Pagina 1




4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

47 paso: Decision: Como X queda dentro de la zona de aceptacion, aceptamos H,.

b) 17 paso: Hipotesis: | Hipotesis nula: H: = 1,45

Hipotesis alternativa: Hy: 1L # 1,45

2° paso: Zona de aceptacion:

' Oy . Oy : e

My — 240 —=— By + 2,5, ——=| En este caso es:
ToAn )

/ : 24 » 24
1.45 — 1.96 - {)i. 1.45 + 1,96 - Ui . es decir: (1.33: 1.57)
V16 V16

3¢ paso: Verificacion: ¥ =16

4° paso: Decision: Como X queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,.

c) 1¢F paso: Hipotesis: | Hipotesis nula: H;p = 11

Hipotesis alternativa: H: i > 11

2° paso: Zona de aceptacion:

—oo, Wy + 2, EE_L , en este caso es: [—eo; 11 + 1,645 - 1 ; es decir: (—ee; 11.76)
N V100

3%

3¢f paso: Verificacion: ¥ = 1
4° paso: Decision: Como X queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,,.
T qer R -
d) 1¢f paso: Hipotesis: Hipotesis nula: Hp:p = 15
Hipotesis alternativa: Hp: @ < 15

2° paso: Zona de aceptacion:

' ' ' . 1 .
W, — 2y EA— +ea|: en este caso es: (15 — 1,28 - —, +eo|; es decir: (14,895, +=2)
W _ Y150

3°" paso: Verificacion: ¥ = 14,5
4 paso: Decision: Como X queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos .
0
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2 Un fabricante de lamparas eléctricas esta ensayando un nuevo método de

§ produccion que se considerara aceptable si las lamparas obtenidas por este
método dan lugar a una poblaciéon normal de duracion media 2 400 horas,
con una desviacién tipica igual a 300.

Se toma una muestra de 100 limparas producidas por este método y esta mues-
tra da una duracion media de 2 320 horas. ;Se puede aceptar la hipotesis de va-
lidez del nuevo proceso de fabricacion con un riesgo igual o menor al 5%?

1=f paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy o= 2400 frente a Hj: L2 2400

22 paso: Zona de aceptacion:

W, -z Oy W+ z ,Gn)
0" Fw2 T Mo T Fez T
Vi i

Conocemos los siguientes datos:
M, = 2400: g, =300, »n =100

0=005 = z,,=196

Por tanto, la zona de aceptacion serd:

2400 - 1,96 - ?{)i 22400 + 1,96 - ﬂ . es decir, el intervalo:

A 100 100
(2341,2, 2458,8)

3&r paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de x = 2320.

4% paso: Decision:

Como X = 2320 no cae dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es de-
cir, no podemos aceptar la validez del nuevo proceso de fabricacion.

3 Se sabe por experiencia que ¢l tiempo obtenido por los participantes olim-

S picos de la prueba de 100 metros, en la modalidad de decathlon, es una va-
riable aleatoria que sigue una distribucion normal con media 12 segundos y
desviacién tipica 1,5 segundos. Para contrastar, con un nivel de significa-
cion del 5%, si no ha variado el tiempo medio en la altima Olimpiada, se ex-
trajo una muestra aleatoria de 10 participantes v se anoto ¢l tiempo obteni-
do por cada uno, con los resultados siguientes, en segundos:

13 12 11 10 11 11 9 10 12 11

a) ;Cuales son la hipétesis nula y la alternativa del contraste?
b) Determina la region critica.

c) Realiza el contraste.
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a) Tenemos que contrastar la hipdtesis nula:
. = 2
Hyp=12

frente a la hipdtesis alternativa:

b)La zona de aceptacion es el intervalo:
. Oy

Mo = Z2 " 7 Mo ™ Zg2 " 7—

n n

Como W, =12; ¢=15 n=10;
=005 — z,,=196 tenemos que la zona de aceptacion es el intervalo:
(12 1,96 22 124196 - l—_’) es decir, (11,07, 12,93)
Y10 Y10
c) Calculamos la media de la muestra:
13+12+11+ ... +11 _ 110 _
10 10

11

X =

Como no estd dentro del intervalo de aceptacion, rechazamos H,, es decir, no
podemos aceptar que la media siga siendo la misma.

4 Se ha comprobado que el tiempo de espera (en minutos) hasta ser atendido,

$ en cierto servicio de urgencias, sigue un modelo normal de probabilidad. A
partir de una muestra de 100 personas que fueron atendidas en dicho servi-
cio, se ha calculado un tiempo medio de espera de 14,25 minutos v una des-
viacién tipica de 2,5 minutos.

a) ;Podriamos afirmar, con un nivel de significacion del 5% (o = 0,05), que
el dempo medio de espera, en ese servicio de urgencias, no es de 15 mi-

nutos?
b) ;Qué podriamos concluir si el nivel de significacién hubiese sido del 0,1%
(o= 0,001)?

c) ;Existe contradiccion en ambas situaciones?

Justifica las respuestas.

a) 1=¥ paso: Hipétesis: Tenemos que contrastar:
Hy =15 frente a Hp:p #15

292 paso: Zona de aceptacion:
. G |
(ug — Zyz N, Mo+ Zg2 ——)

Como W, =15 =25 n=100;

o=005 — z,,=19; tenemos que la zona de aceptacion es:

(15 196 - 22 . 15+ 1.96 - _i) es decir. el intervalo (14.51; 15.49)
A 100 100
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3% paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de X = 14,25.

4% paso: Decision:

Como la media muestral esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H, es
decir, no podemos aceptar que el tiempo medio sea de 15 minutos.

b)si o = 0,001, entonces z,,=3.27, y la zona de aceptacion seria:

2.5
\100

25

: : es decir, el intervalo (14,18; 15.82)
100

15 =327 - ;15 + 3,27 -

Por tanto, como X = 14,25 si estd en el intervalo de aceptacion, no podriamos
rechazar H,, es decir, aceptariamos que el tiempo medio es de 15 minutos.

¢) No existe contradiccion. En el apartado b) el riesgo que estamos asumiendo es
muy pequeno, mucho menor que en el caso a), por tanto, el intervalo es mas
amplio.

La duracion de las bombillas de 100 vatios que fabrica una empresa sigue
una distribucién normal con una desviacién tipica de 120 horas. Su vida me-
dia esti garantizada durante un minimo de 800 horas.

Se escoge al azar una muestra de 50 bombillas de un lote v, después de com-
probarlas, se obtiene una vida media de 750 horas. Con un nivel de signifi-
cacion de 0,01, ;habria que rechazar el lote por no cumplir la garantia?

12 paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hy: Lz 800 frente a Hp: i< 800

22 paso: Zona de aceptacion:

Oy
My — 2y - 77—+
Vn

Para o =001 — z,=233 Como W, =800 o, = 120y n =50, la zona de
aceptacion seri:
120

(8{](} - 2,33 - —. +c>n]; es decir, el intervalo (760),40; +e)
W50

3% paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de X = 750 horas.

4% paso: Decision:

Como la media muestral no estd dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,,
es decir, habria que rechazar el lote por no cumplir la garantia.

Una empresa asegura que unas determinadas pastillas de jabén duran mas
de 11 dias. Para comprobarlo, se realiza una encuesta en 100 casos. Estas
son las respuestas:

.
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DURACION {dias) 5a9 (10al14(15a 19|20 a 24

RESPUESTAS 24 40 19 11

:Se puede dar como vilida la afirmacion de la empresa, para un nivel de sig-
nificacion de o = 0,057

Calculamos la media muestral v la desviacion tipica:

DURACION (clias) 5a9 10al4 | 15a19 20a 24
X, 7 12 17 22
£ 24 46 19 11
Ef.'ﬁ”.' 1285

x= = :
” 100

= 12,85 dias; 5= 4,59

12 paso: Hipdtesis: Queremos contrastar: Hyopu<11 frente a Hpp>11

.
2? paso: Zona de aceptaciéon: (— oo Wy — 2, —[_’)

R
Para o =005 — z,=10645 Como u,=11; ¢,=459 y n =100, la zona de
aceptacion es:
4,59
V100

3% paso: Verificacién: La media muestral obtenida es X = 12,85 dias.

—eo; 11 + 1,645 -

]: es decir, el intervalo (—eoo; 11.70)

4% paso: Decision:

Como X = 1285 esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es decir,
aceptamos que las pastillas de jabén duran mas de 11 dias.

Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fabrica, concluyoé que el
tiempo medio de duracién de un empleo en la misma era de 6,5 anos, con
una desviacion tipica de 4.

¢Sirve esta informacién para aceptar, con un nivel de significacion del 5%,
que ¢l tiempo medio de empleo en esa fiabrica es menor o igual que 67 Justi-
ica adecuadamente la respuesta.

fica ad d. te la t

1 paso: Hipoétesis: Tenemos que contrastar:

Hyp<6 frentea Hp:p >0

29 paso: Zona de aceptacion:

. 9
= My — 2y o
N
Para un nivel de significacion del 5%, tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el inter-
valo es:

3
]

(—00.' 6+ 1,645 - ): es decir, (—oo; (0,8225)

Vo4
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er P - - . . — 4 o
3 paso: Verificacién: La media muestral obtenida es X = 6,5 afios.
42 paso: Decision:

Como la media muestral pertenece al intervalo de aceptacion, no podemos recha-
zar Hy, es decir, aceptamos que el tiempo medio es menor o igual que 6 afos.

8 La Concejalia de Juventud de un Ayuntamiento maneja el dato de que la edad

§ a la que los hijos se independizan de sus padres es una variable normal con
media 29 afos v desviacién tipica 3 afnos. Aunque la desviacién tipica no
plantea dudas, si se sospecha que la media ha descendido, sobre todo por la
politica de ayuda al empleo que ha llevado a cabo el Ayuntamiento. Asi, de
un estudio reciente sobre 100 jévenes que se acaban de independizar, se ha
obtenido una media de 28,1 anos de edad.

a) Con un nivel de significacién del 1%, ;puede defenderse que la edad me-
dia no ha disminuido, frente a que si lo ha hecho como parecen indicar
los datos? Plantea el contraste o test de hipotesis v resuélvelo.

b) Explica, en el contexto del problema, en qué consisten cada uno de los
errores del tipo Iy II.

er P = . N . ¢ ) . .
a) 1= paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar: Hy: p229 frente a H: L < 29

29 paso: Zona de aceptacion:

' Sy
o S
W
Para un nivel de significacion de o = 0,01, tenemos que =z, = 2,33. Asi, el inter-
valo es:
(39 — 2,33 - 3_ +w]: es decir, (28,301; +o=)
V100

3% paso: Verificacion: La media muestral obtenida es ¥ = 28,1 anos.
4 paso: Decision:

Como la media muestral esta fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos H,
es decir, aceptamos que la media de edad ha disminuido.

b) e El error de tipo I consiste en rechazar H, siendo verdadera. En el contexto de es-

te problema seria aceptar que la media ha disminuido, siendo falso.

¢ El error de tipo 1T consiste en aceptar H, siendo falsa. En este problema seria

aceptar que la media no ha disminuido, siendo falso.

CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA PROPORCION

9 Realiza en cada caso el test de hipétesis con las condiciones que se indican:

H, o n pr
al| p=05 0.01 1000 0,508
by | p£06 0.05 GO0 0,61
| pz03 0,1 200 0,25
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a) 1" paso: Hipotesis: | Hipdtesis nula: Hy p =05

Hipotesis alternativa: Hy: p# 0,5

2° paso: Zona de aceptacion:

Po—Zgn- ‘\JE“;:I“—: Pyt Zyn 2“}—?%— . En este caso es:

. 0.5 -0,5 [0.5:0.5 o _
05 - 2575 — (0,5 + 2,575 ——— | es decir: 459 (1,541
] 5 1000 1.5 5 1000 es decir: (0,439; (,541)

3¢ paso: Verificacion: pr = (0,508

4° paso: Decision: Como pr estd dentro de la zona de aceptacion, aceptamos 1.

b

o

1°* paso: Hipétesis: | Hipdtesis nula: Hy: p 0,6

Hipotesis alternativa: Hy: p = 0,0

2° paso: Zona de aceptacion:

0.6 -04

—o; by + 2, Ladn . En este caso es: |—eo 0,6 + 1,045 - 00

n

Es decir: (—e=; ()6329)
3°* paso: Verificacion: pr = 0,01

4° paso: Decision: Como pr estd dentro de la zona de aceptacion, aceptamos H,.

[p]
o

1°* paso: Hipétesis: | Hipdtesis nula: Hg p 20,3

Hipotesis alternativa: Hy: p < 0,3

2° paso: Zona de aceptacion:

: 0,307
by — =y ﬁ“f“— +eo | En este caso queda: 0,3 - 1,28 \f—— 3"(}(}} , +oa

es decir: ((),259; +e)
3" paso: Verificacion: pr = 0,25.

4° paso: Decisiéon: Como pr esta fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos H. .
0

10 Un dentista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan indicios de
caries dental. Tomada una muestra de 100 nifios, se observé que 30 presen-
taban indicios de caries.
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Utilizando la aproximacién normal, comprueba, a un nivel de significacion
del 5%, si el resultado proporciona evidencia que permita rechazar la afir-
macion del dentista.

12T paso: Hipétesis: Tenemos que contrastar:

Hy p=04 frentea Hp:p#0,4

22 paso: Zona de aceptacion:

A | Lol A | Lody’
(p“ - 2&2 ' %U'. p“ + 2&2 ' %)

Para un nivel de significacion @ = 0,05 tenemos que z,, = 1,90. El intervalo sera:

({).4 1,96 - xﬂ%; 0.4 + 196 - %) es decir, (0.304: 0.496)

3% paso: Verificacion:

30 _ a3,

La proporcion obtenida en la muestra es pr = T00 U~

42 paso: Decision:
Como la proporcién muestral queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos

H, es decir, rechazamos la afirmacion del dentista.

Una empresa de productos farmacéuticos afirma en su publicidad que uno
de sus medicamentos reduce considerablemente los sintomas de la alergia
primaveral en el 90% de la poblacién.

Una asociacion de consumidores ha experimentado dicho farmaco en una
muestra de 200 socios de la misma, obteniendo el resultado indicado en la pu-
blicidad en 170 personas.

Determina si la asociaciéon de consumidores puede considerar que la afirma-
cion de la empresa es estadisticamente correcta al nivel de significacion de 0,05.
1Zf paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy p=09 frentea Hpp#09

2¢ paso: Zona de aceptacion:

' Bag A | Pod
(P[; — a2 %1 Pyt 20 —i:,j “)

Para un nivel de significacion o = 0,05, tenemos que z,, = 1,90. El intervalo sera:

L o 09-01 . . 0.9 -0.1 . o .
[ 1% . i E—— R [ ] . —r = ] 3 e Th . 047
((}.) 196 - 1\ 200 0,9+ 196 200 ] es decir, (0,858; 0,942)

3Er paso: Verificacion:
170 _

—— = (),85.
200 :

La proporcion obtenida en la muestra es pr =

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 14. Inferencia Estadistica. Contraste de hipdtesis. Pagina 9




¥

IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

12

4% paso: Decision:

Como la proporcion muestral esta fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos

H,, es decir, no podemos considerar vilida la afirmacién de la empresa.

Se afirma que, en una determinada ciudad, al menos ¢l 30% de las familias
poseen ordenador. Se toma una muestra aleatoria de 200 familias de la ciu-
dad y resulta que 50 poseen ordenador.

A un nivel de significacion de 0,05, ;hay suficiente evidencia para refutar la
afirmacion?

1£F paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hypz 0.3 frente a Hy: p <03

29 paso: Zona de aceptacion:

. bd .
(Pcl ~Fa N tj? = +°°)

Para un nivel de significacion o = 0,05 tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el in-
tervalo sera:

( - 0.7

({ﬁ}.,% - 1,645 - {}ZT;} +c=o): es decir, (0,247, +o0)
3% paso: Verificacion:
La proporcion obtenida en la muestra es pr = ;{—;}) = (),25.

4% paso: Decision:

Como la proporcion muestral estid dentro del intervalo de aceptacion, no podemos
rechazar H, es decir, aceptamos que, al menos, el 30% de las familias poseen or-
denador.

El 42% de los escolares de un cierto pais suelen perder al menos un dia de
clase a causa de gripes y catarros. Sin embargo, un estudio sobre 1000 esco-
lares revela que en el nltimo curso hubo 450 en tales circunstancias.

Las autoridades sanitarias defienden que el porcentaje del 42% para toda la
poblacién de escolares se ha mantenido.

a) Contrasta, con un nivel de significacién del 5%, la hipétesis defendida
por las autoridades sanitarias, frente a que el porcentaje ha aumentado
como parecen indicar los datos, explicando claramente a qué conclusion
se llega.

b) ;Como se llama la probabilidad de concluir erréneamente que el tanto
por ciento se ha mantenido?
a) 12 paso: Hipétesis: Queremos contrastar:
Hy: p 2042 frente a Hy: p =042
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29 paso: Zona de aceptacion:

' Pody
(_W‘P“ Y NTa

Para un nivel de significacion del 5%, tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el inter-
valo seri:

): es decir, (—oo; (),440)

0,42 - 0,58

oo 0,42 + 1,645 - _
( ; " 1000

3<! paso: Verificacion:

La proporcion obtenida en la muestra es pr =

4% paso: Decision:
Como la proporcion muestral esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos

H,, es decir, aceptamos que la proporcion ha aumentado.

b) La probabilidad de concluir erroneamente que el tanto por ciento se ha mantenido, es
decir, de aceptar H,,, siendo falsa, es la probabilidad de cometer un error de tipo II.
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