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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Definicién de derivada
1  Halla la tasa de variacién media (TVM) de las siguientes funciones en los in-
tervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]
a) f(a)=x2+1 b) f(x) =7x =5
) flx)=3 d) f(x) = 2%

¢En cuales de ellas es constante la TVM? ;Qué tipo de funciones son?

a) fx) = x2 + 1
_[ED-fEd

En [-3, —1] — TV.M -
En [0, 2] - T.V.M. = w s
En [2, 5] — TV.M. = Lgf(—)) =7
En 1,1 + h] N TV.M. = f(l +h) _,f(l) _ h‘2 + 2h -4
. o h h
b)f(x) =7x -5
En [-3, —1] — T.V.M. = JM =
En [0, 2] — TV.M. = @ : /0D -
En [2, 5] - rvMm. = LO = @ _
En (1,1 + h] — Tvm = LA+ - _ 7h _ .
. l] l'l
<) fx) =3
En [-3, —1] — TV.M. = JL)J‘(_%) -0
En [0, 2] - T.V.M. = fw -0
En [2, 5] — T.V.M. = SGB —f2) =0

3

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 06. Derivadas. Técnicas de derivacion. Pagina 1




IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

F(1+ 1) — f(D)

En (1, 1 + h] — TV.M. = - -0
d) filx) = 2%
En [-3, 1] — T.V.M. = JM -3
2 16
En [0, 2] - TV.M. = w -2
En [2, 5] — TV.M. = M _28
3 3
En[l, 1+ h] — v o LJArD D 2 @h?-1

h h
La funcién b) f(x) = 7x — 5 es una funcion afin y la T.V.M. es constante.

La funcién ¢) f(x) =3 es una funcién afin y la T.V.M. es 0 (constante).

Halla la T.V.M. de la funcién f(x) = —x2+5x—3 enelintervalo [2, 2 + h] Y,
con el resultado obtenido, calcula f(2).
S =-x?+5x-3 en [2,2+h]
[Q+W-f@) _ -h+h _

h h
F(2)= lim (<h+1)=1

x—= 0

Utilizando la definicion de derivada, calcula f7(3) en las siguientes funciones:

DS =322 D =tod Of@=(=5? D)= 2
VoY 2 fim L8 - . Gh/D 3
a) f1(3) hkiizo h hhf{) N :
e ea .y

b=l fG3+ hli f3 e h ; 6h _
o) f1(3) = lim fC+D B _ 4, h—dh 4

h—0 h h—=0 h
N ) = iy LSO =G 2h 2
D=\, h L S+ 3t T 9

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-
cion:

Df() =22 B W)=32-1 QS 1o D=
sh

s [t —f0 2 5

DS = Jm, h ST T
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b) f1(x) = lim St h) - f0 lim 3h? — ooch = Ox
- h—0 h h—0 h
PP A C o Y A€ N _h _
()f () hhi?)?r__] h hhifrr__] (A -2)- (X +h-— 2.) - h
= lim - _ _.1 = — _1_ :
hoo -2 (x+h-2) (x —2)%
&G = lim Sx+h) - o) Iim h?+2xh-h _ 2 1
h—0 h h—0 h

5 Calcula, aplicando la definicion de derivada, f'(2), f'(-1) y f'(x), siendo

Sl =X=1
2+h-1 1 1+h 1
] '_ oy - A . 1L A p I
e f1(2) = [lim fe+h-f@ lim 2t 2 h 2 _ gy 2*h 2 h 2 .
h—0 h h—0 h h—0 h
2+2h-2-h
= [lim 2(2+h) = [im B = [im _t 1
h—0 h hoso 2Q@+hDh L 592Q+h) 4
-1+h-1
o« f-1) = lim f(=1 + h) - f(-1) lim —-1+h _
h—0 h h—0 h
3 -1+h—-1+2-2h p —h p -1 -1
- Jﬂfu (-1 +hh - ;f?U(FI'Fh)h - 56?0—4'*h =T
x+h-1 x-1
® fi(x) = lim fxt)-fG) _ lim —%*h X -
’ h—0 h h—0 h
x+xh—x-x*+x-xh+h
= [lim (ClebE; = lim —— h = lim —— 1 = i}
h—0 h hoso+hxh [ oge+a a°

6 Comprueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion f(x) = Vx
no tiene derivada en x = 0.

Intentamos hallar f7(0) usando la definicién de derivada:

£0) = lim fO+m-f@© _ ,. ~h-0_ . ~Nh _
h—0 h h -0 h W Th
= lim — = — = teo. Portanto, f(x) = Va no tiene derivada en x = 0.

h—0 Vh 0
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7 Halla la tasa de variacion media de la funciéon f(x) = e¥ en el intervalo [2;

2,001] y comprueba que su valor esti muy proximo a e?.

. o (2,001 = f(2) e2001 _ g2 .
7 N 2. 9 = = =7 2
V.M. [2; 2,001 = S50 ool = 73928

> . - oy
e* =7,3891. Los dos valores estin muy préximos.

_J2x—=3si x<2 , . — . .-
8 Dada f(x) {x—l o >3’ halla (1) v f'(3) utilizando la definicion

de derivada.
« (1) = lim S+ h) -7 Iim 2A+h-31-CD _
h—0 h h—0 h
- hm 2¥Ho341 o R i 222
h— 0 h h—o h h—0

Y fez ) 15 _ L,
PGt LOIW=SO L Grh-D-2 o 3rh-1-2
h—o h h—=0 h h—0 h
= lim1=1
h—0

Reglas de derivacién

9 Calcula la derivada de las siguientes funciones:

at-3 o x+1 _ 3x? B x |4
Vy=ay3 PycgyE Y YT (0’5_ 10)
Dy 2P+ (P32 12
by = Gt D 2Q-) | x4
"' 2 -7 2 -7
6o - (x+ V) — 322 - (1 = L_) o
Oy = 2Nx _ 9_x_“2 + 6% - N x)
’ (x + Vx)2 2Vx - (x+ V)2
Dy = = fo5- X Vo2 (o5 XY
Dy = (0,3 - ) : (0,3 - 10)
10 Halla la derivada de estas funciones:
a3 a3 1 sen x
R e i Ll e RS R e

3 e+ 1P -8 2+ D _ At (x+3)
(x+ D (x+ 13

a)y' =

b) y'

. X+1\V2 2x-x—-(@(2+1D . 2+1\2 At
x 2% x x
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2 2
., —Cosx P cos® x + sen® x 1
C) ‘]-" =5 (]) L' = 3 = 5]
sen” x COs® X cos® X

11 Deriva las funciones siguientes:
G 1—x)? =
a)y=e*(x-1) b)y= % c)y=V2~" dy=mQR2x-1)

a)y' =4-e*-(x-1)+ e . 1= (4a—3)

L 2= (1= 2-1=-200-1-2?_ —x*+4x-3
b) y' = Y = ~ = —
o [ =4 &

. 2% - In2 2x=1. 2
(‘)‘1-"' = . = —

")\ N Y| X
Dy = —2
AR T |

12 Deriva estas funciones:

aAy=hx*-1) b)y=mhVl-x c)y= In \" d) y = sen? x2
e
.
a)y'= ;‘)‘
x“ -1
—1
3T _ A _
l))‘]; ! = _\' ]. X — : ]_ .
V1 — x 2(1 —x)
1 el el X e
— e —-Inx-e —_—h;r_x.
Q== — - _l-—x- !;Im X
e et x - e

. - . 2 > p ' 2
d)y’'=2x-2 - senx* - cos x = 4x - sen x* - cos x*°

13 cCalcula la derivada de estas funciones:

Ay'=4-e¥ x-D+e¥-1=e¥ Gx-3)

h') o By ('1 _ .'X.") s ('1 _ x-)z - eX _ )5 ('1 _ .'X.") _ ('1 _ __x_;)z _ ___X_.z + 4 — 3
) e2x e P
S 2%-In2 _ 2%=1.1n2
YT T 2 x
>
d)y'=—=
TR

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 06. Derivadas. Técnicas de derivacion. Pagina 5




Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

(g IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.

14 Deriva las funciones siguientes:

. _ PR
a) y = log, £ b) y = Vsen a2 cA)y= ‘\/1 * '..:\':
X 1-2x

a) y = log,1 - log,x

i f = _l . ]'
- x In2
2o - cos x2
h)"};‘ = —— %
3\sen= x*°
2:(1 =20+ +2x) -2 4
R (1 -2x)°2 (1 — 2x)>
c)y'= = =
N EEP>: vz
- 1-2x = 1 -2x
2 2
. 1+2x V(1 -2x31 + 2%
(1202 4 —=
1-2x
1+ 1_ o _
. 2\ 2Nx+1 2Vx + 1
C])‘-};I = - — = . [ - = . | —
2 N +Vx 4NVx - Nx+Nx 4 - N2 + x\x

15 Halla la derivada de:

a)y=VxVx

c) y=1In(sen Ve~ )

a)y = Vd oS y'= ?I_
4 -Nx
by = % (Inx—In(x+1)

W DY F S W T
. 2 X x+1 2l 4 22

- | A
) ,_ e¥ecos Vet
C) ‘1_| = |

2 - senNe*

x+1-x+1
- 32
Ay’ = (x+1) . 1 . .
Vix—1) - (x+ 13

2 . A__l
Va+1

d) y=Vx+Vx
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Continuidad y derivabilidad

16 Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en los
puntos que se indican, y represéntalas:

Ix—1 si x<1 . —x2 si x<0
a X)=4" en x=1 b xX) = en x=10
)S() {x2+x si x=>1 ) f(x) {xz si x=20

2x—1 si x<3 3x—2 si x=2
x) = x=3 d x) = x=2
S (=) {x2—4 six=23 e ) () {5x+1 si x>2 e

a) Continuidad en x = 1:
Grafico:

Iim f(x)= lim (3x-1) =2
a =17

x— 17

Iim f(x) = Iim (o +x)=2 J(x) es continua
x—=1" x—=1 en x=1.

J =2

—
o]
—

Derivabilidad en x

[
[y

s L GRS SR SN TN K e o]
-

Sa)=3
San=3

} f(x) esderivableen x=1y f(1) = 3. /+5

b) Continuidad en x = 0:
lim f(x)= hm (—x%) =0
x— 0 x =0

lim f(x)= lim x*=0 J(2) es continua
x—=0 x=0 en x = 0.

S =0 Grafico:

Derivabilidad en x = 0:

—2x si x <0 \

2x six >0

f@ﬁ={

S0 =0
SO =0

} f(x) esderivableen x=0 y f(0) = 0. =3
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¢) Continuidad en x = 3:

lim fx)= lim Qx-1 =5 | Grafico:
x =3 x—=3
lim _f(x)= lim (x®—4) =5 { J(x) es continua ;
x =3 x >3 en x = 3, {}
JB3 =5 8
6 /
Derivabilidad en x = 3: 5
F1() = { 2 six<3 12J
2x six >3 -
——4 —|__i Y 3 4
2y B
J i (_5 ) “ L f(x) no es derivable en x = 3.
S3H=06
d) Continuidad en x = 2: Grifico:
lim _f(x)= lim_(3x-2) =4 | /&) no es continua o
x> 2 x> 2 en x =2 . /
im0 = lim (3t 1) = 7 (tiene una discontinui- -, /
i fG) = dim Bx+ 1) =71 4ad de salto finito). 6
(Y
Derivabilidad en x = 2: i
Como f(x) no es continua en x = 2, tampoco es deri- =321 /
vable en ese punto. 4
7
=5
17 Comprueba que f(x) es continua, pero no derivable, en x = 2:
A _JIm(x-1) si x<2
S {51'—6 si a22
Continuidad en x = 2:
lim f(x)= lim In(x-1)=Inl=0
x— 27 x—=2
lim f(x) = lim (3x-6)=0 JS(x) es continua en x = 2.
x—2 x—2" 7
f@=0
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Derivabilidad en x = 2:

si <2

J=1%T

3 si x> 2

S22 =1 Como las derivadas laterales no coinciden,
f12H=3 f(x) no es derivable en x = 2.

18 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

S 0 six<o0
SJx)=9x% si0<x<1
x six=21

Continuidad:

eSi x#0 vy x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

s En x=0:
Iim flx)= Iim 0=20
a—= 0 x =0
lim f(x) = lim x%=0 lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcién es continua
X0 x—=0 ' g en x=0.
S =0
s En x=1:
lim f(x)= lim x*=1
x— 1" x =1
o lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es continua
lim f(x)= lim x=1 g.-—>1j( )=/ 1 ‘ ‘
x—1" x—1 en x=1.

=1
La funcion es continua en IR.

Derivabilidad:

eSi x#0 v x#1 — Lafuncion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:
0 six<0
flla)=492x si 0<a<1

1 six>1

*En x=0:
S0 =0 =/7(0"). Por tanto, f(x) es derivable en x=0; y f'(0) = 0.

*En x=1:
S =2# /(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.
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La funcion es derivable en IR = {1}). Su derivada es:

0 six<0
Sl =492x si 0sx<1
1 six>1

19  Prueba que la funcion f(x) =|x + 1| no es derivable en x = —1.

Continuidad en x = 2:
—x—-1 si x=-1

j(’X) - |‘x+ 1| = {

x+1 si x=2-1

f(x) es una funcion continua, pues es la composicion de dos funciones continuas.
Su derivada, si x # —1, es:

1 si x>-1
Las derivadas laterales en x= -1 son:
J'(=17) = -1| No coinciden; por tanto, f(x) no es
f'(=17) =1 [ derivable en x = -1.

20 Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion:

xZ—1 si x<1
(x) = 1% -
4 x—1 si x>1
Continuidad:
Si ¥#1— f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funciones
continuas.
En x=1— [lim f(x)= lim x*-1) =0
x—=1" x—= 1"
) o B _ _ Jf(x) es continua en x = 1.
Iim +f(:xr) = km+ (x-1)=0
x—=1 x—=1
SW=0

Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Derivabilidad:
Si x#1: f(x) es derivable y su derivada es:
10 = { 2x six <1
1 six>1
En x = 1: Hallamos las derivadas laterales:
S D =2] No coinciden, luego, f(x) no es
f'(1Y) =1[ derivable en x = 1.
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21 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

f(x) = {e“" si x<0

l—-xsi x=20

Continuidad:
Si a#0: f(x) es continua, pues esta formada por funciones continuas.
En x=0:

lim f(x)= lim ¢*=1
x—= 0 x =0

lim fx)= lim (1-x)=1, f(x) escontinuaen x=0.
x =0 x>0

SO =1
Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Derivabilidad:

Si a#0: f(x) es derivable y su derivada es:

F1(x0) = { - st x<0

-1 six>0

En x = 0: Hallamos las derivadas laterales:

S0 = —1}

Coinciden, luego, f(x) es derivable
en x=0.

S0 =1
Por tanto, f(x) es una funcién derivable.

22 ;En qué puntos no es derivable la funcién f(x) =|x%—4|?

Jf(x) es una funcion continua, pues es la composicion de funciones continuas. La
definimos a trozos:

x2—4 si ax<=2
S =32 +4 si 2<
X

x2 -4 si

Si x#-2 vy x#2, f'(x) es derivable y su derivada es:

2x  si x<-2
fllx) =49 2x si —2<x<?2
2x  si x>2

En x =-2: Hallamos las derivadas laterales:
fi(=29)=-4
S (2H =4

Z¥ pacniierato. ACtiviaaaes ae matemarticas aplicadas a las LL.>o.
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En x = 2: Hallamos las derivadas laterales:
f1(20) =4
f12%) =4

} f(x) no es derivable en x = -2.

Por tanto, f(x) no es derivable en los puntos (=2, 0) y (2, 0).

PARA RESOLVER

3x—1si x<2
X241 si x>2

23 Dada f(x)={

a) Calcula f'(1) v f'(3).
b) Comprueba que f'(27) = f'(2*).

Si x#-2: f'(x) es una funcion continua, pues estd formada por polinomios, que
son funciones continuas.

En x=2: Ilim flx)= Iim (3x-1)=5
x— 27

x— 27
lim _f(x)= lim (2+1)=5 f(x) es continua en x = 2.
x =27 x—=2"
J@ =5
Por tanto, f(x) es una funcién continua.
Si x#2: f(x) esderivable y su derivada es:
2w
2x six > 2
a) f1(1)=3; (3 =6
ey
b).f (.- .) 3 no coinciden
12 = 4
24 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Observando-
la, di el valor de:
JS'ED, 1)y f1(3) 2
¢En qué puntos no es derivable? i3 L

f1(=1) = 0; f1(1) = 0; f'(3) = 2

No es derivable en x=0 nien x =2,

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad didactica 06. Derivadas. Técnicas de derivacion. Pagina 12




4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

25 ;Cuantos puntos hay en esta funcion que no tengan derivada?

y=[x?+6x+8|

—6+V36-32 _ —6+V4 _—6x2 ___ —X=2
X2+ 0x+8=0 — «x= Z S2 _ _—6% -
2 2 2 —x =4
X+ b6x+8 si ox<-4 2x+ 6 si x<-4
y=1=x*-6x—-8 si-4<x<4 y=q4-2x-6 si-4<x<-2
K+Ox+8 si x>-2 2x+ 6 si a>-2
La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.
En x=-4 — p'(-4)=-22y"(-4%) =2
Fn x=-2 — p'(-2)=-2zy"(-2")=2
La funcién no es derivable en x=—4 nien x=-2; es decir, en (4, 0) y en (-2, 0).

Son dos puntos “angulosos”.

26 Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

S f(x)={ax2+ 1x si <2
' x2—bx—-4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
e Si x#2 — Lafuncién es continua, pues esta formada por dos polinomios.
*En x=2:

lim f(x)= lim (ax?+3x)=4a+ 06
x— 2" X — 2

lim f(x) = lim (x2—bx—4)=-2b

x—2 x—=2
f2) =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 0 = —2b, es decir, 2a + 3 = b, o bien
b=-2a-3.

Derivabilidad:
Si x#2 — lafuncién es derivable. Ademas:
f1(x0) = {

En x=2:

o

2ax + 351 x <

o

2x—-b si x>

S1(20) = da + 3} Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 =4 — b, es decir,
S 2D =4-b | b=—4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

Sf1(2) =4a+3
S2H=4-b }

Por tanto, para que f'(x) sea derivable en todo R, hadeser a=2 y b=-7.
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27

28

Observa las graficas de las a) b) <)

siguientes funciones e indi- \\ f;

ca en qué puntos no son de- \ L L1/ ~ N>
rivables. 1 \‘ \ /

¢Alguna de ellas es deriva- 3 2 2|

ble en todo R? N\ T T

a) No es derivable en x= -1 (tiene un punto “anguloso”) nien x =2 (no esta de

finida la funcion).
bh) Es derivable en todo R

¢) No es derivable en x = 0 (tiene un punto “anguloso”).

3 - <
La funcion f(x) esta definida por: f(x) = { W—x si x=<0
ax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continua y derivable.

Continuidad:
e En x#0 — La funcidn es continua, pues esta formada por dos polinomio:
* En x=0:

lim f(x)= lim (x3-x)=0
x — 0" x =0
lim fG) = lm (ax+b)=b Para que sea continua ha de ser b =10
x =0 x =0
S0 =0
Derivabilidad:

S§i x#0: — La funcion es derivable. Ademas:

(20 = { 33 -1 si ¥<0
a sio x>0
En x=0:
J1=00) = -1

Para que sea derivable, ha de ser a =—1.
[0 =a

Por tanto, f'(x) sera continua y derivable si @ =—-1 v b= 0.

La funcion f(x) esta definida de la siguiente manera:
ev, <0
Sx)=11, 0<x<3
—x2+3x+2, x23
Estudia su continuidad y derivabilidad.
N ex, x<0
SO =11, 0<x<3

a2+ 3x+ 2 x> 1
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Continuidad:

Si x#0 vy x#3 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

En x=0
lim f(x)= lim & =1
x =0 x—=0
lim fGx) = lim 1=1 lim f(x) = f(0). La funcion es continua en x = (.
x—=0 x—=0 x—0
fo=1
En x=3

Iim fx)= Iim 1 =1
X =3 x—=3

lim f(x) = lim (—x?+ 3x +2) =2 lim fQx) = lim f(x) f(0).
x—3 x—3 x— 3 x— 3t

f(3) =2 No es continua en x = 3.

La funcion es continua en R —{3}.

Derivabilidad:
Si x#0 y & # 3. Es derivable y:

e, x<0
S =41, 0<x<3
—2x+3 x=>3

En x=0
S0 =1=2f(0"Y=0 — No es derivable en x=0.

En x=3 — No es derivable pues no es continua.

La funcion es derivable en R —{0, 3}.

Pagina 166

30

Averigua para qué valores de x es f'(x) =0 en cada una de las siguientes
funciones:

) f(x) = w b) f(a) = a% + 22
) f(x) = —1— d)f() = e¥(x 1)
x“+1
o 3xd 82 2 _ 16x
a) f(x) = )MT - [l = %
x=0
S0=0 - 92-10x=0 — xOx—16)=0<" 16
—x = —
9

b) f1(x) = 4x3 + 4x = 4x (x* + 1)

2° Bachillerato. Actividades de matematicas aplicadas a las CC.SS.
Unidad did4ctica 06. Derivadas. Técnicas de derivacion. Pagina 15




4 IES Torre Almirante. Departamento de Matematicas.
L Actividades de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

31

32

fl=0 = 4xx2+1D=0 — x=0
=2x
(-xz + 1')2

fO=0 - -2x=0 - x=0

o) f1(x) =

Dffx)=ex-D+e’ 1= (x-1+1)=e"x
fx)=0 —- x=0

Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en
cada una de las siguientes funciones:

b) f(x) = X o) f(x) =

-1 x2-1

- 2 . N2
+1 2x°=3x d)f(x)=x +1

X
a) f(x) = 2—x X

.
a2

Debemos hallar los puntos en los que f'(x) = 0 en cada caso:

Sppen - 220 D@+ 12 _ 2x3 - 2w — 2x3-2x _ _ —4X
a)j (X) (._X‘Z _ 1)2 (.xz _ 1)2 ("XZ _ 1)2
=0 - —4x=0 - x=0 — yp=-1 Punto (0, —1)

b) f1(x) = 3cl(x®— D -3 2x _ 3t 3% - 2xt | at— 342

(xZ—1)2 - D? (2o 1)?

=0 - xt-3x2=0 > x2*x2-3)=0
x=0 — (0,0 _
x—3=0 —
\ x = '\|'§ — ( '\'Ig_. 3'\' 5 )

2

C(Gx-3Q2-0-@x2-3) - (1)  8x— 4ax? -6+ 3x+2x*—3x
- (2 — x)? - (2 — x)?
_ 2x*+ 8x -6

(2 — x)?

fl)=0 - 2x2+8x-6=0 — x*—4dx+3=0

4+V16-12 4+V4 422 —x=1 - Q,-D
2 B 2 2

d) fra) = X -
x° X X

-2+ 11 2xrP—xf-1 a?-1
2

=0 - x2-1=0=<__  _

Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f'(x) = 0:

D) =223 B f)=—8 9 =m(x+1) df(x)=10—(x—2)
x+1 xt+1

Dfp=2xrD-Qx-3) 1 _2w+2-2x+3 5
(x + 1)2 (o + 1)2 (¢ + 1?2
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f'(x) # 0 para cualquier valor de x.

N arn_ 02+ 1D —6x-2x _ a2+ 06— 12x2 _ —6x2+6
b) fl(x) = = =
j (-xz + 1)2 (..’X."Z + 1)2 (-xz + 1)2
- X = -1 — (—].. —5)

(o) = G2 - 2.1 —
=0 - -0x*+06=0 — x la_mh_x=1 S o3

1
x+1

o) fllx) = # 0 para cualquier valor de x.
d) f1(x) = —4(x - 2)3
f)=0 - x=2 — (2,10

33 Las siguientes funciones tienen algun punto donde la derivada no existe.
Hallalos en cada caso:

a) f(x) = Vx b) f(x) = Vx + 2 o) f(x) = VxZ_1
& f(x) = |x— 3] ) f(x) = |4¢‘“2‘5 ) f(x) =| x2 - 2x|
N LA — aal/3 YA 1 ~2/3 _ 1
a)fl)=x" — fillx)=_—x%=—r
3 34 X2

Sf'(x) no existe si x = 0; es decir, f(x) no es derivable en x = 0.

by o) = — 1
2N + 2
J"(x) no existe si x =-2; el dominio de f(x) es [-2, +e0).
Por tanto, en los puntos en los que la funcién esta definida, no es derivable en x=-2.

¢) El dominio de la funcién es [—eo, —1) |J [1, +eo).

. 2x X
() = —; S—
/ 2Vx2 — 1 Val — 1

En los puntos en los que f(x) esta definida, no es derivable en x=-1 nien x= 1.

) £ = {—x +3 8 X<3 . a0 { ~1six<3

x—3 six =3 1 six >3

Jf(x) es continua en IR; pero no es derivable en x = 3, pues sus derivadas late-
rales no coinciden:

SG3I=-1] _ L
oy Son distintas.
S1B3H=1
v + 5 . o
L 51 X < ?
2 4
P - -2 si x<5/4
e) flx) = f1() = _ -
2 si x> 54
O a2
4 4
J(x) es continuo en IR; pero no es derivable en x = =, pues sus derivadas late-

o

rales no coinciden:
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A =-2)
. Son distintas
f1(5/45) = 2
X = 2x si x<0 2x— 2 si x<0
D) =1a2+2x si 0<x<2 fld=3-2x+2 si 0<x<2
a2 2x  si x> 2 2x — 2 si x> 2

J(x) es continuo en IR; pero no es derivable en x=0 nien x =0, pues sus deri-
vadas laterales no coinciden:

f1(0) = =2
S0 =2

)

Son distintas J (@) = —
f12H

= } Son distintas
2

34 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Estudia su
continuidad y derivabilidad.

fx) es continua en R—{3}. En x =3 presenta una dis- {2 >
continuidad de salto finito. | '

J(x) es derivable en R —{0, 3. En x =0 hay un punto
anguloso (las derivadas laterales no coinciden) y en x = 3
no es continua, por tanto, no puede ser derivable.

2 -
35 Considera la funcion: f(x) = {x - e e stox =1
—Xx“+ nx si x>1

Calcula m y n para que f sea derivable en todo IR.
Continuidad:

e Si a#1: f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funcio-
nes continuas.

e En x=1:

lim f(x)= Ilim (x> =5x+m)=—4+m

x—=1 x—1-
lim f(x)= lim (—x*+ nx) =-1+n
x—1" x— 1"
fD =4+ m

Para que f(x) sea continuaen x=1, hadeser -4+ m=—1+ n.
Derivabilidad:

e Si a#1: flx) es derivable y su derivada es:

PO = { 2¢—5 si a<1

2x+n s x>=1

e En x =1: Para que f(x) sea derivable en x = 1, las derivadas laterales han de
coincidir, es decir:

S =-3 N
S =-=22+n } TiT e
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Uniendo las dos condiciones anteriores tenemos que:

-4+ m=-1+n m=mn+3 m= 2
—3=-2+mn n=-1 n=-1

36 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

2+ 2x—-1 si x<1
S x+1 si x>1

¢Existe algun punto en el que f'(x) = 0? Represéntala graficamente.

Continuidad:
e En x# 1: la funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=1:
lim f(x) = lim (x*+2x—1) =2
x =17 x—1

lim _f(x) = lim (x+1) =2 x_t'tir)rz]j(x) = f(1). Por t.anto_. la funcién es
x— 1" x—1 g continua en x = 1.

J =2
La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

e Si x# 1: La funcion es derivable. Ademas:

. 2x + 2 si x <1
(x) =
S {1 si x>1

s En x=1:
D) =4 £ (1) = 1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:
Six)=2x+2 si x<1
2x+2=0 — x=-1
S0

Por tanto, la derivada se anula en x =—1.

1 si x>1 — fio#0 si x>1

Grafica de f(x):
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37

38

Halla a y b para que la funcion f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
SJxX)=cax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<«x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

eSi x#—-1 y x# 0: La funcién es continua, pues esta formada por polinomios.

eEn x=-1:
Iim f(x)= lim Qx+a)=-2+a
x— =17 x—-1

Para que sea continua, ha de ser

lim flx)= Ilim (ax+b)=-a+b
) 2 +a=-a+b, esdecir: b=2a-2.

x—= -1 x—=-1
fD=—a+b
*En x=20:
lim f(x)= Ilim (ax+b)=b
x =0 x =0

lim f(x) = lim (Bx2+2)=2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x =0 a =0
J0) =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2 y b= 2.

Para estos valores, queda:

2x+ 2 si o x<-1
fx) =1 2x+2 si -1<x<0; es decir
wi+2 si 0<x
2x+ 2 si o x<
e =1 La<0
Axc+2 sioxz=20

Derivabilidad:
e Si x #0: Es derivable. Ademas:

2 six<0

S = {89; si x>0

e En x=0:
SO =2=0"=0
La funciéon no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

eX + p=X
Calcula f'(0), siendo f(x)=1In ‘\/—.
2x+ 1

& Aplica las propiedades de los logavitmos anles de derivar.
Hallamos f"(x) y después sustituimos en x = 0.
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39

40

I

[ln(e + e™™) — In(2x + 1)]

S = =

e

§

fx(‘x') — % [ e — e _ 2

e +e™ 2x+1

S10) = =

d

§

Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
indicados:

a)y = sen x cos x en x-% b)y=xInx en x=e¢e
xz 5 1

c)y=—‘_ en x=0vy x=1 dDy=e¥"""' en x=1
o

Debemos hallar la derivada en los puntos indicados en cada caso:

2

. - - >
a) _‘j/'! = COSX ' cosx + senx(—senx) = cos<x + sen-x

, T "\.'E . \'EZ
(2] 2T o

b)y =1-lnx+x- 'xi =lnx+1 y(e)=lne+1=1+1=2
)y = 2xe — a?-f _ eQr—xP _ 2x—x?
= (‘e.\')z ('é,a')z o

YO =05 y'(1) =L

e

d)y' = 2xeX - Lopy=()=2

Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f, g, b v j:

£ o M 1 I
2 7
; j
] 2 2 \ .,
4l — 4
T i

a) ¢(Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ;Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcién polinémica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
/ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues f'(=2) = 0.
j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 yen x = 3, pues
J'(D) = j'(3) = 0.
g v b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcién constan-
te. Por tanto, es g"

¢) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién poliné-
mica de primer grado. Por tanto, es f".
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