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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Recta tangente

1 Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
cuya abscisa se indica:

a)y= 1_7%".2 en x=1 b) y = 0,3x - 0,01 x% en x=10
AJy=Vx+12 en x=-3 d)y-= % en x=2
e)y= \:i 2 en x=3 f)y=sen’x en x = %
gy=e ¥ en x=0 h) y = sen x cos x en x = %
Dy=(x+1) en x=0 jdy=axlnx en x=e¢
a) ¢ Ordenada en el punto: x=1 — y=-1

e Pendiente de la recta: y'=-3x — y' (1 =-3

Recta tangente: y=-1-3 - (x—1) =-3x+ 2
b) e Ordenada en el punto: x =10 — y=2

e Pendiente de la recta: p'=0,3-0,02x — y»'(10)=03-0,2=0,1
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Recta tangente: y =2+ 0,1 - (x—-10) = 0,1x + 1

¢) » Ordenada en el punto: x=-3 — yp=3

» Pendiente de la recta: y'= — L — pri(=3) = e
2Vx + 12 6
. e )= e,y 10 7
Recta tangente: y=3+ —(x+3) = —x+ —
‘ 0 0 2
d) e Ordenada en el punto: x=2 — y= —i
. i L o 1
» Pendiente de la recta: y'= — = ) (2) = v
22
. e _ 1 1 |
Recta tangente: y= — — — - (x - 2)=—x+1
2 4 4
e) ® Ordenada en el punto: x=3 — y=-4
e Pendiente de la recta: y'= _10_ - = ' Q)= =
(x—5)* 4
. o _ 5 _ =5 7
Recta tangente: |y = —4 — — (x—3) = X+
f) e Ordenada en el punto: x = % - yp=1

e Pendiente de la recta: y'=2-senx-cosx — ' (—

Recta tangente: y =1

g) e Ordenada en el punto: x=0 — yp=1
e Pendiente de la recta: y'= - — y'(0) = -1
Recta tangente: y=1-1-x=-x+1
' : ._ T 1
h) e Ordenada en el punto: x=— — yp= -
+ 2

|=

;

e Pendiente de la recta: y'= cos® x —sen’*x — ' (

4}

Recta tangente: y =

l\J||—l

i) ® Ordenada en el punto: x=0 — =0

e Pendiente de la recta: y'= - ' (=1

Recta tangente: y = x
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j) ® Ordenada en el punto: x=¢ — yp=e
e Pendiente de la recta: y'=mx+1 — yp'(e) =2

Recta tangente: y=e+ 2 (x—e)=2x—e¢e

Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = x% + 4x + 1, que es parale-
laalarecta 4x—2y+5=0.
Calculamos la pendiente de la recta 4x — 2y + 5 = 0:
qr—2y+5=0 — ypy=2x+ % — Pendiente 2.
Y=2x+4=2 — x=-1
La recta tangente tiene pendiente 2 y pasa por (-1, —2):
y==2+2-(x+1=2x — yp=2
3 Halla las tangentes a la curva y = 2x1 paralelas ala recta 2x + y=0.
X -
S
La pendiente de la recta 2x+ y=0 es m = =2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

e 2(x -1 —2x _ 2x—-2-2x _ =2
’ (x— 1?2 x2—2x+1 x—2x+1
. -2 . . — . e
pr==2 -5 —= =2 5 2=22(x*-2x+1
xt—2x+1

2 2 L _—x=0 — Punto (0, 0)
T P i DV = . S | — =
AR A S RS R S S x=2 — Punto (2, 4)

Recta tangente en (0, 0): y = —-2x
Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x-2) — yp=-2x+38

4 Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funcion y = 4x — x? en los pun-
S tos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte son (0, 0) y (4, 0.
_ »'(0) =4 pendiente en (0, 0)
y'=4— 2x = ) ) .
: — y'(4) = 4 pendiente en (4, 0)
Rectas tangentes:
En (0,00 — y=dx

En (4,00 — y=-4-(x—-4) =—-4x+16
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5 Halla los puntos de tangente horizontal en las siguientes funciones y escri-
be la ecuacion de la tangente en esos puntos:

a)y=x’-2x2+x b) y = —xf + a2
2 —
Oy=—9x_ dy=X=5x+4
a2+ 1 x

_ _ _—x=1 = y=0
A y'=3x"—4x+1=0 — ,

-x=1/3 — y=4/27
/ x=0 - =0
b)y’=—4axd +2x=x-(—4x>+2)=0 < x=w2/2 > y=1/4
x=N2/2 > y=1/4

~x=1 — y=3

a2+ 1) — G 2 : l
)y 6 (x*+1)— 6x - 2x =0 —> —x2+6=0<_

(..’X-'Z + 1')2 — = =1 - y= -3
R (z,x _ .')) Cx— ('A.Z _ .'),X + 4) il : 5 o - x=2 - y= =1
Dy’= 2 "0 =2 A0 a2 5 y=o9

6. Dadala paribola y=—-x2+4x—3:

a) Halla la pendiente de la recta » que une los puntos de la parabola de abs-
cisas x=0 y x = 3.

b) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la parabola que es paralela a la
recta r del apartado a).

a) El punto de la parabola de abscisa x =0 esel (0, -3) yelde x =3 es el

(3, 0.

Por tanto, la pendiente de la recta que los une es:

La ecuacion de la recta es p = x — 3.

b) Cualquier paralela a la recta » de a) serd de la forma y =x+ k Como debe ser
tangente a la parabola:

y=x+k x+hk==a%+4x-3

y= o+ dx— 3] x2-3x+@Bx+hk =0

oo 3xN9—4-1- Bk _ 3+ N-3-4k
h 2 2

Para que la solucién sea tnica, el discriminante tiene que ser nulo:
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3 —4k=0 > 3 =4k - k= —
£

Por tanto, la recta pedida es y = x— % tangente a la pardbola en el punto (_—_.

A I L N
IN[SY
—

§

Méximos y minimos. Puntos de inflexién

Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

_ 3(3x — ) _
a) y= a3 —3x% + 9 + 22 b) y - # )y = xf_2x3
d) y = x* + 2x2 e)y= 1 Dy=e*(x-1)
x4

a)y =x3 — 3x% + Ox + 22
f.r('_,x_.') - 3‘)‘.2 _ 6.7&' + 9
fx=0 = 3x2 _6x+9=0 — No tiene solucién.
No tiene ni Maximos ni minimos.
frx)=6x-60=0 = x=1
f'<0 f=0
L/

Hay un punto de inflexion en (1, 29).

3at — 8a3

b)y = B

- 2x3 — 242
Fi0) = 1-'){7)_4& = x3 — 2x?

=0 - x*(x-2)=0<_

/
\

.. J—1
Hay un minimo en (2_. T)

n(’ .')_9)_2 b = 0 ()) 4.)_0_’#,,!'-9&':0 — "J.-'=O
S =3xf—dx=0 - xBx-4=0<__ x=4/3 — y=—(64/81)
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S0 <0 fr>0
VAN AN,
3
, 1o infloxican en (( . —064
Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) yotroen |— a1 |

Q) f'(x) = 4x3 — 62

=0 — x*(4x-0=0 f:\ .

f'<0 f<0 fr=0

0 3
. 3 =27
Hay un minimo en (=, — .
- 5 5%)
£ = 12x% — 12x = 12x(x — 1) = 0 =
: ~—x=1 = y=-1
f7>0 o fr<0 >0
Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, —1).
d) f1(x0) = 4x3 — 4x
S =0 — 4x(x?+1)=0 - x=0 — y=0
f1<0 >0
Hay un minimo en (0, 0).
f"(x) =12x* + 4# 0 paratodo x.
No hay puntos de inflexion.
- ) D
Q) fi) = —=—
‘ (2 + 1)?
flx)=0 - 2x=0 - x=0 — y=1
f'=0 . f'<0
Hay un maximo en (0, 1).
Fr(x) = 22+ D+ 2x- 202+ D 2x _ 2@*+ D +8x% | 6xf -2
‘ (x? + D* (x? + 13 (x? + 1)3
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flt) =0 —- x=1% Lol =
‘ 5 _\II 5 5 - —l'
f=0 L fr<0 . =0
3 3
Hay un punto de inflexion en —\—)) i v otro en \—% 3
. 34} 3 "4

£) £1(x) = e¥(x — 1) + &% = e¥(x — 1 + 1) = xe¥

fx)=0 - xe¥=0 — x=0 (pues e*#( paratodo x)

£'<0 f7>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, —1).
S0 = e + xe™ = e*(1 + x)

frx)=0 — x=-1 — y=

8 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen maximos o minimos:

1 2x-3 x? xZ-1
a p=_  — b = C = — d )= =
)) 24 ) ) o )) 211 )) :
a)y= )1 —.  Dominio = R —{-2, 2|
x° =4
flilx)y= —= )_')‘)“ —~=0 — x=0
(x* —4)°
Signo de la derivada:
f>0 0 fr>0 . fl<0 . f'<0

/ —'.IZ / f.l_] \ .IZ \
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La funcion: crece en (—eo, —2)J (=2, 0)

decrece en (0, 2) U (2, +oe)

. e -1
tiene un maximo en |0,
4

b)y= 2X=3  Dominio = R — (-1}
: x+1

f1x0) = 2+ 1D —-@2x—3) _ 2x+2-2x+3 _ 5
(x + 1)? (x + 1)? Ge + 12

f(x) >0 paratodo x# 1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—eo, —1) |J (=1, +e0).

No tiene maximos ni minimos.

: x2 .
c)y=—=—" . Dominio=R
; X+ 1
) = 2@+ D —2x-a? _ 23 +2x0—2x3 _ 2x
(..X‘Z + 1)2 (’A.Z + 1)2 (-xz + 1)2

fi)>0 — 2x=0 — x=0

Signo de la derivada:

La funcion: decrece en (—o<, ()
crece en (0, +eo)

tiene un minimo en (0, 0)

: x2 -1 o
dy=""—" Dominio =R - {0}
~
Fi() = 20 x—(%-1) _ 2x*—xt+1 _ x*+1
2 X2 2

f'(x) #0 paratodo x # 0.
f'(x) >0 para todo x# 0.
La funcién es creciente en (—eo, 0) |J (0, +o0).

No tiene maximos ni minimos.

9 Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de las siguien-
tes funciones:

8—-3x x2+1 x3
S b) LI i — C) = — -
x(x=2) J x2-1 Y x2-1
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_ 2x% -3« L x—-1(x-2) o 8
Dy 2—x ©)) x(x —3)(x—4) £y 22 (x —3)

8—-3x _ 8-3x
x(x—2) Xt 2x

a)y = . Dominio =R - {0, 2}

F1x) = Bx?—2x) —(8—-3x) - 2x—2) _ —3x%+ 6x—10x + 16 + Ox* — Ox _
' (% — 2%)? (x? — 2x)?

_ 3a? - 10x + 16
(2 — 2x)?

I N S S 16 + V256 — 192 _ 16+ V64 _
- ' 0 )
_16+x8 _—X%7 4
6 T—x=4/3
Signo de la derivada:
f1>0 L0 f1<0 f<o0 . f1>0

IZI) :} é 4
La funcién: es creciente en (—eeo, 0) UJ (O, %) U (4, +c0)

es decreciente en (% 2) Uz, 4)

o

Ko

. . 4
tiene un maximo en (? -

tiene un minimo en (4, —

l\J|n—l

)

52
by = .x.} * 1 pominio =R — {—1, 1}
xc =1
Fi(x0) = 2x(x? - D -2+ 1) 2x _ 2x3 —2x—2a3—2x _  —4x

(x? - D? (x? - 1)? (a2 — 1)
=0 — —4x=0 — x=0
Signo de la derivada:

f1=0 L f1>0 L f1<0 f<0

/_i/é\i\

La funcién: es creciente en (—eo, —1) |J (=1, 0)

es decreciente en (0, 1) U (1, 4+c0)
tiene un maximo en (0, —1)
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Qy= :"J T Dominio = R — {-1, 1}
x“ —

f‘f('_x-') _ 3‘%.2("%.2 - D= xi - 2 _ 3.%‘4 _ 3_x2 _ 2.%'4 _ xﬁi _ m.z : .’X."Z(;X'z —3)
(..’X-"Z _ 1)2 (-_xz _ 1)2 (-_xz _ 1)2 (-_xz _ 1)2

/ 'x -

D=0 = x*(x?-3)=0 < x=-\3
x=v3

Signo de la derivada:

f>0  fl<0 0 f1<0 A Y e L
/_y"?\—l\é\i\\.’g/

La funcion: es creciente en (—oo, —V3) |J (W3, +c0)

es decreciente en (—V3, -D U (1, DU, V3)

o ala
. o . - 5 \I 5
fiene un maximo en (=Y _))_. — -
il m
. . ) 5\| 5
tiene un minmo en (v 3_. 5

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

) ) .. _ .
dy= EXT 9% Dominio = R — (2}
X

(4x-3) - 2-20-Qx?—3x) - (1) _ 8x—4x? -6+ 30+ 2x% — 3 _

0 =

(2 — x)? (2 - x)?
_ 2x2+8x—-6 _ 2(x? —4x + 3)
(2 - x)? (2 - x)?
; P p ~
fi)=0 — x*—-4x+3=0 — «x-= 4£V16-12 _ 4£N4 _
' ) 2 2
_ 4 + 2 fa--""#-_ X = %
2 a1
Signo de la derivada:
£'<0 >0 f'>0 . f'<0

La funcion: es creciente en (1, 2) J (2, 3)
es decreciente en (—oo, 1) |J (3, 4o0)
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tiene un minimo en (1, —1)
tiene un maximo en (3, —9)
e)y=x3 - 3x? —9x. Dominio =R

S0 =3x% —6x— 9 = 3(x? —2x—3)

. e — . .

o 2+ N4+12  2+V16 _2+4 _—X=3

fx)=0 — x-= > = > ST Y~ a1
f>0 f<0 f>0

La funcién: es creciente en (—eo, —1) |J (3, +eo)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)

tiene un minimo en (3, —27)

f)y= 8 - 8 . Dominio = R — {0, 3}
x%(x = 3) x3 — 3x°2
Fi0) = —8(B3x?—6x) _ —8x(3x—-6) _ —-8(Gx-06)
x4 (x = 3)? xi(x — 3)2 x3(x— 3)2

_)“lr(..‘x') = O — 5’X— 6 = O - x=2
Signo de la derivada:

feo f1>0 £50 e

\{j} / 2\3\

La funcién: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (—eo, 0) U (2, 3) U (3, +eo)

tiene un maximo en (2, -2)

10 Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes

funciones:

a)y=x3-3x+4 b) y = x*—6x2 ADy=(x-2)
b= a2 X ,_ 2—Xx L _ _

d) y=xe €)y | Hy=in(x+1)

a) y = x3 =3x + 4. Dominio = R
f:(‘_x.') — 3‘){.2 _ 5 j‘n(‘ .x') — 6’7\
ffMx)=0 = 6x=0 — x=0
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Signo de f"(x): F1<0 £150

La funcién: es convexa en (—ee, ()
es concava en (0, +eoo)

tiene un punto de inflexion en (0, 4)

b)y = x* — 6x%2. Dominio = R
Fro0) = 4x3 — 1206, () = 12x% — 12

o~ ax=-1

fr)=0 - 12(x%-1) = 0<_

Il
—

— X

Signo de f"(x):

La funcién: es céncava en (—eo, —1) |J (1, +o0)
es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexién en (-1, =5) vy otro en (1, =5)
)y = (x—2) Dominio =R
F10) = 4(x — 2)3; (%) = 12 — 2)2
fM=0 — x=2
Sf"x) >0 para x#2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.
d)y = xe*. Dominio =R
) =e+xe’=(1+xe"; ffla)=e"+ (1 +x)e”=2+xe"
f"Mx)=0 — x=-2 (e¥# 0 paratodo x)
Signo de f"(x):

f£1>0

La funcion: es convexa en (—oo, —2)

es concava en (=2, +coo)

. . . : 2
tiene un punto de inflexion en (—2, ——)
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2

e)y==-"2_ Dominio=R - -1}
x+1
o A@r Do) x—1-2+x | 3
(x+1)2 (x+1)2 (x + 1)
WA — 6
Nx) = ————
4 (x+1)3

S"(x) #0 paratodo x.

Signo de f"(x):

La funcién: es convexa en (—ce, —1)
es concava en (=1, +e=)

no tiene puntos de inflexion

£) y=In(x+1). Dominio = (=1, +eo)

o 1
.r(__ ) —

S e
. -1
.r.(_x) —

/ (x+1)2

f"x) <0 para x € (=1, +e0)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +eo).

11 Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de in-
flexion en el punto de abscisa x = 1:

a)y=1+(x-1) b)y=2+(x-1)* Ay=3-—(x-1)°
) f/(x) = 3(x~ D% S0 = 6(x = 1)
S=0 . f=0 fr<0 >0

1 1
' _ NP/
Hay un punto de inflexion en x = 1.
b) f/(x) = 4(x = 13 S0 = 12(x — 1)?

f<0 . f>0 fr>0 f1>0

Hay un minimo en x = 1.
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f£>20  f<0 f1<0 <o

N N

Hay un maximo en x = 1.

Pagina 183
PARA RESOLVER

12 Prueba que la recta y = —x es tangente a y = x3 — 6x2 + 8x. Halla el punt
de tangencia y estudia si esa recta corta a la curva en otro punto distinto 2
de tangencia.

y'=3x?-12x +8§
Veamos para qué valor de x tiene pendiente —1:
3x% —12x +8 = -1
§ _—x=3 - y=-3
3x — 122+ 9 = 0 = _
~x=1 —> y=3
El punto (3, —3) verifica la ecuacion.
Veamos los puntos de corte:
a3 —6x2+8x=-x — a3-06x2+9x=0

L _ __—x=0 —> y=0

x-(x?—-06x+9) =0 <" _ _

~x=3 = y=-3

El otro punto de corte es (0, 0).
13 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x2-10 en s
s  punto de inflexion.

¢ Hallamos su punto de inflexion:

f00) = 12x2 — 4oe,  f1(x) = 24x — 4

i) =24x—4=0 — x=L

6

f1<0 >0

A

. > 1 27
Hay un punto de inflexién en (T -5
6" 27

.;.x_| —4

¢ Pendiente de la recta tangente en ese punto: f’(%) = —%
. _ 27 1{. 1
¢ Ecuacion de la recta tangente: y=-— - —[x— —
27 3 §)
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14 Determina la paribola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a la recta y = 2x—3
S enelpunto A(2, 1) y que pasa por el punto B(5, —2).

2
y=ax“+bx+c

y'=2ax+b — p(2)=2 — da+b=2 1
Pasa por A2, 1) — p(2)=4d4a+2b+c=1 J

Pasa por B(5,-2) — y(5)=25%a+5b+c=-2

Solucién del sistema: @ =-1, b=06, c=-7 = yp=-x’+6x-7

15 Lacurva y=x%+ ax?+ bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b v c.

y=x3+ax?+bx+c
J(x) = 3x% + 2ax + b

J'(x) = 6x + 2a

fD=0 — l+a-b+c=0| a-b+c=1 | a=-6
f=1 — 8+4a+2b+c=1| 4da+2b+c=-7 | b=%
[ =0 - 12+2a=0| a=-6 c= %

16 De la funciéon f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + 3 = 0.

a)Halla a v b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

) f0) = ax3 + bx;  f(x) = 3ax* + b
=1 - a+b=1 a=—21

. Car) — _-)_._.3 e
FD=3 - 3a+b=-3] p=3 [ JOTHEN

b) f'(x) = —6x? + 3

= N2
fl=0 — Bx*2-1D=0 < _)2
= T—
Signo de la derivada:
fr=0 f'=0 fr<0
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S . N2 N2
La funcién: es decreciente en (—00_. -5 - +eo
. V2 2
€s creciente en e e

. .. V2 =
tiene un minimo en (_T-‘ -2

\5)

17 De la funcion f(x) = x? + ax + b se sabe que:
S — Tiene un minimo en x = 2.
— Su grafica pasa por el punto (2, 2).
Teniendo en cuenta estos datos, ;cuanto vale la funcion en x = 1?

V]

o2

tiene un maximo en (

fx) =2x+a

Ademas:

“Tiene un minimo en x=2" — f(2)=0 — 2:-2+a=0 — a=4
“Su grafica pasa por (2,2)" — f(2)=2 — 22+(-4)-2+b=2 — b-4=2 -
- b=6
Portanto: f(D=12+a+b=1+(-4+6=3

18 Calcula p y g de modo que lacurva y = x2 + px + g contenga al punto (-2, 1)

S v presente un minimo en x=-3.
y=a2+px+q — flx)=2x+p
fE2)=4-2p+qg=1
S(=3)=2(=3)+p=0 — p=0
Portanto: p=06 y g=9

(1) , .
— 4-2-6+g=1 — g=9

19 Estudia los intervalos de crecimiento y de concavidad de las siguientes funciones:

a) f(x) = X b) f(x) = x*+ 8x3 + 18x% - 10
1+ a?

D)= =X 5 i = LD
Larcs (1 + a2)2

fO=0 - 1-x%=0 — x=4%I

I . <0 "> 0 "<
Signo de la derivada: ) : ) : /

\—1 / 1\

j-” (A) _ 6)‘ ('A..E _ 5)

(1+x2)
m f7<0 . 0 fr<0 L fr>0

f=0 = x=0, x=V3, x=-\3 . : :
[ T J 0 N Y3 v
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20

21

22

23

b) fla) = a% + 823 + 1832~ 10 — f(x) = 4% + 242 + 36
f(D=0 = x=0, x=-3

v <0 " <0 V50
Signo de la derivada: i f / t /

\—5 \ 0/'

S0 = 1207 + 48x + 36
fx)=0 = x=-3 x=-1
f1>0 f1<0 . f">0

Signo de la segunda derivada: f ;
U -3 noo-1 U

Comprueba y justifica que la funcién f(x) = e3¥ es siempre decreciente y
concava.

flx) = e3x

f(x) = —3e=3*< (0 para cualquier valor de x
Por tanto, f(x) es siempre decreciente.
S1(x) = —9e=3 > ( para todo x

Asi, flx) es concava en todo su dominio.

Observando la grifica de la funcion [, derivadade f, di:

a) Cuiles son los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de f.

Sy

b) ;Tiene f maximo o minimo?

a) f es creciente (f"> () en el intervalo (—ee, 2) y decrecien-
te (f'<0) en (2, +eo)

b) f tiene un miximo en x = 2.

Esta es la grafica de la funcion derivada de f(x). Expli-
casi f(x) tiene maximos, minimos o puntos de infle- S
xionen x=1, x=3 y x=5.

=

x = 1: en este punto la funcién tiene un minimo, porque pa-
sa de ser decreciente(f’ < 0) a creciente (f' > 0). T ]

x =3: en este punto f tiene un punto de inflexién, ya que | |
f1(3)=0.

x=15: en este punto f tiene un maximo, pues pasa de ser creciente a decreciente.

2 —1si &<
Dada la funcién f(x)={ ¥ *2x-1 Stav= 1
x+1 si x>1

a) Halla su funcion derivada.
b) (Tiene f algin punto en el que f'(x) = 0?
¢) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f.

d) Escribe la ecuacion de la recta tangente a f en x = 0.
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24

25

26

flo=]xt+2ze-1 siox
x + 1 siox

VoOIA

1
1

-

a) flx) = { f"”‘ +2  siox<l1

siox>1
b) f'(x) = 0 solo puede darse para 2x+2=0 — x=-1

. <0 " >0 >0
¢) Signo de la derivada: : . ) i )

\—1 / 1 /

d) La pendiente de la recta en x =0 es: m =f(0) = 2

Por tanto:

y=f0) =m(x-0)
y— (D =2x-0
y=2-1

Esta es la grifica de una funcién y = f(x).

3%

a) Indica el signo que tendra f' en los intervalos
(_Doa _2)5 (_23 1) Y (’13 +°°)-
b) ;En qué puntos la grafica de f' cortara al eje OX? 2

o _fro  f<o L [>0 |

/:2\1'/

b) En x=-2 yen x=1

Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 2x3 —24x2 + 72 x— 15
en su punto de inflexion.
y=2x3 = 24x% + 72x- 15
y'= 6x% — 48x + 72
Y= 120~ 48
El punto de inflexion sera: f"(x) =0 — 12x-483=0 — x=4 — (4,17
En ese punto, la pendiente de la recta tangente es: m = f(4) = -24
Asi, la ecuacion de la recta pedida es:
y=f4) =mx-4)
y=-17 = 24(x -4
y=-24x+ 113
Dada la curva y = x* 4o

a) jCual es la funcion que nos da la pendiente de la recta tangente en un
punto cualquiera?

b) Halla el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima.

a) La funcion pedida es la de su funcion derivada: f(x) = 4x3 — 12x2
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b) Para ello hay que hallar el maximo de la funcén f":

f(x) = 12o% — 24x
S =0 — 120 24x=120(x-2)=0 — x=0vy x=

I

Hallamos la tercera derivada:
SM(x0) = 24x — 24
f"0) =-24 <0 — (0, 0) es un maximo
f"(2)=24>0 — (2,-16) es un minimo

El punto pedido es el (0, 0).

Pagina 184

27

Problemas de optimizacién
Con una cartulina rectangular de 2 m X 3 m se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello se recorta un cuadrado de cada uno de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

El volumen de la caja es:
V) =(3-2x) - (2-2x) - x, x€ (0, 1)
V(x) = 6x — 10x% + 4x3
Vi(x) = 6 — 20x + 12x2

10 +V28 __— 1,27 (no vale)

Vi) =0 = 6-20x+ 12x¢=0 —» x=——"=2 <
(x) =0 0 — 20x x4 =0 X D ~— 039

Vi(x) = =20 + 24x; V"(0,39) <0 = x=0,39 es maximo.

Entre todos los triangulos isasceles de perimetro 30 cm, jcual es el de area
maxima?

Pertmetro =2x+y =30 — y=230-2x

S
p B0-20- \/ PG :

4

2
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20 — 2x) - V30x — 225 o : — :
- 30 -20) N30 = 2B - (15— a)VB0x - 225 = V(15 — 2P0 - 225) =

V3043 — 112542 + 13500x — 50625

Tenemos que maximizar la funcion area:

F) = N30x3 — 112552 + 13500x — 50625

90x% — 2250x + 13500
2V30x3 — 1125x2 + 13 500x — 50 625

10 =

Sl =0 — O0x2 — 2250x + 13500 = 0
90 (a2 — 25x + 150) = 0

25 +V625-600 _ 25+V25 _25+5 _—x=15 (novale)
> >

T—x=10

X =

(f'(x) >0 alaizquierda de x=10 y f(x) <0 a la derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de darea maxima es el equilitero de lado 10 cm, cuya drea es
25V3 = 43 3 cm?.
29 Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cual debe ser el radio de la base?
h?+R? =100 — R?=100-h?
Volumen = %KRZh = %ﬂ:(lOO —h?Hh = %n’(lﬂﬂh - h?
Tenemos que maximizar la funcion volumen:
J(b) = S-x(100h - h¥)
/) = 21100 - 30%)

fh)=0 — 100-3h2=0 — h-= \/%

(consideramos la raiz positiva, pues h = 0).

f'(h) >0 alaizquierda de h = % y f'(h) <0 ala derecha de h = %
100 .
Luego, en h = \/ e hay un maxnno).
. 5
Por tanto, el radio de la base serda: R% =100 —h? = 100 — % = 220 — R= “20
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30 Se sabe que el rendimiento, r en %, de un estudiante que realiza un examen
de una hora viene dado por »(#) = 300t (1 —¢) siendo 0<t<1, ¢ en horas.

a) Explica cuindo aumenta y cuindo disminuye el rendimiento.
b) ;Cuando se anula?

¢) ;Cuando es maximo?
r(t) = 3006(1 = t), 0<t<1, t en horas.

a) () = 300 — 600¢

r'=0 | r'<(Q
]

L 1 _
r(t) aumenta entre 0 y — pues r es creciente.

rt)=0 — t=

l\J||—l

r(¢) disminuye entre vy 1, pues r es decreciente.

l\J||—t

Dr=0 — 3006-1-D=0 — =07y ¢=1

Ar)=0 — t= (Es maximo pues 7'>0 asu izquierday »'<0 asu

l\J||—l

derecha).

31 Un comerciante compra articulos a 350 € la unidad y sabe que si el precio

S de venta es 750 €, vende 30 unidades al mes y que por cada descuento de
20 € en el precio de venta, incrementa las ventas de cada mes en 3 unida-
des. Determina el precio de venta que hace maximos los beneficios del
comerciante.

Llamamos: x = n? de veces que se descuentan 20 €.

Asi, el precio por unidad serd de: 750 — 20x, y por tanto se venderin 30 + 3x
unidades al mes; luego el dinero obtenido por las ventas vendra dado por la fun-
cion:

S = (750 = 20x) - (30 + 3x) = —60x% + 1650x + 22500
Maximizar los beneficios es equivalente a maximizar esta funcion:

S1(x) = =120x + 1650

- 1650 e
") =0 = ~— = 13,75
f 120 '
Comprobamos que, efectivamente, se trata de un mdximo:
fr(0) = -120

f"(13,75) = -120< 0 = x = 1375 es miximo
Por tanto, el precio de venta que hace maximos los beneficios es:

750 — 20 - x = 750 — 20 - 13,75 = 750 — 275 = 475 €/unidad
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32 Se quiere construir una pista de entrenamiento que consta de un rectingu-

S lo y de dos semicirculos adosados a dos lados opuestos del rectingulo. Si se
desea que el perimetro de dicha pista sea de 200 m, halla las dimensiones
que hacen maxima el area de la region rectangular.

X >
Perimetro de la pista = 2x + @ - y = 200
200 — 2x
Despejamos: y = ‘00%
” 200 — 2x 2 — 2x2
Area del rectingulo = x -y = x - G Een RPN
T T
Derivamos:
5 .
A= ﬂ—£=O - x=50m — yp-= mm
T T : e
(A" = —%; A"50) <0 = x =50 es maximo)

33 El saldo, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo viene
S dado por la funcién:

40,2t si 0<t<4
Sf(t)=13,2+0,04(t—4) si 4<t<8
_3,56 +0,1(t—8)* si 8<t<12

Deduce razonadamente el valor de t en el que el capital fue maximo.

4 — 0,2t si 0st<4
f)=932+004(—-4) si 4<1r<8
336+ 0,1(r—8)* si 8<t<12

En el primer intervalo se trata de una funcién afin decreciente que alcanza el maxi-
mo valor en 0, f(0) = 4.

En el segundo intervalo tenemos otra funcién afin creciente, por lo que alcanza su
méaximo valor en 87, f(87) = 3,30.

En el tercer intervalo, derivamos:

f@)=02-0¢-8
Tiene un minimo en ¢ =38, por lo que alcanza el maximo en el otro extremo del
intervalo: f(12) = 4,96.

Por tanto, el capital fue maximo en t= 12.
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34 Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida

S que transcurre la jornada laboral. (Dicho rendimiento corresponde al
nimero de instancias revisadas en una hora). La funcién que expresa dicho
rendimiento es: R(#) = 301 — 10,512 + t3 siendo t el mimero de horas trans-
curridas desde el inicio de la jornada laboral.

a) Determina cuando se produce el maximo rendimiento y cuando se pro-
duce el minimo rendimiento.

b) Halla la tasa de variacion media del rendimiento R(#) entre t=2 y t=4.

Vamos a suponer una jornada laboral de 8 horas; es decir:

R() = 30t - 10,5 + 3, t € [0, 8]

a) R'(t) = 30 — 21t + 312

—— f - 5
FL U - ’ 232 oA -
R(t) =0 — 3021t + 3t _U\»r=2
R'=> () R<0 R'>0 R(O) =10 R(2) = 26

/
\

R(5) =125 R(8) =80

Hay un minimo relativo en ¢ =5 y un maximo relativo en ¢ = 2, pero el mini-
mo absoluto corresponde a t =0 y el maximo absoluto a = 8 horas.

_R@-RA2) _ 16-26 _ -10 _ .
4-2 2 2 7

b) T.V.M.[2, 4]

35 Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superfi-
cie. El metro lineal de tramo horizontal cuesta 2,5 € y el de tramo vertical 3 €.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea
minimo.

b) ;Cual sera ese coste minimo?

. . i
AArea=x-y=06 — y= 6
-l. 2
O m ¥
Coste = 2,5 - 2x + 3 - 2y = 5x + Oy
= 30
C=5x+ i X
x
= W5 = Ay
C'=5— )’(;’ =0 —» «x-= (,' =208m — p=°VN5=224m
72 6Vs W5 .
(Ccr=-"=, ¢"——]>0 = x=-—— es minimo)
.'X.“% 5 5
- e 6’\"'% - = = N o
bho=5- = +6V5 =12V5 = 26,83 €
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36

37

38

Un banco lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad R(x) en
miles de euros viene dada en funcion de la cantidad que se invierte, x en
miles de euros, por medio de la siguiente expresion:

R(x) = —0,001x% + 0,4x + 3,5
a) Deduce y razona qué cantidad de dinero convendra invertir en ese plan.

b) ;/Qué rentabilidad se obtendra?
R(x) = =0,001x% + 0,4x + 3,5

a) R'(x) = -0,002x + 0,4
R(x)=0 — x =200 miles de €.
(R"(x) = -0,002, R"(200) <0 = x =200 es maximo)
Invirtiendo 200000 € se obtiene la maxima rentabilidad.

b) R(200) = 43,5 miles de € = 43500 €.

Un articulo ha estado 8 afios en el mercado. Su precio P(#), en miles de
euros, estaba relacionado con el tiempo, f, en anos, que este llevaba en el
mercado por la funcién:

PCE) = 412 + 4 s
® {—(5/2)t+ 25 si

=9

0<r=<2
2<t<8

A 1A

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de P(1).
b) ;Cual fue el precio miaximo que alcanzé el articulo?

c) ;Cual fue la tasa de variacion media del precio durante los tdltimos 6 anos?

I, ; . .
- 41° + 4 si 0<t<2
LZOER IS -
{_ —(5/2)t +25 si 2<t<8
s 0<t<2 TR o -
a) P'(t) = { 52 2<1<8 (No existe P'(2), pues P'(27) # P(2").

P(t) es creciente en 0 <t <2 pues P'(¢) > 0.

P(1) es decreciente en 2 <t <8 pues P'(¢) <0.
b) El maximo se alcanza en =2, P(2) = 20.

_P@®-PQ2) _5-20_-15

c) TV.M[2, 8] 82 G 5 >

La funcion f tiene derivadas primera v segundayes f(a) =0 y f"(a) = 0.
sPuede presentar f un maximo relativo en el punto a? En caso afirmativo,
pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:
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Jx) =-x* en x=0 estal que:
f>0 £1<0 S(x) = —4x3 S1(x) = —12x2

1]
/ \ Por tanto: f(0) =0 y f"0) =0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

39 Una funcion f es decreciente en el punto a y derivable en €l
S iPuede ser f'(a) > 0?

¢Puede ser f'(a) = 0?

;Puede ser f'(a) < 0? Razoénalo.

Si f es decreciente en x = a vy es derivable en él, entonces f'(a) < 0.
Lo probamos:
[ decreciente en @ — signode [f(x) - f(a)] #signode (x—a) —
o S-fa@ g,
x-—a

Por tanto, f'(x) = lim S = fla)

X —d X—=d

<0; esdecir: f"(a) <0

Ejemplo: f(a) =-x* es decreciente en R y tenemos que:

S0 =0 (y f(x) es decreciente en x = 0)

() = 222
f () 3 — { fr({]) <0 para x#0

40 1Iafuncién |x| (valor absoluto de x), jpresenta un minimo relativo en al-
gin punto? ;En qué puntos es derivable? Razonalo.

— H .{ o _ 1 .
ursy e fi 33

fo) = |x| = {

X sio x>0
J(x) no es derivable en x =0, pues f'(07) =-1#f'(0") = 1.
Por tanto, f es derivable para x # 0.

Pero f(x) presenta un minimo relativo en
x=0, pues f(0)=0<f(x) si x#0. De hecho,
1 es el minimo absoluto de  f(x).

v =%

41 1La derivada de una funcion f es positiva para todos los valores de la va-
riable. ;Puede haber dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?
Razonalo.
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42

43

No es posible, si la funcién es derivable (v nos dicen que lo es, pues f'(x) >0 pa-
ra todo x).

Lo probamos por reduccion al absurdo:
Supongamos que existen dos numeros distintos, @ v b, tales que f(a) = f(b).

S es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el
que f'(¢) = 0.

Esto contradice el que f'(x) > 0 para todo x.

De una funcién f sabemos que f'(a) =0, f"(a)=0 v f"(a) =5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexién en x = a?

f tiene un punto de inflexion en x = a.
Veamos por qué:
J"a)=5>0 — f" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que f"(x) <0 ala izquierda de a y f"(x) >0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexion en x = a.

Si _f'(a) = 0, jcual de estas proposiciones es cierta?
a) f tiene maximo o minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) [ tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f'(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en x = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion ¢).

De una funcién f(x) se sabe que:
S =f(3)=0; f(2)=0; f(2)>0

¢Qué puedes decir acerca de la grifica de esta funcion?

SO =fB)=0

S1(2=0 J tiene un minimo en x = 2.

2 >0
La representacion grafica de la funcion derivada de una funcion f, es una
recta que pasa por los puntos (2, 0) vy (0, 2).
Utilizando la grafica de la derivada:
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f.
b) Estudia si la funcion f tiene maximo o minimo.
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a)x<2 — f'>0 — [ creciente
x>2 — f'<0 — [ decreciente \
b)x=2 — f'=0 y tiene un maximo 1 \
I

46 Si la grafica de la derivada de g es una parabola que corta al eje OX en
S (0,0 vy (4, 0) vy tiene por vértice (2, 1), ;qué puedes decir del crecimiento
y decrecimiento de g?

Determina si la funcion g presenta maximos o minimos.
Si x<0 — g'<0 — g decreciente
Si 0<x<4 — g'>0 — g creciente

Si x>4 — g'<0 — g decreciente /‘{) 2 3\
o!

En x =0 tiene un minimo y en x =4 un maximo.

47 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-
cion y= |x2-4

x2—4 s oa<=2

S =1 _x2+4 si 2<x<2

Silx) =4 2x si —2<x<2

En x=-2 no es derivable, pues f'(-27) = —4 # f/(=2") = 4,

En x = 2 no es derivable, pues f'(27) = —4 # f'(2%) = 4.
e La derivada se anula en x = 0.

e Signo de la derivada: f£1<0 £150 f<0 £150

e La funcién tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( fim  f(x) = lim f(x) = +eo).
X — too X — —ocao

e Tiene un minimo relativo en (=2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-

mo también es absoluto, puesto que f(x) =0 para todo .

48 Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la fun-
cion dada por: y= |x2+2x—3|
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X+E2x—3 si x<-3
SO =1 w2 _2x+3 si 3<x<1

X2+ 2¢—-3 sioa>1

20+ 2 si x <3
flflx) =4 2x-2 si B3<x<l1

2x+ 2 si x>1

En x =-3 no es derivable, pues f(-37) = -4 # f'(-3") = 4.

En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(1") = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:

2x+2=0 — x=-1
Pero f'(x)=2x+2 para x<-3 y x> 1.
2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para -3<x<1
Por tanto, f'(x) se anula en x = —1.
e Signo de la derivada:

f'<0 . fr=0 . f<0 Sfr=0

\:3/:1\5/

e La funcion: es creciente en (=3, =1) [J (1, +o0)
es decreciente en (—eo, —3) [J (=1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (=3, 0) y otro en (1, 0).

49 1Lafuncion f(x) = x3 + ax?+ bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1)=0 y que f
no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a,b y c.

& Sies ['(1)=0 yno bay extremo relalivo, tiene que baber una inflexion en x = 1.
S =xd+ax?+bx+c
[0 = 3x2 + 2ax + b

S1"(x) = 6x + 2a
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fL=1 - l1+a+b+c=1 a=-3
S =0 — 3+2a+b=0 b=3 SO =3 —3x? + 3x
fM=0 — 6+2a=0 ] e=o0

Una empresa de mensajeria ofrece estas tarifas:
— Si la carga es menor de 2 kg, costara 8 € por kilo.

— A partir de 2 kg, el precio por kilo se obtiene restando de 8 €l mimero d
kilos que exceden de 2.

La carga maxima que puede llevar un mensajero es 6 kg. Sea x el peso d
la carga, P(x) la funcion que nos da el precio por kilo de carga e I(x) |
funcion que nos da los ingresos de la empresa.

a) Halla las expresiones algebraicas de P(x) e I(x) y represéntalas.

b) ;Para qué valor de x se obtiene el maximo ingreso?

a) Precio por kilogramo de carga:

- S, 0<€x<?2 8, 0<x
P(’X) = { . = { )
2<x

A

8—(x—-2), 2<x<6

Ingresos en funcion de los kilos de carga:

1 8x, 0=sx<?2 S, 0<x<?2
PTla0-mx, 2<x<6 | ' :

x<0 10x —x%, 2<x<6

12 24
5 e
10 20 /
8 16
Plan
6 12
“+ 8
2 4
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

b) Se obtiene el maximo ingreso para x= 5.
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