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Objetivos fundamentales
1. Conocer el concepto de derivada de una funcién en un punto y saber calcular derivadas
de funciones sencillas, mediante la aplicacion de la definicion.
2. Saber calcular la funcion derivada de las funciones elementales asi como de funciones
compuestas.
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3. Conocer la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto y saber
aplicarla en la resolucion de problemas.

Interpretar la derivabilidad de una funcion a partir de su representacion grafica.

Saber calcular la derivada segunda, tercera y cuarta de una funcion.

Estudiar global y localmente una funcion.

Representar graficamente funciones polindmicas, racionales y definidas a trozos.
Optimizar funciones sencillas y resolver problemas donde haya que optimizar una
funcion.

XN

0.- MAPA CONCEPTUAL DE LAUNIDAD

Limites 2| Concepto de derivada
¢ \‘ Continuidad y derivabilidad

Algebra de funciones derivables

v v

Tabla de derivadas simples Tabla de derivadas compuestas

Interpretacion geométrica Estudio global y local de las funciones

Representacion grafica de funciones Optimizacion de funciones

1.- INTRODUCCION HISTORICA

Los origenes del Calculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos problemas
vinculados al movimiento de los cuerpos, asi como problemas de tipo geométrico de importancia en
Optica y problemas de calculo de valores maximos y minimos de una funcion dada.

En el siglo XVII Newton (1642 — 1727) y Leibniz (1646 — 1716) descubren independientemente el
Andlisis Matemdtico o Cdlculo Infinitesimal’, una potentisima herramienta que revolucion6 el
tratamiento matematico de la Fisica y la Geometria, que mas tarde impregnaria las mas diversas
ramas de la matematica, como la Estadistica o la Teoria de Numeros y que a partir del S. XX se
aplica en practicamente todas las disciplinas (Economia, Ecologia...).

Esencialmente, el Célculo Infinitesimal consistia por una parte en analizar o descomponer la
dependencia entre varias magnitudes estudiando el comportamiento de unas al variar o diferenciar
levemente otras (lo que constituia el Cdlculo Diferencial) y por otra parte en integrar los resultados

' Si bien los trabajos de Newton y Leibniz son decisivos por sus aportaciones e influencia, no hay
que olvidar que ellos son el punto culminante de un largo proceso en el que han participado
cientificos de la talla de Johannes Kepler (1571 - 1630), René Descartes (1596 - 1650), Pierre de
Fermat (1601 - 1665), John Wallis (1616 -1703) e Isaac Barrow (1630 - 1677) entre otros.
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diferenciales para obtener de nuevo resultados globales sobre las magnitudes en consideracion (el
llamado Cdlculo Integral).

2.- TASA DE VARIACION

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones que relacionan una
variable “dependiente” y con otra variable “independiente” x, lo que suele escribirse en la forma y =
f(x). Si la variable independiente cambia de un valor inicial @ a otro x, la variable y lo hace de f(«a)

a f (x). La razon de cambio promedio (o tasa de variacion media) de y = f (x) con respecto a x en

el intervalo [a,x] es.

Razén de cambio promedio = f(x)-/(a) =Tvm[a, x]
[

Q

Con frecuencia interesa considerar la razon de cambio en intervalos cada vez mas pequenos. Esto
lleva a definir lo que podemos llamar “razon de cambio puntual (o instantanea) de y = f (x) con

respecto a x en el punto a” como:
tim L9209 1)
x—a x —_ a

Ejemplo 1. La tasa de variacion media de la funcion f(x)=x’—-2x en los intervalos
[—2,—1] y [1,3] vale:

Tom[-2,-1]= <j>_‘(f 2()‘2> _-s
Tvm[1,3] :%: 2

Observa que, en el primer caso, la Tvm coincide con la variacion de la funcion, pues nos hemos
trasladado sélo una unidad a la derecha. En cambio, en el segundo caso, la Tvm es la media de las
variaciones unitarias, que son:
2)-f(1
Tvm []’ 2] = M =
2-1

Ejemplo 2. Entre Jaén y Céadiz hay 360 km por carretera. Si se viaja en automovil, partiendo de Jaén
a las 8 h y llegando a Cadiz a las 12 h, la velocidad media ha sido de 90 km/h. Para calcularla
hemos dividido la variacion del espacio recorrido (diferencia de distancias) entre la variacion del
tiempo transcurrido (diferencia de tiempos):

Tvm[ Jaén, Cé diz] _ diferencia de distancias _ 360 _90

diferencia de tiempos  12-8

Ejemplo 3. El indice de precios al consumo (IPC) expresa la variacion porcentual de los precios.
Esta variacion suele darse mensualmente y por anos. El IPC de mayo de 2007 fue de 0.3 %. La
acumulacion de 12 meses seguidos es el IPC interanual, y coincide, aproximadamente, con la tasa
de inflaccion del afio considerado.

Cipri Derivadas. Aplicaciones
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3.- CONCEPTO DE DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN
PUNTO Y DE FUNCION DERIVADA. DERIVADAS
LATERALES

En todo el tema y salvo que expresamente se diga otra cosa, D =(a, f) < R es un intervalo abierto

de nameros reales.

Sea f:D c R — R una funcion real de variable real y a € D . Se llama derivada de la funcién f

en el punto « al limite siguiente, si existe y es finito:

T Ch) b C) RY
h—0 h
Di . . 2 _df(a)_ 7
icho limite, caso de existir, se representa” por: f'(a)= = Df (a)=f(a).
x
f'(a) selee f primaen a
@ se lee derivada de f respectode x en a
X

Si en la definicidon anterior hacemos el cambio de variable a + 4 = x, el limite [1] se escribe como
sigue:

tim? (¥)=/(2) 2]
xX—a x f— a

Si Bc D, diremos que f es derivable en B cuando [ sea derivable en todos los puntos de B .

Sea C={aeD: f es derivable en a} . Definimos la funcion derivada de f por:
f":C->R
aeCH f '(a)

Los limites [1] y [2] son simplemente dos formulaciones “distintas” del concepto de derivada de
una funciéon en un punto. ;Cudl usar entonces? La respuesta es que podemos usar una u otra
indistintamente porque con ambas vamos a llegar al mismo resultado.

Ejercicio 1.  Calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
a) f(x)=x" ena=1 ¢) f(x)=3x"-3x+1 en a=1

b) f(x)=3x"-2x+1 en a=2 d) f(x):é en a=2
X
Indicacion: Usar la definicion [2]

d
* La notacion — f’ (a) fué introducida por Leibniz (1646-1716), y en ella se entiende que d_ es un operador, la
X X

notaciéon  f '(a) fue introducida por Lagrange (1736-1813) y la notacién f (a) solo se suele usar en fisica,

ingenieria. ..

4
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Ejercicio 2. Calcula la funcion derivada def(x) = x’, usando la definicion [1].

Ejercicio 3.  Calcula la funcion derivada de f (x):x3—2x+1 y como aplicacion calcula
S'(3):1'(=2) v £(0).

Indicacion: Usar la definicion [2] y resolver la correspondiente indeterminacion usando Ruffini.

“_

Recuerda para ello que “a” es un numero.

Ejercicio 4.  Calcula la funcion derivada de las funciones siguientes:
a) f(x)=2x"—x"+3x-1

3

b =—

) /()2

Una funcion f:DcR—> R es
derivable por la izquierda’ enx =g < 31 '(a —) = lim M eR
X—>a— x—a
derivable por la derechaenx =a < 3f'(a+)= lim f(x)=/(a) eR
xX—>a+ x-a

Caracterizacion:
Son equivalentes:
1) f esderivableenx =a

2) Elf'(a—),f'(a+) y f'(a—):f'(a+)
En cuyo caso, f'(a)= f"(a—)=f"(a+)

Ejercicio 5.  Indica en qué puntos es derivable la siguiente funcion y halla f'(x) :

x* +3x si x<0
f(x): X’ +3x si 0<x<2

l si x>2

X

o 42 si x<l .
Ejercicio 6. Halla el valor de a para que f (x) = ) sea derivable enx =1.
ax+1 st x>1

Ejercicio 7.  Estudiar la derivabilidad en x =1, y representar grdficamente la siguiente funcion.

3 Esta definicién es equivalente a la siguiente: Una funcién f: D C R > R es

f(a+h)—f(a)

derivable por la izquierdaenx =a < 3 f '(a —) = lim eR
h—>0- h
) a+h)-f(a
derivable por la derecha enx = a <> 3f'(a+)= lim f( ) f( ) eR

h—0+ h

Cipri Derivadas. Aplicaciones
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-1 x<-1
f(x)=1-¥|=41-x -1<x<I

x* -1 x>1

Ejercicio 8.  Consideremos la funcion f (x) = 7

1——x b<x
4

Se pide:
a) Determinar el valor de b para que sea continua.
b) (Es derivable f en el valor de b calculado en el apartado anterior?

Aunque lo mas habitual es que los intervalos donde se estudie la derivabilidad sean abiertos y de
hecho es en intervalos abiertos donde se obtienen las mejores propiedades de las funciones

derivables, daremos la definicion de funcidn derivable en un intervalo cerrado [a,b] , que es similar

a la que dimos para funciones continuas en un tal intervalo.

Una funcion y = f'(x) es derivable en [a, 8] cuando:
e seaderivable en (a, )

e sea derivable por la derecha en o
e seca derivable por la izquierda en S

3.1. Derivabilidad de las funciones elementales
e Las funciones polindbmicas,
f(x)=ax"+a,_x"" +..+ax+a,

son derivables en todos los puntos.

. . P(x ) ..
e Las funciones racionales, /' (x)= L, son derivables en su dominio.

0(x)
e La funcion exponencial, y =¢’""), es derivable siempre que lo sea f(x).

» La funcion logaritmica, y =log /(x), es derivable en todo punto x, tal que f(x)>0 y
f(x) sea derivable.

e Las funciones trigonométricas, y =senx e y =cosx, son siempre derivables. La funcion

y=tgx es derivable en su dominio: R — {% +krconke Z}

e Las funciones definidas a trozos seran derivables si lo son en sus intervalos respectivos y
en los puntos de union. En estos puntos habra que ver que la funcion esté definida y que las
derivadas laterales existan y sean iguales.

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 11
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4.- CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD: RELACION

Propiedad 1: Si una funciéon f:D c R — R es derivable en un punto x,, entonces es continua en

X, -
Este resultado también se puede utilizar en sentido negativo:
Propiedad 1’: Si /" no es continua en x,, entonces no puede ser derivable en dicho punto.

En particular, las funciones derivables son continuas, pero no toda funcion continua es derivable,
como muestra el siguiente:

Contraejemplo: La funcion f |x| es continua en x, =0 pero no es derivable en dicho punto.

Continuidad en x, =0:

lim £ (x )—11m|x|—11m( x)=0

x—0- x—0- Ell O 0 0 1 t
im 7 (x)= tim | im =0 = 1m|x| y f(0)=[0|=0, luego f(x) es continua en
x,=0.
Derivabilidad en x, =0:
f1(0-)= 11151M: liI(l)l_—xz—l
H _f( );_(}(0) R = no existe f'(0) y por tanto, y =|x| no es derivable
x)- :
S(04)= fim == g = lim =
en x, =0

‘ Resumiendo:

- fescontinua en 0
- fno es derivable en 0
- La gréfica de fno tiene recta tangente en 0

- 7 s ) . .
Otro contraejemplo mas: La funcion y = xé =3/x es continua en x, =0 pero no es derivable en
dicho punto.

Continuidad en x, =0:
lim f(x)= lirr(}x% =0=/(0),luego f(x) escontinuaen x,=0.

x—0

Derivabilidad en x, =0:

=lim 0=lim— [(1)} +oo:>,fo() y por tanto, y = % 1o es

derivable en x, =0.

Cipri Derivadas. Aplicaciones
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Resumiendo:

Tl - f escontinuaen 0
// - f noes derivable en 0
L L L 1

+ A t 3 1 } - La gréfica de f'tiene una recta tangente

vertical en 0

5.- OPERACIONES CON FUNCIONES DERIVABLES

5.1. Suma
La funcidén derivada de una suma de funciones derivables es la suma de las funciones derivadas:

(f+g)'(x)=/"(x)+g'(x)

5.2. Producto de un numero real por una funcion
La funcion derivada del producto de una constante por una funcion derivable es la constante por la
funcion derivada de la funcion:

(/) (x)=a-f"(x)

5.3. Producto de funciones
La funcién derivada de un producto de funciones derivables es igual a la derivada del primer factor
por el segundo sin derivar mas el primer factor si derivar por la derivada del segundo factor:

(/-8)'(x)=/"(x)g(x)+/(x)g'(x)

5.4. Funcion reciproca de una funcion
La derivada de la funcién reciproca de una funcion derivable viene dada por:

5.5. Cociente de funciones

La funcion derivada de un cociente de funciones derivables es igual al cociente de la derivada del
numerador por el denominador sin derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del
denominador, entre el denominador al cuadrado:

[ij'(x): f(x)g(x)-f(x)g'(x)

g

5.6. Composicion de funciones: regla de la cadena
Sean f:AcR—>R yg:BcR—>R funciones reales de variable real con f(A)cB.

Supongamos que f es derivable en a y que g es derivable en b = f (a) . Entonces:

(g°f)'(a)=2'(/(a))f"(a)

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 11
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6.- FUNCION DERIVADA DE LAS FUNCIONES MAS
USUALES

A modo de ejemplo calcularemos las funciones derivadas de algunas funciones elementales. A la
vez que practicamos el célculo de derivadas aplicando la definicion, también nos sirve para
construir la conocida tabla de derivadas y que esta no aparezca como por arte de magia.

1) La funcion constante f:R >R, f (x):c, es derivable en cualquier punto aeR. Su

derivada viene dada por:
f'(a)=lim f(x)-/a )—limc_c=lim 0 _0lim—

X—a x a x%ax_a xﬁax_a xﬁax_a

=0

2) La funcion identidad /:R - R, f(x)=x, es derivable en cualquier punto a€R. y su
derivada es:

(@) =timL =S @) Ly xoa

xX—a XxX—a x—>a x—a

o

3) (***) La funcion f:R—>R, f(x)=x", es derivable en cualquier punto a € R.  Para

calcular su funcion derivada utilizaremos la formula del binomio de Newton:

+h)— +h)' —a"
(a)=tim @t =S@) g (axh) ="
h—0 h h—0 h
V7 Rl P I P E S I P O ah' — i
) 1 2 n-1 n
:%1_1))3 P =
na"'h+ " atht +..+ " ah"™" + " ah”"
i 2 n—1 n 3
_hII)r(} h =
Kl na"" + " a h+..+ " ah"* + " ah"”!
) 2 n—1 n el
=lim =na

h—0 }{

Esta formula, también se puede obtener “por induccidén”, es decir, calculando la derivada de
las funciones x, x*, x°,... y obteniendo la regla general para x". (Es un buen ejercicio, que
te recomiendo hacer)

4) La funcién f:[0,40) >R, f(x)= Jx, es derivable en cualquier a e (0,+). Su derivada

(a) :lim\/;_\/;:P}_ﬁm(\/;—x/g).(\/;m/;) _
o (x—a)~(\/;+\/;)

=
=
|
~

01"

X—>a XxX—a X—a xX—a

Cipri Derivadas. Aplicaciones
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_ lim (\/;)2_“;)2 _ lim -4 lim—— ]!
i (x=a)(Vx—va) 0 (x-a@) (Vr+a) iNx e 24da

5) (**) La funcién exponencial /:R >R, f(x)=e", es derivable en cualquieraeR.

f(a+h)—f(a) ea+h_ea &° (eh _1) )
h

h—0 h h—0 h

f'(a)=lim

teniendo en cuenta que
h
. e =1
lim =1
=0 h

6) (**)Lafuncion /:R - R, f(x)=senx, es derivable en cualquieraeR.
f(a+h)-f(a) _limsen(a—i-h)— sena

f (Cl) - %11538 h h—0 h
h h
2cos| a+— [sen—
. 2 2
=lim =cosa
h—0 h
donde hemos tenido en cuenta que senx —seny =2 cosizysen% y que
sen—
hm o 1
2

7) (**) La funcion f:R—>R, f(x)=cosx, esderivable en cualquieraeR. Su funcién

. . /4 .
derivada se puede obtener teniendo en cuenta que cos x = sen (3 - xj Vx e R y aplicando

la regla de la cadena:

f'(a)=-cosa

tg:R—{kﬂ'+%:k€Z}—)R

8) La funcion es derivable en cualquier punto de su dominio y

x> tgx
su derivada viene dada por:
\ senx \, COS X €os X —sen x(—sen x) 1 5 5
tg'x = (x)= 5 =——=1l+tg°x=sec” x
cosx cos” x cos” x

9) (**) La funcion log, x es derivable en cualquier x, € (0, +oo). Su funcién derivada viene

dada por:
X, +h

log,
f‘(xo)zlimf(x°+h)_f(x°)=1im1°g“(x°+h)_1°g”x° —lim— 2 -

h—0 h h—0 h h—0 h

10
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h
log, [l + ] I | h %"
S/ limlﬁloga (1 +—] = %lim—loga (l +—] =
Xo

=lim—————~=
h—0 h h—0 h xo xo —0 xo
N 0
h
=iloga lim| [+— =Lloga lim 1+L =Llogae
xO h—0 xO xO h—0 ﬁ xo
h

En particular la funcion logaritmo natural (o neperiano®) In es derivable en cualquier

X, € (O, +oo) , y su derivada viene dada por: In'x = ;

Tabla de derivadas (de funciones simples)

Funcién Derivada

y=ceR y'=0
y=x y'=1
y=x" y'=nx""

1
y=\/; y_2\/;
1

y:Q/; y - nl _n—1
n-\x
y=a" cona>0 y'=a‘lna
y:eX yVZeX
.1
y=log, x y'=—log, e
X
.1
y=Inx y'==
X
y=senx y':cosx

* En la actualidad las notaciones In yL para representar al logaritmo natural, asi como la notacién log para
representar el logaritmo de base 10 (decimal), estan en deshuso, y se tiende cada vez mas a usar la notacion log para

11

representar al logaritmo natural (neperiano).

Derivadas. Aplicaciones
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Y =C0SX

y=-—senx

y=tgx

y'=1+tg’x

Ejercicio 9.  Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=7x5—2x3+3x2—4
2) f(
3) f(x
4) f(x =

x):5x4+3x2 +2x-7
)=(3x-1)-(5x> +3x-2)
) 4x% +1

Tx+1

NI=0g

8) f(x)=(5x"—3x+1) 55;
9) f(X)—%

10) £(x)= (3x—1)22_—x3x+1)
) /(x)=32 —15x+2

12) f(x):ﬁ

13) f(x)=(x2 +3x) -sen x

14) f(x)=tgx -senx

15) f(x)—cosx tg x
16) f(x)
17) f(x) 2" Inx

18) f(x)=e"-log,, x
19) f(x)=1logsx -cosx

sen x

20) f(x)

tgx
2x

Inx

21) f(x)=

22) f(x)=¢" -senx

23) f(x)= senx -cosx

24) f(x)=senx+e"- senx

3" .senx
25) f(x): 2x+e"

26) f(x)=logsx -log,x

Aplicando la regla de la cadena, obtenemos la siguiente tabla de derivadas para funciones

compuestas:

Tabla de derivadas, para funciones compuestas:

Funcion Derivada
y=r(x) =n-f(x)" ()
| s

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 11

12



Departamento de Matematicas

PAC))
r f(x) g n-”f(x -
y=a’" cona>0 y'=f'(x)'af() Ina
y=e'® y'=1(x)- e’V
s | T
B _S'(x)
y=Inf(x) Y=
y=senf(x) y'=f"(x)-cos f(x)
y=cos f(x) y=—f"(x) -senf(x)
y=tgf(x) | »'=/(x) {1+’ f (x)]

Ejercicio 10. Calcula la derivada de las siguientes funciones compuestas:

1) f(x)=sen (2x" -3x)

13) f(x)=(x*+1)

2) f(x)=In(3x+1) 14) f(x)=sen’x
3)f(x) e 15)f(x) sen ( )
4) f(x)=tg (2-3x) 16) f(x)=sen’x-cos’ x

- 7 _sen (5x+2)
5) f(x)= (x 5x+2) 17)f(x)——cos Geol)
6) f(x)=¢" 18) f(x)=e*""-cosx
7) f(x) 3hrsenxreosy 19) f(x):log5(3x+l)
8) f(x)=log, (4+senx) 20) f(x)=In(tgx)
9) f(x)=sen’x 21) f(x)=sen (cos(3x))
10) f(x)ztg3x 22) f(x)=\/5x —3x+2
11) f(x):3 2. sen x 23) f(x)z 3 (3 2x2)2
12) f(x)=(3x"-2) -sen (5x) 24) f(x)=x*-3x+1

13
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7.- INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Sea f:Dc R — R una funcion continua y

P:(a,f(a)), Q:(a+h,f(a+h))

dos puntos de su grafica. Geométricamente se tiene que

f(a+h)_f(a):tga:m

h secantes

que es el valor que mide la pendiente de la recta secante en los
h—0 puntos Py Q a la curva.

Tomando limites en la igualdad anterior resulta:

. fla+h)-f(a ) . ,
lim ( ,3 ()=lhlgrgtga=gglgmsems®f(a)=tga=m

recta tangente

es decir, la derivada de una funcién en un punto es igual a la pendiente de la recta tangente’ a la
funcion en ese punto.

Como consecuencia:
Ecuacidn de la recta tangente a la curva y = f (x) en (a, f (a)) :

y=f(a)=f"(a)(x~a)

Ecuacién de la recta normal a la curva y = f(x) en (a,f(a));

r=f (@)= ea)

>Si f escontinua en X, la recta tangente a la gréfica de f en el punto P (xo, f (xo )) es:

f(x0+Ax)—f(x0)

i) la recta que pasa por Py tiene pendiente m (xo) = lim si este limite existe.
Ax—0 Ax
. X, +Ax)— X,
ii) larecta X = X, si hmf( 0 ) f( 0)=oo
Ax—0 Ax

Aclaracion: Esta definicion proviene del hecho de que la recta tangente a una funcioén en un punto X, es el limite de la

recta secante a la funcion, cuando el otro punto de corte de la recta secante y la funcion tiende a X, .

14
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Ejercicio 11. Halla la ecuacion de la recta tangente a f (x) =x’ en el punto de abscisax =—1.

4

Ejercicio 12. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la funcion f (x) =— en
X

el punto de abscisax =2 .

Ejercicio 13. Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcion f (x) =2x’ —x" en el punto de

abscisax=3.

Ejercicio 14. Dada la funcion f(x) =x"—10x+9 halla el punto en el que la recta tangente a la

grafica de f es paralela al eje de abscisas.

2

Ejercicio 15. Halla la pendiente de la recta tangente a la funcion f (x) -

en el punto de

abscisax=-1.

Graficamente las situaciones en las que una funcion no es derivable en un punto son:

f noescontinuaenc = f noes
derivable en ¢

f es continua en ¢, pero la grafica de f

(c.f(c) tiene una recta tangente vertical en ¢ =
/ no es derivable en ¢

\

'c X
I
CO)
|
: / es continua en c, pero la grafica de f
| no tiene recta tangente en ¢ (ya que tiene
| un pico) = f no es derivable en ¢
|
c x>

15
Cipri Derivadas. Aplicaciones



Bloque III: Analisis Matematico

8.- EJERCICIOS

Ejercicio 16. Seriala en qué puntos no son derivables las siguientes funciones:

A
y yA
277
1__
I
L .
1 2 x 1 2 3 x>

\/

1 2

Ejercicio 17. Indica los puntos en los que las siguientes funciones no son derivables:

x*+1 si x>0
o re={T T 0 ) e
b £ (x) x+1 si x>0 @ 7 () ‘xz—l‘ st x<2
= x =
* —x+1 si x<0 x+2 sl x=2

Ejercicio 18. Halla la ecuacion de la recta tangente a cada una de las siguientes curvas en los
puntos indicados:
a) y=Inx en x=e b) y=cosx en x=0

Ejercicio 19. ;En qué punto la derivada de y =x"+3x+1 toma el valor cero? ;Cémo serd la
recta tangente a esta curva en dicho punto?

Ejercicio 20. Halla a y b en la funciény = x* +ax+b, sabiendo que f(O) =1y f'(O) =1.

2
X

Ejercicio 21. Dada la funcion y = 7+§ :

a) Calcula la ecuacion de la recta secante a su grdfica que pasa por los puntos
x=-1lyx=3.

b) Resuelve el problema graficamente.

c) ;/Qué representa la pendiente de esta recta?

Ejercicio 22. ;En qué punto la recta tangente a la grdfica de la funcion f(x) =x"-5x+6 es

paralela a la bisectriz del segundo cuadrante?

Ejercicio 23. Indica en qué puntos no es derivable la funcion cuya grafica es la siguiente:

16
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\

Como en el intervalo [—2,2] la funcion es la recta que une los puntos (—2, —2) y (2,2), Jqué

puedes decir de su derivada?

9.- DERIVADAS SUCESIVAS

Sea [ un intervalo y f una funcion derivable en /. Si f' esderivableena e/, a la derivada

(f')'(a) sele llama derivada segunda de f en a y se designa por /"(a).

Si Vxel existef"(x), la funcion x> f"(x) se llama funcién derivada segunda de f en/.
En general, definidas las funciones f',..,f"":I —> R, de tal modo que f* :( f k’”)', para

k=2,..,n—1, diremos que f* es la funcion derivada k-ésima (o derivada de orden k) de f en .

Ejercicio 24. Calcula las derivadas segundas y terceras de las siguientes funciones:
2

a) y=x°-5x" b) y= al
x—1
-1

c) y=2x+l1 d y=—
X

10.- ESTUDIO GLOBAL Y LOCAL DE FUNCIONES

10.1. Monotonia de una funcion
Una funciéon f:DcR —>R es creciente (resp. decreciente) en D cuando para cualesquiera

X,y €D en lasituacion x < y, se verifica que f (x)S f (y) (respectivamente f (x)Z f (y)

Una funcion f:Dc R —> R es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente) en D

cuando para cualesquiera x,y €D en la situacion x<y, se verifica que f(x)<f(y)
(respectivamente [ (x) > f (y)

Criterio: de la derivada primera
Si f:DcR—>R esderivableen D, y:

' >0 Vx, € D= f es estrictamente creciente en D
/')

<0 Vx, € D= f esestrictamente decreciente en D

17
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Diremos que una funcion es monotona, cuando sea creciente o decreciente y estrictamente
monoétona, cuando sea estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Por tanto, estudiar la monotonia de una funcidn es estudiar el signo de 1.

Ejercicio 25. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

2
-1
al c) y=2x+1 d) y=—
x

a) y=x°-5x" b) y=

Ejercicio 26. Dibuja una funcion que sea:
a) Creciente en todo R
b) Creciente en (—o,-2) y decreciente en (0,+x).

10.2. Extremos relativos
Se dice que f:DcR—>R tiene un maximo (resp. minimo) relativo en x, si JE(x,):

xeE(x)= f(x)< (%) (esp. £(x)=f(x,)): -

Condicién necesaria para la existencia de extremos relativos en funciones derivables:

Sea f:DcR—>R una funcion derivable en x, y supongamos que f tiene un

extremo relativo en x,. Entonces: f'(x,)=0

Contraejemplo: El reciproco no es cierto.
La funcion f(x)=x" es derivable y f'(0)=0, y sin embargo no tiene un extremo relativo en el

origen, ya que es siempre creciente.

Condicién necesaria vy suficiente para que una funcién derivable posea un extremo relativo en
un punto

Sea f:Dc R — R una funcion dos veces derivable en x, y supongamos que
b f '(xo) =0
2) f"(x,)#0

. maximo si f"(xo) <0
Entonces, f(x) posee un extremo relativo en x,, que es un o :
minimo si f"(x,)>0

Ejercicio 27. Halla los extremos relativos de las funciones del ejercicio 25.

Ejercicio 28. Estudia los intervalos de monotonia y los extremos relativos de las siguientes
funciones:

18
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10.3. Curvatura de una funcion: puntos de inflexion

Una figura o region del plano es convexa si al tomar dos puntos cualesquiera de ella, el segmento
que los une esta completamente incluido en la figura. En caso contrario se dice que la figura o
region es concava.

Poligono convexo
Poligono no convexo

Una funcién es convexa’ en un intervalo si la tangente a dicha funcidén en cualquier punto del
intervalo queda por debajo de la grafica; Si queda por encima se dird que la funcion es codncava.

Los puntos en los que la tangente a la grafica atraviesa a la funcion se llaman puntos de inflexion.

1¢' criterio:

Sea f:D c R — Runa funcién dos veces derivable en D.

; ( ) >0 Vx,eD= f esconvexaenD (tangente por debajo de la grifica en D)
Si f"(x
0

<0 Vx,eD= f esc-ncavaenD (tangente por encima de la grifica en D)

2° criterio:.
Condicion necesaria: Si f* es dos veces derivable en x, y x, es un punto de inflexion, entonces

£(x,)=0.

Condicién necesaria y suficiente: Si f es tres veces derivable en x,, f"(x,)=0 y

/™(x,)#0, entonces f tiene un punto de inflexion en x, .

Por tanto, estudiar la curvatura de una funcion es estudiar el signo de f".

Ejercicio 29. Estudia la curvatura (concavidad y convexidad) de las siguientes funciones:
a) y=x"+5 c) y=e"

2
X
b) y=

1 d) y=senx en [0,27]

Ejercicio 30. Halla los puntos de inflexion de las funciones del ejercicio anterior.

11.- REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Hoy en dia, con el uso de programas informaticos de representacion grafica de funciones (Graph,
Derive, GeoGebra,...), uno se podria preguntar si sigue siendo necesario aprender a dibujar “a

¢ jOjo!! Al consultar la bibliografia es posible encontrar libros donde llaman funcion céncava a lo que nosotros
Ilamamos funcién convexa. Lo importante es su significado, no el nombre que se le de.
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mano” la grafica de una funcion cualquiera. Creo que hay dos motivos fundamentales para que la
respuesta sea afirmativa:

- Lo que mas nos interesa de una grafica es interpretarla correctamente y comprender bien
toda la informacion que nos proporciona. Pero para hacer esto, es imprescindible
aprender a representar funciones graficamente, ya que este proceso consiste,
esencialmente, en conocer la relacion entre las propiedades de una funcion y el aspecto
que tiene su grafica.

- Por otra, cuando le pedimos a un programa de ordenador que represente una funcion,
surgen varias cuestiones que tenemos que decidir. Por ejemplo, ;jen qué intervalo
pedimos la representacion?, ;qué escala es conveniente para los ejes?, etc. Para
responder a éstas preguntas es fundamental nuestro dominio del tema.

Para representar graficamente una funcidn seguiremos los siguientes pasos:

1°) DOMINIO Y RECORRIDO

Dom (/) = {niimeros x para los que f'(x) tiene sentido}
Img (f)= {y:Eix deformaquey:f(x)}

2°) SIMETRIAS
a) Funcion par: f(—x)= f(x)< f(x) es simétrica respecto del eje OY

b) Funcién impar: f(-x)=—f(x)< f(x) es simétrica respecto del origen, es decir, si giramos

180° la gréafica obtenemos la misma funcion.

3% PERIODICIDAD
y=f(x) es periddica de periodo T < f(x+T)=f(T) y T es el menor de los niimeros que

cumplen dicha condicion.

4°) PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES
a) Corte(s) con el eje OX

y=0= f(x)=0 -> Ninguno, uno o mas puntos
b) Corte con el eje OY

x=0= f(0)=y - Ninguno o un punto

5% REGIONES DE EXISTENCIA
a) Intervalos de positividad

f(x)>0= grafica por encima del eje OX
b) Intervalos de negatividad
f(x)<0= grafica por debajo del eje OX

Para determinar las regiones de existencia de la funcion y = f (x) hay que estudiar el signo de

/(%)

6°) ASINTOTAS

a) Asintotas verticales

Larecta x =a es una asintota vertical de y = f (x) si existe alguno de los siguientes limites:
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limf(x) =Zo0 lim f(x) =700 lim f(x) =100

xX—a X—a+ X—>a—

Observaciones:
(1) Una funcidén puede tener infinitas asintotas verticales.
(2) La grafica de la funcion no puede cortar a las asintotas verticales.

b) Asintotas horizontales
La recta y = k es una asintota horizontal de f (x) si existe alguno de los siguientes limites:

lim f(x)=k lim £ (x)=k

X—>—0 X—+0

Observaciones:
(1) Una funcién tiene corno maximo dos asintotas horizontales.
(2) La grafica de la funcion puede cortar a las asintotas horizontales.

c¢) Asintotas oblicuas
Larecta y=mx+n, m #0, es una asintota oblicua de f(x) si existe alguno de los siguientes

limites:
lim(f(x)—mx—n)zO lim(f(x)—mx—n)zo

X—>—00 X—>+00

en cuyo caso m = limM y n= lim(f(x)—mx)

X—>0 X X—>0

Observaciones:
(1) Una funcioén puede tener como maximo dos asintotas oblicuas.
(2) Si una funcion tiene asintota oblicua no tiene asintota horizontal y reciprocamente.
(3) La grafica de la funcidn puede cortar a las asintotas oblicuas en uno o varios puntos.

7°) PUNTOS DE DISCONTINUIDAD

f(x) es continua en x = a cuando lim f(x)=f(a) , y por tanto la funcién f (x)presenta

discontinuidad en un punto cuando o no existe el limite de la funcién en dicho punto o cuando ese
limite no coincide con el valor que toma la funcién en €l.

8°) MONOTONIA
a) Intervalos de crecimiento: f"'(x)> 0 para todos los x del intervalo

b) Intervalos de decrecimiento: f'(x)<0 para todos los x del intervalo

¢) Puntos criticos:
x =a es un posible maximo o minimo de f(x) si f'(a)=0

Si f"(a)>0, entoncesf(x) tiene enx=a un minimo

Si f"(a)<0, entonces f(x) tieneenx=a unmaximo
Para determinar la monotonia de la funciéon hay que estudiar el signo de f '(x) .

9% CURVATURA
a) Intervalos de convexidad: f"(x)>0 para todos los x del intervalo

b) Intervalos de concavidad: f"(x)<0 para todos los x del intervalo
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¢) Puntos de inflexion:
x =a es un posible punto de inflexion de f(x) si f"(a)=0

Si f"(a)>0 ,entonces f(x) tiene en x =a un punto de inflexion concavo-convexo

Si f"(a)<0,entonces f(x) tiene en x =a un punto de inflexién convexo-concavo

Para determinar la curvatura de la funcion hay que estudiar el signo de f “(x) .

Ejercicio 31. Realiza, estudiando todas sus propiedades, la grifica de y=x", y a partir de ella,
obtén la grafica de:

a) y=x+1 b) y:(x—2)3 c) y:(x—2)3+1

Ejercicio 32. Estudia y representa las graficas de las funciones:

X2 b) y=x
x—1

a) y=

Ejercicio 33. Estudia y representa las siguientes funciones:

1) y=x"—4x" +4x 10) y=x’—x’
2) y=x"—x 1) y=x’
x’ x’ -1
)V x*+1 )V x*+1
X 4x
)y x*+1 )y 2x+5
5) y=ln( x2+1) 14) y=e"+x
X x? +3x
X 1
7 = 16 =
)f(x) x* =9 )f(x) x*—5x+6
x' -4 x*+1
8) f(x): ) 17) f(x)z
X’ -1 x’ -1
) £(x)=5 ) 1) ="

12.- OPTIMIZACION DE FUNCIONES

Optimizar una funcion es obtener el valor o valores de la variable independiente que maximizan o
minimizan la funcién objeto de estudio.

Ejercicio 34. Tras la aparicion de una cierta enfermedad infecciosa, el numero de afectados viene
dado por la funcion p (t) =48> =21, siendo t el numero de dias desde que se detecté el primer

caso. Se pide: ;Cudntos dias transcurriran hasta que la enfermedad deje de propagarse?
¢ Cuando aumenta el numero de personas afectadas? ;Cuando disminuye? ;Cudndo se detecta
el numero maximo de personas afectadas? ;Cudntas son las personas afectadas en ese
momento?

22
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 11



Departamento de Matematicas

Ejercicio 35. La trayectoria de una bala, medida en metros, viene dada por la funcion

f(x)z %(—x2 + 80x)

donde x expresa el tiempo en segundos. 1) ;Cuantos metros recorre la bala transcurridos 39
segundos? 2) ;Cudntos segundos han de transcurrir para que la bala empiece a descender? 3)
;A qué altura maxima llega antes de comenzar a descender? 4) ;En qué momentos alcanza
una altura de 30 m.?

Ejercicio 36. Unos grandes almacenes abren a las 10 horas y cierran a las 22 horas. Se ha
comprobado que el numero de visitantes puede representarse, en funcion de la hora del dia,
como:

N(t)=-1>+36t+260 con 10<t<22

1) ¢Cuantos clientes han pasado por los almacenes a las 12 de la maniana? 2) ;A qué hora hay
la maxima afluencia de clientes? 3) ;Cudl es el maximo numero de clientes que registran? 4)
¢ Cudntos clientes quedan a la hora de cerrar?

Ejercicio 37. La atencion ante un anuncio de television (en una escala del 0 a 100) de 3 minutos
de duracion se comporta segun la funcion

A(t)=-10£* + 40t + 40 con 0<t<3.

1) ;A cuantos minutos de comenzar el anuncio se presta la maxima atencion? 2) Cuando
finaliza el anuncio, jen qué punto de la escala de atencion se esta? 3) ;En qué punto de la
escala de atencion se esta transcurrido 90 segundos?

Ejercicio 38. El beneficio en euros por kilogramo de un alimento perecedero se estima que viene
dado por la funcion

B(x)=4x-2x"-0,68
donde x es el precio en euros de cada kilogramo del alimento. 1) ;Entre qué precios por

kilogramo se obtienen beneficios? 2) ;A qué precio se obtiene el mdximo beneficio? 3) Si en un
comercio se tienen 1000 kilogramos de ese alimento ;Qué beneficio mdximo puede obtener?

Ejercicio 39. Halla un numero “xy” tal que la suma de sus cifras sea 12 y de modo que la suma
del cubo de la cifra de las decenas y del triple del cuadrado de la cifra de las unidades sea lo
mads pequenia posible.

Ejercicio 40. Halla dos numeros que sumados den 20 y que su producto sea maximo.

Ejercicio 41. Halla dos numeros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro sea
maximo, si la suma de dichos numeros es 40.

Ejercicio 42. Cudles son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m’ de superficie, para
poderlo cercar con una valla de longitud minima.

Ejercicio 43. Una cuerda de 120 metros de longitud se divide en dos trozos. Con el primero de

2

ellos se forma un cuadrado de lado “x” y con el segundo trozo se forma un rectangulo de base

. “_ . G _ .

x” yde altura “y”. Halla los valores de “x”" e “y” para que la suma del darea del cuadrado y
el doble del area del rectangulo sea lo mayor posible y calcula este valor maximo.
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Ejercicio 44. Un agricultor sabe que si vende hoy su cosecha podrad recoger 50 000 kg, que le
pagaran al precio de 20 céntimos por kg. Por cada dia que espere, la cosecha disminuird en
800 kg, pero el precio aumentara en 3 céntimos por kg. ;Cudntos dias deberd esperar para
obtener el mayor beneficio?

Ejercicio 45. Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m” de superficie. El
metro lineal de tramo horizontal cuesta 24 euros y el tramo vertical 40 euros.
a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.
b) Determinar el coste del marco.

Ejercicio 46. En una oficina de correos solo admiten paquetes con forma de paralelepipedo
rectangular, tales que la anchura sea igual a la altura y, ademds, la suma de sus tres
dimensiones debe ser de 72 cm. Halla las dimensiones del paralelepipedo para que el volumen
sea mdximo.

Ejercicio 47. Se dispone de un papel rectangular de 2 metros cuadrados de superficie para
diseniar un cartel publicitario. Los margenes del cartel han de ser: 0,2 metros el superior, 0,1
metro el inferior, 0,1 metro el izquierdo y 0,05 metros el derecho. Calcular las dimensiones que
debe tener el papel para que la parte que se ha de imprimir sea maxima. ;Qué superficie
tendria la parte impresa?

Ejercicio 48. El coste de produccion de x unidades diarias de un determinado producto es

%xz +35x+25, y el precio de venta de una de ellas es 50—% miles de euros. Halla el numero

de unidades que deben venderse diariamente para que el beneficio sea maximo.

En los siguientes problemas nos piden optimizar funciones pero en intervalos cerrados del tipo
[a,b] . Para abordar este tipo de problemas con éxito es conveniente tener en cuenta las siguientes

consideraciones:
e Los extremos del intervalo: a y b

e Los xe(a,b): f'(x)=0 (posibles extremos relativos)

e Los x enlos que no existe f'(x)

Ejercicio 49. Se considera la funcién f(x) =3x* +4x’ —12x* +1. Se pide:

a) Pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x =—1.
b) Escribe los intervalos en donde la funcion es creciente y en donde sea decreciente

¢) Determina los valores de x en los que la funcion alcanza mdximos y minimos relativos.
d) Valor minimo que toma la funcion en el intervalo [- 1, 2].

Ejercicio 50. Se considera la funcién f(x)=x’-3x-2. Se pide:

. . . 1
a) Pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x = 5

b) Escribe los intervalos en donde la funcion sea creciente y en donde sea decreciente.
¢) Determina los valores de x en los que la funcion alcanza mdaximos y minimos relativos.
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13.- EJERCICIOS DE SELECTIVIDAD

1. [Junio 2000] Dada la funciéon f(x)=2x’ +3x* —12x+4 . Se pide:
1) Pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f'en el punto de abscisa x =2.
i1) Escribir los intervalos, en donde la funcion f'sea creciente y en donde sea decreciente.
ii1) Determinar los valores de x en los que la funcidn f'alcanza un méaximo relativo y un minimo
relativo, respectivamente. ;Cuanto vale la funcion f'en esos puntos?
iv) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [—3, 1] . Razona tu respuesta.

— si x<—
X 2

2. [Junio 2000] Dada la funcion f(x)=<2x+1 si _—j <x<0 Se pide:

x*+1 si x=0

1) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f (x).
2) Representacion grafica de f(x).

3) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [0, 3] . Razona tu respuesta.

3. [Septiembre 2000] El consumo de agua de un colegio viene dado por la funcion:
0 si t<0
f()=1:0,1£ —0,675t> +1,35t si 0<t<3,5
0 si t>3,5

en donde 7 es el tiempo en horas a contar desde la apertura del colegio y A7) es el consumo en m’.
Se supone que la jornada escolar comienza a las 10 horas y finaliza a las 13.5 horas. Se pide:

1) ¢(Cuando el consumo de agua es creciente? ;Cudndo el consumo es decreciente?

2) ¢(En qué momento el consumo es maximo y en qué momento es minimo?

4, [Septiembre 2000] Dada la funcién:
2 si x<-3
f(x)= |x+1| si —3<x<0 Se pide:
2x* —4x+3  si x>0
1) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion.
2) Representacion grafica de f(x).

3) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [0, 3] . Razona tu respuesta.

5. [Reserva Junio 2000] Tras la aparicion de una cierta enfermedad infecciosa, el numero de
afectados viene dado por la funcion p(¢) = 48> -2+, siendo ¢ el nimero de dias desde que se

detecto el primer caso. Se pide:
1) (Cuantos dias transcurriran hasta que la enfermedad deje de propagarse?
2) (Cuando aumenta el numero de personas afectadas? ;Cudndo disminuye?
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3) (Cuéndo se detecta el nimero maximo de personas afectadas? ;Cuantas son las personas
afectadas en ese momento?

6. [Reserva Junio 2000] Dada la funcion:
f(x)= {

Se pide:
1) Determinar el valor de a para que f (x) sea continuaen x=0.

X +a si x<0

X +(a-Dx+3 si x>0

2) Para el valor de a calculado en el apartado anterior, dibujar la grafica de la funcion y
estudiar la derivabilidad en cero.

3) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [0, 4] . Razona tu respuesta.

1. [Reserva Septiembre 2000] Se dispone de un papel rectangular de 2 m* de superficie para
disefiar un cartel publicitario. Los margenes del cartel han de ser: 0,2 m el superior, 0,1 m el
inferior, 0,1 m el izquierdo y 0,05 m el derecho. Calcular las dimensiones que debe tener el papel
para que la parte que se ha de imprimir sea maxima. ;Qué superficie tendria la parte impresa?

|2x — 1| si x<0
8. [Reserva Septiembre 2000] Dada la funciéon f(x) = a si 0<x<1
X" +3x  si x>1
Se pide:
1) Determinar el valor de a para que la funciéon f (x) sea continuaen x=0.
2) Paraesevalorde a (Es f (x) continua para todo valor real de x ?

3) Graficade f(x).

4) Estudia los extremos absolutos de f en el intervalo [O, 3] . Razona tu respuesta.

9. [Junio 2001] Halla un numero "xy" tal que la suma de sus cifras sea 12 y de modo que la

suma del cubo de la cifra de las decenas y del triple del cuadrado de la cifra de las unidades sea lo
mas pequeiias posible.

x+t si x <=2
10.  [Junio 2001] Dada la funcién f(x)=+<x*—2¢ si —2<x<2
4x -8 si x>2

a) Halla el valor de "¢" para que la funcidn sea continua en todos los niimeros reales.
b) Estudiar (con el 7 obtenido en el apartado anterior) la derivabilidad en —2 y en 2.
c) Para el valor de "¢" obtenido en el apartado anterior, representa graficamente la funcion.

d) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [—2, 2] . Razona tu respuesta.

11.  [Septiembre de 2001] El precio, en euros, que la accion de una empresa alcanza en el
transcurso de una sesion de bolsa, viene dado por la funcion

p(t) =407 —4207* +1200¢ +200

en donde ¢ es el tiempo en horas a contar desde el inicio de la sesion. Supongamos que la sesion
comienza a las 10 de la mafiana y finaliza 7 horas después. Se pide:
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a) ;Entre qué horas el precio de accion sube?

b) (Entre qué horas el precio de la accion baja?

¢) (A qué hora el precio de la accion alcanza un maximo relativo? ;Cudl es ese valor?
d) (A qué hora el precio de la accidon alcanza un minimo relativo? ;Cudl es ese valor?
e) /A qué hora el precio de la accidon alcanza su valor mas grande? ;Cudl es ese valor?

x’=1 si x<2
[Septiembre 2001] Dada la funcién f(x)=7 ¢ _ . Se pide:

— si x>2
X

Estudia la continuidad y la derivabilidad de f'(x).
Representacion grafica de f'(x).

Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [—1, 1] . Razona tu respuesta.

[Reserva Septiembre 2001] Una cuerda de 120 metros de longitud se divide en dos trozos.

Con el primero de ellos se forma un cuadrado de lado x y con el segundo se forma un rectangulo
de base x y de altura y. Halla los valores de x e y para que la suma del area del cuadrado y el

doble del area del rectangulo sea lo mayor posible y calcula este valor maximo.

|x + 1| si x<0

14.  [Reserva Septiembre 2001] Dada la funcién f(x)=4-x>+1 si 0<x<2 .
-2 Si x>2

Se pide:

(a) Estudia la continuidad de f(x).
(b) Representacion grafica de f (x).

(c) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [—3, 1] . Razona tu respuesta.

15.  [Reserva Junio 2001] Dada la funcion
_—1 si x<0
X
f(x)=4 x*+1 si 0<x<2
Sx+15 si x=>2
Se pide:

1) Estudia la continuidad y la derivabilidad de f (x)
2) Representacion grafica de f'(x)

3) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [—1, 2] . Razona tu respuesta.

16.

[Reserva Junio 2001] Se considera la funcion f(x)=3x"+4x"-12x*+1. Se pide: a)

Pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x =—1. b) Escribe
los intervalos en donde la funcion sea creciente y en donde sea decreciente. ¢) Determina los
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valores de x en los que la funcidén alcanza maximos y minimos relativos. d) Valor maximo que

toma la funcién en el intervalo [-1, 2].

17.

18.

19.

16—x’ si -2<x<2
x’ si 2<x<3
a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f .

b) Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcionen x=1.
¢) Determinar los valores de x en los que la funcion alcanza su maximo y su minimo
absolutos.

[Junio 2002] Dada la funcion f(x) :{

—x*+5x—4 si 0<x<?2

Septiembre 2002] Dada la funcién f(x)=
[Sep | f() {x+k si 2<x<9

a) Estudiar la continuidad de f .
b) Representa graficamente f .

[Septiembre 2002] Supongamos que el momento actual corresponde al valor x =0 de la

variable tiempo y que las pérdidas o ganancias ( y) de una empresa que acaba de fundarse siguen

una funcion del tipo y:(x—l)z—l. Basandose en la representacion grafica de esa funcion

determinar:

20.

21,

22,

a) Los intervalos de tiempo en que la empresa tiene pérdidas y en cuales tiene ganancias.
b) En qué momento tiene la mayor pérdida.
¢) En qué momento no tiene ni pérdidas ni ganancias.

1 si 0<x<1
x+1

[Reserva Junio 2002] Dada la funcion f(x)z X si I<x<3
6—x st 3<x<4

a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f .
b) Representa graficamente f .

c) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [2, 4] . Razona tu respuesta.

[Reserva Junio 2002] Se considera la funcion f(x)=x’—3x—2. Se pide:

1 r 7 . 1
a) Pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x = 5

b) Escribe los intervalos en donde la funcion sea creciente y en donde sea decreciente.
c¢) Determina los valores de x en los que la funcidén alcanza maximos y minimos relativos.

[Reserva Septiembre 2002] Determinar los valores de "a" y de "b" en la ecuacion de la

parabola y = ax’ +bx+2 sabiendo que tiene el punto (1,-2) comun con la recta y =—2x,y que

dicha recta es tangente a la parabola en ese punto.
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23. [Reserva Septiembre 2002] En un estudio sobre el coste de produccion de una empresa de
ordenadores, se ha concluido que producir x unidades de un determinado componente tiene un

coste expresado por la funcién f (x) =0,01x" +x+1. La venta de x unidades de ese componente
proporciona unos ingresos que vienen determinados por la funcién g(x)=(6+0,25x)-x, siendo x

el nimero de unidades producidas.
a) Calcular el nimero de unidades que deben producir para que los costes sean minimos.
b) Hallar la expresion, en funcion de x, de los beneficios, suponiendo que se venden todas
las unidades que se producen.
c¢) Calcular el nimero de unidades que deben producir y vender para que los beneficios sean
maximos.

—x* +kx si 0<x<2

24.  [Junio 2003] Dada la funcion f(x)=
x’—6x+10 si x>2

a) Calcula el valor de £ para que la funcion sea continuaen x=2.
b) Representa graficamente f para el valor de £ hallado en el apartado anterior.

c) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [0, 5] . Razona tu respuesta.

25.  [Junio 2003] El namero de personas que utiliza las instalaciones de una piscina de verano
viene expresado por la funcion f(¢)=10#'-120¢ +450¢, en donde ¢ expresa el tiempo

transcurrido desde la apertura de la piscina, 12 de la mafiana (instante ¢ =0), hasta el cierre de la
piscina que se produce a las 19 horas de la tarde.

1) (Cuéntas personas quedan a la hora de cerrar la piscina?

2) (A qué hora el numero de personas es mayor? ;Cuéntas hay en ese momento?

3) (A qué hora el numero de personas es menor? ;Cudantas hay en ese momento?

4) Periodos en los que el numero de personas crece o decrece.

— 42 — 1 <
26.  [Septiembre 2003] Dada la funcién f(x)={ ~ ~>* * S X=3
x+k si x>3

a) Calcula el valor de k& para que la funcion sea continua en x=3.
b) Representa graficamente f para el valor de £ hallado en el apartado anterior.

c¢) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [1, 3] . Razona tu respuesta.

27.  [Septiembre 2003] El precio en euros de cada accién de una empresa viene determinado, en
el transcurso de una sesion bursatil, por la funcion f (t) =1 —6t> +9t+1en donde ¢ expresa el

tiempo transcurrido desde el inicio de la sesion. Suponiendo que ésta comienza a las 10 horas
(instante 7 =0) y finaliza, por problemas técnicos, tres horas y media después. Se pide: 1) El precio
de la accion al cabo de dos horas. 2) Hora en que la accidon adquiere su valor maximo. ;Cudl es ese
valor? 3) Horas en que la accion adquiere su valor minimo. ;Cudl es ese valor? 4) Periodos en los
que el precio de la accion sea creciente o decreciente.

28.  [Reserva Junio 2003] Dada la funcion f(x)= ‘—%xz +3

a) Estudia su continuidad en x =3
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b) Representa graficamente f .
c¢) Estudia los extremos absolutos de fen el intervalo [—3, 3] . Razona tu respuesta.

29.  [Reserva Junio 2003] La temperatura (7') de una reacciéon quimica en un laboratorio de
productos agricolas viene dad, en funcion del tiempo ¢ en horas, por la expresion
T(t)=2t—1t" para 0<¢<2.

a) (Qué temperatura habra a los quince minutos?
b) (En qué momento volvera a alcanzarse esta misma temperatura?
c¢) Halla las temperaturas maxima y minima alcanzadas y lo momentos en que se producen.

30. [Reserva Septiembre 2003] Dada la funcién

—x+7 si 5<x<-2
f(x)=1 3
-x*+k si —2<x<£2

a) Calcula el valor de k& para que la funcidn sea continua en x =-2.
b) Representa graficamente f para el valor de £ hallado en el apartado anterior.

¢) Estudia los extremos absolutos de f'en el intervalo [—2, 2] . Razona tu respuesta.

31. [Reserva Septiembre 2003] El producto de dos niimeros reales positivos es 18. Hallar
dichos numeros de forma que la suma de tres veces el cuadrado del primero mas nueve veces el
segundo sea lo mas pequeia posible.

x*=2x si  x<0
32.  [Junio de 2004] Dada la funciéon f(x) = < —-1+2x si O0<x<I1. 1) Representa
X" +2x si x>1

graficamente f. 2) Estudia su continuidad en los puntos x = 0 y x = 1. 3) Estudia los extremos
absolutos de f'en el intervalo [O, l] . Razona tu respuesta.

33.  [Junio de 2004] Una compafiia de autobuses interurbanos ha comprobado que el nimero de
viajeros (V) diarios depende del precio del billete (p) segtin la expresion:
N(p)=300-6p

1) Dar la expresion que nos proporciona los ingresos diarios (I) de esa compaiiia en funcion del
precio del billete. 2) ;Qué ingreso diario se obtiene si el precio del billete es 15 euros? 3) ;/Cual es
el precio del billete que hace maximo los ingresos diarios? 4) ;Cuales son esos ingresos maximos?

x> 4+3x+2 si x<0
34.  [Septiembre de 2004] Dada la funcion f(x) = 2 si 0<x<I.
x*—4x+5 si x>1

1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad en los puntos x =0 y x = 1. 3) Estudia los
extremos absolutos de f'en el intervalo [1, 5] . Razona tu respuesta.

35.  [Septiembre de 2004] La altura en metros, H, que alcanza una pelota lanzada verticalmente
hacia arriba, viene dada en funcion del tiempo en segundos por la expresion: H (t)= 20t — 217,
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1) ;/Qué altura habra alcanzado a los tres segundos?
2) (En qué momentos alcanzara 32 m de altura? 3) ;Cual es la altura maxima que alcanza?
 Donde?

x*+4x+3 si x<-1

(x-2)> si x=0
1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f'en el
intervalo [O, 3] . Razona tu respuesta.

36. [Reserva 1de 2004] Dada la funcion f(x) = {

37. [Reserva 1 de 2004] El beneficio (B) mensual, en miles de euros, de una fabrica de
camiones viene dado en funcidon del nimero de camiones (x) fabricados en un mes por la expresion:

B(x): L,2x — (O, 1x)3. 1) /Qué beneficio mensual obtiene si fabrica 10 camiones en ese mes? 2)

(Cuantos camiones tiene que fabricar en un mes para que el beneficio de ese mes sea maximo? 3)
(Cudl es ese beneficio maximo?

-|x + 2| si x<0
38.  [Reserva 2 de 2004] Dada la funcion f(x) = { x> -2 si 0<x<3.
4 si x>3

1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad en los puntos x = 0 y x = 3. 3) Estudia los
extremos absolutos de f en el intervalo [0, 3] . Razona tu respuesta.

39. [Reserva 2 de 2004] La produccion (P) en kg. de cierta hortaliza en un invernadero depende
de la temperatura (¢) de éste en grados centigrados y viene dada por la expresion:

P(t)=(+1y(32-1)
1) ;Qué produccion se obtiene si la temperatura es de 18°C? 2) ;A qué temperatura se produce la
maxima produccion? 3) ;Cual es esa maxima produccion?

—x’+4 si x<-1

40.  [Junio de 2005] Dada la funcién f(x) :{ 1) Representa graficamente f.

|x—2| si x>-1

2) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.

41.  [Junio de 2005] Si la relacion funcional entre la superficie de un cuadro y su base viene
dada por S =150x —x* siendo x la base en cm. 1) ;Cual es la superficie de un cuadro que tiene de
base 25 cm.? 2) ;Qué dimension ha de tener la base de un cuadro para tener una superficie maxima?
3) (Cual es esa superficie maxima?

3 si x<-2
42.  [Septiembre de 2005] Dada la funcién f(x) = {x*—x—-2 si —-2<x<2 1)Representa
-X+2 sl X >2

graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el intervalo
[-2, 2]. Razona tu respuesta.
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43.  [Septiembre de 2005] Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversioén cuya
rentabilidad, R en euros viene dada por: R(x): —0,01x* + 5x + 2500, siendo x la cantidad que se

invierte. 1) ;Qué rentabilidad obtiene un inversor que invierte 1000 euros? 2) ;Cuanto ha de invertir
si quiere obtener una rentabilidad maxima? 3) Calcula esa rentabilidad maxima.

0 si. x<-1
44.  [Reservalde 2005] Dada la funcién f(x)= <-x*+2x+3 si —1<x<3 1)Representa
-1 si x>3

graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el intervalo
[-1, 3]. Razona tu respuesta.

45.  [Reserva 1 de 2005] Un cohete se desplaza segan la funcion d =100z +2000¢>, en la que d
es la distancia recorrida en km. y # el tiempo en horas. 1) ;A qué distancia del punto de salida estara
cuando haya transcurrido 1 hora?, ;y cuando hayan transcurrido 3 horas? 2) Sabiendo que la
funcion velocidad se obtiene derivando la funcion distancia, ;jcudl es la expresion de la funcion
velocidad? 3) ;Qué velocidad ha alcanzado cuando han pasado 3 horas?

1)’ si x<0
46.  [Reserva 2 de 2005] Dada la funcién f(x)= 5“ yoostox
X" —4x+1 si x>0
1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f'en el

intervalo [-3, 3]. Razona tu respuesta.

A47. [Reserva 2 de 2005] El técnico de un Hipermercado observa que si el precio al que venden

la botella de agua es x céntimos de euro, sus beneficios vendran dados por la expresion
B=-x"+100x — 2300

en euros al dia. 1) ;Qué beneficio obtienen si venden la botella a 40 céntimos? 2) ;Qué precio

deben poner a la botella para obtener un beneficio maximo? 3) ;Cual sera ese beneficio maximo?

X si x<-1
48.  [Junio de 2006] A) Dada la funcion f(x) =4 -x> si -l<x<l1
x*-4x  si x>1
1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f en
el intervalo [—5, O]. Razona tu respuesta.

49.  [Junio de 2006] B) El beneficio en euros por kilogramo de un alimento perecedero se
estima que viene dado por la funcion

B(x)=4x-2x"-0,68
donde x es el precio en euros de cada kilogramo del alimento. 1) ;Entre qué precios por kilogramo
se obtienen beneficios? 2) ;A qué precio se obtiene el maximo beneficio? 3) Si en un comercio se
tienen 1000 kilogramos de ese alimento ;Qué beneficio maximo puede obtener?
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2x+8 si x<-3
50.  [Septiembre de 2006] A) Dada la funcién f(x)=1x" -2 si -3<x<2
2x-2  si X2

1) Representa graficamente f.  2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f'en
el intervalo [—3 , 2]. Razona tu respuesta.

51.  [Septiembre de 2006] B) La atencion ante un anuncio de television (en una escala del 0 a
100) de 3 minutos de duracion se comporta segtn la funcion

A(t)=-10¢* + 40t + 40 con 0<¢<3.
1) (A cuéantos minutos de comenzar el anuncio se presta la maxima atencion? 2) Cuando finaliza el

anuncio, jen qué punto de la escala de atencion se esta? 3) ;En qué punto de la escala de atencion
se esta transcurrido 90 segundos?

6 si x <-4

52.  [Reserva 1 de 2006] A) Dada la funcién f(x) =< (x + 2)2 sio 4<x<-1
4 si x>-1

1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f'en el
intervalo [—4, -1]. Razona tu respuesta.

53.  [Reserva 1 de 2006] B) Unos grandes almacenes abren a las 10 horas y cierran a las 22
horas. Se ha comprobado que el nimero de visitantes puede representarse, en funcioén de la hora del
dia, como:

N(t)=—t+36t+260 con 10<¢<22

1) (Cuantos clientes han pasado por los almacenes a las 12 de la mafiana? 2) ;A qué hora hay la
maxima afluencia de clientes? 3) ;Cual es el maximo nimero de clientes que registran? 4) ;Cuantos
clientes quedan a la hora de cerrar?

X +1 si x<1
54.  [Reserva 2 de 2006] A) Dada la funcién f(x)=<-x*+6x-5 si 1<x<5
x-5 si x2>5

1) Representa graficamente f. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f'en el
intervalo [2, 7]. Razona tu respuesta.

55.  [Reserva 1 de 2006] B) La trayectoria de una bala, medida en metros, viene dada por la

funcion f (x): %(—x2 + 80x), donde x expresa el tiempo en segundos. 1) ;Cuantos metros recorre

la bala transcurridos 39 segundos? 2) ;Cuantos segundos han de transcurrir para que la bala
empiece a descender? 3) ;A qué altura maxima llega antes de comenzar a descender? 4) ;En qué
momentos alcanza una altura de 30 m.?
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x*—1 si x<0
(x-1)* si x>0
Estudia su continuidad en el punto x = 0. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el intervalo
[0, 3] . Razona tu respuesta.

56.  [Junio de 2007] A) Dada la funciéon f(x) = { 1) Dibuja su grafica. 2)

57.  [Junio de 2007] B) La cotizacion de las acciones de una determinada sociedad, suponiendo
que la Bolsa funciona todos los dias de un mes de 30 dias, responde a la siguiente ley:

C = x> —45x* +243x + 30000
siendo x el nimero de dias. 1) ;Cual ha sido la cotizacion en Bolsa el dia 2? 2) Determina los dias
en que alcanza las cotizaciones maxima y minima. 3) Calcula esas cotizaciones maxima y minima.

2 .
58.  [Septiembre de 2007] A) Dada la funcion f(x) ={X FAXES stX<O0 gy hibia su

(x-1) si x>0
grafica. 2) Estudia su continuidad en el punto x =0. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el
intervalo [O, 4] . Razona tu respuesta.

59.  [Septiembre de 2007] B) En un determinado modelo de coche el consumo de gasolina, para

velocidades comprendidas entre 20 y 160 Km/h, viene determinado por la funcion
C(x)=28-0,045x +0,00025x"

y viene expresado en litros consumidos cada 100 km, recorridos a una velocidad constante de x

km/h. 1) ;Cuantos litros cada 100Km. consume el coche si se conduce a una velocidad de 120

Km/h? 2) ;A qué velocidad consume menos? y ;cuanto consume? 3) ;A qué velocidades se ha de

conducir para consumir 10 litros cada 100 Km?

si x>0

1) Dibuja su
si x<0

2 —
60. [Reserva 1 de 2007] A) Dada la funcion f(x) = {‘ X OZX‘

grafica. 2) Estudia su continuidad en el punto x = 0. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el
intervalo [-3, 3]. Razona tu respuesta.

61. [Reserva 1 de 2007] B) Durante 31 dias consecutivos las acciones de un cierta empresa han
tenido unas cotizaciones que vienen dadas por la funcién C = 0’1 x* -3 x + 100, donde x representa
el namero de dias transcurridos.

1) Encontrar las cotizaciones maxima y minima de la compaiiia y los dias en que se han conseguido.
2) Hallar los dias en que las acciones estuvieron en alza y en los que estuvieron a la baja.

X+2 st x<-1
62. [Reserva 2 de 2007] A) Dada la funcién f(x) =1 —x si —1<x<1 1) Dibuja su
-(x=2)* i x>1
grafica. 2) Estudia su continuidad en el punto x =1. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el
intervalo [-1, 1]. Razona tu respuesta.

63. [Reserva 2 de 2007] B) Un importador de caviar estima que si vende el kilo de caviar a x
euros, entonces su beneficio por kilo viene dado por la funcion B(x)= 160x — x* — 63000. 1) Indica
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entre qué precios obtiene beneficios el importador. 2) Calcula a qué precio debe vender el kilo de
caviar para obtener un beneficio maximo. 3) Calcula el beneficio maximo por kilo.

‘x + 2‘ si x<-1
64.  [Junio de 2008] A) Dada la funcién f(x) = kK si —l<x<1 1) Halla el valor de k

(x-2)> si x 21
para que la grafica sea continua para x = —1. 2) Para ese valor de k, dibuja la grafica. 3) Estudia los
extremos absolutos de f en el intervalo [—1, 1] . Razona tu respuesta.

65.  [Junio de 2008] B) Suponiendo que el rendimiento (R) en % de un estudiante en una hora
de examen viene dado R(t)z 300t(1—t) siendo 0 <t < 1 (tiempo en horas). 1) Representar

graficamente la funcion R(t). 2) Indicar cuando aumenta y disminuye el rendimiento y ;cuando se
hace cero? 3) ;Cuando es maximo el rendimiento y cual es?

—x?=2x+3 si x<0

66. [Septiembre de 2008] A) Dada la funcién f(x) = { 1) Dibuja su

|x — 3| si x>0
grafica. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el intervalo [0, 3].

Razona tu respuesta.

67. [Septiembre de 2008] B) Una empresa ha realizado un estudio acerca de los costes de
produccion llegando a la conclusion de que producir x unidades de un objeto dado tiene un coste

(en euros) expresado por f (x)= 0,25x> —25x+ 700 . 1) ;Cuéntas unidades han de producirse para

tener un coste de 175 euros? 2) Halla el numero de unidades que se deben producir para que el coste
sea minimo. 3) ¢Cual es ese coste minimo?

68. [Reserva 1 de 2008] A) Dada la funcién f(x) = { X+l st x<0 9 Dibyja su grafica. 2)
x-1)" si x>0

Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos absolutos de f en el intervalo [—4, 0]. Razona tu

respuesta.

69. [Reserva 1 de 2008] B) Existen unos fondos de inversion cuya rentabilidad, en funcioén de
la cantidad invertida en euros, viene dada por:

—0'0001x* +0'5x si0<x <4000
R(x) = :
400 st x =4000

1) ;Qué rentabilidad se obtiene al invertir 3000 euros? 2) ;Qué cantidad x, conviene invertir para
obtener la maxima rentabilidad. 3) ;Cual es esa maxima rentabilidad?

—x*+4 si -2<x<2
70. [Reserva 2 de 2008] A) Dada la funciéon f(x) = ) x-2 & 2<x<3 1) Dibuja su

(x—4)* si x >3
grafica. 2) Estudia su continuidad. 3) Estudia los extremos relativos de f en el intervalo [2, 5].

Razona tu respuesta.
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/1. [Reserva 2 de 2008] B) El beneficio (B) mensual, en miles de euros, de una fabrica de
coches viene dado en funcion del nimero de coches (x) fabricados en un mes por la expresion:

B(x)=1,2x-0,001x"
1) ;Cuantos euros de beneficio mensual obtiene si fabrica 10 coches en ese mes? 2) ;Cuantos

coches tiene que fabricar en un mes para que el beneficio de ese mes sea maximo? 3) ;Cual es ese
beneficio méximo?

/2. [Junio de 2009] A) Dada la funcién
0 si x<-2
f(x)z x’—4 si 2<x<3
(x- 2)2 si x>3
se pide: 1) Dibuja su grafica. 2) Estudia su continuidad en x = -2 y en x = 3. 3) Estudia los extremos
absolutos de f en el intervalo [—2, 3] . Razona la respuesta.

73.  [Junio de 2009] B) EI coeficiente de elasticidad de un producto, en funcién de la

temperatura (t) en grados centigrados, viene definido por la funcion:
2

ugzg—m+m

1) ;A qué temperatura o temperaturas se obtiene una elasticidad de 2? 2) Calcular el valor de la
temperatura para la que la elasticidad es minima. 3) Calcular ese minimo.

/4.  [Septiembre de 2009] A) Dada la funcion

-x-2 si x<-2
f(x)= x;Z sio 2<x<l1

~(x-2)" si x>1
se pide: 1) Dibuja su grafica. 2) Estudia su continuidad en x = -2 y x = 1. 3) Estudia los extremos
absolutos de f'en el intervalo [—2, 1] . Razona tu respuesta.

/5. [Septiembre de 2009] B) Una multinacional ha estimado que anualmente sus beneficios en
euros vienen dados por la funcién: B(x) =—16x" +24000x — 700000, donde x representa la

cantidad de unidades vendidas. Determinar: 1) Las unidades que se han de vender para obtener un
beneficio de 7300000. 2) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea
maximo. 3) El beneficio maximo.

76. [Reservalde 2009] A) Dada la funcion
1 si x<-3

f(x)z (x+1)2 si —3<x<l1
—4x+8 si x2>1

se pide: 1) Dibuja su grafica. 2) Estudia su continuidad en x = -3 y x = 1. 3) Estudia los extremos
relativos de f'en el intervalo [—4, 0]. Razona tu respuesta.
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/7. [Reserva 1 de 2009] B) En una empresa de produccion y venta de ordenadores, los
3
beneficios en cientos de euros, vienen dados por la expresion: B(x) = %—sz +55x+20, donde x

representa el numero de ordenadores vendidos en un dia. Calcula: 1) Los euros que ganara si vende
6 ordenadores en un dia. 2) La cantidad de ordenadores que deben ser vendidos para que el
beneficio sea maximo, teniendo en cuenta que la empresa no produce mas de 12 ordenadores por
dia. 3) El beneficio maximo en euros.

/8. [Reserva 2 de 2009] A) Dada la funcién
0 si x<—4
f(x): x*+4x si —4<x<0
x> =3x si x>0
se pide: 1) Dibuja su grafica. 2) Estudia su continuidad en x = - 4. 3) Estudia los extremos
absolutos de f'en el intervalo [—4, 0]. Razona tu respuesta.

79.  [Reserva 2 de 2009] B) Un restaurante abre a las 8 de la noche y cierra cuando todos los
clientes se han ido. La funcion

1 () =60z -10¢
representa el numero de clientes que hay en el restaurante en funcidén del nimero de horas que lleva
abierto (t). Se pide: 1) La hora de cierre del restaurante. 2) El nimero maximo de clientes que van

una determinada noche a este establecimiento. 3) ¢ A qué horas debemos ir si queremos que haya 50
personas en el restaurante?
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