ACTIVIDADES DE AMPLIACION
4 1 ‘ Matrices

a1 2), _ (=3 1), _(1 3
1. raralas matmces.A—(2 4>, B—( o _2), C <4 _3)

comprueba que AB = ACy, sin embargo, B # C, es decir, el producto de matrices no es cancelativo.

2 -4 0
2. Calcula, si es posible, la matriz inversa de M = (1 0 —1)
1 —4 1

3. Halla la forma de las matrices de orden 2 que conmuten con la matriz: <(1) 1)

13 1 -2 -3

oA |l14 3 -1 -4

4. Halla el rango de la matriz: A = 23 —4 -7 —3
38 1 -7 —8

5. Se consideran las transformaciones geométricas H(x, y) = (2x, 2y) y S(x, y) = (x, —y):
a) Escribe las matrices asociadas a las transformaciones H y S.

b) Escribe la matriz asociada a la transformacién compuesta S © H.

6. Dos personas A y B tienen gripe, el contacto con otras cuatro personas P1l, P2, P3 y P4, con las que trabajan,
hace posible el contagio. Se considera la matriz de contagio:

P1 P2 P3 P4
cC=A(1 0 1 1
Blo 1 0 1

donde 1 significa contagio y 0 no contagio. Las cuatro personas anteriores se relacionan con otras cuatro: P5,
P6, P7 y P8, siendo la matriz de contagio:

P5 P6 P7 P8

PL{0O0 1 0 O
D=pP21 1 0 0 1
P3{ 1 1 0 1
PA4\NO0O 1 1 1

Calcula la matriz C - D e interpreta los resultados.
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9 —3 9 —3
1. a5 = (18 _6>, AC = (18 _6)
2 -4 0|100
(F)
2. (1 0 -1]01 o) = LEL}
1 —4 110 0 1
1
1 -2 0 5 00
1 0 -1lo01 0 = [F, — F; F, — F];
1 —4 1{0 0 1
1
1 -2 0 — 00
2
1
0 2 —1-—5 10| = [FR+ R
1
0 —2 1|—-——01
2
1
1 -2 0 — 00
2
1
0 2 —-1{——=10
2
0O 0 0]-111
La matriz no tiene inversa, puesto que la tercera fila
esta formada exclusivamente por ceros.
. ab) (11 _ (11) [ab).
3. Se debe verificar: (c d> . (O 1) = (0 1) (c d)’

I = +

@{a

De donde ¢ = 0y a = d, con lo que la matriz pedida
es:

o + N
+ = |l

c
+d
d

Q |

(a b); siendo a, b € R
0 a

Actividades de ampliacion

\

4. Se reduce la matriz a la forma escalonada utilizan-
do las siguientes transformaciones elementales:
e F,— F - F, Fb— F — 2F,
F, — F, — 3F

1 3 1-2-3
01 2 1-1
* =
A 0-3-6-3 3
0 -1 -2-1 1
«F— F+3F, F,— F,+F
131 -2 -3
012 1-1
*x —
A 000 0 0
000 0 0

El rango de la matriz A es 2.

5. a) Hix, y) = (2x, 2y) —

— La matriz de H es: ((2) g)

Slx, y) = (x, —=y) =

. (1 o
= La matriz de S es: (0 _1)
b) (SOoH)(x,y)=S(H(x,¥))=S(2x,2y)=(2x,—2y),
por lo que la matriz asociada a la transforma-
cién compuesta

sen=(0 )29 (29

0100
6CD=1011 1001)_(1312),
: 0101 1101 1112)
0111
P5 P6 P7 P8
A1 3 1 2
se escribira: CD—B<1 1 1 2)

El 1 significa que P5, P6 y P7 han sufrido un con-
tagio a través de una sola de las personas P1, P2,
P3 o P4, previamente contagiados por A o B; el 2
es contagiado por contacto con dos enfermos y el 3,
por contacto con tres.
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

4 2 ‘ Determinantes

1l abec
01de|_
Demuestra que 00 23|~ 1
0034
3 5 4 —8
1 -2 3 6
Caleula:\ 17 55 11 44
2 4 1 4
7 x x 3
Resuelve la ecuacion: A 0
X 37 x
3 x x7

Calcula el valor de:

H o
W wwWw
UUo W
NN 0w
O N U1 W+

Dada una matriz cuadrada A, se denominan valores propios de esa matriz a los numeros x que satisfacen la
ecuacion |A — xI| = 0.

2 —2 —2
Halla los valores propiosde A =|—-1 0 —2
-1 -1 1

a

3 a
Dada la matriz A = (1 O) , discute su inversibilidad en funcion del parametro a y calcula su inversa para
3 0

-1
-2
a= 2.

1 1
Una compaiia aérea transporta diamantes en cajas de 2> y 1 kg. Cierto dia transportdé 60 cajas en total,

habiendo 5 mas de tamafo pequefio G I<g> que de mediano (% |<g>. Sabiendo que el precio que cobra esta
compafia por transportar cada kg de diamantes es de 4 000 euros y que el importe de los diamantes transportados
asciende a 125000 euros:

a) Plantea un sistema de ecuaciones para determinar el nimero de cajas de cada tipo envasadas.

b) Expresa matricialmente el problema y resuelve su determinante asociado.

¢) ¢Cuantas cajas de cada tipo se envasaron?

d) ¢Qué rango tiene la matriz ampliada?
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labc
1 01de:1(1)g§_ 231
o023 03 4 3 4
0034
3 5 4 —8 3 5 4 —4
1 -2 3 6 1 -2 3 3
2. 1122 —11 44| 2 M1 2 o1 2T
2 4 1 4 2 4 1 2
2_1; _2 _12 11 -5 -13
=22 =-22| 4 -4 -1|=
0 4 -4 -1 8 _5 _a
0 8 -5 —4
= 1650
Las transformaciones que se han hecho son:
1. Se saca 11 factor comun de la tercera fila y 2
de la cuarta columna.
2. F — F, — 3F,, F, - F, — F,
F, — F, — 2F,
3. Se desarrolla por a,,
7 x x 3 4 00 —4 400 0
3 x73x:x73x :X732X:
*Ix 37 x X 37 x X 3 7 2x
3 x x 7 3 x x 7 3 x x 10
40 0 O 40 0 O
|04 -4 0| _|04a0 0f_
X 3 7 2x x 3 10 2x
3 x x 10 3 x 2x 10
—4.4|10 22X 00— ax) =0 & x=*5
2x 10
Las transformaciones han sido:
1. F,, - F, — F, 3. F, - F, — F,
2. C,— C, + C, 4. C, — C, + C,
11111 10000
13333 12222 ;iii
4. 13555/=(12444| =5, .=
13577 12466 24 6 8
135729 124638
2 a2a [222
= =224 4|=16
2244 54 6
2246

Las transformaciones han sido:

1. Se resta C, a todas las columnas.
Se desarrolla por ay;.

Se repite el primer paso.

Se desarrolla por a;.

W

Actividades de ampliacion

2—Xx —2 —2
5. A-xI=| -1 —x -2
-1 -1 1—x
|A—=xI| =X -3¢ —4x+12=0 <
-2
= x = 2
3
6. Se calcula el determinante de la matriz,

3 a a
1 -10|{=a- ;_;‘=a-(—2+3)=a
3 -20

e Para a = 0 la matriz A es singular, no es inver-
sible.

* Para a # 0, la matriz es regular e inversible.
e La inversa para a = 2 es:

0 0 1 0 —4 2
adj A=|—-4 —6 12| (@ A'=|0 —6 2
2 2 —5 1 12 —5

0 -2 1
Afl — 0 _3 1
1 5
— 6 _——
2 2

Sean p, my g el nUmero de cajas pequefas, media-
nas y grandes, respectivamente:

p+tm+g = 60
a) p—m = 5
pt+2m+4g =125

1 11\ /p
b) {1 -1 0 m| =
1 2 4 g 1

(5oLl 553
()

por tanto: p = 25 cajas, m = 20 cajas, g = 15

o
o

Il
|
o

=

N
U1 O
H O+~

o
o

G~ Olw uoINn ==

g O OFE NN
[€;}

Ulw uld alpd

cajas. 1 11 60
d) La matriz ampliada es: {1 —1 0 5
1 2 41125

El rango de esta matriz es menor o igual que 3,
pero como el determinante asociado es distinto
de cero, es decir, hay tres columnas linealmente
independientes, se concluye que el rango es tres.
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

4 3 ‘ Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

1. Resuelve el sistema:

X+ 2y + z

—x + 4y + 3z + 2t
X+ 7y + 7z + 4t
2X + 22+ t=

0
0
0
0

2. Resuelve el siguiente sistema por el método de la matriz inversa:

3x — ¥y = 2
2x+ y+ z= 0
3y+ 2z= -1

3. Discute y resuelve el sistema, segln los valores del parametro a:

X+ y—z =3
3x + 4y — z =5
X+ y—az =3
ax +2y+ @+ 2z=a — 2

4. Discute, segln los valores de los parametros ay b, el sistema y resuélvelo en su caso:

2x + y =1
X+ y— 2z 1
3x+y+az=5b

5. Un determinado inversor dispone de un capital C que invierte en tres productos financieros a, by c. Se desea
saber cual es el interés de a, cual el de by cual el de ¢, sabiendo que:

— Si invierte el 15 % en a, el 50 % en by el resto en ¢, obtiene una rentabilidad del 5 %.
— Si invierte el 30 % en a, el 45 % en cy el resto en b, obtiene una rentabilidad del 5,5 %.
— Si invierte exclusivamente a partes iguales en a y b, obtiene una rentabilidad del 6,5 %.

Plantea el sistema de ecuaciones correspondiente y resuélvelo.

1 11 2
6. Dado el sistema: x| 2] + |0 1 <}z/> =3
1 10 2

Exprésalo en la forma matricial A X = By resuélvelo por el método de la matriz inversa.
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1.

SOLUCIONES

El sistema es homogéneo, por lo que es compatible:

1210 |1 210
-1432/_|0 642|_ (5’22:0
1774 |0 564 | o
2021 |0-401

Las transformaciones han sido:
1. Ff, > F,+F,F,— F,— F,F,— F, — 2F,
2. Se desarrolla por a,;.

El sistema es indeterminado, se elige una submatriz
B, con | B| # 0, se aplica el teorema de Rouché y
el sistema es de Cramer.

121
B=(-143
202

x+2y+ z=0
|B] =16 = § —x + 4y + 3z = —2t
2X +2z= —t
3t t —7t
x=—;,y=—,z=—,;t=t€R
8 4 8

2
( O),esdecir,AX: B

-1

-1 2 -1
|[Al =1y At'=|—-4 6 —3], por tanto:
6 -9 5
—1
X=A'-B & X=|-5
7
11 —1 3 00 —1+a O
3. |M*‘_34 1 5 34 -1 5
11 —a 3 11 -—a 3
az2at2 a—-2| (a2 at+t2 a-2
3 4 5
=(-1+a|l11 3 =
az2a—?2
=(-1+a- -(=a+ 7a— 6)
—14+a=0 < a=1
(M*| =0 = .
—-a*+7a—6=0 < a={6
e Sia=1,rango M* = rango M = 3, el sistema
es compatible determinado: x = 7; y = —4; z= 0.
e Sia= 6, rango M* = rango M = 3, el sistema
es compatible determinado: x = 7; y = —4; z = 0.

e Sia#1lya# 6, rango M* = 4, como el rango
de M es, como maximo, tres, el sistema es incom-
patible.

Actividades de ampliacion

2x+y =1 21 0
X+ty—2z=1;M=(11 —-2])y|M|=a—2

3x+y+az =b 31 a

De la matriz ampliada M* se extrae una submatriz
B de orden tres en la que figuren los parametros a

y b:

10 1
B=(1-21],|B| =21 - b
1

a b
e Sia=2yb=1,rango M = 2 = rango M*,
como el nimero de incognitas es 3, el sistema es
compatible indeterminado, las soluciones se obtie-
nen del sistema:

2x+y=1
x+ty=1+2z
xX=—-2zy=1+4z z=2zconz€&ER

e Sia=2yb#1, rango M < 3y rango MI* = 3,
por lo que el sistema es incompatible.

e Sia# 2, rango M = rango M* = 3, por lo que
el sistema es compatible determinado. Para cada
par de valores ay b habra un sistema con solucién

—2b+2 at4b—6  b—1

Unica: x = y= z =
a=2 ' a=2 '

a—2

\

Se plantea el sistema para un capital de 100 euros,
siendo x, y y z los intereses respectivos de a, by c:

15x + 50y + 35z = 5
a) § 30x + 25y + 45z = 5,5
50x + 50y = 6,5

b) Para resolver el sistema se procede de esta forma:

Se comprueba que el sistema es de Cramer, y la
solucion Unica, al ser compatible determinado, es:

7117 0,083 765 0,046
X = = . = = M
1400 P2 T 1400 o
57 . . .
z = ———— = 0,040; a tiene un interés del 8,3 %,
1400

b del 4,6 % y c del 4 %.

111 % 2
AX=8B < (201 -|y|=13
110 z 2

Por el método de la matriz inversa, pues | A| # 0:

-0,5 055 0,5
Al = 0,5 —0,5 0,5]; por tanto:
1 0 -1
X -0,5 0,55 0,5 2 1,5
yl=| 05 -05 05]|-[3]=105
z 1 0 -1 2 0 _/
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

4 a ‘ Programacion lineal

1. Representa graficamente el conjunto de puntos que determinan las siguientes restricciones:

X+ y =285
2x + 3y = 200
x =0
y=0

2. Considera la regidon del plano determinada por el poligono de vértices: A = (1, 1); B = (0, 3); C = (3, 5);
D = (6, 2); E= (4, 0).

a) Representacion grafica de dicha region.
b) En la misma figura representa las rectas asociadas a la funcién objetivo Z = 2x + y.

¢) ¢Donde alcanza Z el maximo y el minimo?

3. Encuentra el valor maximo de f(x, y) = 10x + 15y sujeta a las restricciones:

X+ 2y =6
3x + y =9
x =0
y=0

4. Una persona tiene que tomar en su alimentacion dos clases de componentes A y B. Necesita tomar 70 unidades
de Ay 120 de B.

Se le dan dos tipos de dieta en la que la concentracién de dichos componentes es:
Dieta D1: 2 unidades de A y 3 unidades de B.
Dieta D2: 1 unidad de A y 2 unidades de B.

Sabiendo que el precio de D1 es 15 euros, y el de D2 es 9 euros, ¢cudl es la distribucion 6ptima para el menor
coste?

5. Una empresa de muebles posee tres madereras A, By C. En ellas se corta madera a razén de 60 m?, 45 m’ y
30 m® por dia, respectivamente. La madera se distribuye a dos fabricas M y N que necesitan 65y 70 m*. Los
costes de transporte por m® desde las madereras a las fabricas son:

a M a N
Desde A 1,5 3
Desde B 3,5 2
Desde C 2,9 1,9

¢Coémo debe organizarse el transporte para que los gastos sean minimos?

n] Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato Actividades de ampliacion



1.

85
200

X+ y
2x + 3y

T2
:
1]
B
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o
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Il
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2.

ayh XN ey 214

© A

T B loi—2x  y =11
MEP2 R

= \ Y

LI N INDG6, 2)
\“ \‘ \ \
AN E/

o 2 | 4% |\ X

2+ '= 02X + ¥|= .

c) El maximo se alcanza en D(6, 2) y vale 14. El
minimo se alcanza en cualquier punto del seg-
mento AB, y su valor es 3.

La region factible es:

:(5 3xHyE9
X+ 2y <6 6 Ty =
3x+ y=9 TSRA\C (10x+ 15y =51
R: NG ~ ]
x=0 ol& 6o
72B\4 | 6 "F
y =0 10x + 15y =¥0-- M-
Los valores de f(x, y) en cada uno de los vértices
12 9
son: f(3, 0) = 30; f|—, =) = 51; f(0, 3) = 45,
5°5

por lo que el valor maximo de f(x, y) es 51 y se

12 9
alcanzaen C|{—, —|.
5°5

Se dispone la informacion dada en la tabla:

A B PRECIO
D1 2 3 15
D2 1 2 9
Necesidades 70 120

Se trata de minimizar la funcién de coste:
Clx, y) = 15x + 9y

Donde x e y son el nimero de dietas D1 y D2, res-
pectivamente, que ha de adquirir.

Y
2x + y = 70 N \‘ X
3x + 2y = 120 N
x=0;, y=0 40T \B(20, 30)
., . 20 X\C
La region factible no ol~[20 %\ 50 X
es acotada. 15x+ oy = 0°Y, | | \3x+2y=120

Actividades de ampliacion

El coste minimo se alcanza en el vértice B.

Conclusion: deberd adquirir 20 dietas de tipo D1 y

30 del tipo D2.

Suponiendo que de la maderera A se distribuyen
x m’>a M, de la maderera B y m®> a M, entonces de

C se llevaran 65 — (x + y) m*> a M.

Por otra parte, si en A se producen 60 m’ y se en-
vian x a M, entonces se enviaran 60 — x a M.

Planteamos la tabla:

am ah Produccién
Desde A X 60 — x 60
Desde B y 45 — y 45
Desde C |65 —(x + V| x + y — 35 30
Demanda 65 70

Se trata de minimizar la funcion de costes:

Clx,y) =1,5x+ 3(60 — x) + 3,5y + 2(45 — y) +
+ 2,965 — (x + )1 + 1,9(x + y — 35) =

= 392 — 2,5x + 0,5y

Sujeta a las restricciones:

x = 0;
65 — (x
60 —
45 —

X+y—35=0

y=0 X+ y==65
+yv)=0 X < 60
x=0 d y < 45
y=0 X+ y= 35
x=0 y=0
Y X = 60
OTXx+y="65
99 y =45
\‘fﬁ;‘:“'\ N
0 20 | 40~60 N X
X+y=35

La funcién objetivo toma valores:

CA(0, 35) = 409,5; C,(0, 45) = 414,5;
C(20, 45) = 364,5; C,(60, 5) = 244,5;

C.(60, 0) = 242; CA35, 0) = 304,5

El minimo lo alcanza en el vértice E y asciende a
242 unidades monetarias, lo que significa que el
transporte debe organizarse segun la siguiente tabla:

a M alN
Desde A 60 0
Desde B 0 45
Desde C 5 25 —/
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

/

1.

m

5 ‘ Limites y continuidad

2
Dada la funcion f(x) = X
1 -1 - x
a) Halla su dominio.

b) Halla sus puntos de discontinuidad y clasifica sus discontinuidades.

e“+a six=0
ax*+b sio<x=s?2
Halla el valor de ay b para que la funcién f(x) = bx + 2 sea continua en toda la recta real.
Six>2

x—1

Una empresa vende una maquina fotocopiadora cuya capacidad de hacer copias por minuto se va deteriorando
con el paso de los afos, aunque para paliar el problema aconseja hacerle una revisién al cabo de 4 afos. La
funcién que, en este caso, da el nimero de copias por minuto en funcién de los x anos transcurridos viene dada
por la funcion

15— 2x si0=<x=<4
f) =4 5x + 2
~_ 2

six> 4

a) ¢Cuantas copias hace la maquina cuando se compra?
b) ¢La revision de los 4 afos cambia el rendimiento de la maquina o no se nota el arreglo?

¢) Junto con la maquina la empresa ofrece una garantia de un minimo de 5 copias por minuto por vieja que
sea la maquina. ¢Es fiable esta garantia?

d) ¢Serfa valida la garantia si no se pasa la revision?

José comprueba un dia que estd perdiendo pelo alarmantemente. La funcién que determina el nimero de pelos
que pierde en funcién de los dias, t, que pasan es f(t) = 57t + 30. Al décimo dia de notar el problema decide
ponerle remedio y compra un crecepelo que asegura no solo frenar la caida del cabello, sino que su uso prolongado
la detiene completamente. José observa, ahora, que el nimero de pelos que pierde varia en funcién de

150t
f(t) =

t+ 10

a) Escribe la funcién que describe el proceso de la caida de pelo de José.

b) ¢Notd José alguna variacion el primer dia que se echd el crecepelo?

c) (Es cierto que el producto detiene completamente la caida del cabello?

Demuestra que la funcién f(x) = e* + x — 2 corta a la parte positiva del eje 0X.

m™ 3T
La funcién f(x) = tg x toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [— , —} y, sin embargo, no
. . . . 4’ 4
se anula en dicho intervalo. ¢Contradice esto el teorema de Bolzano?

¢Se puede utilizar el teorema de Bolzano para asegurar que la ecuacion x** + = 0 tiene una solucidén

en el intervalo (0, 1)? ¢Y en el intervalo (2, 4)?

Considera las funciones f(x) = \/x + 3y g(x) = x> + 1
a) Representa la funcion (g o f(x)
b) ¢Esta acotada dicha funcién en el intervalo [1, 417

¢) ¢Cuales son sus maximo y minimo absolutos en este intervalo?

1
¢Se puede asegurar que la funcién f(x) = ] esta acotada en el intervalo [2, 51?7 (Y en el intervalo [0, 317
X
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SOLUCIONES

a) Df = (=, 0) U (0, 1), pues f no esta definida
sil—14/1~-x=0.

b) En x = 0 tiene una discontinuidad evitable si se
define f(0) = 4, pues:

2x(1 + /1 — x) _
—V1-xQ+yV1-—x
:limzx<1+\/1—x):4

x—0 X

lim f(x) = lim
x—0 x—0 (1

Es continua en 0 si e° + a = by es continua en 2
sida + b= 2b+ 2.

Por tanto: a = 1, b = 2

a) f(0) = 15 copias por minuto.

b) lim f(x) =7
X—4-
lim f(x) = 11
x— 4+t

Mejora el rendimiento, pues pasa de 7 a 11 co-
pias por minuto.

c) Si, puesto que lim f(x) = 5

X—

d) No, puesto que si no se hace la revision f(7,5) = 0,
es decir, la maquina deja de funcionar a los siete
afios y medio.

57t + 30 si 0 =<t<10
a) f(t) = 150¢ .
sit= 10
t+ 10

b) Si, se frené la caida del cabello, puesto que
lim f(x) = 600, mientras que lim f(x) = 75.
x—10~ x—10F

c) No es cierto, ya que lim f(x) = 150, es decir,

frena la caida del cabello pero no la detiene.

f es continua en toda la recta real y ademas:
f0)=—-1yfl)=e—1=1,72

Por tanto, al aplicar el teorema de Bolzano se ob-
tiene que f corta al eje 0X en un punto del intervalo
(0, 1).

No, puesto que f(x) = tg x no es continua en
iy
X = 5 y, por tanto, no se puede aplicar el teorema

de Bolzano.

Actividades de ampliacion

7.

a) La funcién f(x) = x** + es continua

—1
en el intervalo [0, 11 y tal que f(0) = 5 y
1
f(1) = Y es decir, cambia de signo en los ex-

tremos del intervalo y entonces por el teorema

1
de Bolzano, existe ¢ € (0,1)/¢c** + p— =0
b) No se puede asegurar que la ecuacion tenga
en (2, 4) una solucién porque fes discontinua en
X = 3 € (2, 4) y no se puede aplicar el teorema
de Bolzano.

\

8.

(go ) = x +

o< BH

1
1

O] 1 4 X

b) Si estd acotada, puesto que es continua en el
intervalo y se puede aplicar el teorema de
Weierstrass.

c) Al ser la funcidon lineal y creciente, su maximo
absoluto estd en f(4) = 8 y su minimo absoluto
en f(1) = 5.

En [2, 5] esta acotada, pues f es continua en dicho
intervalo y se puede aplicar el teorema de Weiers-
trass, pero en [0, 31 no se puede asegurar, ya que
f es discontinua en x = 1 &€ (0, 3). De hecho, f no
estd acotada en este intervalo, ya que:

lim f(x) = —oy |irr11+ f(x) = +o

X—1-
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

1.

4 6 ‘ Derivadas

Una empresa de bebidas lanza al mercado un refresco. Durante los dos primeros meses las ventas permanecen
estables y la empresa decide poner en marcha una campana publicitaria para incrementarlas. La funcién que
representa el nimero de botellas vendidas, en miles de unidades, dependiendo de los meses, t, transcurridos desde
su lanzamiento, viene dada potr:

50 sio<t=2

) =1 507 + 2)
3t

a) Justifica que el volumen de ventas representa una curva continua en el tiempo.

sit>2

b) Calcula la tasa de variacion media de las ventas en los intervalos [0, 2] y [2, 4]. ¢(Ha tenido efecto la
campana?
c) Halla la tasa de variacion instantanea de las ventas a los 4 meses.

El coste de fabricacién de x bombillas viene dado por la expresion f(x) = 0,30x + 0,12\/7(

a) Escribe la funcidon que expresa la variacidon del coste de produccion de las bombillas dependiendo de las
unidades producidas.

b) ¢Cuadl es el coste medio de cada una de las 100 primeras bombillas producidas?

c) ¢Cual es el coste real de producir la bombilla nimero 100?

d) Si la empresa vende cada bombilla a 1 euro, escribe la funcion que determina los beneficios obtenidos por
vender x bombillas.

e) (Cual es el beneficio medio por cada una de las 100 primeras bombillas producidas?
f) ¢Cudl es el beneficio real que produce la venta de la bombilla nimero 1007

En Economia, se llama coste marginal de un producto a la derivada de la funcidn de costes respecto al niimero
de unidades producidas. El coste marginal representa, aproximadamente, el coste necesario para producir una
unidad extra.

Una empresa textil compra a un disefador el boceto de un vestido por 18 030 euros con la idea de fabricar x
unidades que, a su vez, tienen un coste de produccién de 12 euros cada una.

f—

a) Escribe la funcidén que determina el coste de fabricacion de x vestidos.

b) ¢Cual es el coste medio de fabricacion por vestido confeccionado? (Téngase en cuenta el precio pagado por
el disefno.)

¢) Escribe la funcién que determina el coste marginal de fabricar x vestidos.
d) ¢Cual es el coste marginal que supone producir el vestido que hace el nimero 1 0017

e) Si cada vestido se quiere vender a 36 euros, icuantos debe producir la empresa para que los beneficios totales
sean de 24 040 euros?

E

a) Si se midiese el efecto en una escala numérica, icual serd el mayor efecto posible que puede alcanzar el
analgésico?

b) ¢Cuanto tiempo tarda en dejar de hacer efecto?

c) ¢Cual es la velocidad con que estd haciendo efecto el analgésico a la media hora?

d

efecto de un analgésico a las t horas de ser administrado viene dado por la funcién E(t) = 10 sen®t, con t < mr.

=

=

¢Cual es la velocidad con que estd haciendo efecto el analgésico a las 2 horas? ¢Cémo se interpreta este
resultado respecto al resultado del apartado anterior?

El nimero de personas contagiadas por una determinada enfermedad, donde x representa el nimero de dias
transcurridos desde que se inicid la enfermedad, crece segun la expresién f(x) = 500 [x + log (x* + 1)1.

a) ¢Cual es el nimero de personas contagiadas a los 3 dias de la aparicién de la enfermedad?
b) ¢Cuél es la velocidad de propagacion de la enfermedad al tercer dia?

c) ¢Qué nlimero de personas tiende a contagiarse cada dia si la enfermedad dura mucho tiempo y no aparece el
remedio para curarla?
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SOLUCIONES

1. a) La funcién es continua en cada uno de los inter- 5
valos de definicion y también es continua en
t=2,yaquelim f(t) = lim f(t) = f(2) = 50

t—2— t—2+
f(2) — f(0) 50 — 50
b) TVMILO, 21 = = =0
2—0 2
f(4) — f(2) 75 — 50
TVMI2, 41 = = =125
4 — 2 2
La campana ha tenido efecto, puesto que la tasa
ha aumentado.
175
c) TVIf, 4) = f'(4) = —
12
2 ) 0,06
. a f'(x) =030 +
Vx
f(100)
b) C,(100) = = 0,31 euros
¢ f'(100) = 0,30 + ——— = 0,31 euros
/100
d) b(x) = x — (0,30x + 0,12\/x) =
= 0,70x — 0,12\/x
b(100) 68,8 _
e) b,(100) = = —— = 0,69 euros/unid.
100 100
f) 1 — 0,30 = 0,70 euros
3. a) c(x) = 18030 + 12x
18030
b) c,(x) = + 12
X
c) c'(x) =12
d) ¢’'(1001) = 12
e) b(x) = 36x — c(x) = 24x — 18030
b(x) = 24040 = x = 1753 vestidos.
4. o 10, puesto que sen t < 1 —> E(t) < 10

b)

c)
d)

E(t) =0 = 10sen®t=0 = t=0,t=m
deja de hacer efecto a las 3 h 8 m 30 s aproxi-
madamente.

E'(t) = 20 sen tcost = E'(0,5) = 8,4
E'(2) = —7,56, es decir, el analgésico esta de-
jando de hacer efecto puesto que la derivada es
negativa.

Actividades de ampliacion

a) f(3) = 500(3 + log 10) = 2000 personas.

2x |

b () 500(1 + w)
x°+ 1

f'(3) = 630 personas/dia.

¢) lim f'(x) = 500 personas/dia.

X— 0
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

4 7 ‘ Funciones derivabhles

1. Considera el tridngulo que forman los ejes coordenados con la recta tangente a la curva f(x) = xLx en el punto
de abscisa x = 1.

a) ¢Qué tipo de triangulo es?

b) Halla su area.

2. Considera la funcién f(x) = Halla el valor de a 'y de b sabiendo que la funcion es derivable

{e*+a six<0
en x = 0.

bx + 3 six>0

3. Dada la funcion f(x) =
su funcién derivada.

1 - i < . . . L .
{ X stx<0 estudia su continuidad y su derivabilidad en la recta real y escribe

e ” six=0

six=<1

> N X

4. Considera la funcidon definida de la siguiente manera: f(x) = 2 41

a) Estudia su continuidad. six>1

b) Estudia su derivabilidad.
¢) Escribe su funcion derivada.

d) ¢Es continua f' en x = 1?

5. Se tiene un recipiente metalico de forma clbica de 10 cm de lado. Al calentar el recipiente, el lado experimenta
una dilatacién del 1 %.

a) Halla la tasa de variacion absoluta (incremento) de su volumen.
b) Halla el valor de la diferencial en ese momento.

¢) Halla el error cometido.

6. Considera la funcién f(x) = x* — 3x, calcula:
a) El incremento de la funcién en x = 2 para un incremento de la variable independiente de 0,02.
b) El valor de la diferencial y el error que se comete al estimar dicho incremento a través de la diferencial.

c) El punto de la grafica de fen el cual la recta tangente tiene de pendiente 5.

7. sise calienta un disco metalico, se observa que su radio, medido en cm, sufre un aumento en funcién de la
temperatura que viene dado por la formula » = 10 + 0,002t, donde t representa la temperatura en °C.

a) (Cudl es la superficie del disco a 0 °C?

b) Escribe la expresién que da la superficie del disco en funcién de la temperatura.
¢) Calcula el incremento del area cuando la temperatura pasa de 90 °C a 100 °C.
d) Calcula el valor de la diferencial del adrea en ese momento.

e) Halla el error que se comete al estimar la tasa de variacion de la superficie del disco por medio de la
diferencial.

f) ¢Cuénto ha aumentado la temperatura si teniendo el disco a 0 °C se le ha calentado y se ha observado que
la superficie se ha incrementado 2 cm??

g) Estima este incremento de temperatura por medio de la diferencial.

8. Halla las tres primeras derivadas de la funcion f(x) = L(x* + 1).
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1.

SOLUCIONES

Como f'(x) = 1 + Lx, f'(1) = 1, la recta tangente
es ¥y = x — 1 que corta a los ejes coordenados en
(1, 0) y (0, —1)

a) Es un tridngulo rectangulo isésceles.

by A=—-u?

N |+

Si fes derivable en 0 es porque también es continua
en dicho punto. Por ser continua en x = 0:

lim f(x) =lim f(x) > e®+a=5b-0+3 =
x—0"*

g
- a=2
Por ser derivable en x = 0:

ff(07) = f(0") = e*=b—=> b=1

En cada trozo de su dominio f es continua y deri-
vable por ser en el primer caso polinémica y en el
segundo exponencial. El problema esta en x = 0.

En x = 0 la funcién es continua, pues

Iingi flx) =1 = Iirr(]+ fix) = e°
En x = 0 la funcién es derivable, pues f'(07) = —1 =
= f'(0%) = —¢°

Por tanto, f es continua y derivable en toda la recta
real y su funcion derivada es
-1 six <0

f(X):{—e‘X six=0

En cada trozo de su definicion f es continua y de-
rivable. El problema esta en x = 1.

a) En x = 1 la funcion es continua, pues
1+1

1
lim f(x) = > = |im+ f(x) =

xX—1-
b) En x = 1 la funcién es derivable, pues
1
ff(17) = == (19
2

c) Por tanto, f es continua y derivable en toda la
recta real. Su funcién derivada es

six <1
f'(x) =
six>1

N X N |-

1
d) Si, puesto que Iinl fi(x) = > = Iin?+ £(x)

Actividades de ampliacion

5.

\

3

El volumen del recipiente es V(x) = x° , siendo x

el lado, y su derivada es V'(x) = 3x?

a) (10, 1) — W(10) = (10,1)°> — 10° =
= 30,301 cm’

b) dy = V'(10)dx = 300 - 0,1 = 30
c) Ay — dy = 0,301 cm’

6.

a) f(2,02) — f(2) = 0,0204

b) dy = f(2)dx = 1 - 0,02 = 0,02; el error es
Ay — dy = 0,0004

) f'ilx) =2x—3=5 > x=4

a r=10 = S = 100w cm?

b) La funcién que da la superficie del disco en fun-
cién de la temperatura es:
S(t) = w(10 + 0,0021)°

¢) Ay = S$(100) — S(90) = 1,28052 cm®

d) dy = S'(90)dt = 0,127925 - 10 =
= 1,27925 cm?

e) Ay — dy = 0,00127 cm?®

H Ay =St — S0 =2 =
= S(t) = w(10 + 0,002t)> = 2 + 100w —
—> t=15,894°C
g dy=S'(t) - (t—0) =
—> 2 = 0,004mt(10 + 0,002t) —>
—> t= 15,8649 °C

2x 2(1 — x»
f'(x) = ;) = ———;
x>+ 1 (x* + 1)?
4x(x* — 3)
fl'ix) = ———
(x* + 1)
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

4 8 ‘ Monotonia y curvatura

x—1x+1

1 ) sea minimo.

1. Halla el nimero x que hace que el valor del determinante de la matriz A = (

2. De todos los triangulos rectangulos tales que la suma de su hipotenusa y un cateto sea 12 cm, halla el que
tiene area maxima.

3. Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en una circunferencia cuyo radio
mide 2 cm.

4, se quiere construir una piscina con forma de paralelepipedo rectangular tal que su anchura sea doble que su
altura y que la suma del largo, ancho y alto sea 24 m. Halla las dimensiones que debe tener la piscina para
que su capacidad sea maxima.

5. De una chapa circular de radio 10 cm se recorta un sector circular y con la lata restante se construye un
embudo. Halla el sector que debe cortarse para que el embudo tenga capacidad maxima.

6. Descompodn el nimero 45 en suma de dos numeros tales que el producto del cubo del primero por el cuadrado
del segundo sea maximo.

7. La comision que cobra un agente de seguros viene dada por la funcién:
63x° 3x°

20 500’
¢Cual es el importe de la pdliza que le garantiza una comisién maxima?

f(x) = 60000 — 270x + donde x representa el importe, en euros, de la pdliza contratada.

8. La cotizacion de las acciones de una empresa a lo largo del pasado afo vino dada por la expresion
f(t) = 1,8 + 0,57t — 0,11t* + 0,006t donde t representa el mes del ano (0 < t < 12).

a) Halla los periodos del afio durante los cuales crecid la cotizacién de las acciones y durante los cuales
decrecio.

b) ¢Cuéndo la cotizacion fue mas alta y cuando fue mas baja? ¢Qué valor alcanzaron las acciones en esos
momentos? Fijate que estas hallando extremos en el intervalo cerrado [0, 12].

9. Los gastos anuales en publicidad de una empresa, en euros, vienen dados por la expresion

6010x*> — 24 040x + 6010 , ~ )
f(x) = 120200 — , donde x representa el nimero de anos que Ileva funcionando

ex -2
la empresa.

a) ¢Cuanto dinero se gastd la empresa en publicidad en el momento de su creaciéon?

b) ¢En qué periodos de tiempo los gastos en publicidad crecieron? ¢En cuales decrecieron?
c) ¢En qué ano se produjeron los mayores gastos en publicidad? (A cuanto ascendieron?
d) ¢En qué ano se produjeron los menores gastos en publicidad? ¢A cuanto ascendieron?

e) Con el paso de los afos, icudl tiende a ser el gasto publicitario anual de esta empresa?

10 La relacion entre los beneficios obtenidos por la venta de un determinado producto y el tiempo en afos que

600t
esta en el mercado viene dada por la funcién B(t) = 71 100" medida en miles de euros.

a) Estudia los periodos en los que los beneficios crecen y en los que decrecen.
b) Indica a cuanto ascienden los beneficios maximos anuales.

c) ¢En qué periodos de tiempo los beneficios son menores que 18 000 euros anuales?

\ d) ¢Hay algiin momento en que la venta de este producto ocasione pérdidas?
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1.

SOLUCIONES

D(x) = det(A) = x> — 2x — 1 = los extremos de
la funcién D(x) estdn en D'(x) = 2x — 2 = 0 =
= x = 1, que es un minimo pues D"(1) > 0.

2.

a+ h=12 x?
A
X x? x>
S =26 — =) =3x— =
= X 2( 24) 48
2
S’(x):3—%=0 = x = *4y/3, puesto que

S"(@\/3) < 0 = x = 41/3 es un maximo.

La hipotenusa mide 8 cm, y los catetos 4 y 4\/5 cm
respectivamente.

La diagonal del rectangulo es 4 cm, por tanto,

— 16 — 2x?
SO0 = x\16 — X2 = S'(x) = ———
x) = xy/ x> = S'(x) N

S'x) =0 = x= i2\/§ posibles extremos; como

S”(?_\/E) < 0 = 24/2 es un maximo.El rectangulo
de mayor area es el cuadrado de 2\/5 cm de lado.

4.

a= 2h
/+a+h=24}$
/

2
= V(/)=/-a~h=/-2h2=2/<8——);
64l 2F 3
V’(/)=128_?+?,’ V() =0 = | = 24,
| = 8 posibles extremos; como V"(12) < 0 =
— [ = 8 es un maximo. Las medidas de la piscina
son 5,33, 8 y 10,66 m respectivamente.

La generatriz del cono resultante mide 10 cm, su
volumen, en funcién del radio de la base, es

wrh w100 = 7

vin =
o 3 3 =
w(200r — 1)
Vi) = ————; V'(n =0
-V 34/100 — #* § -

= r=0,r==

posibles extremos, puesto

101/6
J— 3 J—
104/6 104/6

que V" (3\/> <0 = T\/ es un maximo

Puesto que la longitud de la circunferencia que for-
ma la base del cono es el arco que ha quedado des-
pués del corte. Para calcular el arco del sector cir-
cular: 10 \/Z

2wl0 — 2w ——— = 11,53

360 - 11,53

~ 66 grados.
2110

Es decir, n.° grados =

Actividades de ampliacion

X + y = 45, la funcién a maximizar es

P(x) = x> (45 — x)*> = x> — 90x* + 2025x%°,
tiene un maximo en x = 27; los nlmeros son
x =27,y = 18.

9x? 63x .
+ —— — 270, el maximo es
500 10

x = 300, el importe de la pdliza es:
f(300) = 100500 euros

flix) = —

a) f'(t) = 0,018t> — 0,22t + 0,57, tiene un ma-
ximo en t = 3,74 y un minimo en t = 8,49,
por tanto, en el periodo (0; 3,74) la cotizacién
aumenta, en (3,74; 8,49) decrece y en (8,49; 12)
vuelve a crecer.

b) Los extremos absolutos de f estan en los ex-
tremos, por tanto, la maxima cotizacion fue en
diciembre, f(12) = 3,17 euros, y la minima al
comenzar el afo, f(0) = 1,80 euros.

a) f(0) = 120200 — 6010e* = 75 791,77 euros.

b) fes siempre continua y tal que
_ 6010x*> — 36060x + 30050

efo
f'(x) =0 = x =1, x = 5 posibles extremos.
Como (1) < 0y f'(5) >0 = en (0, 1) los
gastos aumentaron, en (1, 5) decrecieron y des-
pués volvieron a crecer siempre.

f(x)

c) En x = 1, ftiene un maximo,
f(1) = 152 873,75 euros.

d) En x = 5, ftiene un minimo,
f(5) = 118 404,68 euros.

e) lim f(x) = 120200 = El gasto en publicidad

X— %

tiende a ser 120 200 euros.

10.

600(100 — )
(100 + )?

funcién son t = =10y t = 10; como t = —10
queda fuera de su dominio, que es (0, =), es-
tudiamos solo t = 10, donde tiene un maximo.
Por tanto, B crece en (0, 10) y decrece en
(10, ).

b) El maximo de B es t = 10, por tanto,
B(10) = 30000 euros.

c) B(t) < 18 = t > 30 afos.

d) No, pues B(t) > 0 para cualquier t > 0. Es
decir, siempre da beneficios, aunque, puesto
que lim B(t) = 0, con el paso de los afos los

t—oo

a) BA(t) = . Los extremos de esta

beneficios tienden a anularse.
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

1.

4 9 ‘ Representacion de funciones

2" six <1
Considera la funcion f(x) = 4 .
— six=1

a) ¢Cual es su dominio?

b) ¢Es continua en 17

¢) ¢Es derivable en 17

d) ¢Cuéles son sus intervalos de crecimiento y decrecimiento?
e) ¢Cuales son sus extremos?

f) ¢Tiene asintotas?

g) Dibuja su grafica.

X

e
Representa la funcién f(x) = —
X

o Lx
Representa la funcién f(x) = o

Representa la funcién f(x) = xe*

— 1
Representa la funcién f(x) = /x + T

X
Conocida la grafica de la funcién f(x) = sen x, dibuja razonadamente las graficas de las funciones:
a) f(x) = |sen(x + 1) | b) f(x) = sen® x

Un fontanero ha comprobado que trabajando x horas diarias, sus ingresos vienen dados, en euros, por la funcién
60x
f(x) = X+ 2 Teniendo en cuenta que cada hora de trabajo le supone un gasto de 1,20 euros en material, que
X

debe descontar de los ingresos:
a) Escribe la funcién que determina los ingresos del fontanero.
b) ¢Cuantas horas debe trabajar al dia para obtener los maximos beneficios? ¢A cuanto ascienden estos?

¢) Representa graficamente la funciéon beneficios (fijate en cual es el dominio de f).

La funcion f(x) = —40x®> + 1200x — 5760 representa el nimero de viajeros por hora que pasan a diario por
la estacién central del metro de una ciudad, donde x simboliza la hora del dia objeto de estudio.

a) ¢A qué hora abre y cierra el metro de esta ciudad?
b) ¢A qué hora se produce la mayor afluencia de viajeros? ¢Cudntas personas entran en la estacién a esa hora?
c) Si queremos viajar cuando entren en el metro menos de 2 240 personas por hora, icuando debemos hacerlo?

d) Representa graficamente la funcion como ayuda para responder mejor a las preguntas anteriores.
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SOLUCIONES

1. a) Df = (—o, o) 5- Y Xy = x \—[L
b) Si, pues lim f(x) = lim f(x) = A1) = 2 -
x—1— x—1% —
c) No, pues f'(17) = 2L(2) # f'(1") = —1 .
2°L.2 six <1 ol 1 X
d) f'(x) = i = fcrece en
- six>1
(X + 1) 6. a b)
(=20, 1), pues f(x) = 2* es siempre creciente y Y Y
f(x) = Isen (x+1)] f(x) = sentx
es decreciente en (1, ©) pues f(x) = es 1 1
x + 1 /|
decreciente en (1, «) o1 X LoEX
e) No tiene extremos relativos y tiene un maximo
absoluto en x = 1
f) No tienen asintotas verticales, pues es siempre 7 Y blx) = 60x 1.20
continua; tiene una asintota horizontal por la iz- - @ X = x + 2 1£0X
quierda y por la derecha en y = 0, pues 120
. . . _ h) b'(x) = ——— — 1,20; b'(x) =0 =
lim 2= 0y lim +1—0 (x + 2)?
X— —0 X— -+ X
= x =8, como b"(8) <0 =
9 Y £(x) — x = 8 es un maximo; b(8) = 38,40 euros.
. c) EY['
N ' filx) = 2% —|1,20x
0 2 X LID
: AN
0| 10 AN X
2. Y| 1/ |
f(x) =&
|V
2 8. af=0=> x= 6, X = 24, es decir, abre a
] X las 6 de la manana y cierra a las 12 de la noche.
b) f'(x) = 1200 — 80x; f'(x) = 0 = x = 15,
puesto que f"(15) < 0 = 15 es un maximo, es
3 v decir, la mayor afluencia de viajeros es a las 3
. 0 = de la tarde y f(15) = 3 240 personas.
1 X) ==~
- o) f(x) < 2240 —> x < 10, x > 20, es decir,
o| 1 X viajaremos entre las 6 y las 10 de la manana o
’I entre las 8 y las 12 de la noche.
| d) Y| k) = J40x2+1200x-5760
3000 4
\
4, Y[ ] “oce'""/‘.l""\"
| I
f(x) = xe* 1,000 i \
/1
. / ol [6l10 [ 2024 X
[ 1 X
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION
4 10 ‘ Integral indefinida

1. Calcula las siguientes integrales mediante cambio de variable:

e 1
- d X = tz -1 5 = =
a) J =71~ (e ) b) Jsen xdx (cos x = t) o) Jxsz dx (Lx = 1)

2. Calcula las siguientes integrales mediante integracion por partes:

L
a) J—); adx b) JXSX dx c) Jszdx
X

3. Calcula las siguientes integrales:

1 1
a) J dx b) Jcos xe>*"* xdx c) J— dx
5/x° X2 — 2x + 1
4. Calcula las siguientes integrales:
XZ
a) J? adx b) JSX3 sen(x* + 7) dx c) Jex cos(e* + 1) dx
5. Calcula las siguientes integrales:
a
a) J4 sen? x cos xdx b) sze“ ox c) Jx + — dx a constante
X
6. Calcula las siguientes integrales:
6x + 8 5
a) JX— ax b) J(x2 — 2x + 1)Lxdx c) J4 ax
X2+ 4x + 4 (x + 3)?
7. Calcula las siguientes integrales:
1 X 2x + 2
a) ,[1 n ~ dx b) JZ—X dx c) J—l dx
e x? + x + Z

8. Halla una funciéon F tal que FA(x) = x* — 2x + 3y F(0) = 2.
9. Halla una funcién F tal queF(x) = 6x — 10, F(0) = 4y F(1) = 0.
10 Halla una funcion F tal queF(x) = x cosx, F(0) = 0y F(0) = 3.

11 Calcula una primitiva de la funcién fix) = xe ™ cuya grafica pase por el origen de coordenadas.

12 Calcula una primitiva de la funcién fix) = cuya grafica pase por el origen de coordenadas.

5x
V1 + x°
cos x si o x<O0

x4+t a si x=0 y que f(0) = 0. Halla el valor de a.

13 De una funcién derivable, se conoce que f(x) = {

14 Halla una funcién f tal que tiene un punto de inflexién en el punto (1, 3) y que (x) = 3x* — ax.
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a)

b)

c)

SOLUCIONES

2
g(ex— Ve + 1+ C

2 cos® x  cos® x
3 5

—Co0s x +

+ C

8.

\

3
F(X)=J(x2—2x+3)dx=%—x2+3x+ C,

siFl0)=2 = C=2 =
3
3F(x)=%—x2+3x+2

a)

b)

c)

5%(xL5 — 1)
L?5
xL’x — 2xLx + 2x + C

+ C

a)

b)

c)

5/y2
LEG
2

esenx + C

a)

b)

c)

5 cos(x® + 7)

sen (e + 1) + C

C

a)

b)

c)

4 sen’ x
3

x? 2X 2
esx(———+—)+ c
5 25 125

+ C

N
- c
2

a
2x°

a)

b)

c)

3L(x* + 4x + 4) +

(x + 2)

3

+ C
X+ 3

+ C

x> , x> x?
- — X+ x Lx—3+?—x+0

a)

b)

x— L1 +eY+C
_xLz +1
25?2
1 1
L(x2 + x + —) -
4

X +

+ C

+ C

1
2

Actividades de ampliacion

9. Fio = J(bx ~ 10 dx = 3x* — 10x + C =
= Flx = J(sz — 10x + O dx =
= x> —5x>4+ Cx+ K, si F(0) =4 >
> K=4,sif(l)=0=> C=0 =
= Fx) = x> —5x>+ 4
10 F(x) = Jx cosxdx = cos x + xsen x + C,
si F(0)=0=> C=-1=>
= FAx) = cos x + xsen x — 1 =
= Fx) = J(cosx+ xsen x — 1) dx =
= —xcosx+ 2senx — x+ K, si F(0) =3 —
K=3 = Fx = —xcosx+ 2senx— x+ 3
11 Fx) = Jxe*2 dx = — € + C, si la grafica pasa
por el origen,
FO =02 C=2= fo=- 41
2 2 2
5
12. Frx = J\/ﬁ dx = 5\/1 + x* + C, si la gra-
fica pasa por el origen,
Fl0O)=0=C=-5=> Fx) =51+ x"—5
_Jsenx + ¢ si x<O0
13 fix) = {XZ faxt b si x=0' debe ser con-
tinua y derivable en 0
Por ser continua en x = 0 =
= Iirrgif(x)Z Iirrg+r’(x)= f0)=0= b=c=0
Por ser derivable en x = 0 = f(07) = f(0") =
—> cs0=a=>a=1
14. si tiene un punto de inflexién para x = 1 =

> M) =0 > 6-—a=0 >

tanto, F(x) = J(sz — 6x)dx = x> — 3x* + C,

a = 6, por

como su grafica pasa por (1, 3) = F(1) = 3 =
= C=5=> Fx)=x>—3x¥+5
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

/

11 ‘ Integral definida

Calcula las siguientes integrales definidas:

2

7 1 2 e LZX
) | ——=dx b) (cos x — sen x) dx c) | — dx
Vx + 2
0

Calcula las siguientes integrales definidas:

g 4 =
X 1 2 sen x
a)J S— dx b) J ——————dx c) J — 5 dx
o COS® X o X°t+ 4x + 4 o 1 + tg° x

Halla la funcion cuya grafica es tal que la recta pendiente en cada punto de abscisa x sigue la ecuacion
¥y = 6x + 4,y el area encerrada por la curva pedida, el eje OX y las abscisas x = 1y x = 2 es 5 unidades
cuadradas.

5 5

f(x) dx = 3. ¢Cual es el valor de J (f(x) + 2) dx?

2

Se sabe que J

2

1
La parabola f(x) = x* + ax + b verifica que su grafica pasa por el punto (0, 3) y quej f(x) dx = 2. Halla
los valores de ay b. °

Demuestra, utilizando la integral definida, que el area del rectangulo de la figuraes S = b - h

Y |0, h)
0| 1 (b, 0) | x
. . . , o , . b-h
Demuestra, utilizando la integral definida, que el area del tridngulo rectangulo de la figura es S = -
Y |0, h)
~.
. ~.
+ ~
0| 1 (b;0) |x
e+ 1 si x=0

Considera la funciéon f(x) = {XZ L x4 2 s x>0

a) ¢Es f continua?

b) ¢Es fderivable?

¢) Halla el valor de j f(x) dx
-1

1
Considera la funcion f(x) = P

e

a) Aproxima, mediante el area de un trapecio curvilineo, el valor de J f(x) dx (ayudate de la grafica de f.

e 1

b) Aplica la regla de Barrow para calcularj f(x) dx
1

c) Estima el error cometido al calcular el area pedida mediante el método del apartado a.

1
La funcién f(x) = P no tiene primitiva y, por tanto, no se puede usar la regla de Barrow. Aproxima, mediante

2
3

el area de un trapecio curvilineo, el valor de J f(x) dx
1
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SOLUCIONES

a 2x+2]]=6-4=2

b) sen x + cos x|* =2 — 1
rx|® 1
c) =z
3 |, 3
= L2
a) L(cos x) + xtg x|i =— — —
4 2
1 1 1
b) — =—-——+-==
x+ 21, 6 2 3
cos’ x |71
¢ - =z
3 |, 3

f(x) = J(éx + 4) dx = 3x* + 4x + C, ademas

2
J(3x2+4x+ O dx = x>+ 2x* + Cx|2 =5 =
1

= (16 +200 -3+ 0 =5=> C= -8, la
funciéon pedida es f(x) = 3x*> + 4x — 8

5

5 5
J(f(x)-i-z)dxzj f(x)dx+J 2dx =

2 2 2

=3+ @0|3=3+6=09

Sipasapor (0,3) = f(0) =3 = b=3

! X ax?
J(x2+ax+3)dx=;+7+3X|é:23

0

8
> a=—--
3

6.

Se trata de hacer la integral definida de la recta
que pasa por (0, h) y (b, h) entre x = 0y x = b:
b

= bh

0

b
J hdx = hx

0

Se trata de hacer la integral definida de la recta
que pasa por (0, h) y (b, 0) entre x = 0y x = b:

" hx hx?
J(_b+h>dX: _E+/’1X|g

0
hb

S
2 2

Actividades de ampliacion

a) fes continua siempre, pues es continua en cada
trozo de su dominio por ser exponencial y po-
lindbmica, respectivamente, y ademas es conti-
nua en 0, ya que
lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 2
x—0" x—0+

b) f es derivable siempre, pues es derivable en
cada trozo de su definicidn por ser exponencial
y polindmica, respectivamente, y ademas es de-
rivable en 0, ya que f'(07) = f'(0") = 1

c) J f(x) dx =

0 1
=J (e*+1)dx+J(x2+x+2)dx=
-1 0
3 2

o X X , 29 1
=e+x|%+ -+ -+ 2x|;=———
3 2 6 e

\

9.

 fle) + £1)

2
= 1,175 unidades cuadradas.

a) S (e — 1) =

‘1
b) J ~ dx = Lx|{ = 1 unidades cuadradas.

1

c) error = 0,175 unidades cuadradas.

10.

71 f(3) + f(1) 1 1
—Sdx=—"———"3-1D=5+-=

L e e e

= 0,368 unidades cuadradas.
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

/

m

12 ‘ Aplicaciones de la integral definida

Halla el area del recinto limitado por la pardbola f(x) = \/;( y la recta y = x. Haz un esquema grafico que te
sirva de ayuda.

Halla el area de la regién del plano limitada por las funciones f(x) = senx y g(x) = sen2x, entre x = 0y
x = 1. Haz un esquema grafico que te sirva de ayuda.

Halla el area del recinto sombreado de la figura, donde la curva representa la funcién f(x) = Lx.

Y

f(x) = Lx

—

[IN
L\

£
Una piscina se vacia a una velocidad que viene dada por la funcién v(t) = A + 4t, expresada en m’/min. Calcula

los metros clbicos de agua que han salido de la piscina entre el minuto 8 y el minuto 20.

Los beneficios de una empresa, en miles de euros, vienen dados por la funcién b(x) = —6x> + 120x + 264,
donde x representa el nimero de afos que lleva funcionando la empresa.

a) ¢En qué afo alcanza sus maximos beneficios?
b) ¢Hay algin momento en que la empresa entre en pérdidas?

¢) Halla sus beneficios acumulados entre el tercer y el octavo afio de funcionamiento.

10
Un grifo Ilena de agua un depésito a una velocidad que viene dada por la funcién f(x) = ————, donde x se
. . (x + 1)
mide en segundos y f(x) en litros/segundo.

a) Calcula los litros de agua que habra en el depésito después de 10 s.

b) Si el depdsito tuviese una capacidad de 9 litros, icuanto tiempo tardaria en llenarse?
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SOLUCIONES

3.

Los puntos de corte de la pardbola y la recta son
x =0y x =1, el &rea pedida es:

' 2yx*

area(R) = J (W/x = x) dx = 3
0

x|
2

0

La recta y = 1 corta a f(x) = Lxen x = ¢, el area
pedida es:

Area = A(R) — j Lxdx = e — (x(Lx — 1|9 =

1

\

_ 2 1 _1 unidades cuadradas = e, — 1 unidades cuadradas, donde R es el rec-
3 2 6 tangulo de base e y altura 1.
Y 20 20 tg t3
o 4.J v(t)dt=J <—+4t>dt=—+2t2§°=
1 1= Vx s s \6 18
8000 512 ,
=|———+800) — |— + 128) = 1088 m
y=X 18 18
L X 5. @ v = —12x + 120, x = 10 es un maximo

Los puntos de corte de fy g entre 0 y 7 son

K
Xx=0,x= Ey x = , el area pedida es:

area(R) =

™

= J’ (sen2x — senx) dx + J
0

™

(sen x — sen 2x) dx =

™

3

pues b''(10) < 0.

b) b(x) <0 = x> 22 (lasolucién x < —2 carece
de sentido). Por tanto, si x > 22 hay pérdidas.

8
c) J (—6x2 + 120x + 264) dx =

3

6x° )
= — 5 + 60x° + 264x|5 = 3650000 euros

CoS 2x Cos 2x

= 5 + cos x |3 +

(el -2-)-

5
= E unidades cuadradas

a
— cos X|z =
3

Y
., f(x) = senx
148 X
j N/
0 T\ /N X
AN
F(x)=sen2

Actividades de ampliacion

a) Se trata de hacer la integral definida

10 10 |* 00
— S dx = - = — litros
o X+ 1) x+ 1], 11
‘10 10 | 10t
) J — S dx = — = =9 =
o (X + 1) x+ 1], t+1
= t=9s
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION
4 13 ‘ Combhinatoria

Vx,s ) Vx+ 2,7 " fol,b
Vx+ 1,6 ° VX*2,4

1. Simplifica la expresion:

2. Comprueba:

(P,)?
a) (k - 1) : Vm,kfl =n- Vn,kfl - Vn,k b) Vn,k - anl,k = k' anl,kfl C) Pn+1 - P =7

n—1

3. Resuelve:

A HEIWERES "G

=2
X-x—1)-(x — 2)

4. Desarrolla:
a) (5x? — 3y)?

b) Busca el octavo término del desarrollo de la potencia (3a’h — 2a)**

5. ¢De cuantas maneras se pueden colocar 10 libros distintos en una estanteria? ¢Y si dos de ellos, seleccionados
previamente, han de permanecer fijos uno en cada extremo?

6. Demuestra que la suma de todos los nimeros de tres cifras distintas que es posible formar con los digitos 4,
5y 6esigual a 222 - (4 + 5 + 6).

7. ¢Cuantas palabras de cinco letras se pueden formar con las letras de la palabra COCODRILO, sin que se repita
ninguna? ¢vY si se permite repeticion?

8. Con los digitos {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, icuantos nimeros de siete cifras distintas se pueden formar de
manera que en los lugares pares haya un nimero par y en los impares uno impar? Se toma el cero como par.

9. Deduce la formula que da el nimero de diagonales de un poligono convexo.

10 ¢Cuantas maneras diferentes hay de formar un tren con 3 coches de segunda clase, 3 de primera, 2 coches
cama y un vagon de correos?
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SOLUCIONES

1 VX,S - Vs 2,7 ° Vx—1,6 _ 5
Vx+ 1,6 Vx—2,4
VI 2V J =DV, (x—6)]
Vx+1,e,' Vx—2,4

Se utilizan todos los libros, y hay que tener en
cuenta el orden: P,, = 3628800

Si dos libros permanecen fijos: Py = 40320

\

Vis - (x+2)-(x =1 - (x — 6)

Los nimeros de tres cifras distintas que se puedan
formar con los digitos 4, 5, 6: P, =3 -2 -1 = 6.
4, 5y 6 ocupan la posicion de las centenas dos
veces, por lo que su suma es:
2-100-4+2-100-5+2-100-6 =
=200-4 + 5 + 6)

Para las decenas ocurre lo mismo:
2-10-4+2-10-5+2-10-6 =
=20-4 + 5 + 6)

Para la posicion de las unidades:
2-1-4+2-1-54+42-1-6=
=2-(4+ 5+ 6)

La suma total es: 200 - (4 + 5 + 6) +
+20-@4+5+6)+2-4+5+6)=
=222 -4 + 5 + 6)

2. A n-V, .-V, =
=n-Vy 1=V, -n—k+1 =
=h—-h—-—k+DI-V,, ,=Uk=1"V,
b) Voo — Vo1 =
=n-V, o1 Vi n—1—k+1) =
=hh—-m—-1-V,_y oy =k -V, _1,,
o P, —-—P,=0+1-P —P =
=0n+1—-1-P,=n-P~P,
(P PP, n-P_,-P,
= = =n-P,
Pn*l Pn*l Pﬂ*l
3. a (;)+<§>=x+1 =
x-(x—1)  x-x—=1-Kx—-2) 7.

b)

2 6
=x+1 < X -7x—-6=0 <

Sin repeticién: Vo5 = 6 -5-4 -3 -2 =720

palabras.

Con repeticién: VR, = 6° = 7 776 palabras.

= X = {_2/ -1, 3}

La Unica solucion valida es x = 3.

8.

Impares {1, 3, 5, 7, 9}, pares {0, 2, 4, 6, 8}
IPIPIPI
Vog+ Vo, =5-4-3-2-5-4-3=7200

H
5
X
30— | -
X (3)
4
X-(x—1-(&x—2
X—4 x-(x—1)-(x—2)
5 6
= =2
X-(x—1)-(x—2)
S X—4=2 < x=6

4. 2

b)

(5x2 — 3y)* = (g) (5x?)° — (i) (5x%)? 3y +

3 2 2 3 3
+ (2) 5x*(3y) (3) 3y

Para formar una diagonal hay que unir dos vér-
tices no consecutivos, por ejemplo AC. Ahora bien,
la diagonal AC coincide con la diagonal ﬁ, es
decir, no interviene el orden. Por tanto, si un po-
ligono tiene n lados, el nimero de diagonales es:
_n-(—1 A B

Cn,z—ﬂ—f n=

= 3n
2 E D

se resta n, nimero de lados, ya que al unir los

vértices, de dos en dos, se generan las diagonales

mas los lados.

=1-125x°—3-25x"-3y+3-5x%-9y* —1-27y°
= 125x° — 225x%y + 135x%y? — 27y’

10.

(171> (3a’h)* (2a)” = 330 - 3" -27 - a¥ - b* =

= 3421440 a**b*

Actividades de ampliacion

Todas las unidades, coches de distinta clase y va-
gon entran a formar parte del tren, por tanto son
permutaciones. Como hay repeticion:

9l
3,3,2,1 _— : — —
pyet = ——— = 7! = 5040 maneras.
31 - 302!
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION
14 ‘ Calculo de probabilidades

1. Se considera el experimento aleatorio consistente en volver una ficha de las 28 de un domind y anotar el niimero
de puntos de dicha ficha.

a) Establece el espacio muestral E.
b) Calcula el nimero de sucesos de este experimento, es decir, el nimero de elementos del espacio de sucesos S.

¢) Si denotamos por a; el suceso que consiste en haber vuelto y lefdo una ficha con i puntos, describanse los
sucesos: a,;, d,, B = a, U a,,, C = a, N a,, D: «se consigue ficha con puntuacién multiplo de 6».

2. En una bolsa hay seis bolas numeradas del 1 al 6 y se hacen tres extracciones consecutivas con reemplazamiento,
obteniéndose un nimero de tres digitos. Calcula:

a) El nimero de elementos del espacio muestral.
b) El nimero de elementos del suceso A: «obtener capiclia».

¢) El nimero de elementos del suceso B: «obtener un ndmero de tres cifras multiplo de 5».

3. Se lanza un dado dos veces. Calcula las probabilidades de los sucesos A: «la suma de las caras es 7»; B: «la
suma es 8»; C: «la suma de las caras es menor que cinco».

4. Se extraen dos cartas de una baraja espafiola de 40 cartas, de forma consecutiva, y se consideran los sucesos:
A: «La primera carta es caballo o sota»; B: «La segunda es caballo o sota»; C: «La primera carta no es del
palo de espadas»; D: «La segunda carta no es del palo de espadas».

Calcula las probabilidades de los sucesos A N By C N D:
a) Con reemplazamiento.

b) Sin reemplazamiento de la primera carta extraida.

5. Un dado se lanza dos veces. Halla la probabilidad de obtener cuatro, cinco o seis en el primer lanzamiento y
uno, dos, tres o cuatro en el segundo.

6. Se considera el experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de 3 dados al aire y anotar los niimeros de
las caras superiores. Calcula:

a) La probabilidad de que los 3 nimeros sumen 10.
b) La probabilidad de que el producto de los 3 nimeros sea 30.
¢) La probabilidad de que la suma sea 10 y el producto 30.

d) La probabilidad de que o la suma es 10 o el producto es 30, o ambas cosas a la vez.

7. En una clase hay 10 hombres y 20 mujeres; la mitad de los hombres y la mitad de la mujeres tienen los ojos
castanos. Determina la probabilidad de que una persona, elegida al azar, sea hombre o tenga los ojos castafos.
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SOLUCIONES

a) E=1{0,1,2,3,4,5 6,7,8,9, 10, 11, 12}
b) NUm. de sucesos = 2" declementosde £ — 513 — g 192
¢) a;; = «la suma de los puntos es 13» = J
a, = «la suma de los puntos es 0» = {(0, 0)}
B = {(0, 6), (1, 5), (2,4, (3,3} U {6, 6)} =
= {(0, 6), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (6, 6)}
C={0,4,@1,3),2 2}Nn{0,3),1q, 2} =0
D = {(0, 0), (0, 6), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (6, 6)}

a) Se forman numeros de tres cifras a partir de 6
digitos, pudiéndose repetir: VR,, = 6> = 216
b) A: «obtener capiclia», son tantos elementos como
nimeros de dos cifras se pueden formar con 6 di-
gitos, ya que el tercero tiene que ser obligatoria-
mente igual al primero, es decir: VR,, = 6> = 36
la cifra de las
6°> = 36

c) B: «obtener un mdultiplo de 5»,
unidades tiene que ser cinco: VR,, =

Hay VR,, = 36 sucesos elementales equiprobables:
= {(1, 6), (2, 5), (3, &), (4, 3), (5, 2), (6, 1)};

pay = 2 =1
36 6
B=1{(2,0),0,5),(4,4),(53),6 2} pB) = -
C=1{a 3,2 2,3 1,1 2,2 D1 D}
o=2-1
A 36 6

4.

a) Con reemplazamiento
VR4, = 40% = 1600 casos posibles.
A N B: «La primera carta es caballo o sota y la
segunda caballo o sota»: VR, = 8% = 64 casos
favorables.
64 1

Por tanto: p(A N B) = —— = —
1600 25

C N D: «La primera carta no es de espadas y la
segunda carta tampoco es de espadas»:
VR = 30” = 900

202 900 9

Por tanto: p(CN D) = —— = —
1600 16

b) Sin reemplazamiento
Vi = 40 - 39 = 1560 casos posibles.
A N B: «La primera carta es caballo o sota y la
segunda caballo o sota»: V,, = 8 - 7 = 56

56 7
Por tanto: p(A N B) = —— = —
1560 195

C N D: «La primera carta no es de espadas y la
segunda carta tampoco es de espadas»:

Vso, = 30 - 29 = 87

>0 029 =870 o 87

Por tanto: p(C N D) = —— = —
1560 156

Actividades de ampliacion

5.

\

Sea A: «Obtener 4, 5 6 6 en el primer lanzamiento»,
y B: «QObtener 1, 2, 3 6 4 en el segundo lanza-
miento».

Casos posibles: VR,, = 6> = 36

La probabilidad de A N B consta de: 3 - 4 = 12
casos posibles, ya que cada uno de los 3 casos fa-

vorables del primer lanzamiento se puede asociar
con cada uno de los 4 del segundo. Asi:

12 1
p(AN B) = — =~
36 3

VR,; = 6° =
a) Sea A:

El nimero 10 se puede descomponer en tres su-
mandos, menores que 7, de las siguientes formas:

216 casos posibles.

«La suma de los tres nimeros es 10».

1+ 3+ 6— P, = 6posibilidades
1+4+5— P, = 6 posibilidades
2 + 2+ 6 — PRZ = 3 posibilidades
243+ 5-—> P, =6 posibilidades [
2 + 4 4+ 4 — PR = 3 posibilidades
3+ 3 + 4 — PR = 3 posibilidades

27 1
= plA) = 16 8

b) Sea B: «El producto de los tres nimeros es 30».

El nimero 30 se puede expresar como producto
de tres factores, menores que 7, de las siguientes
formas:

1-5-6 — P, = 6 posibilidades N
2-3-5 — P, = 6 posibilidades
12 1
B —
~ pB = 216 18
c) C:«Lasumaes 10y el producto 30»: C= AN B
1
(0 = plAN B =
P P 216 36
d D= AU B, por tanto:
p(D)=p(AU B)=p(A) + p(B) —p(AN B) =

1,01 1 11

8 18 36 72

A: «La persona escogida es hombre»;

B: «La persona escogida tiene los ojos castanos».
(A) = o1 (B) = ! (AN B) = R
P 30 3° 30 2'° 30 6
p(A U B) = p(A) + p(B) — p(AN B) =
1 1 1 2

= 4+ - - = Z
3 2 6 3
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

1.

4 15 ‘ Probabhilidad condicionada

Una bolsa contiene 100 monedas correctas y 30 trucadas. Se extraen tres monedas, una a una y sin reempla-
zamiento. Se pide:

a) Forma el espacio muestral y asigna la probabilidad correspondiente a cada suceso del mismo.
b) ¢Cudl es la probabilidad de haber extraido dos monedas correctas?

c) Si la primera extraccién ha sido una moneda correcta, écudl es la probabilidad de haber extraido al menos
una trucada?

En un grupo hay 30 personas de las que 13 son hombres, (H), y 17 mujeres, (M), de ellos 5 hombres y 7 mujeres
son rubios (R). Calcula:

a) p(H); p(M); p(H/R); p(M/R); p(H N R); p(M N R).
b) p(R); p(R/H), p(R/M).

La probabilidad de que un opositor apruebe una oposicion es 0,45, y la de que apruebe una opositora es 0,51.
Si elegimos a un hombre y a una mujer de entre los que se presentan a la opisicidn, al azar, halla la probabilidad
de que:

a) Alguno de ellos apruebe.
b) Ninguno apruebe.

¢) Solo apruebe la mujer.

En un examen hay 2 temas de maxima dificultad, 5 de dificultad media y 3 de escasa dificultad, de los cuales
se elige uno al azar. La probabilidad de que un alumno apruebe el examen si el tema es de maxima dificultad

1 3 3
es de —, si es de dificultad media, 5 y si es de escasa dificultad, e

a) Halla la probabilidad de que el alumno apruebe el examen.

b) Halla la probabilidad de que el tema elegido haya sido de maxima dificultad, si el alumno aprobd.

En un determinado almacén hay 3 estanterias y en cada una de ellas 2 tipos de productos: Ay B. En la primera
hay 140 productos y se sabe que el 25 % son del tipo A. En la segunda hay 130 productos y se sabe que 91
son del tipo B. Y en la tercera hay 40 del tipo Ay 80 del tipo B.

a) Haz una tabla que recoja la informacién anterior.
b) Calcula la probabilidad de que un producto elegido al azar sea del tipo A.

c) Si se sabe que el producto elegido no pertenece a la primera estanteria, ¢cual es la probabilidad de que sea
del tipo B?

Un pais estd habitado por dos grupos étnicos: M y N, que se encuentran en las proporciones 75 % y 25 %
respectivamente. Se conoce que la talla de los individuos adultos varones es N(w, o), con w = 170y ¢ = 5 cm
para el grupo M, w = 175y o = 5cm para el grupo N. Se conviene que un individuo es alto si su talla es
superior a 180 cm.

a) Porcentaje de individuos altos del grupo M.
b) Porcentaje de altos en el grupo N.
c) Porcentaje de altos en el palis.

d) Si un individuo es alto, ¢cual es la probabilidad de que pertenezca al grupo N?
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SOLUCIONES

1. a) El espacio muestral es:

E={C CO0,(CCTDIECTO,TCO0,
(G, T, D, (T, C, D, (T, T 0, T, D}

p(C C C = —= —= 7= = 0,45
130 129 128
p(C C T =pC T, 0 =pTC 0O =
100 99 30
= — =0,14
130 129 128
p(C; T, ) = p(T, CCT =p(T, T, O) =
100 30 29
= = 0,041
130 129 128
30 29 28
p(T; T, T) = — = 0,011
130 129 128

b) p(2 C) =p(C, C T +p(C T, C) + p(T; C 0O =
100 99 30
=3- = 0,42
130 129 128
c) p(«al menos 1 T»/«la primera ha sido C») =
_ plda 1.7 C» N

pl«la 1.5 C»)

«al menos 1 T»)

1oo<99 30 30,99 99 30 30 30 30 29)
130\129 128 129 128 129 128
= =0,412
100
130
2- Rubios No rubios Total
Hombres 5 8 13
Mujeres 7 10 17
Total 12 18 30
) p(H) = (M) 17 (H/R)
a = 71 = 7/ = —
P 30 P 30 P
7 5
p(II/I/R)=—2;p(Hﬂ R)=—O;p(Mﬁ R)=—
b) p(R) = 12, (R/H) = > (R/M) =
p 0’ p Y 17
3. Si llamamos p(H) y p(M) a las probabilidades de

que un opositor y una opositora aprueben, respecti-
vamente, y entonces p(H) y p(M) a las probabili-
dades de que no aprueben:
p(H) = 0,45 p(M) = 0,51
p(H) = 0,55 p(M) = 0,49
p(HN M) = p(H) - p(M)=0,45-0,51 = 0,2295
a) p(HU M) = p(H) + p(M) — p(HN M) =
= 0,45 + 0,51 — 0,2295 = 0,731
b) p(HN M) = P(H) - P(M) = 0,2695
(Si Ay B son independientes = A y B también)
c) p(HN M) = p(H) - p(M) = = 0,2805

Actividades de ampliacion

4.

Mx: Maxima dificultad; Md: Dificultad media;

E: Escasa dificultad; A: El alumno aprueba.

a) p(A) = p(Mx) - p(A/Mx) + p(Md) - p(A/Md) +
1,5 3,3 3

+ PE)OA/E) = 2=
pEPA 10 4

10 9 10 5
= 0,55 5
(Mx) - p(A/MX) 90
o) p(Mx/A) =P P = 0,04
p(A) O 55
5. » EF1 =2 E3 Total
A 35 39 40 114
B 105 | 91 80 276
Total 140 | 130 | 120 390
b) p(A) = p(E1) - p(A/EL) + p(E2) - p(A/E2) +
135 1 39
+ p(E3) - p(A/E3) = + =
P pLa/ 3 140 3 130
1 40
.= =0,294
3 120 51, 80
__ p(BN ED 390 390
o p(BjEL) = 22 =2 = 0,657
p(EL) 2
3
180 — 170
6. a) 100 - p(X=180) = 100 - p(Z>T> =
100 - p(Z=2) = 100 - (1 — p(Z < 2)) =
= 100 - 0,0228 = 2,28 % en M
180—175
b) 100 - p(X = 180) = 100 - p(22f>=
=100-p(Z=1) =100 (1 — p(Z<1) =

= 100 - 0,1587 = 15,87 % en N
c) 100 - p(A) =
= 100[0,75 - 0,0228 + 0,25 - 0,1587] =
= 5,68 % altos en el pals.
p(N) - p(A/N) 0,25 -0,1587

O p(N/A) = -
PN/ p(A) 0,056775

= 0,6988
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

1.

4 16 ‘ Teoria de muestras

Se sabe que el 2 % de las piezas producidas por una cierta maquina son defectuosas. Calcula:
a) La distribucion que sigue la proporcion de piezas defectuosas en muestras de 400 piezas.

b) La probabilidad de que en una partida de 400 piezas sean defectuosas el 3 % o mas.

Una urna contiene 80 bolas, de las que el 60 % son rojas y el 40 % son blancas. De un total de 50 muestras
de 20 bolas cada una, sacadas de la urna con reemplazamiento, indica en cuantas cabe esperar:

a) igual nimero de bolas rojas que de blancas.
b) 12 bolas rojas y 8 blancas.

¢) 10 o més bolas blancas.

Un laboratorio fabrica comprimidos efervescentes en forma de disco cuyo didmetro X quiere controlar. La can-
tidad X es una variable aleatoria cuyos didmetros tienen una media p. = 15 mm y desviacién tipica o = 4 mm.
A intervalos fijos de tiempo se extraen muestras de tamano 64 y se miden los diametros.

a) ¢De qué tipo es el muestreo realizado?
b) Determina la distribucion en el muestreo de la variable media muestral.

¢) Calcula la probabilidad de que dicha variable esté comprendida entre 13 y 16 mm.

Los pesos de los paquetes repartidos por una empresa de mensajeria tienen una media de 300 g y una desviacion
tipica de 50 g. ¢(Cual es la probabilidad de que el peso de 25 paquetes elegidos al azar supere el Iimite de carga
de un repartidor, que es de 8200 g?

Una prueba escrita consta de 100 cuestiones, la puntuacion media que se ha obtenido es de 68 puntos con una
desviacion tipica de 10 puntos. ¢Cual es la probabilidad de que 2 grupos formados por 28 y 36 personas, elegidas
al azar entre las que han realizado la prueba escrita, difieran en su puntuacion media en:

a) mas de 5 puntos,

b) entre 3 y 7 puntos?

El voltaje medio de las baterias de un fabricante es de 15 voltios y la desviacién tipica 0,2 voltios. Si se eligen
al azar 4 baterias de este fabricante y se conectan en serie (esto supone que se suman los voltajes), calcula la
probabilidad de que tengan un voltaje conjunto de 60,8 o més voltios.
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SOLUCIONES

La proporcidn, en la poblacion, de piezas defec-

tuosas es p = 0,02. En muestras de 400 piezas,

la

proporcion es una variable aleatoria con pa-

rametros: Media: w = p = 0,02.

Desv. tipica: o = \/’0

-(1-p) \/0,02 0,98
n 400

=0,007
La distribuciéon es N(0,02; 0,007).

b)

Como la proporcion de piezas defectuosas es una

variable aleatoria discreta, se hace la correccién

de normalidad:
p(p = 0,03) = p(X = 0,03 —

\

a) El muestreo es aleatorio sistematico, puesto que
a intervalos fijos de tiempo se van eligiendo
muestras de tamafno constante.

b) La media muestral X sigue, en el muestreo, una

e ) -

13-15 l6—15
O=p\"0s =405 )

Z7<2)=plZ=<2) =0,9772

4
/v<15, —_> — N(15; 0,5)
\/64

0 p(l3< X<

= pl-4 <

o) _
400
0,02875 — 0,02
7= Tt - (2= 1,25) =
0,007

1 — P(Z<1,25 =1 — 0,8944 = 0,1056

2. Llamamos p a la proporcion de bolas rojas (R), p = 0,6
yqg=1— p=0,4a laproporcién de blancas (B).

En muestras de tamano 20, obtenidas mediante

muestreo aleatorio con reemplazamiento, la propor-
cion de R es una variable aleatoria con:
p=p=06

Desv. tipica: o =

La media muestral X sigue, en el muestreo, una

/v( U) - /\/(300 50) N(300, 10)

p"/ \/E / \/g - 7

El peso de 25 paquetes superara el limite de carga de

8200 g, si cada paquete, por término medio, supera

8200 — ( 328—300)

——— =3280: p(X=328) =p|l=—"T""
25 10

=p(Z=28=1—-p(Z<28 =1- 09974 =

= 0,0026

Media:

£ P —p)  ,/0,6-04
n 20

5.

= 0,1095

Su distribuciéon en el

muestreo se aproxima a

N(0,6, 0,1095); en muestras de 20:
N(0,6 - 20, 0,1095 - 20) = N(12; 2,19)
a) p(R =10) = p(9,5 < X = 10,5 =

€s

<9,5 - 12 - 10,5 — 12) _
2,19 2,19

p(—=1,14 < Z < —0,68) =

p(Z < 1,14) — P(Z =< 0,68) = 0,121
decir, en un total de 50, cabe esperar igual

nimero de R que de B en:
0,1211 - 50 = 6,0550 = 6 muestras.

b)

p(R=12) = p(11,5 < X < 12,5) =

La variable diferencia de medias, X,s — X, Sigue una

distribucion en el muestreo con:
Media: o = p; — p, = 68 — 68 = 0

L ol o} 10 10°
Desv. tipica: o = \/— + —=\/—+ — =
mn n, 28 36
400
=\/—=25
63

La variable se distribuye mediante una N(0;2,5)

0
=pZ>2)=
5) o )

B 5
a) p(ng—X36>5)=p<Z>

1

=1 - 0,9772 = 0,0228

_ — 3 7

=p(Z<28) — p(Z<1,2) = 0,9974 — 0,8849
= 0,1125

(11,5 - 12

12,5 — 12)
="
2,19

2,19

p(—0,23 < Z < 0,23) =

El

2 - [p(Z < 0,23) — 0,5] = 0,182
nimero de muestras es:

0,182 - 50 = 9,1 = 9

c) Esto es igual que el nimero de R < 10.

p(R<10) =p(X<10,5 =p (Z\

10,5—12)
<—| =
2,19

=0,248

El

nimero de muestras es:

0,248 - 50 = 12,41 = 12

Actividades de ampliacion

La variable T sumas muestrales, con:

Media: 4 - w = 4 - 15 = 60 voltios.

Desviacién tipica: ¢ - \/4 = 0,2 - 2 = 0,4

La variable T sigue una muestreo N(60; 0,4)

60,8 — 60
0,4

=1-pZ<2) =1-09772 = 0,0228

p(T = 60,8)=p(22 )Zp(ZB 2) =
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

1.

4 17 ‘ Intervalos de confianza

a) Dar ejemplos de estimadores puntuales insesgados y eficientes para la media y la varianza poblacionales.

b) Supongamos que las alturas de 100 estudiantes de una universidad representan una muestra, elegida al azar,
de las 5316 alturas de todos los estudiantes de dicha universidad. Si la media y la desviacion tipica de estas
100 alturas son 178 cm y 10 cm respectivamente, determina estimaciones insesgadas y eficientes de la altura
media y la varianza poblacionales.

Al medir el tiempo de respuesta a sefales luminosas en pruebas para renovar el permiso de conducir, se estima
que la desviacion tipica del mismo es de 0,05 segundos. Indica cual serd el nimero de medidas que deberas
hacer para que el error de tu estimacion no exceda de 0,01 segundos, con un nivel de confianza del:

a) 95 %.
b) 99 %.

En 60 lanzamientos de una moneda se obtuvieron 36 cruces. Halla el intervalo de confianza para la proporcion
de cruces que se obtendrian en un nimero ilimitado de tiradas, con un nivel de confianza del:

a) 95 %.
b) 99,73 %.

El consumo de un producto sigue una distribucion normal, con varianza 300. A partir de una muestra de tamafno
25 se ha logrado una media muestral igual a 180. Halla un intervalo de confianza, al 99 %, para la media del
consumo.

Al medir el diametro de arandelas producidas por una empresa, se estima que la desviacion tipica de dicho
diametro es 0,05 cm. Se han hecho 121 mediciones con objeto de estimar el didmetro medio.

¢Se puede afirmar, con el 99 % de confianza, que el error de la estimacién no excedera de 0,012 cm?

Una empresa adquiere 5000 cables de acero. Un ensayo con 40 de ellos, elegidos al azar, dieron una media de
resistencia a la rotura de 2 400 kg, con una desviacion tipica de 150 kg.

a) Halla un intervalo de confianza para la resistencia media, de la poblacién de cables adquiridos, al nivel de
confianza del 80 %.

b) Repite el apartado a para un nivel del 95 %.
¢) Compara las longitudes de los intervalos obtenidos en los apartados anteriores e interprétalos.

d) ¢Cual deberfa ser el tamano de la muestra, para estar seguro al nivel del 85 %, que el error maximo cometido
sea de 10 kg?
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SOLUCIONES

a) Para la media poblacional: la media muestral: X.
Para la varianza poblamonaAl. Z (x — 7
la cuasivarianza muestral: S* = P
n—

b) Para la media poblacional: 178 cm.
Para la varianza poblacional:

100

n ~
$P=> 57 = 59 10> = 101,01 cm?

n—1

5 =

a) Paral — a = 0,95 el intervalo de confianza,

. . _ (02

para la media poblacional, es (x + 1,96 \/—>
n

Como no conocemos o, tomamos

o = s = 0,055, con lo que el error es:

0,05 0,05\
1,96 4= = 0,01 < n=[19—=| =
\/n 0,01
=9,8”=96,04= paran=97,elerror < 0,01 s

b) Para 1 — o = 99, el intervalo de confianza es

_ (o] . .
(x + 2,58——) y el error de la estimacién

\/n

2,58%. Tomamos o = s = 0,05 s, asi:
0,05 0,05)?
2,58 r =001 < n=(25 ") =
/

=12,9°=166,4 — paran=167,elerror<0,01 s

al—a=2095 a =005

/

p(Z < Z) = 0,95 + = 0,975, z = 1,96

~ p-(1—0) 0,6-0,4

Ic: (p + 2, u) = (o,éil,%-‘\/—>
2 n 60

= (0,6 = 0,124) = (0,476, 0,724)

) 1 - a=09973, a = 0,0027, P(Z< Z) =

0,0027
= 10,9973 + ~—— = 0,987, z = 3

2
~ A p-(1—p) 0,6-0,4
IC:(pizg- u>=(0,6i3' —)
2 n 60

= (0,6 * 0,189) = (0,411; 0,789)

Como la poblacion sigue una normal, la variable me-

. . _ O
dia muestral sigue /V(X, 7) , aun para valores de
n

n < 30, donde hemos sustituido w, desconocida, por
Xx. El intervalo de confianza para la media poblacio-

nal es: -
AL S

= (171,06; 188,94), ya que Z% = 2,58

Actividades de ampliacion

5.

Si se puede, ya que: error maximo = Ze -
0,05 0,05

= 2,58 -
V121

G

= 0,0117

= Zoo1 *
2

El estimador de la media poblacional es la media
o
\/n
: : s
conocida se trabaja con: N(pt, T> .
n
5000
=—— .s= 150,01 = 150
4999
a) Paral — o = 0,80, el valor critico

Z. = 202 = 1,28, puesto que: p(Z = Z) =
0,80 + 0,10 = 0,90, entonces:

muestral, x — N(u, ), pero como o es des-

s =

I

S 150
IC = (7@ zg_> = (2400 + 1,28 - ) =

\/n \/4—0
= (2369,6; 2430,4)

b) Para un nivel de confianza 1 — « = 0,95,
el valor critico z = 1,96, ya que
piZ<2z)= 0,95 + 0,025 = 0,975

150
IC = (2 400 * 1,%-\/%) = (2353,5; 2 446,5)

c) Los intervalos obtenidos cubriran, o no, el valor
de la media poblacional w. Se observa que cuan-
to mayor es 1 — «, mayor es la amplitud del
intervalo y mayor es la probabilidad de que cubra
el verdadero valor de .

Zo,0s —

d) El error maximo que se comete es el radio del

~

. . s
intervalo de confianza: E = z =, despe-
jando: \/n
zos = 1,44, ya que p(Z = zﬁ) =
0,15
= 0,85 + == = 0,925
Z . 5\’ 1,44 - 150\

n=|-2 = |=———| = 466,56, con

E 10

una muestra de 467 o mas cables nos asegura-
mos, con un nivel de confianza del 85 %, que el
error maximo sea de 10 kg.
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1.

4 18 ‘ Contraste de hipotesis

Se lanzan un par de dados 100 veces y se observa que el resultado, la suma de puntos es 7, aparece 23 veces.
Contrasta la hipdtesis de que los dados estan bien hechos mediante:

a) un contraste bilateral;

b) un contraste unilateral derecho, siempre con un nivel de significacién del 0,05.

En una muestra de 100 bombillas haldgenas, de una determinada marca, se observa que su duracion media es
de 1650 horas, con una desviacién tipica de 130 horas. Si p es la duracion media de todas las bombillas
halégenas de esa marca, contrasta la hipétesis w = 1 680 horas, con la hipétesis alternativa p # 1 680 horas,
al nivel de significacién de 0,05.

El diametro de unos tubos metélicos cilindricos sigue una distribucion normal de media desconocida y desviacion
tipica 3 mm. Se toma una muestra, al azar, de 36 tubos y se obtiene un diametro medio de 39 mm. (Se puede
afirmar con un nivel de significacion de 0,01 que la media de la poblaciéon de tubos es 43 mm?

Un constructor mantiene que al menos el 95 % de las viviendas que construye cumplen con la certificacion de
calidad europea. Se toma una muestra de 100 viviendas, al azar, de las que 9 resulta que no cumplen la
certificacién. Contrasta la afirmacién del constructor los niveles del 0,01.

Se ha aplicado un test de memoria a un gran nimero de estudiantes, encontrandose que la desviacion tipica es
33,5. Aplicado el test a una muestra aleatoria de 36 alumnos, se ha obtenido una media de 187,7. Se puede
afirmar que la memoria media es de 195, con arreglo a este test, y con un nivel de confianza del 90 %.
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SOLUCIONES

1. La probabilidad de obtener «suma de puntos igual

1 .
a7»es o ya que el suceso considerado es:

{@, 6, (2, 5), (3, 4, (4, 3), (5, 2), (6, 1)}.
a) Contraste bilateral:
1 1
Hoing:,()o H1:p5ég
+ Estadistico del contraste: p.

e Para a = 0,05, contraste bilateral, la regién
de aceptacion es: (—1,96; 1,96).
23 1
100 6
« 7 =""—=1,71 € (—1,96; 1,96), por
0,037

tanto se acepta H,, es decir, aceptamos que los
dados estan bien hechos, al nivel de significa-
cién prefijado.
b) Contraste unilateral:
1 1

Ho:p:g:po H1:p>g

« Estadistico del contraste: p.

e Para o = 0,05, contraste unilateral derecho,
la regidn de aceptacion es: (—oo; 1,645).

e 7 = 1,71, ¢ (—oo; 1,645), por tanto, se re-
chaza la hipétesis nula, es decir, aceptamos
que los dados estan cargados, al nivel de sig-
nificacion prefijado.

Hy: o = 1680 horas = w , H: o # 1680 horas.
El contraste es bilateral.

Para un ensayo bilateral con « = 0,05 tenemos la
siguiente regla de decision:

Se rechaza H,, la duracién media es de 1 680 horas,
si el valor de Z, normal tipificada, correspondiente
esta fuera de la region de aceptacion:

(—1,96, 1,96); en caso contrario se acepta H,.

El estadistico del contraste es la media muestral

X — N(pu, \;%) , donde wy o son la media y la

desviacion tipica de la poblacion de bombillas de esa
marca y n el tamano de la muestra.

Como no se conoce o la desviacién tipica del esta-
100

-, s 99

distico es: —= = ———

\/n /100

la hipétesis H, la distribucién es: N(1 680, 13).

B 1650 — 1680

13

130
= 13,06 = 13, bajo

 —
Para X = 1650 = =

v

= —2,307

Actividades de ampliacion

\

Como —2,307 ¢ (—1,96; 1,96) se rechaza la hi-
poétesis nula, al nivel del 5 %, y se acepta que la
duracion media de las bombillas es distinta de 1 680
horas.

Ho: o = 43 mm = p, Hy: o # 43 mm
El contraste es bilateral, ya que w # 43 mm incluye
valores menores y mayores que 43 mm.

El estadistico del contraste es la media muestral X

(6}
que sigue una: N <pu, \/—) N(43; 0,5).
n

Para a = 0,01, contraste bilateral, la regién de
aceptacion es (—2,58; 2,58).
Para x = 39
39 — 43
z = o5 = —8 ¢ (—2,58; 2,58), rechazamos

que el didmetro medio de los tubos es de 43 mm, al
nivel de significacion del 1 %.

Ho: p = 0,95 = p,
H,: p < 0,95. Contraste unilateral izquierdo.
Estadistico del contraste: p, proporcién poblacional cuya

1 [Po(1 — pg)
distribucién en el muestreo es: N <po, w> :

p — 0,95
N(0,95; 0,022) y Z = ———— N(0, 1)
0,022

Si a = 0,01, la regidn de aceptacion es, al ser el
contraste unilateral izquierdo (—2,33; +).
Para p = 0,09
0,09 — 0,95
= ———— — 39,09 ¢ (—2,33; +x), recha-
0,022

zamos H,, es decir, rechazamos que el 95 % de las
viviendas hechas por el constructor cumplan la nor-
mativa europea y aceptamos H,, con el nivel de sig-
nificacion estipulado.

Ho: o = 195 = W,
El contraste es bilateral.

El estadistico del contraste es la media muestral X,
cuya distribucion en el muestreo es: N(187,7; 5,58).

Hy: w # 195

Para @ = 1 — 0,9 = 0,1, contraste bilateral, la
region de aceptacion es (—1,645; 1,645).
L 195 — 187,7
Si X =195 como Z = —— = 1,308
5,58

y 1,308 € (—1,645; 1,645), aceptamos la hipdtesis
nula, y podemos afirmar que la memoria media es
de 195 con arreglo a este test y para un nivel de
confianza del 90 %.
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