IES Fernando de Herrera Curso 2012 /13

Primer examen Segundo trimestre — 2° Bach CCSS Enero de 2013
NOMBRE:
1) Sealafuncion f: R — R definida mediante: (3 puntos)

e si x<0
f(x) =
® {x3—x+1 si x>0

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad.
b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa

x=1
2) Calcular los siguientes limites: (3 puntos)
) Iim@
X223 —\X+7
- J2x -2
b) lim ———
3 x4 T
¢) lim @
o 3—X+7

2x2-3

3x? —1]“3

3% +1

(31}
e) lim —;
x>0\ 3X° +1

3) Derivar y simplificar: (3 puntos)

a) f(x)= SXX‘l—(sx—xz)z.

b) g(x)=(x*-1)-Inx.
c) h(x)=2%.
d) i(x)=(x>-6x)-(x*+1)°.
e) j(x)=(x+1)-e>™"
f) Kk(x)=3xcos3x’.
4) Hallar a y b para que sea derivable en todo R la funcion: (1 punto)
) = { ax>+1 si x<1

X—>00!

d) Iim(

x2+bx+3 si x>1
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SOLUCIONES
1) Sealafuncion f: R — R definida mediante: (3 puntos)

x ,
f(x):{se s! x<0
X*=x+1 si x>0
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad.
Continuidad
e Zona (-, 0): Es continua en toda la zona por serlo la funcion exponencial
compuesta con una polinémica.
e Zona (0, +0): Es continua en toda la zona por tener una expresion polinomi-
ca.

e x=0:1)3f(0) =&’ =1; 2) lim f(x) = lime™ = e=1; Ilimf(x) =

x—0" x—0*

Iin;(x3 —Xx+1) =1. Por tanto, 3 Iing f(x) =1 =1(0), por lo que es continua.

Por tanto, f es|continua en todo R|. Luego puede ser derivable.

Derivabilidad
Podemos derivar directamente en intervalos abiertos:

—-e* si x<0
f'(x) =
) {3x2—1 si x>0

y nos falta por estudiar la derivada en x = 0. Para ello, vemos las derivadas por
la derecha y por la izquierda:

f'0)=-e%=-1; f'(0"=30"-1=-1 = 3If'(0)=-1
Afadimos este resultado a lo que ya teniamos, deduciendo la expresion final de

la derivada de f:
f,(X):{—e si x<0

3x>-1 si x>0

Nota 1: El igual se podia haber puesto también en la primera forma de la defini-
cion de f'(x), puesto que va a coincidir el resultado que estamos diciendo que
debe tener f'(0), esto es: — 1. Lo que no podemos es ponerlo en ambas.

Nota 2: En realidad, no hemos calculado f '(0), sino que hemos comprobado que
f'es continua. El calculo estricto seria recurriendo a la definicion de derivada en
forma de limite, pero en Selectividad admiten este procedimiento, mucho mas

comodo. La forma verdadera de calcular f'(0) seria asi: Por un lado,
f'(0) = "mM = |ime__1 = lim _i =1

x—0" 0 x—0" X x—0"

Para el calculo de este limite hemos usado la Regla de L'Hopital, que podia apli-
carse al tener la indeterminacion 0/0. Recordamos que esta Regla cambia la ex-
presion del limite que calculamos por la derivada del numerador partido por la
derivada del denominador, y es utilizable con indeterminaciones 0/0 6 oo/ y
siempre que la expresion resultante nos permita calcular el limite, es decir, se
deshaga de la indeterminacion.

Por otro lado,

_ 3 _ _ 2
£109 = lim ~ =T _ gy X =x1=1_ o XOE =D iy 2 9y= 1
x—0* X—0 x—0" X x—0" X x—0"
Al coincidir, 3f'(0) = - 1.
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b)

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x=1.

e Puntodetangencia: Si x=1 = f(1)=1°-1+1=1.Es(1,1).

Pendiente: m=f'(1)=3-1°-1=2

Ecuacion: Segun la interpretacion geométrica de la derivada, usando la
ecuacion de la recta en forma punto-pendiente, seré:

y-1=2(x-1) = y=2x-2+1 =

2) Calcular los siguientes limites: (3 puntos)

a)

b)

Jox -2

lim———

23—\ X+7

Este limite produce la indeterminacion 0/0, con raices dentro de restas. Para
eliminar la indeterminacion hay que multiplicar y dividir por los conjugados de

dichas restas:
lim \/_ 2 - lim \/_ 2 \/_+2 3+VX+7

>23_x+7 3 Uxi7 J2x12 3+ dxaT

Efectuamos sélo los productos de los conjugados, que son suma por diferencia,
con lo que eliminamos las raices dentro de restas:

o (2x- HE+Vx+7) _ i 206 @B+VX+7) _
il O-(x+7)(N2x+2) =2Q-x-T)2x+2)
_ i 2X=2)@+X+T)
x>2 (2— x)(\/_x+2)

Factorizamos los polinomios que han resultado. EI del numerador es facil, por-
que basta con sacar 2 como factor comun. EI denominador también, pues pode-
mos extraer —1 factor comun. Si no nos damos cuenta de esto ultimo, podemos
efectuar una division por Ruffini (un Gnico paso, una tnica division) probando el
namero al que tiende x, y obtendremos siempre la descomposicion que nos hace

falta.
lim 2(x—=2)(3+Vx+7) _ lim 2(x—2)(3+Xx+7 )
gL (2+X)(W2x+2) =2 —(x=2)(v/2x +2)

Simplificamos los factores x — 2, causantes de la indeterminacion 0/0, sustitui-
mos y terminamos. Al sustituir, ya no escribimos lim delante de la expresion:

_im 23+/x+7) _ 2(3+9) =§=
o2 _(J2x+2)  —(J4+2) -4

J2x -2

lim ———

x>0 3 X+ 7

Tenemos la indeterminacién /0. En un cociente, solo el término de mayor
grado del numerador y el del denominador son los que deciden el resultado, pues
el resto de términos del numerador son despreciables frente al de mayor grado
del numerador y lo mismo sucede con el denominador, cuando x tiendea o y
va tomando valores enormemente grandes. Por tanto:
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lim ‘/__2 = im 2% < im[ = (2 = i (-42) = [2
X—>+00 3 X + X—>+00 __ \/; X—>+00 X X—>+0
J2x -2

c) lim———
x>0 3— X+ 7
Este limite jno existe, porque al acercarnos a —o tenemos que darle a x valores
negativos, por lo que no van a existir las raices cuadradas.

5 2x2-3
. (3T -1)
d) lim —
x> 3X° +1
" 2x2—33x2717(3><2+1) i 2X ,33)( 13X -1

us lim 2 ’3[3 - 1} im 3xXTA-3x7
_ lim
(3X 1} - (100) - Hw x+3 | 3x%+1 _eH‘” 3 e :ewa X+3 3x%+1

lim

X—>00!

3x% +1 B

_2x%-3 -2 ) —4x%+6 —4x2 -4
lim |Im7 lim

-4
— aom X43 3x%+l = Axoe3x +x+9X2 +3 = pxo» 3 — leg - (71 — a0
=€ =€ (S =€ =e =e =

Cuando la indeterminacion es 1*, podemos sustituir la expresion del limite por
el nimero e elevado al exponente multiplicando a la base menos 1. Y en un co-
ciente de expresiones polindmicas, aunque estén dentro de raices, si se produce
la indeterminacion oo/co, cada polinomio puede sustituirse por el término de ma-
yor grado, con su coeficiente, puesto que el resto presentara valores desprecia-
bles frente a él, cuando nos aproximemos a oo.

3X 1 1-3x
e) lim
x>+ 3x% +1

-1V v (1) _(1)_
xlerpw(3x +1j = (o )_£o+wj_(6j_

3) Derivar y simplificar: (3 puntos)
a) f(x )—3X 1—(5x—x2)2.
f'(x) = L‘°;X_1)—2(5x—x2)(5—2x) = L o(25x-10x2 —Bx 1+ 2x%) =
X X

= i2—2(2x3 —15x* + 25x) = i2—4x3 +30x* —50x =
X X

—4x° +30x* —50x® +1

b) g(X)=(x*-1-Inx.

2_ 2 2_
g'(X)=2XInx+X 1_|2x Inxx+x 1
X

¢) h(x) =2

h'(x) =
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4)

d) i(x)=(x®-6x)-(x* +1)°.
i) = (B —6)(*+1)°+(C—-6x)3-2x (¥ +1)*=
= (X% +1)° ((3x* = 6) (X* + 1) + 6x(x° — 6X)) =
= (x® + 1) (Bx* + 3x* — 6x° — 6 + 6x* — 36x%) = |(x° + 1)” (9x" — 39x° — 6)

&) j(X)=(x+1) e,

j-(X):e2x+1+(X+1)2e2x+1:e2x+1(1+2X+2): X + (2X+3)

) k(x) =3xcos3x°.
k'(x) = 3 cos 3x* — 3x-6x sen 3x* =3 cos 3x” — 18x” sen 3x

]

Nota: La expresion simplificada final siempre puede resultar subjetiva, y debe en-
tenderse como una expresion comoda para operar y para volver a derivar si es preci-
so. Por ejemplo, enel d yel f sepodriaextraer 3 factor comun.

Hallar a y b para que sea derivable en todo R la funcion: (1 punto)

ax’+1 si x<1
fx)=1, .
X +bx+3 si x>1

Para ser derivable, previamente debe comprobarse que es continua. Como las dos
expresiones que forman f son polindmicas, sera continua en todo R salvo en el
punto de conexion x =1, que siempre hay que estudiarlo por separado:
lim f(x) = Iir?(ax2 +1) =a+1

X

x—1"

Iir?f(x) = Iir?(x2+bx+3) =1+b+3=b+4

El limite existira, y coincidira con f(1)=b+4,cuando a+1=b+4 < a—b=3
Con ello, la funcién serad continua en todo R y podemos plantearnos su derivada
(donde no sea continua, no puede ser derivable). De este modo, derivando directa-
mente en intervalos abiertos:
{ 2ax si x<1
f'(x) =

2X+b si x>1

Esta funcion tiene imagen siempre, salvo para x = 1, que ain no hemos estudiado.

Ello significa que, a falta de dicho punto, f es siempre derivable. Pues bien:
f(1)=2a f'@1)=2+bh.

Por tanto, seré derivable, también, en x=1cuando2a=2+b < a—b=2

Resolvemos el sistema formado por ambas condiciones, para que se verifiquen a la

vez:

Despejando en la primera: a = b + 3. Sustituyendo en la segunda: 2(b +3) -b =2

= b=2-6=-4 = a=-4+3=-1.

Luego seran continua y derivable en todo R si \a =—1yb=- 4\.
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NOMBRE:

1)

2)

3)

4)

5)

IALUMNOS CON LA PRIMERA EVALUACION APROBADA

Sea la funcion:
x> —=3x+4 si x<2
ftx) = -2 si x>2
a
a) Halle el valor de a para que dicha funcion sea continua y estudie la derivabili-
dad de f paraese valor de a. (1,5 puntos)

b) Para a =1, ;jexiste alguna asintota vertical de esa funcion? ¢Y horizontal? Ra-
zone las respuestas y calcule, en caso afirmativo, dichas asintotas. (0,5 puntos)

a) Halle el dominio, los puntos de corte con los ejes, y las asintotas de la funcion:
2
) = X (0,2 + 0,3 +1 puntos)
2x+1

b) Halle los intervalos de monotonia, los extremos relativos, los intervalos de cur-
vatura y los puntos de inflexion de la funcién g(x) = x* + 3x* + 3x. Represéntela

graficamente. (1 +1+ 0,5 puntos)
Halle la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcion f(x) = —2e* en el
punto de abscisa x = 0. (1 punto)
Sea la funcién f(x) = 2x* + ax + b. Determine los valores de a y b sabiendo que su
gréafica pasa por el punto (1, 3) y alcanza un extremo local en el punto de abscisa
=-2. (1,5 puntos)
Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (1,5 puntos)

a) f(x):(z—\BSXj +1:(22X

b) g(x) = (3x + 2)? In(1 + x?)
0 h(x)=2%+ =

X2
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SOLUCIONES

1) Sea la funcion:

a)

b)

x> —3x+4 si x<2
f(x) = 4-X si x>2

a
Halle el valor de a para que dicha funcién sea continua y estudie la derivabili-
dad de f paraese valor de a. (1,5 puntos)
Continuidad

Nos aseguramos de que sea continua en todo R, no sélo en el punto de conexion

de zonas de definicion de f, puesto que la continuidad y derivabilidad nos la pi-

den en general, es decir, en todo R.

e Zona (-, 2): f coincide con una funcion polinémica, las cuales con conti-
nua en todo R, por lo que lo sera en toda la zona.

e Zona (2, +»): También es polindmica la expresion, de grado 1, con coefi-
ciente 1/a para x'. Luego también es continua aqui.

e x=2:1)3f(2) =22-3-2+4=2. 2) Para ver si existe lim f (x) hemos de

evaluar forzosamente los limites laterales, porque la formula de f(x) es dife-
rente a cada lado de x = 2:

lim f(x) = lim(x*-3x+4) =2; lim f(x) = Iim(4—5j = 4—g
X—2~ x—2~ x—2* x—2" a a
f(2) y Iirr; f(x) existiran y coincidiran (que es la condicion para que f sea

continuaen x =2) siy solo si:

2:4—g & 2a=4a-2 & 2=2a < a=1
a

En resumen:

Si a=1, f seracontinua en todo R.
Si a1 f tendrd una discontinuidad de salto finito en x = 2, siendo continua
en el resto.

Derivabilidad
Derivamos directamente en intervalos abiertos:

2x—-3 si x<?2
FOO=9 _1 g xs2
a

Si a=1,alnoser f continuaen x =2, no sera derivable en dicho punto. Si
a =1, podria serlo, por lo que estudiamos las derivadas laterales en x =2 para
a=1

f'2)=24-3=1; f'(2")=-1 (sia=1)
Como no coinciden, #f'(2). Por tanto, para ningun valor de a es derivable la
funcion en x = 2, por lo que |la expresion final de la derivada es la anterior].

Para a =1, ¢existe alguna asintota vertical de esa funcién? ;Y horizontal? Ra-
zone las respuestas y calcule, en caso afirmativo, dichas asintotas. (0,5 puntos)
Tenemos que:
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2 -
X*—3Xx+4 si x<2
f(x) = .
4—-x si x>2
Como es continua en todo R, no tiene asintotas verticales,
Como la expresion es polindmica tanto cuando hacemos tender x a +oo como

cuando tiende a —o, Yy los limites de las expresiones polinémicas en el infinito
valen siempre infinito, no tiene asintotas horizontales|

2) a) Halle el dominio, los puntos de corte con los ejes, y las asintotas de la funcion:
4x?
) 2x+1
1. Dominio: R — {~1/2}], puesto que —1/2 es el Gnico valor de x que anula el
denominador.
2. Cortes con los ejes:
e x=0 = f(0)=0: [Cortaen (0, 0).

(0,2 + 0,3 +1 puntos)

2
e y=0 = 0= XL =0 = x=o0: El mismo punto.
2x+1
3. Asintotas.
S G S G _ . - .
e AH: lim =lim ——=1lim 2x = oo |No tiene asintotas horizontales.

x50 2X +1  xow 2X X—00

e AV: Tomamos limites en la Unica discontinuidad:

_AxE (1) — - .
lim = | =] =0 = |Larecta x =-1/2 es asintota vertical|.

H_% 2X+1 0
e AO:
4x?
oA 2 2
m= ||mM = ||mM = ||m42L = ||m4_x2 =
x—w X X—0 X x>0 2X° + X x>0 2%
2 2 2
n= lim[f (x)=mx] = lim| -2 _2x | = lim 2 =4 =2X _
X—>00 x| 2X + X—>00 2Xx+1
T S s S
x—0 2X +1 x—0  2X 2
Por tanto, [la recta y = 2x — 1 es asintota oblicud,

b) Halle los intervalos de monotonia y los extremos relativos, los intervalos de cur-
vatura y los puntos de inflexion de la funcién g(x) = x* + 3x* + 3x. Represéntela
graficamente. (1 +1+ 0,5 puntos)
1. Monotonia. Extremos relativos. Como ]g '(x) = 3x° + 6x + 3|, tenemos:

e Discontinuidades de g 6 g ": No tiene (son polindmicas).

e g'X)=0: 3*+6x+3=0 = X*+2x+1=0 = (x+1?=0 =
=-1.

Dividimos R en intervalos mediante el Gnico punto obtenido:

(-o0, —1) -1 (-1, +0)

g' + 0 +

g 2 2

Siempre es creciente y no tiene extremos relativos, En_x = — 1 tendra pen-

diente horizontal, puesto que se anula la derivada.
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2. Curvatura. Puntos de inflexion.
g"(x)=6x+6
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e Discontinuidadesde g, g' 6 g No tiene (son polinémicas).

e g"x)=0: 6x+6=0 = x=-1.

Dividimos R en intervalos mediante el Gnico punto obtenido:

(_007 71)

-1

(=1, +e0)

g" —

0

+

g N

P.I.

Tiene un punto de inflexion en (-1, -1).

3. Griéfica.

Como g es polindbmica, no tiene discontinuidades ni asintotas. No es ni par

ni impar, puesto que:

9(-x) = (X)° + 3(-x)° + 3(x) =—x* + 3" — 3x =
— (3 =3x%+3x%)

Los cortes con los ejes son:

C+3C+3x=0 = x(x**+3x+3)=0 = X

=0 6 X¥*+3x+3=0
puesto que un producto vale 0 si, y so6lo si algin
factor se anula. Y la ecuacién de segundo grado
no tiene solucion, por lo que sélo corta a los ejes

en (0, 0). Por ello, para afinar un poco nos ve-
mos obligados a usar una pequefia tabla de valo-
res, con lo que obtenemos la grafica adjunta.

3) Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = —2e* en el

punto de abscisa x = 0.

(1 punto)

e Punto de tangencia: x=0 = f(0)=-2e°=-2-1=-2: (0,-2).
e Pendiente: f'(x)=-2-3¢¥*=-6e* = m=f'(0)=-6e’=-6-1=-6
e Ecuacion: y+2=-6(x-0) =

4) Sea lafuncién f(x) = 2x* + ax + b. Determine los valores de a y b sabiendo que su
grafica pasa por el punto (1, 3) y alcanza un extremo local en el punto de abscisa

X=-2,

e Pasapor (1,3) = f(1)=3 = R+a+b=3

e Alcanza un extremo relativoen x=-2 = f'(-2)=0. Como f'(x) = 4x + a,

setieneque: —8+a=0 = .

(1,5 puntos)

Sustituyendo en la ecuacion anterior: 2+8+b=3 = b=3-10=-7.

De modoque: @=8, b=-7|

5) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x):(z—‘?’SXJ +1:(22X

(1,5 puntos)

f'(x) = 2(

3 x*

9

2—5xj—5+—2x2—(1—2x)2x _ —10(2—5x)+—2x2—2x+4x2 _

X4

_50x—20 2x*-2x _ 50x—-20 Xx(2x-2) _50x-20 2x-2 _
= + = + = + =

9 x4
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_ 50x* — 20x3 N 18x-18 _ 50x? —20x> +18x —18
9x3 9x3 9x3

b) g(x) = (Bx +2)%In(1 +x%)

0'() = 23 + 2)3In(L +8) + Bx + 27 —2X_=
1+X
2
=|(18x + 12)In(1 + x) + 2XEX+ 2
1+ X
c) h(x) =2+ iz
X
5x 2
h'(x) =|527In2-—
X
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NOMBRE:

1)

2)

3)

4)

5)

IALUMNOS CON LA PRIMERA EVALUACION SUSPENDIDA|

Sea la funcion:
X2 —3x+4 si x<2
i) = 4-% & x>2
a

Halle el valor de a para que dicha funcion sea continua y estudie la derivabilidad

de f paraese valor de a. (1,5 puntos)
a) Halle el dominio, los puntos de corte con los ejes, y las asintotas de la funcion:
2
) = X (0,2 + 0,3 +1 puntos)
2x+1

c) Halle los intervalos de monotonia, los extremos relativos, los intervalos de cur-
vatura y los puntos de inflexion de la funcién g(x) = x* + 3x* + 3x. Represéntela

graficamente. (1 +1+ 0,5 puntos)
Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (1,5 puntos)
2-5x) 1-2x
a) f(x)= ( j + -
3 X

b) g(x) = (3x +2)* In(1 + x%)

c) h(x)=2"+ iz

X

Sea laigualdad A-X + B = A, donde A, X y B son matrices cuadradas de la mis-

ma dimension.

a) Despeje la matriz X en la igualdad anterior, sabiendo que A tiene inversa.(o,s ptos)
b) Obtenga la matriz X en la igualdad anterior, siendo: (1 punto)

fi o) ves[ )

Sea el recinto del plano definido por el siguiente sistema de inecuaciones:
X+y<3; —x+y<3; x<2; y>0 (1,5 puntos)
a) Represéntelo graficamente.
b) Calcule los vértices de dicho recinto.
c) ¢Cuales son los valores maximo y minimo de la funcién objetivo dada por:
F(x,y) = - 2x —y? ¢En qué puntos se alcanzan dichos valores?
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SOLUCIONES

Los primeros ejercicios se encuentran resueltos en el examen de los alumnos con la
primera evaluacion aprobada.
4) Sealaigualdad A-X +B =A, donde A, X y B son matrices cuadradas de la mis-

ma dimension.

a) Despeje la matriz X en la igualdad anterior, sabiendo que A tiene inversa.(o,s ptos)

AX+B=A = AX+B-B=A-B = AX=A-B =
= ALAX=A'(A-B) = X=A"' (A-B)

b) Obtenga la matriz X en la igualdad anterior, siendo: (1 punto)

2 5 0 -3
A= y B=
1 3 -1 2
Calculamos la inversa de A.

|A| = =6-5=1#0 = Tiene inversa.

a=(? ! Adj(AY 30 At= L Adiay 33
= = = = = =
5 3 : 12 Al 12
1 3 =5)((2 5 0 -3
Luego: X=A"-(A-B)= — =
-1 2){{1 3) (-1 2
(3 =5)(2 8) _|[-4 19
-1 2Jl2 1) L 2 -6
5) Sea el recinto del plano definido por el siguiente sistema de inecuaciones:
X+y<3;, -x+y<3; x<2; y>0 (1,5 puntos)

a) Representelo graficamente.
Mediante una pequefia tabla de valores, dibujamos las rectas, teniendo en cuenta

que X =2 esuna re- cta vertical, e y=0 es el eje OX,
y asi tenemos el recin-  _y 4y =3 to.

X+y=3 x | 0 |-3

x | 0] 3 y | 3]0

y [ 3]0

Para la primera inecuacion: x+y <3 < y<3-X, nos interesa el semiplano
que queda bajo la recta, porque es aquél cuyos puntos tienen la coordenada vy
menor que los puntos de la recta.
Para la segunda inecuacion: —x +y <3
N < ¥y <3+ X nos interesa el semiplano
B que queda, igualmente, bajo la recta.
Para x < 2, el semiplano de la izquierda,
que es aquél cuyos puntos tienen la x infe-
rior a los puntos de la recta.
}\ \ y > 0 corresponde a los puntos que estan
0 p por encima del eje OX. Asi, el recinto es el
| del grafico.

b) Calcule los vértices de dicho recinto.
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e A:lInterseccion de —x +y =3 con el eje OX:
e B: Interseccionde —x+y=3 con x+y=3:
-X+y=3 Se sustituyeen la 22 ec :
x+y:3} X+3=3=x=0

2y=6=>y=3
Luego [B(0, 3)
e C:Interseccionde x+y =3 con x =2:
e D: Interseccién de x =2 con el eje OX:

c) ¢Cuales son los valores maximo y minimo de la funcion objetivo dada por:
F(x, y) = — 2x — y? ¢En qué puntos se alcanzan dichos valores?
e FA)=F(-3,00=-2(-3)-0=6
e FB)=F(0,3)=-2.0-3=-3
e F(C)=F(2,1)=-22-1=-5
e FD)=F(2,00=-22-0=-4
[El méximo vale 6 y se alcanzaen (-3, 0). El minimo,—5,en (2, 1)/
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NOMBRE:

9-x° si x<3
—2x*+16x-30 si x>3
a) (1 punto) Estudie su continuidad y derivabilidad.

b) (1 punto) Estudie su monotonia y calcule sus extremos relativos.
¢) (0,5 puntos) Represéntela graficamente.

2) a) (1.5 puntos) Dada la funcion f(x) = ax® +bx, calcule a 'y b para que la funcion

tenga un extremo relativo en el punto (1, 4).
b) (1.5 puntos) Determine la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion

1) Sealafunciéon f(x)= {

g(x)= 2 +In x en el punto de abscisa x =1.
X
3) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
a) (0.5 puntos) f(x)= 3X_l—(5x— x?)2.

b) (0.5 puntos) g(x)=(x*-1)-Inx.
c) (0.5 puntos) h(x) = 2°%.
d) (0.5 puntos) i(x) = (x* —6x)-(x* +1)°.
4) Sea lafuncion f(x)=—x*+6x>—9x.
a) (0,8 puntos) Estudie la monotonia y calcule los extremos relativos de f.

b) (0,8 puntos) Estudie la curvatura y calcule el punto de inflexion de f.
c) (0,9 puntos) Represente graficamente la funcion.
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1) Sea la funcion f(x)={

a)

b)
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SOLUCIONES
9—x2 si x<3
—2x%>+16x-30 si x>3

(1 punto) Estudie su continuidad y derivabilidad.
Continuidad
e Zona (-, 3): f coincide con la funcién y =9 — X2, que, al ser polindémica,
es continua en todos los numeros reales. Por tanto, es continua en (-0, 3).
e Zona (3, +): f coincide con y = —2x* + 16x — 30, y, por idénticas razones,
es continua en (3, +x).
e x=3:1)3f(3)=9-3*=0.
2) XILT f(x) = XILr?_(Q— x?) = 0; XILT f(x) = XIL@(_ZXZ +16x-30) = -
18+48-30=0
Por tanto f(3) = IXILn3 f(x) = f escontinuaen x=3.

Luego [f es continua en todo R|.

Derivabilidad
Las formulas de derivacion son aplicables en intervalos abiertos, por lo que ob-
tenemos directamente que:

—-2X si x<3
f'(x)= .
—4x+16 si x>3
Para x =3 tenemos: f'(3)=-2-3=-6; f'(3")=-43+16=4 = Alno co-
incidir, #f'(3). |La expresion final de f'(x) es la anterior.

(1 punto) Estudie su monotonia y calcule sus extremos relativos.
e Discontinuidadesde f 6 f"x=3.
e f'(x)=0:
En (-0, 3) tendria que ocurrir que —2x=0 < x =0, que es un punto vali-
do, porque esté en dicho intervalo.
En (3, +oo) deberiaser —4x+16 =0 <> x=4. También es valido.
Dividimos R en intervalos mediante estos puntos:

(~o0, 0) 0 (0, 3) 3 3,4 4 (4, +o0)
f + 0 - B + 0 -
f A Max AY| min | Max A

Luego la funcién tiene un minimo en (3, 0) y dos maximos en (0, 9) y (4, 2).

(0,5 puntos) Represéntela graficamente.
Afinamos un poco para completar los datos que tene-
mos. La funcion estd compuesta por dos trozos, cada
uno de ellos es una parabola. Hallamos los cortes con
los ejes.
e x=0 = f(0)=9. Cortaen .
e y=0 = En (-, 3)seria 9-x*=0 = x=3:

(3,0). Yen (3, +w) tendriamos: —2x* + 16x — 30 =

0 = x*-8x+15=0 x=3 6 x=5. Asi que te-

nemos |(3,0) y (5, 0).
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Llevamos todo lo que sabemos a un gréfico y afinamos, si nos hace falta, con
alguna pequefia tabla de valores, quedandonos la imagen adjunta.
Con Geogebra, para obtener la gréafica escribiriamos:

f(x) = Si (x<=3, 9-—x"2, —2x"2+16x-30)

2) a) (1.5 puntos) Dada la funcion f(x)=ax® +bx, calcule a 'y b para que la funcion
tenga un extremo relativo en el punto (1, 4).
f es continua en todo R, por ser polindmica. Para tener un extremo relativo en el
punto suministrado, debe ocurrir, por tanto, que f'(1))=0 = 2a-1+b=0.
Ademas, (1, 4) es un punto de la gréfica. Por tanto f(1)=4 = a-1°+b-1=4.
Nos resulta el sistema:
2a+b :O} 2a+b= O}
=
a+b=4 —a-b=-4

a =-4

Se sustituyeen lal?ec:
2(-4)+b=0=b=8

Luego a=-4, b=§,

b) (1.5 puntos) Determine la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion

g(x) = 2+ In x en el punto de abscisa x =1.
X

e Coordenadas del punto de tangencia: (1, 2), puesto que g(1) = %+ In1 =2 +0.

e Pendiente en el punto de tangencia: m = g '(1). Puesto que g'(x) = —%+1
X
= m=¢g'(1)=-2+1=-1
e Ecuaciénde latangente: y—yo=m(X—X) = y-2=-1x-1) =
= y=x+142 = p=x+3
3) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
a) (05 puntos) f(x)=X=1_(5x—x?)’.
tr00= XD oy xe)5-2x) = L (55 x2)10-4x) =
X
_ 2 4 4y5
= iz—(SOx—ZOx2 —10x* +4x°) = 1-50x +:);OX e
X X
_|-4x° +30x* —50x* +1
= =
b) (0.5 puntos) g(x) = (x*-1)-Inx.
, x> -1
g(x)=2xInx +
X
c) (0.5 puntos) h(x) = 2°%
h'(x) =5-2°* In 2
d) (0.5 puntos) i(x) = (x* —6x)- (x> +1)°.
i'(x) =(3x%* — 6) (X% + 1)* + (x° — 6x)3(x* + 1)%2x =
= (3x° - 6)(X" + 1)° + (6x" — 36x%)(X° + 1)* =
= (x* + 1)°[(3%x* — 6)(x* + 1) + 6x* — 36X°] =
IES Fernando de Herrera — Prof. R. Mohigefer Pagina 2 de 3
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= (X% + 1)°(3x" + 3x* — 6x° — 6 + 6x" — 36x%) =
= |(x° + 1)%(9x" — 39x° — 6)

4) Seala funcion f(x)=—-x®+6x*—9x.

a)

b)

c)

IES Fernando de Herrera — Prof. R. Mohigefer

(0,8 puntos) Estudie la monotonia y calcule los extremos relativos de f.
f'(x) =—3x° +12x— 9

e Discontinuidades de f 6 de f': No tiene.

o f'(X)=0: ¥*-4x+3=0 = x=1 6 x=3.

Dividimos R en intervalos mediante estos puntos:

(o) | 1 (1,3) 3 | (3.+x)
f' - 0 + 0 -
f N min 2 Max N

Tiene un minimo relativo en (1, —4) y un méximo relativo en (3, 0)|.

(0,8 puntos) Estudie la curvatura y calcule el punto de inflexion de f.

f"(x) =-6x + 12
e Discontinuidadesde f, f' 6 f": No tiene.

o f"X)=0: -6x+12=0 = x=2.
Dividimos R en intervalos mediante este punto:

(o0, 2) 2 (2, +o0)
f" + 0 —
f U P.I. N

Tiene un punto de inflexién en (2, —2).

(0,9 puntos) Represente graficamente la funcion.

Llevando los datos que conocemos a un gréafico, y
considerando que pasa por (0, 0), la grafica debe ser
como la de la figura adjunta.
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NOMBRE:

1)

2)

3)

4)

2 3
(1,5 puntos) Dada la matriz A = [4 5}, y suponiendo que existe la inversa de A,

despeje M en la siguiente ecuacion y calcule, en consecuencia, su valor: M-A = A,
(2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

f(X) — 2>< + X2 : g(X) - (X2 + 1)2 . In(e3X + 4)

a) (1,5 puntos) Represente la region definida por las siguientes inecuaciones y de-
termine sus vértices:
X<2;, y>-4x+8; 3y—-4x-16<0
b) (0,5 puntos) Calcule los valores maximo y minimo en el recinto anterior de la
funcién F(x, y) = 3x -y, Yy los puntos donde se alcanzan.

—X+4 Si X<2

Sea la funcion f(x) = 4 si 2<x<4.
X

X —4x+1 si  x>4
a) (1 punto) Estudie la continuidad (clasificando las discontinuidades) y la deriva-
bilidad de f.
b) (1,5 puntos) Estudie su monotonia y determine los extremos locales de f.
c) (1 punto) Calcule las asintotas de f.
d) (1 punto) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el
punto de abscisa x = 3.
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1)

2)

3)

SOLUCIONES

2 3
(1,5 puntos) Dada la matriz A = [4 5}, y suponiendo que existe la inversa de A,

despeje M en la siguiente ecuacion y calcule, en consecuencia, su valor: M-A = A'.
Multiplicando por la inversa de A a la derecha:

MA=A" = MAAT=AAT =

A= 2 4
3 5
|A| =10 — 12 = -2 (en efecto, existe la inversa de A)

ot 5 -3 R B 1( 5 -3 ~5/2 3/2
Adj(A) = = A't= — Adj(A)=-= =
—4 2 |A| 2\-4 2 2 -1

2 4\(-5/2 3/2 3 -
M = =
(3 5}( 2 —J (5/2 —1/2}

(2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

X 2
00 = 255 g = (¢ + 17 Ine™ + 4)
X
f'(x) = (2 In2+2x)x— (2" +x*)1 _2"xIn2+2x* - 2" - x* :2Xx|n2+x2—2X
NG X2 2
'(X) = 2 3X 2 2 3e¥
g'(x) = 2(* + 1)2x In(€¥ + 4) + (C + 1)* —~— =

e’ +4

3x 2 2

=|(4x% +4x) In(e** +4)+3e§:<—+1)

e’ +4

a) (1,5 puntos) Represente la region definida por las siguientes inecuaciones y de-
termine sus vértices:

X<2;, y>-4x+8; 3y—-4x-16<0
Cambiando los signos de desigualdad por iguales,
dibujamos las tres rectas mediante tablas de valo-
res, resultando el grafico adjunto. Cada inecuacion
sefiala una zona de los dos semiplanos en los que
queda dividido el plano mediante la recta corres-
pondiente. Determinamos dichos semiplanos es- A
cogiendo un punto que sepamos con seguridad 61
que esta en uno de ellos y viendo si verifica la
desigualdad. En caso afirmativo, el semiplano que /
contiene al punto elegido es el que resuelve la in- /™
ecuacion; y es el otro, en caso negativo. Sefiala- 21
mos el semiplano correspondiente mediante fle-

chitas y la zona que verifica las tres desigualdades 0
es la destacada en el gréfico. .

Calculemos los vertices.
e A:Interseccion de y=-4x +8 con —4x + 3y = 16:
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4x+ y= 8 Se sustituyeen lal?ec:
—4x+3y =16 4X+6=8=4x=2
Ay=24=y=6 =x=1/2

Luego

B: Interseccion de x =2 con —4x + 3y = 16:

Sustituyendo x =2 en la otra ecuacion: -8 +3y=16 =>3y=24 =y =8.
Luego B(2, 8)|

C: Interseccion de x =2 con y=-4x +8:

Sustituyendo x =2 en la otra ecuaciéon: y=-8+8=0.

Luego B(2, 0)|

b) (0,5 puntos) Calcule los valores maximo y minimo en el recinto anterior de la
funcion F(x, y) =3x -y, Yy los puntos donde se alcanzan.

3 . 3-12 9
F(A)=F(1/2,6)= >—p=2""2-_2
(A)=F(U2,6)= 2 -6=""=—>
F(B)=F(2,8)=6-8=-2

F(C) = F(2,0)=6

El maximo vale 6 y se alcanzaen C(2, 0).
El minimo vale —9/2 y se alcanza en A(1/2, 6).

—X+4 Si X<2
4

4) Seala funcion f(x) = — si 2<x<4.
X

x2—4x+1 si  x>4

a) (1 punto) Estudie la continuidad (clasificando las discontinuidades) y la deriva-
bilidad de f.
Continuidad

Zona (—x, 2): f coincide con la funcién y =—x + 4, que es continua en to-
do R, ya que se trata de una recta. Por tanto, es continua en todos los puntos
de (=, 2).

Zona (2, 4): Aqui coincide con y = 4/x. Esta funcién, al ser elemental, es
continua en todos los puntos de su dominio, que es R — {0}. Pero x =0 no
pertenece a esta zona. Luego es continua en toda la zona.

Zona (4, +0): f coincide con y = x* — 4x + 1, que es continua en todos los
nameros reales, por ser polindmica. Luego f es continua en todos los puntos

de (4, +o0).
x=2: 1)3f(2Q) =42 =2; 2) Iir?f f(x) = Iinz1_(—x+4) =—2+4=2

lim f(x) = lim 4. g = 2. Por tanto, Iinzw f(x) = f(2), por lo que f es

x—2" x—=>2" X

continuaen x =2.
X=4: @) =42 _44+1=1 2) limf(x) = im=> =1 lim f(x) =
X—4~ x—4~ X

x—4*

lim (x* —4x+1) = 1. Luego f es continuaen x = 4.

x—4"

Asi que [ es continuaen R,
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Derivabilidad
Como f es continua en todos los puntos, podemos estudiar la derivada. Pode-
mos aplicar directamente las reglas de derivacion en intervalos abiertos; resulta:

-1 si X<2

f'(x)= _4 Si 2<x<4

X2
2x—4 si X>4
o x=2:f'(2)=-1; f'@"HY=-4/2°=-1 = 3If'(Q)=-1.
o Xx=4: f'4)=—4l=-Yy f'(4)=2-4-4=4 = 3Ff'4).
Por tanto, la expresion final de la derivada es:
-1 si x<2

f'(xX)=4y —— si 2<x<4

2x—4 si X>4

Para dibujar la grafica con Geogebra, escribimos:
f(x) = Si(x< 2, X + 4, Si(x <4, 4/x, X2 — 4x + 1))

b) (1,5 puntos) Estudie su monotonia y determine los extremos locales de f.
e Discontinuidadesde f 6 f':x=4.
e f'(x) =0: Sélo puede ser cuando x > 4, pues las otras dos férmulas igualadas
a 0 nodansolucion: 2x-4=0 = 2x=4 = x =2, pero este punto no
esta en la zona donde es vélida la formula f'(x) = 2x — 4. Lo desechamos.
Dividimos R en intervalos mediante estos puntos:

(_003 4) 4 (47 +OO)
f' - 7 +
f A\| min A

Luego la funcion tiene un minimo en (4, 1)|

c) (1 punto) Calcule las asintotas de f.
Las funciones polindmicas no tienen asintotas. Si intentdsemos calcularla para lo
zona en la que f es una recta, saldria la propia recta. De modo que cuando X
tiendea +o 0 a —o f no tiene asintotas de ningun tipo.
So6lo puede tenerlas en puntos de discontinuidad. Como es continua en todo R,
Ino tiene asintotas|.

d) (1 punto) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el
punto de abscisa x = 3.
e Coordenadas del punto de tangencia: (3, 4/3).
e Pendiente en el punto de tangencia: m =f'(3) =-4/9.
4

e Ecuacion de la tangente: y —yo = m(X — Xo) = y—§ = —g(x—S) =

9(y—%j:—4(x—3) = 9y-12=-4x+12 = 9y=-4x+24 =

y=_ 4x +24
9
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