n Matrices

1.I. Sefala el nimero de filas y columnas que componen las tablas de cada uno de los siguientes ejemplos.
a) Un tablero de ajedrez.
b) Una quiniela de fatbol.
c) El cuadro de un sudoku.

a) Ocho filas y ocho columnas.
b) Quince filas y tres columnas.
c) Nueve filas y nueve columnas.

ACTIVIDADES INICIALES

1.ll. Describe tres o cuatro situaciones de la vida cotidiana en las que manejemos tablas numéricas.
Respuesta abierta

1.lll. Los cuadrados magicos tienen la propiedad de que la suma de los elementos
de sus filas, columnas o diagonales es siempre la misma.
Completa este cuadrado para que sea magico.

Sumamos los términos de la diagonal que esta completa.
4+6+11+13=34

Como el cuadrado debe ser magico, todas las filas y columnas deben sumar 34. Con
esta informacién hallamos los términos

desconocidos.

1.IV. Escribe el vector v, =(3,-2) como combinacién lineal de los vectores v, =(1, 3)y v, = (-1, 0).
Hay que encontrar dos numeros reales, a y b, no simultaneamente nulos, tales que: v, = av, + bv,

Sustituyendo los vectores v,, V, y V5 en la expresion anterior, se obtiene:

(3,-2) =a(1, 3) + b(-1,0) =(a, 3a) + (b, 0) = (a— b, 3a)
Igualando las componentes resulta:

8=a-bl_ 2 3.2 pop-_2_3.1
-2=3a 3 3 3 3
Por tanto, el vector v, se puede escribir como combinacion lineal del siguiente modo: v, = _?2 Vv, —g Vs

EJERCICIOS PROPUESTOS
sii>j
1.1. Escribe una matriz A de orden 3 x 2 tal que: a; = Ji-j sii=j
(-2y sii<j
-2

Haciendo los calculos correspondientes, la matriz A seria: A =

N N|w -
Njw N
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1.2. Los pueblos A, B, C, D y E estan unidos por carreteras de doble sentido tal y como muestra la figura.

Escribe la correspondiente matriz de adyacencia.

1.3. Dadas las matrices:

Calcula:
a)3A + 2B
_2
a) 3A+2B=3.| 3
2
-2
b) LA-3B=—| 3
2 2|,

1.4.

a)—2A + 3B
-3 -1
Al=| 4 2|, B'=
2 0
a)—2A+3B=[6
2 _
1 -12
4A-—B=
b) 2 (—4

-2 1

A= 3 3

2 -2
1 0

3 5|+2
-2 1
10

3 5|-3:
-2 1

B
A C
£ b}
0100 1
100 1 1
000 1 1
01100
11100
0 1 0
5 B=|0 -1 3
1 0 2
1
b) ~A-3B
2
1 0 0y (-6 3 0)(2 0 0) (4 3 0
0 -1 3|=| 9 9 15«0 2 6|=| 9 7 21
0 2 2 6 6 3]0 4 4/ |6 =2 7
—1%0 —4%0
1 0 3 0 0
0 -1 3/=13 3 5| .3 gl 3 & 18
0 2) |2 2 20 6 6 2. 2 2
1 -1 L 1 -7 4
2 2

Dadas las matrices siguientes, comprueba si se verifica la propiedad (A + B)' =A"+B' y calcula:

~ 0 -2
A= 2 3 B- 2,
- Y L
3
1
b)4A- - B
2
1 5
— -3 = =
2 5 4 0 2
1 2 t t t
0 —|=A+B= . ~(@A+B=| 4 Ll=a+B
L, 3 4 L 4
3 o _
8 -4\ [ 3 0 6] [ 8 10
4 0)" 2 | 2
9 1 -3) (-7 -3 -3
1 49
68y |7 O M |4 19
8 0) |3 1 1 |_5 4 1
2 6 2 2 6 2
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1.5. Dadas las matrices

110
110
2 31 2 10

Explica razonadamente si puedes realizar los productos AB y BA. En caso afirmativo halla los resultados.
La matriz A tiene dimensién 3 x 4 y la matriz B es de orden 3, es decir, tiene dimension 3 x 3.

No se puede realizar el producto AB, pues no coincide el numero de columnas de A con el de filas de B, pero si
se puede realizar el producto BA, pues coincide el nimero de columnas de B con el de filas de A, y el resultado
es una matriz de dimension 3 x 4.

2 1 0)(1 1 0 4 3 30
BA=|3 2 0|2 11 0/=|7 550
10 1)\2 3 2 3 4 2 2

2 3
11

e | I R i R P R M R M R PR R

1.7. Dada la matriz

1.6. Calcula A% -3A - I, siendo A= ( j, e I, la matriz identidad de orden 2.

1 3 2 1
A= (4 5 3 —2)
explica razonadamente si existe una matriz B tal que el producto AB sea una matriz de tres filas.

La matriz A tiene dimension 2 x 4.

Para que pueda efectuarse el producto AB, la matriz B debe tener 4 filas, ya que el nimero de columnas de A
debe coincidir con el de filas de B. Asi, si la dimension de B es 4 x ¢, siendo ¢ el nimero de columnas, la matriz
producto AB tendra dimension 2 x c. Por tanto, la matriz producto AB tendra 2 filas independientemente de qué
valor tome c.

Luego no existe ninguna matriz B tal que AB sea una matriz de 3 filas.

1.8. Calcula las matrices inversas de:

1 0 1
A=[‘11 ;j B=(0 1 -1
- 0o 0 1
4 _(a b 4 (-1 N\fa b) (-a+c -b+d) (1 0
A _[c djjAA ‘(—1 2j£c dj_(—a+20 —b+2d]_[0 1)

Entonces:

{—a+c:1; —a+2c=0

e 4 bt d 4 a2 1
Cbid=0 —bsod—q1@="2C="lb=ld=1=A _(_1

1

a b c 1 0 1)a b c 10 0
B'=|d e f|=>BB'=I=|0 1 -1||d e f|=[0 1 0

g h i 0 0 1)\g h i 0 0 1
Entonces:
a+g=1 d-g=0 |[g=0 a=1,b=0, c=-1 1 0 -1
b+h=0 <e—h=1 h=0 = {d=0,e=1f=1 =>B'=|0 1 1
c+i=0 |f-i=0 i=1 g=0, h=0, i=1 0 0 1
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1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

Calcula X de forma que AX + B = C, siendo:

(1 3 (2 4 (0 -2
a-(% 3 53 3 c-(3 %)
1 _(a b a1 3)fa b)_(-a+3c -b+3d)_(1 O
A _(c djjAA ‘( 2 —5)(0 dj_(Za—Sc 2b—5dj_(0 1)

-a+3c=1, 2a-5¢c=0 B B B B 4 (5 3
{—b+3d=0, ob-5d=1— 2% C¢=2b=3d=1=4 ‘(2 1)

o A asy_ aton i~ (5 3)(2 -6)_(16 -39
AX=C-B=A"'AX=A"(C-B)=X=AT"(C-B) (2 1)(2 _3j—(6 _15j

1 2 3
Obtén razonadamente el rango de la matriz A = [4 5 6}.
57 9

La fila tercera es la suma de la primera y la segunda. Las filas primera y segunda no son proporcionales, luego
rg(A) =

Comprueba que en la siguiente matriz coincide el numero de filas y columnas linealmente
independientes.

01 3
B=10 3 9
5 5 15

Por columnas:

La columna tercera es igual al triple de la segunda. Las columnas primera y segunda no son proporcionales,
luego rg(B) =

Por filas:

La fila segunda es el triple de la primera. Las filas primera y tercera no son proporcionales, luego rg(B) = 2.

Calcula el rango de las siguientes matrices aplicando el método de Gauss.
1 2 3 1 1 0
A=14 5 6 B=|2 3 -6
7 8 9 4 6 -12

1 2 3 1 2 3 1 2 3

A=|4 5 6| ——2— |3 3 3| ————2 > |0 -3 -6
—F, —F,-3F.

7 89 F2—>F§I—J 3 3 3 F2F21OOO

El proceso de transformacién ha terminado, ya que de la diagonal principal para abajo, todos los elementos son
nulos.

El nimero de filas no nulas de la matriz final es 2; por tanto, rg(A) = 2.

1 1 0 1 1 0 1 1 0

B=|2 3 -6 4 6 12| ———— |0 2 -12
F, — Fy - 4F

4 6 -12) 2R |4 e _q2) 272700 0

F,—>F-F

El proceso de transformacién ha terminado, ya que de la diagonal principal para abajo, todos los elementos son
nulos.

El nimero de filas no nulas de la matriz final es 2; por tanto, rg(B) = 2
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1.13. Aplica el método de Gauss para calcular el rango de las matrices siguientes.

o 3 1 2 5

11213
A=[113 2 1 B=| 3 4 2 3
11217 -1 -4 3 -1 -8

11213 11 2 1 3

A=[113 2 1| ———=—> 1|0 0 1 1 -2
F,—>F,—F,

11217 FKoF-R 0 0 0 0 4

El proceso de transformacién ha terminado, ya que de la diagonal principal para abajo, todos los elementos son
nulos. El nimero de filas no nulas de la matriz es 3; por tanto, rg(A) =

0 3 1 2 5 0 3 1 2 5
.| 1 1 -2 -1 3 1 1 -2 -1 3
2 5 -5 0 M F4_>F4+I% 0 3 -1 2 5
4 -4 3 -1 -g) HFR2 0 -3 1 -2 -5
1 1 2 -1 3 1 1 2 -1 3
0 3 -1 2 5 0 3 -1 2 5
FRoF o 3 -1 2 5 ;4—>,§4+,§2 0O 0 0 0 O
0 -3 1 -2 -5 3778 0 0 0 0 0

El proceso de transformacién ha terminado, ya que de la diagonal principal para abajo, todos los elementos son
nulos. El nimero de filas no nulas de la matriz es 2; por tanto, rg(B) =

1.14. Calcula las matrices inversas de:

1 2 -1 210
A=G ‘,D B:(_g 2) c={o -5 3 D=|-1 1 3
1 0 0 0 4 1
1 1 11 1
T FoF,F, 2
1210 RogR |1 2|0 1) T SIA | moge |, -1 2
2172 5 5
1 0o 21 2 1
5 5 4| 55
FoFiaf o q]-4 2 = A 12
5 5 5 5

1
1o
2

2
B__
Fi—F+F, =
1Pt 110 10
2 2
1 2 -1/1 0 0 1 2 -1 100 12—;)1(1)0
C=10 -5 310 10 = |0 -5 0 1 0l————/0 1 -Z| 0 -2 0
3>F3—F F,—»——F.
1 00 0 1 0 -2 1|-10 1) 277572 |5 5 J|_1 0o 1
1 2 -1/ 1 0 o0 1 2 -1]1 0 0
3 1 3 1
R0 15| 0 5 O EssR0 ! 5|0 5 O
o o .4 2 0 0 1|5 2 -5
5 5
1 2 0|6 2 -5 1.0 0|0 0 1 0 0 1
-1
FohrdF, 00 1|5 2 -5 5 _5 5 _5

8 \ E Solucionario



2 10100 0 3 6|1 20 1 -1 -3|0 -1
D=(-1 1 3|0 1 0 W) -11 3|0 1 0 W 0 3 ©6]1
0 4 1]0 0 1 0 4 1]0 0 1 1F, 0 4 110 O
1 1 3|0 -1 O 1 -1 -3 0o -1 0
—— 0 1 2 ! 2 0 0 1 2 ! 2 0
f— P— é P— f—
F2—>%F2 3 3 F3—F;—4F, 3 3
0o 4 110 o 1 0 0 _7 4 8 1
3 3
10 1|+ 1o I -
3 3 211 221 Z
1 2
0o 1 2| — = ol ————|0 1 0| -—— -—— =
F1_>F1TF2 3 3 Fi—F+F3 21 21 7 -
Faoafs lg o 1|2 8 1 Rom2m |g 0 4 4 8 1
21 21 7 21 21 7
nmeor 1
21 21 7
~p'=|_-1 2 2
21 21 7
4 8 1
21 21 7

1.15. Comprueba que el rango de

-1 1 1
A=l 0 1 2
-1 2 3

1

es 2, y observa qué ocurre si se intenta calcular A”" por el método de Gauss.

-1 11 -1 11 -1 1 1

0 1 2| 0 1 2|——pp— 0 1 2|=r1g4)=2

-1 2 3 01 2 0 0O

-1 1 1|1 0O -1 1 1 1 00 -1 1 1 1 0 O
-1 2 3|0 0 1 01 2(-1 0 1 00 O0f-1 -1 1

El hecho de que en la parte izquierda de la expresion aparezca una fila de todo ceros indica que la matriz no
tiene inversa.

1.16. Calcula X de forma que XA — B = 2C, siendo:

SCE IR RS
S PR N

— ] 1 B
a+c=1,2c=0 —~a=1c=0 bz_l,d213A71=
b+d=0, 2d =1 2 2

0

N =N =

1 =
XA=ZC+83XAA'1=(ZC+B)A'1:>X=(ZC+B)A'1=(_; ‘gj
/o

(72 28
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1.17.Una empresa monta ordenadores de dos tipos: de mesa y portatiles. Para cada clase de ordenador

elabora tres calidades: alta, media y baja.

En un mes monta 100 ordenadores de cada tipo, de los cuales 20 son de calidad alta, 40 de media y 40

de baja para los de mesa, y 30 de calidad alta, 30 de media y 40 de baja para los portatiles.

Para los ordenadores de mesa se invierten cuatro horas de montaje y siete de instalacion del software,

y para los portatiles, seis y ocho horas, respectivamente.

a) Escribe la matriz A que determina el nimero de ordenadores montados atendiendo a su calidad
(filas) y su tipo (columnas).

b) Escribe la matriz B que determina el nimero de horas utilizadas de montaje y de software (filas) para
cada tipo de ordenador (columnas).

c) Calcula e interpreta la matriz AB".

Mesa Portatil

20 30
ayA; M 20030 140 30
Media 40 30 40 40
Baja 40 40
Mesa Portatil 4 6
b) B: Montaje 4 6 = B:(7 8)
Software 7 8
20 30 Montaje Software 260 380
c) AB' =|40 30 -[4 7]- Alta 260 380 . aBt=|340 520
40 40 6 8 Media 340 520 400 600
Baja 400 600

Esta ultima matriz representa el nimero de horas de cada tipo invertidas en ese mes para montar todos los
ordenadores atendiendo a su calidad. Por ejemplo, el nimero de horas de instalaciéon de software para todos los
ordenadores de gama media es de 520.

1.18. Observa el siguiente grafo e indica: A > B

D < c

a) Todos los caminos de longitud 3 que se pueden seguir para ir de C a D.
b) Todos los caminos de longitud cuatro que se pueden seguir para ir de C a A.

La matriz de adyacencia y sus potencias segunda, tercera y cuarta son:

0110 10 1 1
oo 10 2 |1 00 1
A=l1 0 0 1 A=l 11 0
1000 0110
2 1 1 1 2 2 3 1
1110 11 2 1
3 _ 4 _
A=l 1 2 g ATEl 1 2 2
10 1 1 2 1 1 1

a) Dado que el elemento as4 de la matriz A% vale 1, existe un tnico camino de longitud tres para ir de C a D:
C->A—->C—-D

b) Dado que el elemento a3 de la matriz A’ vale 3, existen tres caminos diferentes de longitud cuatro para ir
de CaA:

Co-D—-A—->C—-A
CoA—-B—->C—-A
CoA->C—->D—>A
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EJERCICIOS

Matrices. Grafos

-1 -5 2 4 2 2
1.19.Dadalamatriz A=| 5 -1 -1 3 5 0|:
-4 1 3 -3 2 3

a) Indica su dimension.

b) Indica los elementos que forman su cuarta columna.

c) Indica los elementos que forman su tercera fila.

d) Indica el valor de los elementos ay;, asz, az3, ass.

e) ¢Coémo designas la ubicacién de los elementos cuyo valor es =5y 0?

a) 3x6 d) ax=-1, as2= 1, azs = —1, as5 NO existe.
4
b) 3 e) -5= a1, 0= aze
-3

c) (4 1 3 -3 2 3)

1.20. Escribe una matriz cuadrada B de orden 3 tal que todos sus elementos verifiquen que b;; = 2i — 3j + 1.

0 -3 -6
B=|2 -1 -4
4 1 -2
i+2j i<j
1.21. Escribe una matriz cuadrada C de orden 4 tal que sus elementos verifiquen que: ¢; = Zii ]
i>j
3 J
A
3 3
3233
C=
r g 5 1
3 3 3
3 1011,
3 3

2i+j i<j
1.22. Escribe una matriz D de dimensi6n 2 x 4 tal que sus elementos verifiquen que: d;; = { 2j+i i=j-
r>]

i+j
2 37 6
D‘[s 4 5 10)
1.23. Calcula el valor de las letras a, by ¢ para que las matrices A y B sean iguales.
a+b 2a-3b 4a+5b 0 0o o
A=|-a’+a+c b+2c c*+2a-b B=|-1 -2 1
a+tb+c -2a+3c b?’+c’-a -1 -3 1

=a=b=0

a+b=0
2a-3b=0

—a’+at+c=-1=>c¢=-1
Para los valores a =0, b = 0 y ¢ = —1 se verifican todas las igualdades:

a+b=0 2a-3b=0 4a+5b=0
—a’+a+c=-1 = b+2c=-2 = c*+2a-b=1y, por tanto, A = B.
a+b+c=-1 -2a+3c=-3 b>+c?—-a=1
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Solucionario

1.24.Escribe la matriz asociada a cada uno de los siguientes grafos.

a) b) c) d) )
7 e AN N
® © ceo —eo

e e/ e e

A 1 1 1
Desde B 1 0 0
(03 0 1 1

OO | W >

B c A B c D
A 0 0 0 1 A 1 0 1 0
B 1 0 1 1 B 0 1 1 0
Desde
(o 0 0 1 0 (o 0 1 1 0
D 0 0 1 0 D 1 0 0 0
Operaciones con matrices
1.25. (TIC) Dadas las matrices:
1 -2 0 2 0 -1
A=0 3 -2| y B=|0 -1 -2
0 -4 2 1 2 3
Calcula:
a)A+B,A-By2A-3B b) ABy BA c) ABA
3 -2 -1 -1 -2 1 -4 -4 3
a) A+B=|0 2 -4|; A-B=| 0 4 O0|; 2A-3B=| 0 9 2
1 -2 5 -1 -6 -1 -3 -14 -5
2 2 3 2 0 -2
b) AB=|-2 -7 -12|; BA=|0 5 -2
2 8 14 1 -8 2

2 2 3\(1 -2 0 2 -10 2
c) ABA=(AB)A=|-2 -7 -12|0 3 2|=|-2 31 10
2 8 14)\0 -4 2 2 -36 12

12 E Solucionario



1.26. Dadas las matrices:

2 1 -1 1 -2 -2 -1
A: 1 0 —3 B: 3 1 —1 y C:
2 1 -3 0 -1 0 3
Calcula:
a)2A+3B,A-2B-3Cy2A-B+4C b) ABCy BAB
7 -4 -8 3 5 3
a) 2A+3B=| 11 3 -9|; A-2B-3C=|-11 -8 -1|; 2A-B+4C=
4 -1 -6 -7 -6 -3
-24 -19 0 -7 -4 9
b) ABC=| -5 -4 0|; BAB=| 11 -5 -12
-20 -15 0 -1 -1 2
3 1 -2)(-11 8 12 -27 7 14
c) AB®=|-4 -2 8| -6 -9 -8|=| 8 18 24
-1 -1 4\ -6 4 7 -7 17 24

1.27. (PAU) Efectua, si es posible, la siguiente operacion matricial.

-1 0 0 -3
2 -3 (‘; ; gj 4 5
4 8\ “ ~ -5 6
-1 0 113 0 -3 1 -1 -3 0 -3 19
-2 -3 ("2 3 2J -4 5|=| 8 7 -12||-4 5|=| 32
4 8V ° T -5 6) \-20 -20 28)l-5 6) |-60
1.28. (PAU) Dadas las matrices:
-2 3 1 2 -1 1 1 2 )
A=l 0 1 0 2|(B=| 1 1 0 20:(_1
0o 0 -1 3 0 3 0 -4

a) Calcula (A+B)C'.

-3 4 2 4 "i (1) 10 -5
a) (A+BC'=| 1 2 ‘4 11 0 -3
0 3 -1 -1 , (=15 0
-2 3 12 :i (1) -1 1 1 2 :2 (1) 3
b) AC'+BC'=| 0 1 4 4 17|
0 0 -13) , | 0 3 0 -4, .2

1.29. Dadas las matrices:

-1 2
A‘[ 2 3 -1

Calcula (AB!) +BA'.

B=(-12 10 4)

w
—
H» O
~—

-3

c) A’B*

-1
7

4
7

0
-5

16 15 -6

-26
—-61
128

0

-3
-2 |+
-4

4

1

-1 2

t 3 3
(AB') +BA'=BA'+BA'=2BA'=2(-1 2 1 0 4)] 2 -1|=2(9 19)=(18 38)

4 1

0 4

Solucionario E| 13
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7
-1
-17

-2

4

b) Comprueba que (A+B)C' = AC' + BC'.

10

-15

-5
-3
0



1.30. (TIC) Dadas las matrices:

1 0 -1 1 0o o0 1 2 -1
A=1 1 1 B=| 0 0o o0 c=| 0 2 -2
1 - 0 0o -1 -1 2 -1
Calcula:
a) ABC b) CBA c) AB*C d) cB°A
0 4 -2
a) ABC=[2 0 0
2 0 0
2 -2 0
b) CBA=|2 -4 2
0 -2 2
2 0 O
c) ABC=|0 4 -2
0 4 -2
2 -2 0
d) CBA=|2 -4 2
0 -2 2
1.31.(TIC) Dadas las matrices siguientes:
0o 0 O 100
A=|1 0 0 I={0 1 0
1 -2 0 0 0 1
Calcula:
a)A+] c)(A+1)
b) (A + 1)’ d) (A +*
1 0 O
a) A+I={1 1 0
1 -2 1
1 0 O
by (A+/¥=|2 1 0
0 -4 1
1 0 O
c)(A+I’=| 3 1 0
-3 -6 1
1 0 O
d (A+1)=| 4 1 0
-8 -8 1
1.32. Dadas las matrices:
-1 1 0 2
A:[i_; g] y B=| 2 -1 2 -1
- 0o 2 -2 0
Calcula, si es posible, la expresion de la matriz AB. ;Se puede calcular BA?
-4 3 -2 5
AB_[ 7 1 -2 —8)
No es posible calcular el producto BA, ya que el nimero de columnas de B(4) no coincide con el de filas
de A(2).
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1.33.Se consideran las matrices:

-1 4 3 1 0o 1 7 5 4 2 17

A= 4 0 11 19 2 0 2 -1 0 0
3 4 2 9 6 3 -2 -2 1 0O o0 8

0 3 0 3 0 3 -1 0o 0 -1 7T 7

B=(-12 23 42110101

a) Calcula el valor del elemento de la tercera fila y primera columna de la matriz C = AB".
b) Calcula el valor del elemento de la primera fila y tercera columna de la matriz D = BA".

|
—_

2
2
3
-4
a)cy=(3 4 2963 -2 -210 0 8) fzze
-1
0
1
0
1
b) Como D = C' = di3 = c31 = 26
1.34.(PAU) Dadas las matrices:
-2 1 0 1 0
M= 3 2 -1 y N=|0 -2 1
2 o0 -1 0o 1 1
a) Calcula M - N~
b) Calcula (M + N)(M - N).
c)EpricaIarazéndequeMz—Nz¢(M+N)(M—N).
7 0 -1 (1 0 O 6 0 -1
a) M -N?>=|-2 7 -1|-|0 5 -1|=|-2 2 0
-6 2 1), (0 -1 2 -6 3 -1
-1 1 0y-3 1 0 6 3 -2
b) M+N)(M-N)=| 3 0 Of 3 4 -2|=|-9 3 0
2 1 0){l 2 -1 -2 -3 6 -2

c) (M+N)(M—=N)=M?—MN+NM-N? .

Como en general MN = NM , se sigue que, en general, -MN +NM = O..

1.35. (PAU)(TIC) Dadas las matrices | = ((1) :) y A= [; __i), calcula:

a) A, A%y A*
b) A2-3A + 2/

, (-5 6\ .5 (13 —14) ., (-29 30
a) A ‘[—9 10)' A ‘(21 —22j’ A ‘[—45 46]

2 (-5 6) (3 —6).(2 0\ (-6 12
b) A 3A+2"(—9 10) [9 —12)+(0 2)‘(—18 24]
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1.36. Calcula la matriz X para que verifique la siguiente ecuaciéon matricial:
-2
2 -1 1 0 -2 5 -1
R R S I
-1 2
1329

~1 -1} (16 32 16 32) (-3 -3) (13 29
2X 3(11 6) (5 26) = 2X [5 26)+[33 18} [38 44) = X

19 22

o

7 -2
2A+3B =
’ [3 8)

1.37.(PAU) Resuelve el sistema:
-15 14]

3A—4B=( 4

B6A+9B = [21 _Gj

9 24 51 -34 3 -2 2 4 12
30 -28 317B‘[w 68) 33‘(1 4) SZA‘( 0 —4j = A‘[ 0 —2j
~6A+8B=[%

1.38. (PAU) Resuelve el sistema {3X T2V =A , siendo: A =( 5 4 6) B= (_ 2 5 9)

~X+3Y=B -2 10 12 3 4 -4
3X+2Y=A _ [3X+2Y =A . (11 11 33 (113
{—X+3Y:B:>{—3X+9Y:SB311Y_A+35311y_(—11 22 ojjy' (—1 2 o]
9X +6Y = 3A . (11 =22 0 (1 =2 0
{2x—6vz—23311x'3A_25'(0 22 44]3)('(0 2 4)

1.39. (PAU) (TIC) Dada la matriz A = (; ij

Calcula:
a) A2 Ay A*
b) A2

2 (1 4 5 (1 6). 4 (18). ,» (1 2n
@4 =(o 3o ia=lo Yia-lo 7)

23 (1 46
() 9

Matriz inversa

1.40. Aplicando directamente la definicion, calcula las matrices inversas de A = (0 2) y B =( 1 7].

2 0 2 15
(0 2y .. (a b 1[0 2)(a b)_(2c 2d)_(1 0
A‘(z oj’A _[c d)jAA ‘[2 Oj(c dj_(Za ZbJ_[O J

=) d=0a=0b=tmAT=
2 2

(1 7)Y ,4 _(a b pi_( 1 T)(a b)_( a+T7c b+7d ) (1 0
B_(—2 15]8 _(c dj 5B _(—2 15] (c dj_(—2a+150 —2b+15dj_(0 1)

N~ O
o N~

15 -7
7c=1 -2a+15¢c = 59 99
a+7c a+15¢c 0:>a=1—5b=—lc=£d=l3571= 29 29
b+7d=0 —2b+15d =1 29 29 29 29 2 1
29 29
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1.41. Comprueba que las matrices A y B son inversas.

1, 1 A A
2 4 3 3
A=l 2 1 o p-| 16 10 4
2 3 3
-1 2 1 36 -24 -30
3
fes 4
10 0
AB:2% OE—E—4=010=/2A1BB1A
3 00 1
-1 2 3 36 -24 -30
1 0 -1
1.42. Aplicando directamente la definicion, calcula la matrizinversade A={2 -1 0
2 0 -1
1 0o -1 a b c 1 0 -1)a b c 100
A=l2 -1 O0|;A'=|d e f|=>AA"'=I=|2 -1 0fd e f|=|0 1 0
2 0o -1 g h i 2 0 -1 h i 0 0 1

a-g=1 2a-d=0 2a-g=0 g=d=-2 a=-1 -1 0 1
Entonces: {b-h=0= {2b-e=1 = 2b-h=0 = b=h=0 e=-1= A"=|-2 -1 2
c—-i=0 2c-f=0 2c—-i=1 c=1 i=1 f=2 -2 0 1

1.43. Aplicando el método de Gauss, calcula las matrices inversas de:

1 -1 2 o .
a)A:(2 3) b)B=[1 3j ¢gC=-2 1 0 db=-2 1 0
B 3 -4 2 0o -1 3
1 111 o 1 1]-1 0 1 1]-1 0 1 1] -1
a) 3 1 1 1
2 3|0 1) F=>-H 1 210 F—=F-F 7|0 —| 1 Fo—2F, o0 1] 2
Fy— 2 2
2—>2F2

1 0]-3 -1 A3 -1
- - A=
F—F-F, 0 1| 2 1 2 1

b) -1 211 0 1 2|10 1 2|11 0 1 2|1
—_— _— —_—
1 -3(0 1 Fi—>-F 1 -3 0 1 Fy—Fy-F, 0O -1} 1 1 Fy—>-F, 0 11-1

103 -2} _ ga_
TFSFRA2F 0 1 =5 =

1 110100 0 1 1 1] 10
)[-2 1 00 1 0= r—|0 3 -2 2 1 0/——z—>/0 3 -2| 21
3 -4 2[00 1 1-23—>F3—3I1-'1 0 -7 5 |-30 1 0 -21 15| -9 0
11 -1[100 110[6 7 3 110]673
=03 =221 0|———-5/0 3 0[1215 6/———(0 1 0|4 5 2
[ F,—F,+2F, 7
T2 oo 1|573 PR 0o 1|5 7 3 B3R (oo 157 3

10 2 2 1 2 2 1
——=rF—|0 1 0|45 2 =C"=45 2
T2 o o 5 7 3 5 7 3

-1 0 2|1 2 100 -1 0 2/ 100
dy[-2 1 0]0 4121 0 p—pp 1 -4|-2 1
0 -1 3|0 3/ 001 “1|-211
1 1003 -2 -2 3 —2 -2
-1 _
F>F |0 —F=pmr—|0 106 -3 -4/ =>D"=6 -3 -4
R—>Ff (0 FoFa2F, 0 0 1|2 -1 -1 2 -1 -1
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1.44.Dada la matriz

calcula:
a)A'y A
b) (A'A7")’A

a) 5 3|10 5 -3 10 50
——Fr—5r —F—F A
2 1|0 1) B%R2R 70 1| 2 5/ ROR3KR (0 1

t A1 At A At A A ata-iat [ O 2\(-1 3 5 2
b) (AATfA=AAAATA= AATA _[_3 —1)(—2 5)(_3 _1)

1.45. (PAU) Dadas las matrices A = ( "12 ;) y B= (‘1’ ‘ij :

-
a) CalculaA™, B, (2A4)"'y (%B) .

b) Comprueba que (2A4)" = %A‘1.

-1
c) Comprueba que (%B) =3B7".

A
d) Comprueba que {(2A)~ [%Bﬂ = %B‘1A‘1 .
31 3 3 1 y
“_| 5 5|.g1_| 2 |.a7"=| 10 10| (1g) =
9at- g et § kel R (ge) -
5 5 2 5 10

Los apartados b y ¢ se comprueban directamente.

2 10 3 1 3 1 1 1
1213 3| . giat_| 2 5 5|_| 2 2
) @A 38)- , [ FAE T 2 AT 5
3 2 5 5 10 10
13" 3
Y se comprueba directamente que [(ZA)[E BH = EB‘1A‘1
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Rango de una matriz

1.46. Aplicando el método de Gauss, calcula el rango de las siguientes matrices:

1 2
a) A=[-1 2
-1 -2

3
3

-3

2
byB=|0 1 5
0

c)C=|2 2 2 -2
5 5 5 -3
1 -1 4 -5 3
db=-3 6 8 -3 0
-2 5 12 -8 3
1 2 3 1 2 3
a)A=|-1 2 3 o6 F, 0 4 6|=>rgA)=2
-1 -2 -3) FSF+w 0 0 0
1 2 -4 1 2 -4 1 2 -4
10 1 Fy—F;+2F, 0 -2 5 0 0 15
1T 1 1 1 17 1 1 1 1 1 1 1
C) C= 2 2 -2 F—)F——2F> 0 0 0 -4 W) 0 0 0 -4 jrg(C)=2
5 5 5 -3/ FFsr 0 0 0 -8) ° °7"2 1 o 0 0 o0
1 -1 4 -5 3 1 -1 4 -5 3 1 -1 4 -5 3
d D=|-3 6 8 -3 Owo 3 20 -18 9 Foh 0 3 20 -18 9
-2 512 -8 3) FoF+2R (0 3 20 -18 9 0 0 0 0 0
=rg(D)=2

1.47. Calcula el rango de la matriz, observando si existe dependencia lineal entre sus filas.

1 2 5 -3 1
2 -2 1 0 4
A=l 1 2 17 -9 11

-1 1 1 0 -2
2

Se puede eliminar la fila cuarta, ya que es proporcional a la segunda, F, = —%Fz .

Ademas, se verifica que F; = 3F, + 2F, y, por tanto, se puede eliminar la tercera fila.

-1 2 5 -3 1
2 -2 1 0o 4
_ (- 2 5 -3 1)\_ i
rgl 1 2 17 -9 11|=rg o _2 1 0 4 =2, ya que las dos filas que quedan no son

-1 1 1 0 2

2
proporcionales.
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1.48. Calcula el rango de la siguiente matriz.

1 -1 1 -1 2
. _ 2 1 0 -1 2|_ et
Por verificarse que F, =-2F, : rg 3 3 1 1 5 =rg|2 1 o -1 2
4 3 3 -1 -1 2

2

Por verificarse que F; =2F, - F,:rg| 2 1 0 -1 2 =rg(; —1 (1) —1 zj
3 3 -1 -1 2 B

Finalmente, como las dos filas no son proporcionales, el rango vale 2.

Ecuaciones matriciales

2 1
3 -1
a) La matriz inversa de A

1.49.Dada la matriz A =( ), calcula:

4

a)2—110 2 -1 10 2 0| 2 2 101 1
—F—5F—aF— — —_—
3 1101 R2R3FR 0 1| 3 2/ RRHR (0 1] -3 2 1 0 1|3 2

b) La matriz X que verifica la ecuacion AX = (_; —2) .

Fi=3F
T B A N ey 1 -2 (4 6
b)X‘A(—s 4) (-3 2)\-3 4) -9 14
1.50. Resuelve la ecuaciéon matricial:
-5
x(;‘; 'fj— 0 3
-2 5
1 4 -5 - 4 -5)\(1 2 -1
N ER R REEE R R
-2 5 -2 5)l0 1 -1 3
1.51.(PAU) Halla la matriz X sabiendo que 3X + BA = ABy que:
-2 0 -3 2 0 -1
A= 2 1 -1 B=|{-2 3 -2
0 0 4 5 0 -1
1 J(-19 0 5 (-4 0 —10 ‘12 0 g
X==[AB-BA]=—|| -3 3 -3|-| 10 3 -5||=|-—= =
3 3l20 0 -4) (-10 0 -19 2 2

1.52. Halla la matriz X tal que A’X +BX = C, siendo: A= (_: 2) ,B= [1 2] y C= [_g 12)

1
-1 0 ——
, B R T(-1 4y (1 2 0 12)_ Sl o 12y (12
(A2+B)x =C = x =(A2+B) C:>X—|:(_2 -1)’{0 1)} (_2 _4)— 1 ole2 —4)7o 2
6
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1.53. (PAU) Halla la matriz X tal que AXB = I, siendo / la matriz unidad de orden 2 y:

SHHIE

A avan  AiE v Aim I B T I A
ATAXBB = ATIB" = X = A"'B :,x_(_1 | P B P

PROBLEMAS
1.54. Dadas las matrices:
2 -2 2 A A+1 A+2
A=| -7 6 -5| yB=|2 4 6
-5 4 -3 1 2 3

a) Calcula el valor de A para que el producto AB dé como resultado la matriz nula.
b) Para el valor de A hallado, calcula el resultado de BA + BAB + BAB.

-2 2A-2 2A-2
a) AB=| 7-7h 7-7p 7-7A |=0oA=1
5-5, 5-5L 5-51

=27 22 -17
b) BA+BAB+BAB*=BA+BO+BOB=BA=| -54 44 -34
=27 22 -17

1.55.(PAU) Se consideran las matrices A = G _;) y B= [g Zj ¢Qué condiciones deben verificar los

numeros reales a y b para que A y B sean conmutables, es decir, para que AB = BA?
1 —1N\(a b a b-a
AB = [2 2)[0 aj - (23 2b+23j
a b1 1 a+2b -a+2b
BA_(O a)[z 2)‘( 2a 2a j
a=a+2b

a b-a a+2b -a+2b b=0 . .
= = =><b-a=-a+2b = = b =0, y a es cualquier nUmero real.
2a 2b+2a 2a 2a a
2b+2a=2a

2 3
a) Halla todas las matrices posibles que conmuten con A.

1.56.(PAU) Dada la matriz A = (1 "1] :

b) Da un ejemplo de matriz de la forma [; gj que conmute con A.

a-c=a+2b c+2b=0 a=s
a) (1 —1j(a bj:(a bj[1 —1]2> b-d=-a+3b N a—2b—d:03 b=t
2 3)lc d c d\2 3 2a+3c=c+2d a+c-d=0 c=-2t
2b+3d =-c+3d c+2b=0 d=s-2t
Las matrices buscadas son de la forma( N t )
-2t s-2t

1

1 =
b) Para s =1, t=% se tiene 21,
0

-1
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1.57. (PAU)(TIC) Sea la matriz A = (; (1)], y n, un nimero natural cualquiera. Encuentra el valor de A" para

cada ny halla A% _ A0,

Aplicaremos el método de induccion. Calculamos las primeras potencias de A.

Y6 Y
eenne (90 906

Suponemos que A" = [31,7 (1)) . Vemos que:

1. Se verifica paran = 1.
2. Si se cumple para n, también se cumple para n + 1, ya que:

mi_ o (1T OY(1T OY_( 1 O\ _( 1 0
AT =AA (3 1](3n 1] (3+3n 1) [3(n+1) 1)

. s . 10
En consecuencia, huestra suposicion es cierta. Luego A" = ( .

3n 1
1 0 1 0 0o O
) . 7380 _ 7250 _ _ -
or tanto 3.350 1) (3-250 1) (300 1
1.58. (PAU) Estudia el rango de la matriz A segtn los diferentes valores de A.
2 4 1 -2
A=|3 6 1 -1
5 10 A+1 A-4
2 4 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
5 10 A+1 A—4 5 A+1 A-4) Fo2F-5F (0 20-3 20+2
(2) : _42 :{Si r=1 = rg(A)=2
Fy —F3+(2A=3)F, B i =
3—F3+( )F> 0 0 10A-10 Si A1 = rg(A)=3
1.59. (PAU) Dada la matriz
1 -1 0
A=0 -1 1
a 0 -1
a) Indica para qué valores de o la matriz A posee inversa.
b) Calcula la matriz inversa de A para el valor a=0.
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
a)|0 -1 1—F—F— 0 -1 1|—4—F—|0 -1 1
F3—F3—aF, F3—F3+aF,
e« 0 -1) 277 o o -1) P {0 0 -1+a
Para o = 1, rg(A) = 2, y la matriz no tiene inversa. Para todos los demas valores de «, la matriz posee inversa.
1T -1 -1
by A'=[0 -1 -1
0 0 -1
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1.60. (PAU) Dada la matriz

1.61.

1.62.

1 1 1
A=| a b c
b+c a+c a+b

estudia el valor de su rango segun los diferentes valores de a, by c.
1 1 1 1 1 1

A=| a b c F,oF a b c
b+c a+c a+b at+b+c a+b+c a+b+c

R
N

a
0

o T -
OO0 -

Fy—F;—(a+b+c)F, L

1 1 1
— )
F,—F,-aFy \0 b-a c-a
Sia=b=c=rg(A) =1
Si a, by cno son los tres iguales = rg(A) = 2.

(PAU) Se dice que dos matrices cuadradas, A y B, de orden n, son semejantes si existe una matriz
invertible, P, tal que B = P'A P, donde P' denota la matriz inversa de P. Determina si son semejantes

las matrices Ay B.
1 2 1 0
SRR P

Si Ay B son semejantes, entonces existe una matriz invertible, P, tal que B = PAP.
Multiplicando a izquierda por la matriz P los dos miembros de esta igualdad resulta: PB = PP'AP = PB = AP

sip=(2 P entonces: (@ 2)( 1 O)_(1 2)(a b)_ (a -b)_(a+t2c b+2d
c d)’ “lc d)L 0 -1 0 1)lc d c —-d c d
a=a+2c
Igualando: ;t_)z b+2d = b=c=d=0,y aindeterminado. Por tanto, P = [Z 8) . Se comprueba facilmente
-d=d

que la matriz P no es invertible, sea cual sea el valor de a. De este modo, las matrices dadas no son semejantes.

(PAU) Dadas las matrices:

1 -3 2 1 4 2 1
A=|2 1 -3|,B=|2 1|, C=|3 -2
4 -3 -1 1 -2 2 -5

a) Demuestra que AB = AC.
b) Calcula el rango de la matriz A. ;Podra tener inversa?

c) Demuestra que si A es una matriz regular cuadrada, y By C son matrices tales que se pueden realizar
los productos AB y AC, entonces se verifica que si AB = AC, obligatoriamente B = C.

-3 -3 -3 -3
a) AB=| 1 15|, AC=| 1 15
-3 15 -3 15

1 -3 2 1 -3 2 1 -3 2

4 -3 1) FSFar 0 9 -9) P 2o 1 -1
F3—)§F3
La matriz A no puede tener inversa.

c)AB=AC=A"'AB=A"'AC=IB=I/C=B=C
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1.63.

1.64.

En cierta zona de montana existen cuatro refugios A, B, C y D que estdn comunicados por sendas
segun se establece en el siguiente grafo. e

Debido a la pendiente, el recorrido en alguno de los sentidos de

ciertas sendas carece de interés para los deportistas.
a) Forma la matriz M asociada al grafo. @‘.@

b) Calcula la matriz M e interpreta los resultados.

00 10
a) M= 0 0 01 O
0 00O
1100
0 00O
> |1 1.0 0 . . . . . . .
b) M = 000 0 Indica el numero de caminos diferentes de longitud 2 que se pueden seguir para ir de
00 11

un refugio a otro.

Una particula puede tomar una de las cuatro posiciones A, B, Co D.

A B/~ ™ ¢/ "~ p
S "

En cada instante cambia de posicion con las siguientes condiciones:
— Si esta en A, se queda fija en ese lugar.
— Si esta en D, se queda fija en ese lugar.

— Si esta en B, pasa a A con probabilidad 0,25, a C con probabilidad 0,25 y se queda en B con
probabilidad 0,5.

— Si esta en C, pasa a B con probabilidad 0,25, a D con probabilidad 0,25 y se queda en C con
probabilidad 0,5.

Escribe la matriz de transicion del proceso estocastico y estudia el valor de sus potencias sucesivas.
Interpreta el resultado.

1 0 0 0
025 05 025 O

1 0 0 0
0375 0313 025 0,063

O O h|lao
oh|aN|mO
OoON|-abh|m0O
ARN|a O O

— -T2 _
T= 0 025 05 025 T = 0,063 025 0313 0375
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0
73 _ 0,453 0,219 0,203 0,125
10125 0203 0219 0453
0 0 0 1
1 0
290 1
Segun crece el exponente, la potencia se acerca a ? g .
_ 0 0 =
3 3
0 0 0 1

Lo cual indica que, a largo plazo, si el proceso comienza en la posicién A, la particula se mantiene en A; si

comienza en B, la particula acaba en A con probabilidad % y en D con probabilidad % ; si comienza en C, acaba

en A con probabilidad % y en D con probabilidad % , Y si comienza en D, se mantiene en D.
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1.65.

1.66.

1.67.

1.68.

(PAU) Una empresa empaqueta cinco tipos de lotes de herramientas para bricolaje y las reparte a
cuatro provincias A, B, C y D. La siguiente tabla muestra el nimero de lotes de cada tipo que debe
repartir en cada provincia.

Lote1 Lote2 Lote3 Lote4 Lote5

12 10 10 30 10
15 9 15 25 12
23 8 12 25 15
12 12 20 15 12

Cada tipo de lote esta formado por un nimero de piezas P, Q y R segun la siguiente distribucion.
Lote1 Lote2 Lote3 Lote4d Lote5

OCOWD>

P 2 1 2 0 1
Q 2 1 2 2 0
R 0 2 2 3 3

Escribe la matriz que determina el niumero de piezas de cada clase que se van a repartir a cada
provincia.

12 10 10 30 10

21201
15 9 15 25 12| __
A=z 8 12 2515’8‘(2);;52
12 12 20 15 12
12 10 10 30 10)2 2 © P Q R
15 9 15 25 12 12 A 64 114 160
Por tanto: AB' = 2 29 = B 8 119 159
23 8 12 25 15
T 12 2o 18 12)|0 2 3 C 93 128 160
10 3 D 8 106 145

PROFUNDIZACION

Al eliminar de A una fila se obtiene la submatriz B, y al eliminar de A una columna se obtiene la
submatriz C. Di cuales son las lineas eliminadas si se sabe que B = C.

1 1 2 1
-3 1 2 1
A= 2 2 -1 0

1 1 0 3

Se elimina la segunda fila y se obtiene B. Se elimina la primera columna y se obtiene C.

Se consideran dos matrices A y B tales que AB = Ay BA = B. Demuestra que A=A,

_ _ A2
ABA=AA=A| _ 12_,
ABA=AB=A

a) Si A es una matriz simétrica, ¢ qué relacion existe entre ella y su transpuesta?
b) Se consideran dos matrices A y B simétricas y tales que su producto AB da como resultado una
matriz también simétrica. Demuestra que A y B conmutan.

a) A es simétrica si y solo si Al= A
(AB) =B'A' =BA

°) (AB)! = AB

}:>BA=AB
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1.69. Una matriz cuadrada A es idempotente cuando verifica que A’= A.
a) Escribe algun ejemplo de matriz cuadrada de orden 3 distinta de la matriz unidad y de la matriz nula'y
que sea idempotente.

b) Calcula el valor de A que hace que la matriz A = G _ij sea idempotente.

c) Encuentra todas las matrices del tipo U) g] que sean idempotentes.

2 -2 -4
a) A=| -1 3  4|; A’= A= Aes unamatriz idempotente.
1 -2 -3

, (4 2)(4 2y (16420 2 ) (4 2 16+21=4 N
b) A ‘(x —3j(x —3)‘[ A 9+2n) A -3) T le+2n=—3 = M8

2 (1 a\(1 a) (1+ab a) (1 a 1+ab=1 _
C)A_[bObO_b ab)"\b 0) = lab=0 — =0
Por tanto, al menos uno de los dos valores, a o b, debe ser nulo.

1.70. Una matriz cuadrada es nilpotente cuando alguna de sus potencias es igual a la matriz nula. Si n es el
menor entero positivo que hace que A" = O, se dice que A es una matriz nilpotente de grado n.

1 1 3
a) Demuestra que la matriz A=| 5 2 6 | es nilpotente de grado 3.
-2 -1 -3
b) Encuentra todas las matrices del tipo g :) que sean nilpotentes de grado 2.
1 1 3 3 0 O
a) A’ = 2 6 6 3 3
-2 -1 -3){|-2 -1 -3 -1 -1
1 1 3 0 0O
A= 5 2 6 000
-2 -1 -3){- 0 0O
2 (0 a)(0 a ab 0 00 ab=0 B
b) A° = [b ollb o 0 0 ab =0 = ab =0 .Por tanto, al menos uno de los dos valores,

a o b, debe ser nulo.

1.71. Sea A una matriz cuadrada tal que A" = O,y sea/la matrlz unldad del mismo orden que A.
a) Calcula el valor de la expresion matricial: g + A + AP+ A+ L+ AT 1)(I A)
b) Calcula la suma de las matrices: /+ A+ A° + A+ +AT

a) ([+A+A2+ A%+ + A" )(I=A) =1+ A+ A2 +....+A"-1 CA-A A A=A =]
b) Gracias al apartado anterior, se observa que /+ A+ A% +....+ A" e /- A son inversas. Por tanto:
[+A+A% 4.+ A =(1-A)"

1 5
1.72. Dadalamatriz A=|1 2 calcuIaA"e(I+A)".
3 6
0 3 -1 0 0O
A=l0 3 -1|:A%=|0 0 0| = A" =0 para n>3
0 9 -3 0 0O
3n%+7n -3n—-n?
1+n
2 2
2 2 2
I+A) =17 +ni As T2 g2 o gyay | 30 EN*2 —n-n
2 2 2
9n%+3n -3n2-3n+2
3n
2 2
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1.73. a) Demuestra que si A y B son matrices inversibles, se cumple (AB)™" = B"'A™.
b) Suponiendo que exista A™, ¢ se cumple que (4?)”' = (A7")2? ¢ Y que (A% = (A7")*?
a) Veamos si (AB) ' =B A™
ABYB'A) =ABB YA =AIAT = AAT =
Luego en efecto, (AB)"' = B'A™".

b) Veamos si (A2)" = (A7)
(A" = (AA) = ATAT = (A7)
Luego, en efecto, se verifica.

Veamos si (A%)" = (A7)
A = (A2 A) T = AT (AT = AT AT = (AT
Luego también es cierto.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

1.1. Dadas las matrices A y B cuadradas y tales que ambas poseen inversa, la matriz X tal que
BXA'= (AB)"1 se puede obtener mediante la expresion:

A) X=BA™(AB)™

B) X = BA

C)X=8

D)X=B"'B"

E)X=A"B"

La respuesta correcta es el apartado D: X = BB

1.2. El producto AB es una matriz de dimension 2 x 4. La matriz A tiene tres columnas. Las dimensiones de
Ay B son:

A) dim(A) =2 x 4, dim(B) =4 x 4
B) dim(A) =2 x 3, dim(B) =3 x 2
C)dim(A)=2x 3,dim(B)=3 x4
D) dim(A) =1 x 3, dim(B) =3 x 4
E) dim(A) =3 x 3, dim(B) =3 x 4
La respuesta correcta es el apartado C: dim(A) =2 x 3ydim(B) =3 x 4

1
1.3. La matriz inversa de A =[ 2 _3J es:
-1 6

L (8
A) A = -3 s
2
L (61
B)A'=|, 6
2
6 3
A=, 1
2
-6 3
D)A"=| , _1
2

E) La matriz A no posee inversa.
La respuesta correcta es el apartado E: La matriz A no posee inversa, porque |A| =0.
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1.4. Se consideran Ay B, matrices cuadradas de orden 2.
A) Siempre se verifica que (A + B)?= A’ + B?+ 2AB.
B) En ninguin caso se verifica que (A + B)?= A%+ B>+ 2AB.
C) En todos los casos, (A + B)? = A> + B? + 2AB.
D) Solo se verifica que (A + B)2 = A%+ B®+ 2AB cuando A y B conmutan entre si.
E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

La respuesta correcta es el apartado D: Solo se verifica que (A + B)2 = A%+ B? + 2AB cuando A y B conmutan
entre si.

-\

3 | es distinto de tres son:
0

S a N

1
1.5. Los valores de A para los que el rango de la matriz A=|0
1

A)h=30k= 1
3

B)k¢3y7»¢—%

C) Unicamente para A = 3 el rango de A no es 3.
D) Para cualquier valor de A, el rango de A vale 3.
E) Para ningun valor de A el rango de A vale 3.

La respuesta correcta es el apartado C: Unicamente para A = 3 el rango de A no es 3, porque |A| =0siA=3.

Senala en cada caso las respuestas correctas:

3 3 4
1.6. Dadala matriz A=|1 6 5|, se verifica que:
2 -1 9

A)aj=i+jsii<j
B)aj=2i+jsii=j
C)laj=i-jsii>j
D) |ay|=i-j sii>j

E) a; =|i—j| sii>j

Las respuestas correctas son los apartados A (porque a4, =3,a43 =4ya,; =5),B(porquea; =3,a, =6

yas=9)yD.

1.7. Dadas las matrices A=(2 1)yB=(-2 2):

A) AB' = BA'
-4 4
tp _
B)AB_(_Z 2)
-4 2
tp _
C)AB_(4 —2)

D) AB' no esta definida.
E) AB' es una matriz cuadrada de orden 1.

Las respuestas correctas son los apartados A (porque AB' =BA' =-2),ByE.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

1.8. Cinco localidades vecinas 1, 2, 3, 4 y 5 estan unidas por una serie de carreteras de doble sentido. Se
conoce la matriz A de adyacencia del correspondiente grafico que representa dichas carreteras.

a) El elemento a3 de la matriz A’ vale 3.

b) El nimero de caminos distintos que se pueden seguir comenzando en 2 y acabando en 3 y visitando
en total 4 ciudades (repetidas o no) es 3.

A) a es equivalente a b.

B) a implica b, pero b no implica a.

C) b implica a, pero a no implica b.

D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

La respuesta correcta es el apartado A: a es equivalente a b.
Seniala el dato innecesario para contestar:

1.9. Se solicita escribir la expresion de una matriz hemisimétrica H. Para ello se dan los siguientes datos:
a) Se trata de una matriz cuadrada de orden 4.
b) Los elementos de la diagonal principal son todos nulos.
c) El valor absoluto de todos los elementos de la forma hj; con i #j vale 2.
d) Los elementos de la forma hjj con i < j son positivos.

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.
E) No puede eliminarse ningun dato.

La respuesta correcta es el apartado B, al ser todos los elementos de la diagonal principal nulos.
Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar a la cuestion:

1.10. De una matriz de dimension 3 x 4 se quiere hallar su rango. Se conocen los siguientes datos:
1) La primera fila no es nula y es proporcional a la tercera; la segunda fila es nula.
2) La primera columna no es nula y se verifican las siguientes relaciones entre columnas:

C,=2C4 C3=4C, Cs=Ci1+ C2+ Cs

A) Las informaciones 1y 2 son suficientes, por si solas, para obtener el rango.
B) La informacion 1 es suficiente por si sola, pero la 2 no.

C) La informacion 2 es suficiente por si sola, pero la 1 no.

D) Son necesarias las dos informaciones juntas.

E) Hacen falta mas datos.

La respuesta correcta es el apartado A.
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2.1

2.1

2.1.

Busca las relaciones de dependencia lineal entre las filas y columnas de las siguientes matrices e

E Determinantes

indica el valor de su rango.

s 1
2
o 1
4
2 -4

2 6|=>Como C;=2C,+C, =rg(B)=2

1 -1

ACTIVIDADES INICIALES

-2
2
1

Comprueba que las siguientes matrices son inversas una de la otra.

Se deberian comprobar los dos productos AB = BA = |, aunque, en este caso especial de producto de dos
matrices que dan como resultado la identidad, solo es necesario comprobar uno de ellos.

-1
-1

AB=

-1 0
-1 1
0o -1
1 -2

1 -1 0
0 -1 1
0 0 -1

1

1 -2

- -0 O

-

0o 1

1
-1 2
2

-1

0

B =

1

1
1
1

o 1
-1 1 -1
-12 -1
-12 0

1000

0
0
0

O O -~

10
0 1

1
1
1
1

Ol /5 A =By B '=A

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcula el valor de los siguientes determinantes.

a)

b)

a)

b)

-2
1

3

2

2

-4

3 _
o=
2|_
4 =14
2

‘=—3a2

3a

c)

d)

-1

=39

=a’+a-a-1-a-a-a+a=-a*-1

e)
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-3
-1
2

-1
a+1

-4
6
-1

-2
2
-1

-1

-1
-4
-1

-1




2.2. Resuelve las siguientes ecuaciones.

3 _1 x 2 1
a)‘2 X‘:z c)[1 x 0/=13
0 2 1
x 1 -2 x-2
b)‘ ‘:11 d|x x-1 -1 |=-7
x+1 2x 1 1 _2
3 1| _ -
a) =2 =>3x+2=2=x=0
2 X
) X, Mot 2@t xt 111528+ x-10=02x=2EVIH80 _Z1E9 o x2S
x+1 2x 4 4 2
x 2 1
c)J1 x 0]|=13 = -xX*+2+2=13= x*=-9 = No tiene solucién.
0 2 —
1 -2 x-2
d)[x x=1 -1 |=-7 =>-2x+2+xX-2x+2-X+3x-2+1-4x=-T=-5x+3=-7T=x=2
1 1 =2

-1 2 10
. 2 -3 2 . .
2.3. Dado el determinante 2 1 1 1’ comprueba que se obtiene el mismo valor al desarrollarlo por
1 0 -2 3

los elementos de la tercera fila que al desarrollarlo por los elementos de la cuarta columna.

2232 2 10 ]-1 10 -1 20 |-12 1

> "1 1=22 -3 2|+| 2 -3 2|+| 2 2 2|-| 2 2 -3|=2-(-16)+1-14-4=-49
1 0 2 3 0 2 3|1 -=23/|103/ |10 -2

_213_;(2) -1 2 1112 1 |-1 2 1

5 1 11=22 -1 1-] 2 2 -3|+3| 2 2 -3|=2.9-4+3(-21)=-49

10 2 3 1. 0 2| |10 -2 2 -1 1

-1 3 3 0
. -2 1 1 4 . .
2.4. Calcula el valor del determinante 3 2 -3 0 desarrollandolo por los elementos de la linea que
11 1 -5
creas mas conveniente.
__21 :: :: 2 -1 3 3 -1 3 3
=43 2 -3|-5|-2 1 1/=4-2-5(-25)=133
3230 11 3 2 -3
11 -1 -5
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2.5. Justifica, sin desarrollar, las siguientes igualdades.

2.6.

2.7.

2.8.

1 1 4 3
a)l3 5 1(=0 b)| 3 -2 5(=0 c) |b+c a+c a+b|=0 d) 0 -3 -2 9
6 - 2 2 2
0 0 O 2 -6 -4 1 4 3 -12
2 1 8
a) |3 5 -1|=0, yaque tiene una fila con todos los elementos nulos.
0 0 O
-1 3 2
b)| 3 -2 5|=0, yaque las filas primera y tercera son proporcionales: F3 = —2F;.
2 6 4
a b c a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
c)|b+c a+c a+b| = b+c a+c a+b |=(a@a+b+c)|b+c a+c a+b|=0,
2 2 2 (ARl 2 2 2 2 2 2
ya que las filas primera y tercera son proporcionales: F3 = 2F.
1 -1 4 3 1 -1 4 A1
5 2 2 -6 5 2 2 =2
d) 0 -3 -2 9 _30 -3 -2 3 =0,
1 4 3 12 1 4 3 -4
ya que las columnas segunda y cuarta son proporcionales: Cs = —Cs.
Comprueba, sin desarrollar, las siguientes igualdades.
a) a b -0 b) z-2x z-2y - 2. 1 1
2a 2b X y |- Xy
a bl _,la b|_ _ z-2x z-2y z z|_ (1 1
| 24 2b“2a b‘_zo_o ' x y |RFeer|x y| Tlx y‘
Comprueba, sin desarrollar, la siguiente igualdad.
a b a+b-c c
d e d+e—-f f -0
P q pt+tq-r r
s t s+t-u u

El determinante es 0, ya que la columna 3 es combinacién lineal de las restantes, C3;=C4+ C,—-C,.

Demuestra que el siguiente determinante es nulo.

a’ b* 2ab (a-b)

3 2 1 4
-1 -2 -3 0
1 1 1 1
a® b?> 2ab (a-b)? a? b? 2ab 0
3 2 1 4 _ 3 2 10/_g
-1 -2 -3 0 Ci=Ci—(C,+C,-C;) [ -1 -2 =3 0
1 1 1 1 1 1 1 0
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2.9. (TIC) Calcula el valor de los siguientes determinantes.

11 20 43 2 2
11 23 53 3 -2
b
A3 3 2 1 21 5 a
1.0 15 5 6 3 -2
P28 oo oa |12
A3 3 2 tleiels 3 2 1:33; g _21 =3(-3-2-6-3)=3(—14)= 42
1.0 15 1.0 15
432 2 —2 0 A7 10 -2 17 10| | =2 17 -10
53 3 -2 10 -12 -14
b) = =—| -1 12 -14|=| 1 12 14|=
2.1 5 4lahen) 21 S A 47 o7 oe| |-17 —27 26
5 6 3 -2(RRLR|-17 0 -27 -26
o 7 18
7 18
= |1 12 14|=- =1702
Fi=F+2F, ‘177 212‘ 0

R=Ry+17R,|0 177 212

2.10.Halla el valor de los siguientes determinantes haciendo previamente ceros.

x+5 x+8 x+11 1 b &
a) [x+6 x+9 x+12 b)| b a* &
x+7 x+10 x+13 a2 a® at
x+5 x+8 x+11 x+5 x+8 x+11
a) [ x+6 x+9 x+12| = 1 1 1 |=0
x+7 x+10 x+13|ERF| 1 1 1
1 b & 1 b & -ab ) )
by|b & a| = |b & 0 :(az—ab)b2 al = (az—ab)bz a-ab :—az(az—ab)zz
2 & a G=C3-aC, a2 & 0 a a’ |g=c-ac a 0
=-a’[a(a-b)]* =-a*(a-b)?
2.11.Calcula el valor de los siguientes determinantes por el método de Gauss.
1 1 2 2 1 1 3 3
1 1 1 2 2 2 11
Al 2 2 2 P4 4 14
2 2 2 2 -1 -1 -3 3
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
a) 1 -1 -1 2 B 0 -2 -3 0 B 6 -2 -3 0 _ [0 -2 -3 0_24
2 2 2 -2 ?i;g}: 0 4 -6 -6|R-R2R,|0 0 0 -B|Rer [0 0 -2 2|
2 2 2 2|-A2A|0 0 -2 -2 0 0 -2 -2 0 0 0 -6
1 1 33 11 3 3
b) 2 2 11 _ |00 -5 -5 _0
4 4 1 1 B -FR-2h 00 -11 -1
-1 -1 -3 3|E=E+/'|0 O 0 6

2.12. Transforma los siguientes determinantes en sus equivalentes triangulares y calcula su valor.

1 2 22 X x
a) (1 3 32 b) |x+y x
1 4 47 X Xx+z
12 220 1 2 4 1.2 4 1.2 4
a)|1 3 3|=(13 9| = 1[0 1 5 = |0 1 5|=2
1 4 4% |1 4 16|222[0 2 12|20 0 2
X x x| |x x+y x X X+y X X X+y x
b) [x+y X  x|=|x X x+z| = |0 -y z| = |0 -y Z |=xyz
x x+z x| |x x x [BZRE|I0 -y o0o|F" "0 0 -z

Solucionario E| 33



-2 5 4 2 1

. 0 8 6 3 5 . . .

2.13.En la matriz A= 1 2 —4 3 2|8S° consideran los menores determinados por:
1 6 4 2 3

M;: filas 1.2 y 2.2, columnas 1.2y 2.2
M;: filas 1.2 y 2.2, columnas 2.2 y 3.2
M;: filas 2.2 y 4.2, columnas 2.2 y 4.2
a) Escribe y calcula dichos menores.

b) Escribe todos los menores de orden tres a partir de los anteriores.

|2 5]|_ _|5 4|_ _18 3|_
o) | 2 5]=t6 v, -|8 42 w8 32
_25—254—252—251—254—252
b)MenoresdeM1=‘08‘:08 6], 0 8 3], 0 8 5], 0 8 6/, 0 8 3],
12 4 12 3 1.2 2 16 4 16 2
-2 5 4 5 4 2 5 4 1 -2 5 4 5 4 2 5
MenoresdeM2=‘gg‘:08 6, |18 6 3|, |8 6 5], 0O 8 6|, |8 6 3|, |8
12 4| |2 -4 3] |2 4 2 16 4| |6 4 2| |6
g 3 |2 22 083|542 |8 63 1521 |83
MenoresdeM3=‘62‘:083,123,863,2—43,835,23
6 2 16 2 6 4 2 6 4 2 6 2 3 6 2
2.14.Calcula el rango de las siguientes matrices.
2 13 -1 3 2 0
A=|2 1 5 D= 2 6 4 0
0o 2 1 1 -3 2 -1
|A|=2+12—20+2=—4¢0 =rg(A)=3
-1 3 2 0 2 0 _
rg(D) b rg(1 3 9 _J.Como 5 _1 #0= rg(D)=2
A+1 1 1
2.15. Estudia el rango de la matriz segun los diferentes valores del parametro AL.:A=| 0 A+2 1
0 1 1
|A|:(k+1)(k+2—1):(k+1)2,'(k+1)2=0:7»=—1
SiA#-1=rg(A)=3
0 11 1
SiAt=-1= A=|0 1 1| =>rg(A)=rg|1|=1
011 1
2.16. Calcula las matrices inversas de:
A I
10 2 2 1 -3
1 ( 1(0 -0 (0 1 1 c1(3 N (64
71—— i = — - = 71:— i = — = -
A _|A|[AdJ(A)] _1(_1 _zj (1 2] c |C|[AdJ(C)] : 1 (_2 J
2 2
. 1 1
AV raget _1(2 -2} _ 2 2
2 4
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2.17.Calcula las matrices inversas de:

1 2 -2
A=1 1 1
0 -2 5

; (7 5 2 7 6 4
A‘1:7[Adj(A)]t:? 6 5 2|=/-5 5 -3
Al 4 3 1) (2 2 -
L

1 -1 -3y |3 3
B-1zl[Adj(B)]’:i 0 3 3| =1+ 11
|B| S84 1 o 3 3
110

-2

2.18.Calcula los valores de a para los cuales la matriz A= (a—

1 _31) posee inversa y halla dicha matriz
inversa para a = -2.

-2 a

=0= a’-a-2=0=a=2,a=1.
a-1 -1

Sia# 2ya # -1 = Atieneinversa.

1
Sia=—2=A"= 4 2
ia = 31
4 2
1 k 2
2.19.(PAU) Halla los valores de k para los cuales la matriz A=| k-1 1 1 | no posee inversa.
k-2 -2 -1
1 k 2 3
|Al=| k-1 1 1:0:—1—4k+4+k2—2k—2k+4+2+k2—k:2k2—9k+9:0:>k:3,k:E
k-2 -2 -1

La matriz tiene inversa para todos los valores de k salvo para k=3y k = % .

2.20. Suponiendo que todas las matrices que aparecen son cuadradas del mismo orden y que las matrices A
y B poseen inversa, despeja la matriz X en las siguientes expresiones.

a) XA=AB c) AX+AB=C e) AXB = A? g) XAB+ AB = BA
b) AX = AB d) AXA=B f) XA' + B! = (AB)'

a) XA=AB= XAA'=ABA™'= X1 =ABA™' = X = ABA™'

b) AX=AB= A'AX=AT"AB= IX=IB= X =B

c) AX+AB=C= X =A""(C-AB)

d) AXA=B= AAXAA ' =ATBAT = x = A""BA™!

e) AXB=A2= X=A"A%8"=AB""

f) XA! +B! = (AB) = x =|(aBY —B!|at]"

g) XAB+AB=BA= XABB'A™'=(BA-AB)B'A™'= X = (BA-AB)B'A™"
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2.21. (PAU) Calcula todas las matrices X tales que X-[ 1 0] = (_1 0)- X.

-1 0 10
b=2a
a=0
X_ab:>ab10_—1Oab:>a—b0_—a—b3b:0 ~lb-o0
e d)7le d)i-1 0)7 (1 0)le d)7\e-d 0) \a b) Je=ard | __
b=0 -
:>X:[0 Oj
c c
. (-2 1 (1 =2 (1 0),
2.22.(PAU) Dadas las matrices A—[ 1 3),5_(1 _3)yc—[3 _4].
Calcula la matriz X tal que XA-3B =4C.
S e YT
X:(4C+BB)~A‘1:[15 25) z ;z 7 77
B e -10 -5
7 7
EJERCICIOS
Determinantes de orden 2y 3
2.23.Calcula el valor de los siguientes determinantes de orden 2.
1 2 -2 -3 28 27
A3 4 | 3 _g e) |5 o
1 3 1 -2 a a
b) 6 7‘ d)‘S 8‘ f a* a°
1 2| _ _ -2 3| _ B 22 2% s od s om2 T
a) 3 4‘_4~1—2~3_—2 C)‘ 3 _8‘—16+9—25 e) 24 o4 =2°.2"-2".2" =——
-1 3|_ 5 4a_ 1 -2 B a a*|__ s .2 .a4_
b) 6 7‘_ 7-18=-25 d)‘5 8‘_8+10_18 f) 2t o =a-a°-a“-a*=0
2.24.Calcula el valor de los siguientes determinantes de orden 3.
1.2 3 130 -2 2 3 2 a a
a)|4 5 6 c)|-5 7 1 e)| 10 4 d|a 2 a
7 89 2 4 6 2 3 -5 a a 2
-1 2 -3 —1 5 8 a 0 a 0 log2 log4
b)| 4 -5 6 d|{3 -5 9 f)lo b 1 h) |log2 log4 log8
-7 8 -9 10 -10 19 a 1 a+b log4 log8 log16
1.2 3
a)|4 5 6|=45+96+84-(105+48+72)=0
7 8 9
-1 2 3
b)| 4 -5 6|=-45-96-84-(-105-48-72)=0
-7 8 -9
1 -3 0
c)|-5 7 1|=-58
2 4 6
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-1 5 8
d| 3 -5 9|=95-240+450-(-400+90+285)=330
10 -10 19
-2 2 3
e)l 1 0 4|=-16+9-24+10=-21
2 3 -5
a 0 a
0 b 1 |=ab’-a
a 1 a+b
2 a a
g)la 2 =2a’-6a*+8
a a 2
0 log2 2log2
h) | log2 2log2 3log2|= 6(log2)’ +6(log2)’ —8(log2)’ —4(log2)’ =0
2log2 3log2 4log2

2.25.Calcula el valor de la expresion: 3‘ > 8 ‘—4‘5 8

5 5
4 —2|7%3 —2‘+5‘ ‘

3 4
3‘5 8‘_4‘5 8‘ 5‘5 5

4 o s o 3 4‘:3(—10—32)—4(—10—24)+5(20—15)=35

2.26.Resuelve las siguientes ecuaciones.

-1 3| 1 3 | x -3 | 2-x 3 |_
a)| , , =0 b)‘4 4—x‘_2 c)‘Zx _gx |~ 720 9 ‘5—" 11""“_
a) -3 ‘=—2—3x=0:>x=—Z

x 2 3

1 3
b) 4 4—x ‘_4—x—12—2:>x——10

_ +
ol 3 =—8x2+6x=—20:>8x2—6x—20=0:>x=6_263X=2,X=—§

2x -8x 4

B 6+
d) 2-x 3 =2242x-11x-x*-154+3x=0= x> +6x-7=0=x= 6_83X=1,X=—7

5-x 11+x

2.27.Resuelve las siguientes ecuaciones.

-1 0 x x 2x 3x x 3 x x+1 x+2
a)|-2 5 6|=0 b)) 4 -5 6|=48 c)| 3 x 1|=30 d|-2 «x -2
1 1 1 1 2 -3 x+1 -1 -2 1 2 3
-1 0 x 1
a)|-2 5 6|=-5-2x-5x+6=0= x=—
7
11 1
X 2x 3x
b)| 4 -5 6|=15x+24x-12x—-15x-12x+24x =48 =>x =2
-1 2 -3
X 3 1
)| 3 x 1|=-2x>+3+3x+3+x*+x+x+18=30=x>-5x+6=0=x=3,x=2
x+1 -1 =2
X XxX+1 x+2
d)|[-2 x -2 [+2x=3x>-4x-8-2x-2-x>-2X+4x+6Xx+6+2x=—6=
1 2 3

= 2x*+4x+2=0=2x+1)?=0= x =1
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Determinantes de orden superior

2.28.Desarrolla el siguiente determinante por los elementos de su tercera columna y calcula su valor.

1 0 2 3
-1 2 -3 1
1 1 0 -1
2 -2 0 4

2.29.Desarrolla los siguientes determinantes por los elementos de la fila o columna que mas ceros posea y
calcula su valor.

016 0 -1 2 0 -3

2 0 5 4 4 -3 1 2
A3 304 P2 0 2
a) Desarrollando por los elementos de la primera fila:
g (1) g 2 2 5 4 2 0 4

=(-1)|3 0 4|+6|/3 3 4|=-14+48=34

330 4 2 1 2 2 5 2
2 51 2

b) Desarrollando por los elementos de la tercera columna:

_‘: _§ _2 _g -1 2 -3 -1 2 -3
=—(-1) 1 2 2|-3] 4 3 2|=-8-15=-23
120 2 3 2 1 1 2 2
3 2 3 1
Propiedades de los determinantes
Xy .
2.30.Se sabe que 2 b = —2. Calcula el valor de:
a) X 2x+y c) 10a 100x
a 2a+b 10b 100y
a x 3a 3b
0[5 X @[’
X 2x+y _ X yl__
a) a 2a+b|c-c,2c|a b‘_ 2
a x|_la b|_ _|x y|_ _; ov_
b) b y| |x y|  |a b|” (=2)=2
10a 100x| .. la 100x| a x|_ a b|__ X y|__ oy
c) 100 100y|~'°[p 100y =10-100 by =1000 X y‘_ 1000 a b‘_ 1000(-2) = 2000
3a 3b|_ a.la b|_ , alx y|__
o2 -3 Jl-afi gl
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a b c
2.31.Sesabeque (x y z|=6.Calculael valor de:
P q r
2x 2y 2z
a b ¢ x p a
als o - c|ly q b
2 2 2 z r ¢
4p 4q A4r
a b c a+x x+p 2p
b) | x+2a y+2b zZ+2c d) |b+y y+q 2q
a+x+p b+y+q c+z+r c+z z+r 2r
PO I D A A I L A I LA
a) E E E :2 E E E :25 a b c :254 a b C :-4 X y z :—4 6_—24
4p 4q A4r 4p 4q 4r ap 4q 4 poar poar
a b c a b c a b
b) | x+2a y+2b zZ+2c = X y z = X y
a+x+p b+y+q c+z+r|? T latx+p b+y+q c+z+r|PHFRIp g
X p al|x y z a b c a b c b c
C)yqb=pqrF:F—pqu2=F——xyz= y z|=6
z r c|ll|la b c|"® |x y z|°7® p q r q r
a+x x+p 2p a+x x+p p a+tx x p a x p
d) |b+y y+q 2q|=2|b+y y+q q| = 2/b+y y q| = by q|=2
c+z z+r 2r c+z z+r r|%%% |c+z z r|%%% |c z r
2.32.Sabiendoque |d e f |=n,calculaelvalorde [3g 2h i
g h i 9a 6b 3c
6d 4e 2f 3d 2 f d e f d e f a b c
3g 2h i |=2-3|3g 2h i|=2-3-3:-2|]g h i|=-36|la b c|=36/d e f
9a 6b 3c 3a 2b c a b c g h i g h i
m n p
2.33.Sesabeque |3 3 3|=-5.Calcula el valor de:
1 2 3
m n p
a)| 1 1 1
m+1 n+2 p+3
m+1 n+1 p+1
b)| m n p
m-1 n-2 p-3
m n p 1 m n p 1 m n p 1m
a)| 1 1 1 =§~3 1 1 1 |=—| 3 3 3 . F§3
m+1 n+2 p+3 m+1 n+2 p+3 m+1 n+2 p+3[° "1
m+1 n+1 p+1 m n p m n p m n p|
b)| m n p = —-m+1 n+1 p+1| = —-|1 1 1[=1 1 1|==
m-1 n-2 p-3|"°% |m-1 n-2 p-3|2FF |1 -2 3| |1 2 3| 3
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a’+b® x*+y?
2.34.Calcula el valor de la suma de determinantes: |(a+b)* (x+y)>
2a+b 2x+y
a?+b®> X*+y* p’+q? 2ab 2xy 2pq
(@+by (x+yy (p+q)f|+|(@@+by (x+yf (p+q)|=
2a+b 2x+y 2p+q 2a+b 2x+y 2p+q
a’+b’°+2ab xX*+y*+2xy p*+q*+2pq| |(@+by (x+y)
= (a+by (x+yy (p+q) |=|@+by (x+y)y
2a+b 2x+y 2p+q 2a+b 2x+y

P +q? 2ab
(p+q)*|+|(a+b)
2p+q 2a+b
(p+q)
(p+q)*|=0
2p+q

2xy 2pq
(x+y)* (p+q)’
2x+y 2p+q

2.35.Prueba, sin necesidad de desarrollar, que el valor del siguiente determinante es nulo.

1 3 5§
9 11 13 15
17 19 21 23

25 27 29 31

F, =-F, +F, + F; = Las filas son linealmente dependientes y el determinante vale 0.

Simplificacion de determinantes

2.36.Haz ceros en una de las filas o columnas de los siguientes determinantes y calcula su valor.

1 2 30 110 -2 1 2 2 -1 13 5 7

2 1 2 2 015 2 2 11 -2 35 7 9
Al 1 10 B3 2 2 1 Ny 12 4 Dis 7 9 1

2 2 1 4 112 -2 3 11 -2 7 9 11 13

2 4 22 2 2o |12
a) - =2/ 1 1 —1|=2(-5-12+4-6+4+10)=-10

1 1 -1 0|fR=FR-2r 1 1 -1 0 2 4 _5

2 2 1 4 -2 5 0

110 -2 1. 00 -2 100 -2

10 -2 10 -2
015 2 0 15 2 015 2
- - =13 7 - 7 = 12-6=-1

b) 32 2 1c6¢|l3 -1 2 1Ar=[+HK|3 0 7 3 :i o _2 F3=F3—F18 5 g 6 8

112 2 10 2 -2 10 2 -2

1 2 2 -1 12 2 1

2 2 1

2 11 =2 2 1.1 =2
o A O P 1_—_1 21 —21 =—(2-2+4-1+8-2)=-9

3 11 -2 100 0

13 5 7 13 5 7
g8 7 9 _ |22 2 2 4

57 9 MrArnr2 2 2 2

7 9 11 13|72 F7 9 11 13
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2.37. Calcula los siguientes determinantes por el método de Gauss.

1 1 -3 2 1 2 1 - 12 3 4 1 00 —1
2 2 -3 2 0 2 2 2 2 3 41 -1 00 -1
Aly 3 12 PYl3 3 2 1 iz 41 2 Do 10 1
1 1 3 2 1 -1 2 -2 4 1 2 3 2 2 2 2
1 1 -3 2 1 1 -3 2 1 2 -3 1 1 2 1 -3
a)22—32_003—2__0—230_0—20—3_48
1 -3 12£2i§_,2ﬁo4 4 O0lcec,|0 0 4 —4|cec|0 0 —4 4|
1 1 3 2|R-AA|0 0 6 0 0 0 6 O 0 0 0 6
1 2 1 - 1 2 1 -1 12 1 -1 3211‘1
0 2 2 2 0 2 2 2 01 1 1
3 3 2 155950 -9 1 4ﬁ3iﬁ3_*3?2° 0 8 13, 1. 2° 08 13 =72
1 1 2 =2|** "o 3 1 1|72 0 0 4 00—5
1.2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1. 2 3 4
C)2341_111—3_0—1—2—7_0—1—2—7_
34 12 £4f§-£31 1 -3 1£2:F:2—£1 0 -1 6 -3 ﬁsi/;;—f;% 0 0 —4 4|r=R42Am
4 1 2 312211 -3 1 1EgFEl0 -5 -2 =37 °20 0 8 32
1. 2 3 4
0 -1 -2 -7
o0 0 -4 4‘160
0 0 0 40
1 00 -1 10 0 -1 1. 00 -1 100 -1
d)—100-1_000-2__0224__0224_4
0 -1 0 1R=FKA[(0 -1 0 1|Rer [0 -1 0 Femiln (000 1 30
2 2 2 2| Hlg 2 2 4 0 00 - 210 0 0 -2
Rango de una matriz
-3 4 4 2 -6
, 5 0 2 -1 3
2.38.Dada la matriz A= 2 25 4 2
1 1 2 -2 3

Escribe todos los menores de orden 3 a partir del menor de orden 2 determinado por las filas 1.2y 3.2 y
las columnas 2.2 y 4.2

Escribe todos los menores de orden 4 a partir del menor de orden 3 determinado por las filas 1.2, 2.2 y
3.3, ylas columnas 2.2, 3.2y 4.2

El menor de orden 2 indicado es ) i .
Los menores de orden 3 construidos a partir de este menor de orden 2 son:
-3 4 2 4 4 2 4 2 -6 -3 4 2 4 4 2 4 2 -6
5 0 1,10 2 1,0 -1 3,2 -2 4|, |-2 5 4|y |2 4 2
2 -2 4| |-2 5 4| |[-2 4 2 1 -1 =2 -1 2 2 -1 -2 3
4 4 2
El menor de orden 3 indicadoes | 0 2 -1jf.
-2 5 4
Los menores de orden 4 construidos a partir de este menor de orden 3 son:
-3 4 4 2 4 4 2 -6
5 0 2 41 2 -1 3
2 25 47|25 4 2
1 -1 2 =2 -1 2 -2 3
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2.39.(TIC) Calcula el rango de las siguientes matrices.

2 2 -1 3 2 1 2 1 =2 ":‘22‘;"; 1 -2 a
A= ﬁ c=| 2 4 0 E=|3 0 -1 1| 6=, 55 54 =3 -13
1 — 2 2 2 4 2 0 5 a a 1
3 54 -3 05
12 -3 -1 3 2 1.2 3 4 ";_i_gg 2 1 b
B=| 4 2 -1 D=2 4 0| F=[1 01 0 H=l 5 4 0 2 J=| 4 b 1
0,5 1 -1,5 7 1 -6 3 41 -8 10 8 6 -8 -6 3 -b
2
2 =
3 2 2
a) A= =——+—=0 =rg(A)=1
) |A| L 1TTeTs 9(A)
3
12 -3 1 9
b) [Bj=| 4 2 -1]=-3-12-1+3+1+12=0 ‘4 2‘:2—8:—6¢0:>rg(8):2
05 1 -15
c) |C|=-28=0=rg(C)=3
d) D=0y 131 40x0 = rg(D) = 2
2 4
1 -2 =2
e)|3 0 1|=36%0=rg(E)=3
4 2 5
- 1 2 3 1 2 4
N 4 o[=2#0y -1 0 -1]=0 |1 0 0/=0=rg(F)=2
3 4 1 3 4 -8
2 -3 0 -1
g) F3= F1+ F,y Ci=Cs=>rg(G)=rg|1 2 -3 2
5 4 -3 0
~ 2 -3 0 2 -3 -1
En esta ultima matriz se observa que 1 2‘z?;ﬁquue 1 2 -3|=0y |1 2 2|=0=rg(G)=2
5 -4 -3 5 4 0
-1 2
h) =4-10=-620=rg(H)>2
5 —4
-1 2 3 |1 20 -1 2 3 -1 2 0
5 -4 -3|=0|5 -4 4|=0 5 4 -3|=0| 5 -4 4|=0=rg(H)=2
2 -1 0 2 1 2 -10 8 6 -10 8 -8
1 -2 a 5
) []=[3 -1 3| =4a®-9a+5 = Sia=—yaz1=rg()=3
a a 1 4
a1 =2 P T I _
Sla—1,‘3 _1‘¢O:>rg(l)—2.S|a—Z,‘3 _1‘;&03 rg(f) =2
2 1 b
=] 4 b 1=8b*+16b=8b(b+2) = Sib=0yb=-2 =rg(J)=3
-6 3 -b
sib=0, |2 1¢O:r(J)=2 Sib=—2| | 2 #0 = rg(J)=2
140 g =< 21 g
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Matriz inversa

2.40. Calcula las matrices adjuntas de las siguientes y halla, para cada caso, A - (Adj(A))".

1 0 -1 0
-3 4 2 3 ] DA 0 2 0 -2
A= B=| 1 0 -2 c=| 10 1 D=
5 2 2 2 0 15 6 3 3 00
0 0 4 -4
. (2 -5 e (-3 4Y 2 -4\ (26 0
a) AdJ(A)—(_4 _3] A-(Adj(A)) —[ 5 2)[_5 _3j—( 0 _zgj
4 -4 -2 -2 3 14 -2 -6) (-6 0 O
b) Adj(B)=| -2 -2 2 B-(AdiB)=| 1 0 -2||-4 2 -3|={0 -6 0
-6 -3 -3 2 -2 0)\-2 2 -3 0 0 -6
-5 5 5 4 5 1\(-5 -25 5) (0 0 O
c) Adj(C)=|-25 —25 25 C-(Adj(C)f=| 1 0 1|-5 25 5|=(0 0 O
5 5 -5 15 6)l5 25 -5 |0 0 O
24 24 24 24 1 0 1 0) /24 12 -8 6 0
oy |-12 12 120 12 e |00 2 0 -2 |24 -12 -8 6/|_|0
d AdD)=| o g g _g|PADON =1, 5 o o124 -12 -8 6|7|0
6 6 6 6 0 0 4 -—4)\24 -12 -8 6) (0
2.41. Calcula las matrices inversas de:
1 3
(1 -3 (0 -3 | 2 & _(a+1 1
A—(z -7) B‘(1 5J c=l 3 D_(a 1)
-— 2
2
t ) 1\ (16 6
41 ot (T =2) (7 -3 g1 ot 21 |5 B
a) A —lAl(AdJA)—1 3 1) =l2 1 c)C —|C|(AdJC)—Eg 174 4
8la4 2 5 5
t 5 1 t
,1_1 . t_l. 5 -1 _ § ,1_i . t_l 1 —a _ 1
b) B —lBl(AdJB) =3 (3 Oj R d)D —lDl(AdJD) =321 ant) =l avt
3
2.42. Calcula las matrices inversas de:
11 3 -1 0 3 4 10 a 1 0
A=|2 —1 1 B=| 2 1 1 c=0 12 D=[101J
2 2 -13 -1 2 A 1 1 2 1 -1 a
] J[11 28 6\ (11 -7 2 (0 2 N | o
a) Al=— (AdjA) ==|-7 19 —4|=|28 -19 5 c)C'=— 2 8 -3|=|-1
Al W2 5 1 6 -4 1 22 8 4 1
2
LA R |
3 1 5Y 6 3 6 1 1-a -1Y
41 VA 1 2 7 41 2
b)B'=—=-(AdjD)y=—| 6 4 2|=|— = —| dD =-|-a a 1+a|-=
|B| 18| 3 7 _4 18 9 18 1
18 9 18
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2.43.(TIC) Calcula la matriz inversa de:

1 1 1 =2

1 1 0 1

A=l 4 3 2 4

1 2 1 -3
3 1 1 2) (3 12 1
PR VUV || B Al 111
A 1A (AGA == 5 4 4 4|10 1 2
14 2 0 2 110

Ecuaciones matriciales

2.44.Despeja X en las siguientes ecuaciones suponiendo que las matrices que intervienen son todas
cuadradas del mismo orden y poseen matriz inversa.

a) AX +BX = AB c) XA2=BA

b) AXB+C=D d) A(X +B)=CX

a) AX+BX =AB= (A+B)X =AB= (A+B) (A+B)X =(A+B) 'AB= X = (A+B) 'AB

b) AXB+C=D= AXB=D-C= A"AXBB ' = A" (D-C)B'= Xx=A"'(D-C)B™

c) XA2=BA= X =BAA'A"' =BA™"

d) A(X+B)=CX = AX+AB=CX = AX-CX =-AB=(A-C)X =-AB= X =—(A-C)'AB

2.45. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial:

2.46.(PAU) Dadas las matrices

2 1 2 1

A=(1 0 y B=|1 1| seconsideralaecuaciéon AX=B.
0 1 0o —1

a) ¢ Cual debe ser la dimension de X?

b) ¢ Crees que seria correcto escribir X = A'B?

c) Encuentra todas las posibles matrices X que verifiquen la ecuacién.

a) X debe ser una matriz cuadrada de orden 2.
b) No es correcto, ya que al no ser cuadrada, A no posee inversa.

2 1 2 obid) (2 1) |@te=2
a b a by |FFC b7 2b+d =1
c) X= d 10 dl= a b =1 1= 1 bet
¢ 0 1)\°¢ c d o -1 [8=! P=
c=0 d=-1
- . . . 1 1
Por tanto, la Unica matriz solucién de la ecuacién es X = 0 1]
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2.48. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial AX -B=C

1 1
0|,B=|-4
1 7

-1

—

0

2
-5
8

3 -1
-6|yC=| 2
9 -3

-3

siendo: A= [

N
= NN

1

0
-2
4

2 2
7 -4
8 6

X=A"'(C+B)=|0 -1

2

N|[WwN|=aN] =

-1

2.49. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial XA+B=C

4 0
“A|lyc=| 1

0 2

-1
0
-2

2 1 1
2 0|,B=1
11

7

4
-1

siendo: A= [
1

2.50.Dadas las matrices: A= G

Resuelve la ecuaciéon AX = B.

ER e

1

-1

2
3

4
-2

X=A"B=

0
-1
2.51.Dadas las matrices: A= [ !

-2 11 21
2 1]’B=[-1 0]yC=[22
1
2

2) _1( 1 2
1) 5(-2 1

1

A

1

Al =
181

(Adj A =2

B—1
5

-14

(Adj B)' =1[_1

] .Resuelve la ecuacion ABXBA = C.

J-(

0 0

1

B'A7'ABXBAAT'B™' =B'AT'CA'B" = B IBXBIB™' =B'A"'CA~'B™"
= B'BXBB'=B'AT'CA'B"' = IXI=B'AT'CAT'B' = X =B'A"'CA'B™"

(0 SN 1 2) (21 21 1 2)0 12 N2 -2)(2 1)_
1 1)5\—2 1l22 —14)5\—=2 1)\1 1) 25\-1 3/l22 —14)\1 3"
_1(2 -1\(21 -2)(2 1)_1(20 10)(2 1)_1(50 50} (2 2
“25\-1 3)l22 —14)l1 3) 2545 -40)\1 3) 25|50 -75) |2 -3
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2.52. (PAU) Dadas las matrices:

Se considera la ecuacion AX = B.

a) ¢ Es correcto escribir X = A"'B?

b) ¢ Cuadl debe ser la dimensién de X?

c) Calcula todas las matrices X soluciones de la ecuacion.

a) No existe AT ya que |A| =0 . Por tanto, la expresién no es correcta.

b) La dimension de X debe ser 3 x 1.
c) Se utiliza el método directo para calcular X:

a 1 0 2)(a -4 a+2c —4 at+2c=-4
a=-4-2c
X=|b|= |0 1 Of|b|=| 2| b =| 2|=>:b=2 :>b—2
c 11 2)(c) (-2 a+b+2c) (-2 a+b+2c=-2 -
-4-2c
Todas las matrices del tipo X = 2 verifican la ecuacion.
c

PROBLEMAS

2.53.Dada la matriz regular A de orden tres, con |A| =5, calcula el valor del determinante de su inversa y el
valor del determinante de su adjunta.
- - 411
Al 5
1256 125

R

|A-(Adj(A))| =|A|-|Adi(A)| = |A|3 =125 = |Adj(A)| =

2.54.Estudia, segun los valores del parametro a, el rango de las siguientes matrices.
1 1 2 1 2 a 1 2 1 1 1 a
A=(-3 2 3 B=|2 4 a C=|1 a 2 D=2 2a 2a
2 a -5 a 6 9 1 -a a-4 3 3 a+2

a) [A|l=-10-6a+6-8-3a-15=-9a-27=0=a=-3
11
-3 2

Sia=-3=rg(A)=2
Sia# -3=rg(A)=3

‘:5¢0

b) |B| =36 +12a +2a” - 4a® —~6a—36 = —2a” +6a=-2a(a-3)=0=a=0 a=3

120

Sia=0=> B=|2 4 0|=rg(B)=2,yaque (2) g‘=12¢0
0 6 9
12 3

Sia=3=> B=|2 4 3|=rg(B)=2,yaque i 2‘:—6;&0
3 69

Sia#z0ya#-3=rg(B)=3
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6++/36-48 N
2
= No existe ningun valor real de a que anule el determinante de C = rg(C) = 3 en todos los casos.

c) |C|=a2—4a—a+4—a+2a—2a+8=az—63+12=0:>a=

d) |D| = 2a® +4a+6a+6a-6a> -6a-2a-4 = -4a° +8a—4 = 4(a’-2a+1)=-4a-1°=0=a=1
111
Sia=1=D=|2 2 2| =rg(D)=1,yaque las tres filas son proporcionales.
3 3 3

Sia#1=rg(D)=3

m 1 -2
2.55. (PAU) Estudia, segun los valores de m, el rango de la siguiente matriz A= [Zm 2 -4 ] .
1 1 -2m

|A| =-4m?-4m-4+4+4m+4m? =0 en todos los casos. Por tanto, rg(A) < 2

Como F;=2F; = rg(A) = rg (T 1 —_22mj

11 -2
Sim=1 A) = =1
im = rg(A) rg(1 1 _2]

Sim=z#1=rg(A)=2

2.56. Estudia, segun los valores de A, el rango de las siguientes matrices.

A1 A A1 A1 1 2
A=(-2 3 4 2 B=|1 A 1 2

-1 4 5 A 1 1 A 2A
-2 3

a) 1 4‘:—8+3:—5¢0 =rg(A)=2

Obtenemos los menores de orden 3 a partir de este determinante de orden 2:
A1 A

-2 3 4|=-6A+6=-6(A-1)

-1 4 5 Si A=1=rg(A)=2
A1 -1 {Si A#1 =rg(A)=3
-2 3 2|=3-(A-1?

-1 4 A

b) rg(B) = rg

= A >
_a > A

1
1| porque C4= 2C3
A

=23 -3n+2=(A-12(1+2)

= A >
_ > A
S>> A A

111
SiA=1=rgB)=rg|1 1 1| =rg(B)=1

111

-2 1 1
SiA=-2=rgB)=rg| 1 -2 1 |=rgB)=2

1 1 -2
SiAz1y A#-2=rg(B)=3
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2.57.(PAU) Estudia, segun los valores de k, el rango de la matriz:

1 0 1
_|o0 1 1-k
A= 1 k+1 2
1 0 0
10 1
Se considera el menor de orden 3: |0 1 1-k|=-1 en todos los casos.
10 O

Por tanto, rg(A) = 3 para cualquier valor de k

2.58.(PAU) Calcula los valores del parametro A para los cuales la siguiente matriz cuadrada tiene inversa.
Calcula el valor de dicha matriz inversa para el valor A =4.

A -1 3
1 1 1
4 2 2
+ A=3
A =202 10+12=0 = 2=1222_
4 A=2
La matriz A tendra inversa para todos los valores reales de A exceptopara A=3 y A=2.
5 o, 1
(10 -6 —14Y g ‘;
Enelcasodeque A=4 = A'=—.| 8 4 —-12|=(-= -1 =
Al 77 2 4
7 17
L 3 L
2 4

1 1
2.59.Dada lamatriz A=|0 1
1 t

N ~ O

Calcula los valores de t para los cuales existe la matriz inversa de A.

Calcula dicha matriz inversa para t = 2.

1 1
Resuelve la ecuacion matricial AX = B siendo A la matriz correspondiente al valort=2y B = [2 —2] .
3 -3

t=-2
La matriz A tendré inversa para todos los valores de t excepto para 1y -2.

a)|A=2-t-t2=0 = {t=1

111
(22|55
b)A’1_—22 2—3:—E 5 3
2 2 1 103 4
4 4 4

JU
f%ﬁ1—1 1 -1
c)X:A’1B:—E -5 52_2:0 0
1 3_13_3 1 -1

4 4 4
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A A1
2.60. (PAU) ;Para qué valores de A tiene inversa la matriz A= [2 -1 ZJ ?
A -3 2

Calcula la expresion de dicha matriz inversa para A =0 .

|A|=2k2+k—6=0:>k=% y A=-2

Existe inversa de A para todos los valores reales de A excepto para A =% y A=-2.

Para A =0:
_2 11
0 0 1 3 2 6
A=l2 -1 2 :>A’1=i(Adj(A))t= 2 5 2
0 -3 2 |A| 3 3
1.0 0

1sii=j=1
2.61.Los elementos de la matriz cuadrada de orden 4 A=(a,-j) son: a; =40 sii=j#1
—-1sii#j
a) Escribe la matriz.
b) Calcula el valor del determinante de la matriz.
1 -1 -1 -1
-1 0 -1 -1
a) A=
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0
1 -1 -1 -1 1T -1 -1 A
1.0 -1 -1 0 1 -2 2| |+ 722
b) A= = =|-2 -1 -2|=-5
-1 -1 0 -1|p=R+wH 0 -2 -1 -2
F3=F3+F -2 -2 -1
-1 -1 -1 0 |E=F+r 0 -2 -2 -1
17 1 1
2.62. ;Qué relacion deben verificar los nUmeros a, by ¢ para que a2 b2 cz=0?
a“ b° ¢

En los ejercicios resueltos del final de la unidad se ha obtenido el valor del determinante de Vandermonde:
1

1
a b c|=(b-a)c-a)c-b)
2 2 2

Este producto es nulo si y solo si al menos uno de los paréntesis es nulo. Por tanto, el determinante valdra cero
si al menos dos de los tres nimeros a, b y ¢ son iguales.
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2.63.(TIC) Calcula el valor de los determinantes:

11 1 1
T 12 3 4
2 3 4
4 9 16 14 9 16
1 8 27 64
171 1 1T 1 1
2 3 4|=| 2 3 4|=(3-2)(4-2)(4-3)=2
4 9 16 22 32 42
1 1 1 1 1 1 1 1
12 3 4 (1 2 3
= =(2-1)(3-1)(4-1)(3-2)(4-2)(4-3)=1-2-3-1-2-1=12
1 8 27 64 |1 23 33 43
x y 1 x+1 y+1 x+y
2.64.Sabiendoque ([u v 2 |[=5,calculaelvalorde (u+2 v+2 u+v
s t 3 s+3 t+3 s+t

Restando a los elementos de la tercera columna los de la primera y segunda, se obtiene:

x+1 y+1 -2 x+1 y+1 1
A=|lu+2 v+2 -4 |=-2u+2 v+2 2
s+3 t+3 -6 s+3 t+3 3

Restando el valor de los elementos de la tercera columna a los de la primera y segunda:
x y 1
u v 2
s t 3

A=-2 =-2.5=-10

1 1 1 1
2.65. Calcula el valor del siguiente determinante: ’1( X2_1 ng x;3
1 4 9 16

Restando a la segunda fila la primera multiplicada por x y a la tercera fila la primera, se obtiene:

1T 1 1 1
0 1 -2 -3 ) .

A= 0 1 2 3|7 0, ya que las filas segunda y tercera son proporcionales.
1 4 9 16

2.66. (TIC) Calcula el valor del siguiente determinante.

12 3 4

2 3 4 1

341 2

4123
12 3 4 10 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1 _ 103 4 1(_ 11341 _ 10 1 1-3
3 4 1 2 |c=ci+C+cy+cy| 10 4 1 2 1 4 1 2 |R=F-F 0 2 -2 -2
412 3 10 1 2 3 112 3 [BRBE [0 1 -1

1 1 -3
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x 1 2 3
2.67. (TIC) Resuelve la siguiente ecuacion: g ’3( )1( i =80x-96
1 2 3 x
x 1 2 3 x+6 1 2 3 11 2 3 1 1 2 3
3 x 1 2 B 66 x 12| gl x 120 Xt 1
2 3 x 1|c=ciiCycsics| x+6 3 x 1| 1 3 x 1R=R-F 0 2 x-2 =2|
12 3 x Xx+6 2 3 x 12 3 xPPRR 0 1 1 x-3
x-1 -1 -1 x-1 0 X -1 0
=(x+6) 2 x-2 -2 e (x+6) 2 x-2 -—x ol C(x+6 4-x x-2 -x|=
11 x-=3 3732 1 G 0 1 x-4
=(x+6)[ (x=2)x-4)+x* +(4-x)(x 4} x* —20x* +80x-96
Por tanto:

x* —20x? +80x—-96 =80x—-96 = x* —20x2 =0 = x*(x?-20)=0= x =0,x =/20,x = —/20

o oo
Q= N

2.68.a) Comprueba que los nimeros 297, 351 y 405 son todos muiltiplos de 27.
2
b) Demuestra, sin necesidad de desarrollarlo, que el determinante | 3
4
a)297 =27 - 11 351=27-13 405=27-15
2 97 2 9 297 2 9 11
b)| 3 5 o Cns 1050 100G 5 351| =27{3 5 13
4 0 5|32 4 00 405 4 0 15

es multiplo de 27.

Como todos los elementos de la ultima columna son multiplos de 27, se podra extraer este nimero como

factor comun, y, por tanto, el valor del determinante sera multiplo de 27.

X X Xx X
2.69.Calcula el valor del determinante: [ X Y X X
-X -X y X
-X -X -XxX Yy
X X X X X X X X
Xy X x| _ 0 x+y 2x 2x = x(x+y)
-X —-X ¥y X|R=R+HH|0 0 X+y 2x
Fy=F3+Fy
-X —-X —-X Y|rR=R+|0 O 0 x+y

2.70.En un pais hay tres comunidades autonomas A, B y C. La probabilidad de que un residente en A
permanezca en A al aino siguiente es de 0,90; la de que se vaya a B, de 0,06, y la de que se vaya a C, de
0,04. La probabilidad de que un residente en B permanezca en B es de 0,95; la de que se vaya a A, de
0,03, y la de que se vaya a C, de 0,02. Finalmente, la probabilidad de que un residente en C se quede en
C es de 0,96; la de que se vaya a A, de 0,02, y la de que se vaya a B, de 0,02. Si las poblaciones en 2008
eran de 1,52, 2,56 y 5,48 millones de personas, respectivamente, ;cuales eran las de 20077

0,90 0,06
La matriz de transicién de la poblacion de un afio al siguiente es T=| 0,03 0,95
0,02 0,02
Paoos = Paoo7 - T => Paoor = Pagog* T~
1 0,9116 -0,0284 -0,0184) 1,1144 -0,0694
T |_,_| [AdJ(T)] = 0818 -0,0568 0,8632 -0,0168 | =|-0,0347  1,0553
-0,0184 -0,0168 0,8532 -0,0225 -0,0205
1,1144 -0,0694 -0,0450
Paoo7=(152 2,56 5,48)| -0,0347 10553 -0,0205 |=(1,48 2,48 5,59)
-0,0225 -0,0205 1,0430
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2.71.En una determinada localidad existen tres companias A, By C que ofrecen el servicio de telefonia movil.
La siguiente matriz representa las probabilidades que tiene un cliente de cada zona de permanecer en la
misma compaiiia o cambiarse a otra el afio que viene:

0,80 0,15 0,05
T=|010 0,70 0,20
0,05 0,05 0,90

Para realizar una investigacion de mercado se cuenta con los datos del numero de clientes en 2008:
A: 12 500 B: 25 000 C: 18 000
Calcula el numero de clientes correspondientes a los afios 2006 y 2007.
0,80 015 0,05)"
onos = P2007' T=> P2007 = onos' T71 = (12500 25000 18000) 0,10 0, 70 0,20 =
0,05 0,05 0,90
1,285 -0,275 -0,010

—(12500 25000 18000)| 0,166 1,487 -0,321|=(10798 32531 12171)
-0,062 -0,067 1130

Pa0o7 = Paoos * T => Paoos = Pagor* T ' =
1,285 -0,275 -0,010

=(10798 32531 12171)|-0,166 1487 -0,321|=(7725 44590 3185)
-0,062 -0,067 1130

PROFUNDIZACION

2.72. Demuestra la siguiente igualdad.

X-y—-z 2x 2x
2y y-x-z 2y |=(x+y+x)®
2z 2z Z—-x-y
X-y-z 2x 2x X+y+zZ X+y+z XxX+y+z
2y y—-x-z 2y = 2y y-x-z 2y =
2z 2z z-x—y |PPRf) 27 2z Z-X-y
1 1 1 1 1 0
=(x+y+2)| 2y y-x-z 2y s C(x+y+z) 2y y-x-z 0 =
2z 2z z-x-y | 2z 2z —Z-Xx-y
1 3
=—(x+y+2z) 5 yox-z =—(x+y+zf[y-x-z-2y]=(x+y+X)

2.73. Demuestra la siguiente igualdad.

1 x° x

1y yl=xz y y°

1 22 28 |xy z 22
yz 2 Xyz yz x x° xyz x* x xyz1 x2 X 1 x2 x°
 y X2y Vi l=lxyz 2 4P _31 v2 oyt =1y )R
xy z Zz° YZlxy z z xyz z¢2 7 ziq4 22 2 1.2 7
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2.74.Calcula el valor del siguiente determinante de orden n.

-2 a a a
a -2 a .. a
|Al=| a a -2 .. a
a a a -2
-2 a a .. a (n-Ma-2 a a .. a
a 2 a a (n-Ma-2 -2 a .. a
|A=| a a -2 = (n-a-2 a -2 al=
C1=C1+Cy+C3+..4Cp,
a a a .. 2 (n-Ma-2 a a .. 2
1 a a a 1 a a a
1 -2 a ... a 0 -2-a 0 0
=[(n-Na-2]| 1 a -2 .. a| = [(n-Ta-2]|0 0 -2-a .. O
F=F-F
. |R=F-F
1 a a .. -2|f-=F-f 0 0 0 .. —2-a

1

=[(n-Na-2] (-2-a)"

2.75.Estudia, segun los valores de los parametros a y b, el rango de la siguiente matriz.

a+b a a
A=| a at+b a

a a a+b

a+b a a 3a+b a a 1 a a 1 a a
JAl=| a a+b a |=[3a+b a+b a |=(3a+b)l a+b a |=(3a+b)0 b 0/=(3a+b)b’
a a a+b [Ba+b a a+b 1 a a+b 0 0 b
|A|:(3a+b)b2,a+b @ |=(2a+b)b
a a+b
Entonces:
bo0— a=0 =rg(A)=0
az0=rg(A)=1
b0 b=-3a=rg(A)=2
b#-3a=rg(A)=3
2 x 1+x
2.76.Estudia, segun los valores de x e y, el rango de la matriz A=| 2 1 2
2x y x+y
2 x 1+x 1 x 1+x 1 x
rg 2 1 2 |=rg|1 1 2 |=rg|1 1
2x y Xx+y X y X+y X y

Six=y=1=rg(A)=1

En cualquier otro caso, rg(A) = 2
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2.77.Estudia, segun los valores de a, el rango de la matriz:

a-2 1 2
A= -3 a+2 2

-5 1 a+1
a-2 1 2 a-2 1 2 a-1 1 2 a1 2
|A=[-3 a+2 2 = |-1-a a+1 0 = 0 a+1 0 [=(a+1)", a+1=(a+1)(a2+7)
-5 1 a+f2H 5 1 a+19 %% 4 1 a+

-3 1 2
Sia=-1= rg(A)=rg|-3 1 2|=2

-5 10
Sia#-1=rg(A)=3

2.78.Calcula todas las matrices X tales que:
2 0 (2 0
x(% o}x=(3 o)

a ij' 2 O.X_a b)Y 2 0)a b) (2a-2b 0)(a b\ (2a%>-2ab 2ab-2b>
c d 20 “lc d)l-2 0)lc d) (2c-2d O)lc d) |2ca-2da 2cb-2bd
a’—ab=1

2a? —2ab 2ab -2b? :(2 OJQ ab-b?>=0
2ca—-2da 2cb-2bd) (2 O ca—da=1

cb—-bd=0

X

b=0 a=1 c=1+d
ab—b2:0:>b(a—b):0 b=0 a=-1d=1+c
cb—db=1

ch—db=0 =imposible

a:b:{

Las matrices X son de la forma X = 1 0 o X= 1 0 .
1+d d c 1+c¢

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

a 1 -3
2.1. Los valores de a que anulan el valor del determinante A=({4 -1 2| son:
0 -3 4a

A)a=2

9
B =2 =—-—
)a=2ya=-_
Cla=2ya=-3

D) Para cualquier valor real de a, el determinante es nulo.

E) No existe ningun valor de a que anule el determinante.

La respuesta correctaes B)a=2ya= —% , yaque |A| =—4a?-10a+36=0
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2 1 -3
2.2. Dado el determinante A={4 2 2|, su valor se puede calcular mediante el desarrollo:

1 -3 2
2 2| |4 2| |4 2
A)A=‘-3 2H1 2H1 -3‘
-1 -3 2 -3 2 1
B)A_4‘_3 2‘—2‘1 2 +2 1 _3‘
4 2 2 1 -1
C)A=—3‘1 _3 +2 1 - +2 2‘
4 2 2 1 2 1
D)A=3‘1 _3‘+2‘1 _3‘_2‘4 2‘
4 2 2 -3 2 -3
E)A=‘1 2|*2| 1 2‘ 3‘4 2‘
4 2 2 -3 2 -3
La respuesta correcta es E. A_‘1 2‘+2‘1 2‘+3‘4 2‘.
Xy z x+1 y+2 z-3
23. Sesabeque (1 2 -3|=-5,elvalorde | 1 2 -3 | es:
0o 1 2 1 0 -7
A) 10 B) -10 C); D)—% E)0

La respuesta correcta es A: 10, los cambios para tener el segundo determinante en funcién del primero son:
F:F+F, F:-2F +F,

1 1 1
2.4. El valor del determinante 45 50 80| es:
2025 2500 6400

A) 5125 B) -5000 C) 5250 D)0 E) 175

La respuesta correcta es C: 5250.

10 -a
2.5. Los adjuntos As; y Aizde lamatrizA=|-a 2 a?| se anulan ala vez en el caso de que:
1 2 -a
A)a=1
B)a=-1
C)a=0

D) Se anulan en cualquier caso.

E) No existe ningun valor de a que anule los dos adjuntos a la vez.

La respuesta correcta es B: a = —1.
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3 5 2 |la 2 -3
2.6. El valor de la diferencia de determinantes | a 2 -3|-(3 5 2| vale:
-2 a 4 2 -a -1

A) -18 - 15a D) -18a + 15a
B) -18 + 15a E) Ninguna de las respuestas es cierta.
C)18 - 15a

La respuesta correcta es C) 18 — 15a.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas:

1 m -2 2
2.7. Enrelacién con el rango de lamatriz A=| m> 2 -3 1
m-1 1 -1 -1

A) Como ?‘ __1 # 0, entonces rg(A) = 2
2 _
B) Como 1 -1 # 0, entonces rg(A) 2 2

C) Existe algun valor de m para el cual rg(A) > 3.
D) El valor del rango de A sé6lo puede ser 2 6 3.

E) El valor del rango de A es 3 en todos los casos excepto param=0, m=4 o m=1, que vale 2.

2 -3
Las respuestas correctas son B) Como 1 1 # 0, entonces rg(A) =2 2 y D) El valor del rango de A sélo puede

ser2 0 3.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

2.8. La ecuacion matricial AXA = B, donde A y B son matrices cuadradas de orden 3 y la matriz X es la
matriz incognita.

a) Tiene solucidn, es decir, se puede calcular X.

b) La matriz A es regular, es decir, det(A) 0.

A) a es equivalente a b.

B) a implica b, pero b no implica a.

C) b implica a, pero a no implica b.

D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

La respuesta correcta es C) b implica a, pero a no implica b.

56 E Solucionario



Senala el dato innecesario para contestar:
29. Para calcular el determinante de A se dan los siguientes datos:
a) La matriz A es cuadrada de orden 4.
b) Si i = j, el valor de a; es nulo.
c) Sii # j, el valor de ajj es —=2i + j.
d) Los adjuntos de los elementos de la primera fila valen =12, -16, 36 y 62, respectivamente.
A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.
E) No puede eliminarse ningun dato.

La respuesta correcta es D) Puede eliminarse el dato d, porque aunque sepamos los adjuntos de los elementos
de la primera fila necesitamos saber los valores de los elementos a j para calcular el determinante de A.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

2.10. Se quiere obtener el valor del rango de la matriz A = (a;), de dimension 3x4. Para ello, se sabe que
. ap a1 ag3

A= a a a a
21 22 21 23

20y A, = # 0, y se dan, como dato, los valores de:

a) Todos los menores de orden dos que contienena A,.

b) Todos los menores de orden tres que contienen aA, .

A) Las informaciones a y b son suficientes por si solas para obtener el rango.
B) La informacidn a es suficiente por si sola, pero la b no.

C) La informacion b es suficiente por si sola, pero la a no.

D) Son necesarias las dos informaciones juntas.

E) Hacen falta mas datos.

La respuesta correcta es C) La informacion b es suficiente por si sola, pero la a no, ya que se deberia tener
informacion acerca de los menores de orden tres que contienen a A4.
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B Sistemas de ecuaciones lineales

ACTIVIDADES INICIALES

3.1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

) 2x+y=5
4x -2y =-2

a)x=1y=3

3.1l. En cada caso, escribe un sistema de ecuaciones cuya solucion sea la sefialada.

a) x=3,y=-2

x+y=1
a) {x—y=5

2x+y=0 2x+y =5
b) {—6x—3y=0 c) {4x+2y=7

b)x=Ay=-2\AeR

x=1+A _ _
b) {y=—2—k c) x=-4,y=5
xX+y=-1 X+y=1
b) {2X+2y=—2 °) {x+2y=6

EJERCICIOS PROPUESTOS

c) Sistema incompatible

2x+y=0
5x-3y =0

d)x=0,y=0

x=4-31
y=-1
x=4-3\

y=-1AeR

3.1. Escribe en forma matricial los sistemas (indica también la expresion de las matrices ampliadas).

2x+2y =4 2x+y-2z=4 X1 —2Xy+ X3 —X4 =3
a) b) {x—y=0 C) 42X, —X; — X3 =2
x-5y=3
3x+3z=5 —X;—X4=5
2 2\(x) (4 2 2 4
JEI RN RS (R
1 2\(x) (4 2 1 =2 4
b)|1 -1 0| y|=[0]|; A=|1 -1 0 0
0 3)lz) |5 3 0 35
1—21—1;‘13 1 2 1 -1 3
c)2—1—1oX2=2;A’=2—1—102
-1 0 0 -1)|7®| |5 -1 0 0 -15
Xy
AP 0 1. -1 0
d)2—3(]=4 A=|2 -3 4
1 1N (g 1 1 1

3.2. Escribe de forma desarrollada el sistema: [

2x-3y+3z=-1
2x—-y =2

2 -3 3
2 10

)

x
y
z
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3.3. Mediante el calculo de la matriz inversa, resuelve los sistemas:
x-y+z=0
) {Zx _3y=—6 y

b){2x+y+z=2
4 =
x+3y=6 xX-2y—-2z=-4

_2 _3 71_l ) t—i3 —4t_i 3 3
L N R T HI R

=X 18[ ]( gj:[ jjx:o’yﬂ

1 -1 1 ;[0 5 -5\ [0 4 2
by A=|2 1 1|=A"= 1—43 1=1 -5 3 1|=
1 2 -2 1012 4 3] Ols 4 3
1 0 4 2\ O 0
=X A1B—1——5 3 1| 2|=|1|=>x=0,y=1,2z=1
Ol 5 -1 —3)l4) (1
4x+2y—-z=6
3.4. Dado el sistema de ecuaciones lineales:{2x + 2y + 3z = -4 , escribe sistemas equivalentes a él aplicando
3x+6z=-9

sucesivamente las siguientes transformaciones:

i)E3—>%E3 i)E, > E, ii)E, >E,—2E, iv) E,>E,—~4E, V)E, >E,-E,

4x+2y—-z=6 4x+2y—-z=6 X+2z=-3 X+2z=-3
2x+2y+3z=-4 = 2x+2y+3z= —4E—>E 2x+2y+3z=-4 ?25 2y—-z=2
3x+62 = 9535 x+22==37"%| 4x12y-z=6 22 4x12y—z=6
X+2z=-3 X+2z=-3
— 2y -z=2 - 2y —-z=2
E3=E3-4E; E3=E3-E;
2y-9z=18 -8z=16

3.5. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, escribe la matriz de los coeficientes e
indica si son o no escalonados.

X+2y+z=4 x+y=1
a) \y+3z=4 c){y+z=1
z=3 x+z=1
+y+z=3
b) {2x+2y-z=4 d) 121_1—
3y-z=4 -
y-2 y+2z=3
1.2 1 110
a) A=|0 1 3| Sies escalonado. c) A=|0 1 1| No es escalonado.
0 0 1 10 1
2 2 -1 111
b) Cambiando ecuaciones, A={0 3 -1| Sies escalonado. d)Azg (1) 1 No es escalonado.
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3.6. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de Gauss:

x+y-z=1
Sx+7y=14 axryrzeT e) 3xmy i—g y{2xry-2z=1
-7x+3y =6 yrz= y-z= M3xr2y-32=2
xX-z=-2 x-2y =3
x-z=0
1
—y=— 2x+y+z=8 +2y =7
x-y 2 xryvz 2x+y-z=4 x+ey
b) 17 d){x+y-z=7 f) 3x+3y_27=8 h)<3x-y =7
3x+4y=—7 3x—2y-z=4 y B 2x+5y =15

3 7114 3 7|14 _ _ _ _ e _
a)(_7 3‘ ]FQ=3?2+7F1[ ‘ ]:>y—2:>3x+7y—14:>3x+14—14:x 0. Solucién: x=0, y=2

6 0 58|116
! 1
b)5 -1 2 N -1 7l _ 4 4 1 1
3 4| 17 |psman|0 23| 217V s 32 4
2
11 -2 1 1 1 -2 1 11 2|1
c)|-2 1 1 7F_F—>2FO 3 -3 9F_3?F03—39 —1>[
1.0 -1|-2J2R%E"M0 -1 1]-3)°7""20 0 0]0)R3"
X=-2+A
Sistema compatible indeterminado. Infinitas soluciones: {y =3+A
z=A
2 1 18 1 1 1|7 1 1 -1 7 1 1
|1 1 147,-12 1 18, —-»> |0 1 3| 6| —> [0 -1

3 2 -1/4)?A(3 2 —1|4)23Rl0 5 2|-17)*""2(0 o

Sistema compatible determinado. Solucién Unicax =3,y =3, z= -1

2 1 1|5 1 2 0|3 1 -2 0| 3 1 -2
|3 -1 -12) 5|3 4 2] 5 10 5 |-7| - |0 5
1 2 0[3)°fl2 1 1|5)2R3R 0 5 -1 -1)*""0 o

No tiene solucion.

4+
3
21 -1/4 21 14 - . . 4+
f) [3 3 —2‘8)5:2?2),35[0 3 _1‘4jz>lnf|mtas soluciones: {y = 3
z=X\
11 11 11 1] 1
) 2.t =211 0 st oy et T =1 L finitas soluciones:
Y13 2 3|2|prer0 -1 0|-1"l0 -1 0] -1 '
10 -10BR %0 -1 0] -1
1 2| 7 1 2 7 1 2 7
hy|3 -1 7| - |0 -7|-14 - 0 -7| —-14 | = No tiene solucion.
2 5[15)RR3A0 1| 1370 o| 7
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-6
-13| 13

X= ——2 . Solucion: x =——
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3.7. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, comprueba si verifica las condiciones
para aplicar directamente la regla de Cramer y, en caso afirmativo, resuélvelos:

—4
2x—y—2z=10 X+3y+z

)2X =Y c){3x—2y—-2z=5 | oxry=z g { XY
4x+3y =-5 3x+3y—-3z=-1 X+z=2
Tx—-4y -6z=5
xX+y+z=4
1
3x+2y-5z=-17 =— 2z=-4
—4x+8y =12 xray-sz XTV=3 xree
) d) < x+3y-2z=-12 f) h) {y+2z=-4
2x-4y =6 1
2x-y-z=5 2x+4y=—§ X+2y =6
3 -5 .
a) A= 43 |A|=9+20=29 0. Se puede aplicar la regla de Cramer:
18 -5 3 18
= -5 3 _54—25_2_,I |4 -5 _—15—72_—87__3
29 29 29 29 29 29
-4 8 . .
b) A= o _4 |A|=16—16=0.Nose puede aplicar directamente la regla de Cramer.
2 -1 -2
c)A=|3 -2 -2 |A|:24+24+14—28—16—18:0.Nose puede aplicar la regla de Cramer.
7 -4 -6

3
d) A=|1 3 -2 |A|=-9+5-8+30-6+2=14=0. Se puede aplicar la regla de Cramer:
2

-17 2 -5 3 17 -5 3 2 17
-12 3 -2 1 12 -2 1 3 12
5 1 A1 2 -1 - 2 1
x:.—:§:4 ‘y:—5:£:_2‘22—5:2:5
14 14 14 14 14 14

e) El sistema no es cuadrado. No se puede aplicar la regla de Cramer directamente.

f) A= G ‘U |A|=4-2=2%0. Se puede aplicar la regla de Cramer:
1y 1 1
2 2
1 1
RN N 1 I
X = =—,y= FEp—
2 6 2 3

g) El sistema no es cuadrado. No se puede aplicar la regla de Cramer directamente.

1 0 2
h)y A={0 1 2 |A|=—-6+#0 . Se puede aplicar la regla de Cramer:
12 0
-4 0 2 1 4 2 10 4
-4 1 2 0 4 2 0o 1 4
6 2 0| - 1 6 0] - 12 6
:—2222,}/:—:2:2‘2:—22:_3
-6 -6 -6 -6 -6 -6
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3.8. Analizando los rangos de las matrices del sistema y la matriz ampliada, estudia la compatibilidad de los
siguientes sistemas:

2x+3y-2z+4w =1
2x+y+z=8 XTsy—cztaw

2x+3y = 3x+2y—-4z=4 - =
a) x+3y=5 d) -3x—2y—z=10 ) X+2y -4z i) X+y-z+w=0
xX—4y =2 r 744 2x-y-z=3 x—-w=3
yrz= Ax+4y—3z+4w=4
4x-2y—-z=
3x-3y =9 X-2y-z=3 _4x—2y+8z=3
b) x+y=-3 e) (4x-y-Tz=1 h) 2x + 4z=3
y= 8x -3y —8z=2 y-4z=
ax -2y =1 2x+3y+4z=1 - 2x+y =3
c) X4V =6 f) 3x+2y +4z=2 i) {3x+4y =7
y= 4x+3y+2z=3 -x+4y =3
2 3|5 1 4|2 1 412 A = D = 0 A A
a)[1 _4‘2):2:5[2 3‘5]5:325[0 11‘J rg(A) = rg(A*) = 2 = n.° de incognitas = SCD

3 -3| 9 -1 1]-3 -1 13 - ) = o de incdani
b)( 1‘—3}525[3 _3‘ 9)5:335[0 O‘O] rg(A) = rg(A*) = 1 < n.° de incognitas = SCI

4 2| 1 -2 1] -6 -2 1| -6 _ “ .
c) (_ 1‘ )Fzzﬁ( ‘ jFZ;ZH( 0 0‘ rg(A) =1 rg(A*) = 2 = Incompatible

2 -6 4 2| 1 11
2 1 1] 8 2 11| 8 2 1 1] 8
d|-3 -2 -1110| - |0 -1 1/44) > |0 -1 1) 44
0 -1 1442720 -1 1|44)°72™0 0 0| ©
rg(A) = rg(A*)= 2 < n.° de incégnitas = SCI
4 2 1|3 4 2 1] 3 4 2 1] 3
e)|4 1 71 _? 0 1 6|2 e 0 1 -6|-2| rg(A)=2rg(A*) =3 = Incompatible
8 3 -8|2)Z%%0 1 -6/4""R0 0 o2
2 3 4|1 2 3 4|1 2 3 4|1
HI3 2 4/2) = 10 5 41 - |0 -5 41
4 3 2|3J23%2 0 -3 -6|1)"""Blo 0 -18|2

rg(A) = rg(A*) = 3 = n.° de incognitas = SCD

3 2 4|4 3 2 4|4 . .
= N\=2<n° o
g) (2 1 ‘ 3JFZ=2_>F1+3F2 [0 7 5 ‘ 1] rg(A) = rg(A*) = 2 < n.° de incégnitas = SCI

-4 -2 8|3 2 1 4|3 2 1 4|3 _ o :
h) [ o 1 _4‘ 3]53:2(_4 5 8‘ 3}52@[0 0 0o gj rg(A) = 1 rg(A*) = 2= Incompatible

2 13 -1 4|3 -1 4|3 -1 -1 4|3
i) 347F—>F 347F_—F>F 0 16(16 = 0 11F_—F>F 0 1|1

1 4[3)5°0 2 1|3)23FR 0 9] 9 )RRl 0 1177 0 oo

F3:%F3

rg(A) = rg(A*) = 2 = n.° de incégnitas = SCD

2 3 2 41 11 -1 1/0 1 1 -1 10 11 -1 10
) 11 -1 10 N 2 3 -2 4|1 R 0o 1 0 2|1 5 0 1 0 2|1 N
) 170 0 —1|3lrer|1T 0 0 13 sz—?:FﬁFz 0 1 1 2|3|r=R+#|0 0 1 0|4

4 4 -3 4|4 4 4 -3 44%;11/::5?:40 0 1 0|4 00 10/|4

rg(A) = rg(A*) = 3 < n.° de incognitas = SCI

N
|‘|
Pl
¥
N
o
O O A A
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3.9. Aplicando el método de Gauss, discute y resuelve los siguientes sistemas:

=4
x-2y-z=3 x-3y+2z=4 2x-2y+z=1 ;{++zz—5
a) {x—4y+z=11 b){2x+y+32=0 C)ix—y-z=-1 d) x’;y+—z_4
3y-2z=-9 -x-3y+3z=7 4x -4y —z=-1 -
x+3y—-2z x-3y+3z x-4y-z 2x+3y =2
1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 1| 3 1 2 1|3
a) |1 4 111F_—>F0—228 —1>O—114F_a5F0—114
1 3 2|-9 Fil?sip} 0 5 -1|-12/R=20 5 -1|-12 RRlg 0 48
Sistema compatible determinado. Solucion Unica: x=1,y=-2,z=2
1 -3 2|4 1 -3 2| 4 1 -3 2| 4
b)| 2 1307e 0o 7 -1/-8 o 0o 7 -1|-8
1 -3 3|72 0 -6 5[11)*7R0 0 20]29
Sistema compatible determinado. La solucioén unicaes x=-1, y=-1,z=1.
2 -2 1] 1 17 -1 1] 1 17 -1 -1 -1 1 1] 1
c)|1 -1 -1|-1| -2 =2 1] 1 —- |0 0 3| 3 %[0 _0 _1‘_1j
4 -4 | 1)""24 4 4| 12RZE0 0 3|3
Sistema compatible indeterminado. Las infinitas soluciones son: {x—‘:—z:— = x=1,y=4,z=1
zZ=
10 1] 4 10 1 4 170 1 4 10 1 4 10 1|4
d)0215—>0215—>O100—>0100—>0100
111 4A/A|0 1 0| O|rer|0 2 1] 5|r=R2r|/0 0 1| 5|k=R2r|0 0 1|5
2 3 0| 2/*"%0 3 2|10 03 2/-10/*"=0 0 2|10 0000
Por lo tanto el sistema es compatible determinado. La unica soluciones x=-1,y=0,z=5.

3.10. Aplicando el teorema de Rouché y la regla de Cramer, discute y resuelve los siguientes sistemas.
2x+y+z=4

2x-y+3z=-14 2x-y+3z=-14 2x-y+3z=-14 2y i1z=3
a) {3x—y-z=-4 b) {3x-y—z=-4 ) {3x—y-z=-4 d) x}:-Zy_z—Z
-3x+2y+2z=2 4x-y-5z=6 -x—-y+15z=-40 -
X +2y +2z X-y-sz X-y+isz 2x-y=2
2 -1 3 2 -1 3 -14
a)A=| 3 -1 —1| A'=| 3 -1 -1 —4| rg(A)=rg(A) =3 = Sistema compatible determinado
-3 2 2 -3 2 2 2
-14 -1 3 2 14 3 2 1 14
-4 -1 -1 3 4 3 1 4
o 2 2 2 -24 -3 2 2 12 -3 2 2| -36
Solucién Unica: x=*———=——=-2,y=1— = — =1, 7= — ==~
12 12 12 12 12 12
2 1 3 2 1 3 -14
by A=|3 -1 -1| A" =|3 -1 -1 —4| rg(A)=rg(A) =2 = Sistema compatible indeterminado
4 -1 -5 4 -1 -5 6
2x-y=-14-3\
Siz=, el sist ivale:
iz e3|semaequwae{3)(_)/:_4”L
14-31 -1 2 14-32
Soluciones: x = _4+/: il =10+44,y = 3 _14-% =34+114.

2 -1 3 2 -1 3 -14
c)A=| 3 -1 -1| A=[3 -1 -1 -4 rg(A)=2 rg(A) =3 = Sistema incompatible
-1 -1 15 -1 -1 15 -40
2 1 1 2 1 1 4 5 1
0o 2 1 ~ |0 2 3 . .
d) A= A= 02 1 =—9¢0y|A|=—9¢0:> rg(A) = 3, rg(A)) = 4
1 2 -1 1 2 1 2 12 1
2 -1 0 2 -1 0 2

= Sistema incompatible
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3.11. Discute y resuelve, segun los distintos valores del parametro a, el siguiente sistema:

ax+y=a-1

x+ay=0
_(a 1 + (a 1 a-1 . _ .2 4_ _ __
A—(1 aj A _[1 a o) ; [A=a*-1=0 =a=1, a=-1

A (11 (110
CASO|.a-1.A_(1 1) A—(1 10

Sus infinitas soluciones son: x+y=0 = x=-y = x=-A ,y=A

CASOII.a=—1:A=(_1 1),A’=(_1 ! _ijrg(A)=1,rg(A')=2:>S|

j = rg(A) =rg(A’) = 1 < n.° de incognitas = SCI

1 -1 1 -1 1
CASO lll.a=1ya%-1,rg(A) =2 rg(A) =2 =n.incognitas = SCD. La solucion es:
a-1 1 a a-1
= 0 al _ a(a-1) __4a _ 1 0 _ —(a-1) __ 1
|A] (@a-Na@+1) a+1 |A| (@a-N@+1) a+1

3.12. a) Calcula el valor de a para que el siguiente sistema de ecuaciones lineales sea compatible
indeterminado y resuélvelo.

2x-3y+z=15
x-2y+z=11
xX—z=a
b) ¢ Existe algun valor real de a para el cual el sistema anterior sea compatible determinado?

2 3 115 12 11 12 1 11 12 A 11
a)(AAN={1 2 11| 5|2 3 15| > |0 1 4| 7 | - [0 1 -7
1 0 a1 0 «apRFl0 2 2(a-11*7" 0 0 o0|a+3

= El sistema sera compatible indeterminado cuando el rg(A*)= rg(A)=2=>a+3=0 => a=-3
Resolviendo por Gauss para a = -3, el sistema es equivalente a:
Xx=2y+z=11 - x=11+2(-7+2)-z=-3+z
y—-z=-7 y=—7+z
Las infinitas soluciones pueden expresarse de la forma: x=-3+A, y=-7+A, z=A
b) Es imposible ya que el rango de A es siempre 2.

3.13.Estudia la compatibilidad del siguiente sistema segun los diferentes valores de a y resuélvelo cuando sea

posible:
X+3y+z=5
y+z=2
2x+ay+z=38
1 3 1 X 1315
Matrices del sistema: A=(0 1 1|y A’ =0 1 1 2|= |A=1+6-2-a=5-a
2 a1 2 a 18
|Al=0=5-a=0=a=5
13 1 (1315 1 3
CASO|I. Cuandoa=5. A=|0 1 1/yA =0 1 1 2| =Como |, 1‘:1¢0y|A|=O = rg(A) =2
2 5 1 2 518
13 5 .
Como [0 1 2=8+12-10-10=0=>rg(A)=2
2 5 8

Entonces: rg(A) = rg(A’) = 2 < n.° de incognitas = Sistema compatible indeterminado
Sus infinitas soluciones son: x=2A-1,y=2-A,z=A
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CASO II. Cuando a#5, rg(A) = rg(A*) =3 =n.%incégnitas = El sistema es compatible determinado.
Su solucién por la regla de Cramer:

5 3 1 1 5 1 13 5
2 11 0 2 1 01 2
8 a 1| 15-3a 2 8 1 0 2 a 8| 10-2a
= = :3’y:—: :O’Zz = :2
|A| 5-a |A] 5-a |A| 5-a

3.14. Calcula el valor de a para que el siguiente sistema tenga una unica solucién y halla, para este valor,
dicha solucién:

2x-4y+z=10
ax-z=4
2x+y=a

x-3y+2z=3a

2 4 110
El sistema es compatible determinado si rg(A) = rg(A*) =3= Z (?] _(} : =-2a’°+12a-18=0=a=3
1 -3 2 3a

Para a=3, rg(A) = rg(A*) =3 = n.% incégnitas, ya que |A| =13 # 0 = La Unica solucion, en este caso, es:

10 4 1 2 10 1 2 -4 10
4 0 A1 3 4 -1 3 0 4
3 1 0] 26 2 3 0] -13 2 1 3| 26
X = =—=2, =t = =1, z= = =2
13 13 13 13 13 13

3.15. Discute y resuelve, en los casos en que sea posible, los siguientes sistemas homogéneos.

3x+3y+4z=0 X+y+z=0
2x+y-z=0
a){-2x+y-z=0 C) \2x+2y+2z=0 d) {Zx 720
2x+y+z=0 3x+3y+3z=0 yees
X-cy+z -x—-2y+3z=0 X2y
b) =x+2y-32=0 ) \2x+4y-62=0 ) -x+ay=0
—-x+2y-5z=0 y - -2x-3y =0
3 3
a)|-2 1 -1=-10 = SCD. Unica solucién: x=0, y=0, z=0
2 1 1
1 -2 1
=2\
b) -1 2 -3|=0 = SCI. Siy =), el sistema es equivalente a: {x+z
-1 2 -5 X+3z=2\

Sus soluciones: x=2A, y=A, z=0
c) El sistema es equivalente a {x+y+ z=0 = Compatible indeterminado.

Sus infinitas soluciones de deben escribir con la ayuda de dos parametros: x=-A—- W, y=A, z=1
d) Compatible indeterminado. Sus infinitas soluciones son x=0,y=A, z=A.

e) El sistema es equivalente a {x+2y—32 =0 = Compatible indeterminado. Sus infinitas soluciones se

deben escribir con la ayuda de dos parametros: x=-2A+3u,y=2A,z=

3 2
f)y A= [—1 4 ] rg(A) = 2 = El sistema es compatible determinado. Su Unica solucion es la trivial:

x=0, y=0.
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3.16.Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por los puntos:

a) A(3,-2) B(2,4)
b) A(2, -5) B(1, -3)
c) A3, -3) B(-3,-3)

Las ecuaciones de las rectas son de la forma y = mx + b.

21 ‘3 —2‘
3m+b=-2 4 1| -6 2 4| 16
= = — = — b: :—:16
){2m+b=4 SMmEEar T 0 3 1] 1
2 1 2 1
Ecuacién de larecta: y = —6x+ 16 = 6x+ y = 16
‘-5 1‘ ‘2 -5
2m+b=-5 -3 1 -2 1 -3 -1
){m+b=—3 B N i R e PR N i
11 1 1
Ecuacidon de larecta: y=-2x—1=2x+y=-1
‘—3 1‘ ‘3 —3‘
3m+b=-3 -3 1 0 -3 -3 -18
2 1_~Y_09 p== “1_""__3
°) {—3m+b:—3 M3 176 3 1] 6
-3 1 -3 1

Ecuaciéon de larecta: y=-3

3.17.Calcula las ecuaciones de los lados del triangulo de vértices:

A(-1,3) B(2,2) y C(2,-3)

-m+b=3
El lad Ay B:
ado que pasa porAy {2m+b=2
3 -1 3
mol2 11, 12 2] -8_8
113 "1 1] 3 3
2 1 2 1

Ecuacion de la recta: y =—%x+% =>x+3y-8=0

-m+b=3
El lad AyC:

ado que pasa por Ay {2m+b __3

= | B

-3 1 6 2 3| -3
=1 - - -2 p=1= “ 1"~
-1 3] -3 -1 3| -3
2 -3 2 3

Ecuaciéndelarecta: y=-2x+1= 2x+y-1=0

El lado que pasaporBy C: x =2
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3.18. Estudia la posicion relativa de las siguientes parejas de rectas y represéntalas.
a) r3x+5y-5=0 y s:9x+15y+5=0
b) r’3x+5y-5=0 y s:3x-5y+5=0
c) r3x+5y-5=0 ys:-6x-10y+10=0

A
Se plantea el sistema formado por las ecuaciones de las rectas y se estudia su \
compatibilidad.

O\\X
a){3x+5y:5 [3 5| 5 3 5| 5 S

ox+15y=-5 (9 15 —5JF2=F?3F1 [o 0 ‘ —20]
rg(A) =1 rg(A*) = 2 = Incompatible.

%

Y
Las rectas son paralelas. r s
b) 3x+5y =5 3 5| 5 N 3 5 5 B>:
3x-5y=-5 3 5| -5)rA-r0 —10|-10 O 1 NX

rg(A) = rg(A*) = 2 =n.° de incognitas = Compatible determinado con solucién
unica:x =0 y = 1. Las rectas son secantes y se cortan en el punto P(0, 1).

5 3 5|5 Y
N r
-10 JR=R+2r0 0|0 \

rg(A) = rg(A*) =1 < n.° de incognitas = Compatible indeterminado ‘
Las rectas son coincidentes. ol 1 \\<

3x+5y =5 3 5
-6x-10y =-10 -6 -10

3.19. Se consideran tres barras de metal compuestas de la siguiente forma:

= Primera barra: 20 g de oro, 30 g de plata y 50 g de cobre.

= Segunda barra: 40 g de oro, 20 g de plata y 90 g de cobre.

= Tercera barra: 30 g de oro, 40 de plata y 50 g de cobre.

¢Qué cantidad debera tomarse de cada una de las barras para obtener otra que contenga 43 g de oro,

46 g de plata y 91 g de cobre?

L .2 3 5 . 4 2
La composicion de cada barra es: — es oro, — es platay — es cobre, en la primera; — es oro, — es
10 10 10 15 15

9 3 4 5
platay — es cobre, en la segunday — es oro, — es plata y— es cobre, en la tercera.
15 12 12 12

Si tomamos x gramos de la primera barra, y de la segunda y z de la tercera, el sistema de ecuaciones lineales
aresolver es:

2 4 3
_X+—y+—Z=43
1:? 157 12 12x +16y +15z = 2580

—x+£y+iz:46<:> 18x+8y+20z=2760 = x=60,y=60,z=60

10 15 12 30x+36y +25z = 5460
5 9 5

—X+—y+—2z=91

10 15 12

Deberan tomar 60 gramos de cada barra.
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3.20.En un determinado periodo de tiempo la poblacién de una determinada localidad ha variado.
Se conocen los siguientes datos:

= La poblacién al comienzo del periodo era de 35420 habitantes y al final de 35551.
= Nacieron 127 personas mas de las que fallecieron.
= Ladiferencia entre las personas que inmigraron y las que emigraron fue de 4.

= Entre nacimientos e inmigrantes sumaron 543.

¢(Es suficiente la informacion para averiguar el numero de nacimientos, defunciones, inmigrantes y
emigrantes correspondientes a ese periodo?

La ecuacién fundamental de la poblacién es: Pf=Pi+ N-D+ - E

Con esta ecuacion y los datos, se puede escribir el sistema:
35551=35420+N-D+/-E N-D+I-E =131

N-D=127 _ IN-D=127

I-E=4 I-E=4

N+ =543 N+1 =543
N B Tt s 1 -1 1 1] 131 1 -1 1 1131
110 o0]127 00 -1 1 4

= - >0 01 1 4/ >0 10 14>
0 0 1A dlpps 11 111 g 4 0 4[a12)"Blo 0 1 1412
101 0/543)BR%20 1 0 1412

Sistema Compatible indeterminado. No se puede determinar con exactitud el valor de las variables.

EJERCICIOS

Forma matricial de un sistema
3.21. Escribe en forma matricial los siguientes sistemas.

3Ix+2y-z=4
a) 5x-y+z=7

){2x1+3x2—x3+x4 =1
2x+2y-3z=9

2x,—-2x3+x,=0

2x-2z=0 :;’zjz
b){3x+3y =1 d | 3)’:: ,
4y -4z=0 T
y=-%z xX+y=-4
2 _1\(x) (4 X
; 2 3 -1 1\ x| (1
e 1 Ty=7 2 0 2 1)/x |0
2 2 -3)\z 9 B 3
Xy
NN 11 1
1 2(x) | 2
b)[3 3 0fyl|=|1 d)1—3[yj:—2
0 4 4)\z2 0 1 1 4
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3.22.Para cada uno de los siguientes sistemas, escribe la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

Xy+2X, —3X3+ X, =2

2x+y-z=4 2x+3y-3z=2 x+y=0 Xy = 2%, + 4%, — X, = -2
a) x-y=2 b) X 3z=-2 ©) x-3y =2 d) X+ X, + X3+ X, =0
X+2y+2z=0 y - 3x-y=4 11 X3+ X3+ X4 =
—2x,+3X, — X3 +2x, =3
2 1 -1 2 1 -1 4 1 1 1 10
a)A=/1 -1 0|A =1 -1 0 2 c)A=|1 3|A=[1 -3 2
1 2 2 1.2 20 3 -1 3 -1 4
1 2 -3 1 1 2 -3 1 2
2 3 3 2 3 -3 2 1 -2 4 -1 -2 4 -1 =2
b)A‘(1 -1 —3}’4‘(1 -1 -3 —2) d A= 111 A 1 1 1 1 0
2 3 -1 2 -2 3 1 2 3
3.23.Escribe de forma desarrollada los siguientes sistemas.
2 2 3\(x) (1 L 2 X
Y = — X.
a1 0 -2||y|=| 2 b) 23[)(]:3 °’[;_§;2)2=[—§j
2 2 -1lz) (-3 -2 2|4 X3
4 X,
1 2
2x-2y+3z=1 ——X42y==
—X;+2 =2
—2X X3+ X, =—
2x+2y-z=-3 _2X+Z‘V:1 2 3774

Soluciones de un sistema

2x+3y-3z=1
3.24.Dado el sistema de ecuaciones lineales: {—2x+y-4z=5
3Ix+2y-z=-1

escribe sistemas equivalentes a él aplicando sucesivamente las siguientes transformaciones.

i) E, =E, +E, ii) E; = 2E; —3E, iii) E; =4E; +5E,

2x+3y-3z=1 2x+3y-3z=1 2x+3y-3z=1 2x+3y-3z=1

-2x+y-4z=5 — J4y-7z=6 - 4y -7z=6 - 4y -7z=6
Ep=Ep+E E3=2E3-3E, E3=4E;3+5E,

3x+2y—z=-1 3x+2y—-z=-1 -5y+7z=-5 -7z=10

3.25.Dado el sistema:

3x+2y—-4z=a
2x+2y—-z=>b
3x+y-z=c
calcula el valor de a, by ¢ para que la terna (2, -1, 4) sea solucién del mismo.
3-2+2-(-1)-4-4=a
2.2+2(-1)-4=b =a=-12,b=-2,c=1
3-2-1-4=c
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Método de Gauss

3.26. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de Gauss.

a) 2x+2y =2 b) -3x-2y =7
3x-5y =-21 -2x+7y =-37

2 2| 2 2 2 2 oo -
a) (3 —5‘—21)5 2?2)35[0 _16‘_48j:>SCD.SO|UCI0n.X— 2, y=3

-3 -2 7 -3 -2 7 o _
b) (_2 7‘ —37JF2 3?; 25[ 0 25‘ _125] = SCD. Solucién: x=1, y=-5

3.27. (TIC) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de Gauss.

X+2y—-z=2 X+2y-3z=3 X+2y-z=-5 ;x+3;+221=1 5
a)i2x-2y+z=1 ¢)i3x-2y+z=17 e)i5x-y+2z=11 g){—x——y+—-z=—
2x+2y-3z=1 |5x+2y-5z=1 6 =5 6 3 2 2
X+2y—-9zZ= Xty —9z = X+y+z= 3x—11y+4z=10
x+3y-2z=6 X+2y-2z=4 x+3y-2z=-6 x+2y-3z=1

b)<2x+3y-2z=8 d) <2x +5y —-2z=10 f) <2x-3y+5z=6 h) %x+%y=1
4x+2y-6z=6 4x +9y —6z=18 5x-3y+8z=6 5x +8y — 97 = 59
1 2 1|2 1 2 1|2 1 2 1] 2 12 1|2
a)2—211—>0—63—3—§02—117—>02—11
2 2 3|1)2R%A0 =2 1| -3k—3R0 2 -1|-3/"7"0 0 2|2

Sistema compatible determinado. Solucion: x=1,y=1,z=1

13 2|6 13 2|6 1 3 2| 6 1 3 2| 6
23 2/8 > |23 2(8 -5 03 24| - |03 24
4 2 B|6/pR5R(2 1 -3|3)RR%A0 5 1]-9/*"*0 0 7|7

b

~

Sistema compatible determinado. Solucién: x =2, y=2,z=1

1 2 3|3 1 2 -3 3 1 2 -3 3
c)|3 2 17, - |0 -8 10| 2| —> |0 -8 10| -2|= Sistema incompatible

2 5 1% 230 -8 10]-14)"" "0 0 of-12
12 -2 12 204) o 1,
d|2 5 -2 0 1 2|2 %[O 1 _2‘2]:>SCI.Soluciones:x=6x,y=2—2x,z=?»
4 9 6 FZ_% gRlo 1 22
1 2 - 1 2 -1|-5 1 2 -1|-5
e)|5 -1 2 - F o 0 -11 7|36 _?F 0 -11 7|36 |= Sistemaincompatible
6 1 1 55610—11 7135/ "0 0o o -1
1 3 2|-6 3 2| -6 13 2|6) . e
fil2 -3 5| 6 9 9|18 — |01 12|57 o
5 3 8| 6)RC % §ﬁ] 18 18]36)~=5R (0 1 1| -2 e
1

F=—
ST

Sistema compatible indeterminado. Soluciones: x=-A, y=A—-2,z=A

1 3 2] 1 1 3 2| 1 1 3 2] 1

g| 1 4 3|15 - 0 -1 5|16 - 0 -1 5| 16| = Sistema incompatible.
3 11 4|10)2R25| 0 =2 10[13)°™ 22 0 0 0of-19
12 -3|11 1 2 -3]11 1 2 -3|11

hy|1 1 of[13] —» |0 -1 3| 2| — |0 -1 3| 2(=>SClL.x=15-3%,y=31-2,z=4
5 8 -9|59)2R5kl0 2 6| 4)°**0 0 o|o0
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3.28.Aplicando el método de Gauss, estudia y resuelve los siguientes sistemas de dos ecuaciones lineales
con tres incognitas.

a) X+2y+9z=5 b) 2x+2y—-4z=2
2x -2y =-2 -X-y+2z=1

a) 1295 — 12 9715 - 129 5:>Sistemacom atible indeterminado
2 2 0| 2)pnm0 6 1812, 7 (0 1 3|2 P
Soluciones: x=1-3A,y =2-3A,z=A

2 2 —4 2 2 4|2 . . .
b) (_1 J _2F2+F1(0 0 0 4]:> Sistema incompatible

3.29.(TIC) Aplicando el método de Gauss, estudia y resuelve los siguientes sistemas de cuatro ecuaciones
lineales con dos incoégnitas.

x+2y =3 2x-3y=3
2x -3y =1 —2y =1
a) {7 by X =Y
x-12y =-11 2x-4y =2
X+9y=10 x+y=2
120 3 1 2| 3 1 2| 3
a) 2 3| -1 R 0o -7 -7 N 0 -7|-7 1 213
1 12| -11|p-2r|0 -14| 14 |r-R"2;|0 0| 0|._1.(0 1|1
1 9| 10)gRFEl0 7| 7)%" o of o
Sistema compatible determinado. Solu0|on x=1, y=1
2 -3 3 2 -3 2 -3 3
17 -2 -1 0o -1 0o -1 -5 , . )
b f fibl
Vo _al o foonlo 1 _5 e F3 Hlo o o | = Sistema incompatible
11 2Rk 0 s "o o 24

3.30.(TIC) Aplicando el método de Gauss, estudia y resuelve el siguiente sistema de cuatro ecuaciones
lineales con cuatro incégnitas.

X+y—-2z+2w=-8 X+2y-z+w=2
a) X-y—-z+w=-2 b) 2x—-y—-z+2w =4
2x+3y-z—-w=-1 2x+3y—-z—4w =-2
3x+y+z-3w=10 3x-z-3w=0
1 12 2|8 1 1 -2 2-8 1 1 =2 2| -8
a) 11 1 12 N o2 11 6 N 0o =2 1 1 6 N
2 3 1 1 1p=A-r|0 1 3 5[15|p=r+~|0 0 7 11| 36 |F=7F-6F
3 1 1 -3/102%5%A0 2 7 9[34)**2{0 0 6 -8|28
1 1 -2 2| -8
L0 2 1A = Sistema compatible determinado. Solucion: x=1, y=-1, z=2, w=-2
0O 0 7 -11| 36 ’ ’ ’
0O 0 0 10|-20
1 2 -1 1| 2 12 1 1] 2 1 2 1 1] 2
b)2_1_124%0_5100—>0_11_6_6—>
2 3 1 4|-2|/r=-R2/|0 -1 1 6|6|Rer|0 5 1 0| 0|/=R-55
3 0 -1 -3| 0)FR%l0 6 2 -6|-6 0 6 2 -6|-6)s"
3 21 _1 ; é 1 2 -1 1 2
- - 1 .7l->l0 -1 1 -6| -6| = Sistema compatible indeterminado.
0 0 -4 30|30 0 0 2 -15|-15
0 0 -4 30|30
. . __Tr-5 _ 3\-3 _ 151 - _
Soluciones: x= ——, y= , Z= , w=A
2 2 2
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Regla de Cramer

3.31.Resuelve los siguientes sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas utilizando la regla de

Cramer.
2, T
a) 2x-3y =7 by 5x +2y =23 o —x+3y =15 " 33X =3
5x-4y =14 -2x+4y =-10 -5x-y=27 x 2 2
2 57 "0
‘7—3‘ ‘2 7‘ ‘15 3‘ ‘—1 15‘
14 -4 5 14 27 -1 -5 27
AX= T2 g K e A N N
5 —4 5 -4 -5 -1 -5 —1
7 2 7
L -3 £
3 3 3
‘—23 2‘ ‘5 —23‘ 21 2 1 21
=10 4| o |-2 -10]_ leo "5 7 |2 s0|_ 28
D)X=t 51315 2 ~* d)x_23_74y_23_37
-2 4 -2 4 3 3
12 12
2 5 2 5

3.32. Resuelve los siguientes sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas utilizando el método de

Cramer.
X—2y+3z=14 X-y-z=3 2"1‘3”1:30‘42 2x+2y—z=3
a)i—-2x+y-2z=-10 b)2x-y+z=0 c)<—§x—§y+z=5 d){3x-2y-z=2
3x-2y+5z=22 3Ix+y+2z=-1 -3x+y-5z=-33 -x-6y+z=5
14 2 3 1 4 3 1 -2 14
-10 1 2 2 -10 2 -2 1 -10
a) x= 2 5_4_, 3 2 5/ 8_, |3 -2 22| 12_,
T2 3] @4 YT T2 3T a1 2 3] a4
2 12 2 12 -2 1 -2
32 5 32 5 3 -2 5
3 -1 -1 1 3 1 1 -1 3
0o -1 1 2 0 1 2 -1 0
-1 1 2 -7 3 -1 2 0 3 1 -1 14
b :—:—:1 = :—:0 = _—:—2
S | Rt R A e pe T A R a1
2 1 1 2 1 1 2 -1 1
3 1 2 3 1 2 3 1 2
30 -3 4 2 30 4 2 -3 30
5 -1 4 s 1,
3 3 3 3
-33 1 -5| 20 -3 33 5| _—20 -3 1 -33| 50
C)x:—:—: ,y:-—:—:—z, ==
2 -3 4 10 2 -3 4 10 2 -3 4 10
L LI R L
3 3 3 3 3 3
-3 1 -5 -3 1 -5 -3 1 -5
2 2 41

d)Como | 3 -2 -1|=0, el sistema no es compatible determinado y no se puede resolver por Cramer.

-1 -6 1
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3.33.(TIC)Dado el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas:

X+y+z=4
X+y+w=4
y+z+w=35
2x+y+w=5

a) Comprueba que verifica las condiciones para aplicar la regla de Cramer.

b) Calcula su solucioén.

1110 1.1 10
0 -1 1
110 1 0 0 -1 1
a)|A|‘0111£2i£;;2:1F0 1 11‘_1 _211‘1’&0
2 10 10 1 2 1
4110 1410 1140 111 4
410 1 140 1 11 4 1 110 4
511 1 05 1 1 015 1 0115
by x5 1O M _ 1 12501 1 2151 2 , 12105
1 1 1 1 1 1 1

Teorema de Rouché

3.34. Discute con la ayuda del teorema de Rouché y resuelve mediante la regla de Cramer los sistemas:

2x+2y =3

2x-5y =-24 -3 =10 —2x+5y =4
a) x -5y ) xX+y o) X +5y d) x+y=§
-4x+3y =20 6x -2y =-20 4x -10y =-7 2
3Ix-2y =2

a) (A|A*) =( 2 -5 ‘_24j rg(A) =2 =rg(A) = n.° incognitas = SCD

-4 3| 20
24 -5 2 24
., 20 3 28 -4 20| -56
Soluciéon: x=+——F+=——=- =L - T l_-_"— -1
2 5] 14 2 5] 14
4 3 4 3
~_(-3 1]10 4 . 0 . Lo _
b) (A|A*)= 6 _2|-20 rg(A) =1 =rg(A) < n.° incognitas = SCI. Soluciones: x =i, y =10+ 3\
o (2 5|4 _ o . . .
c) (A|A*) = 4 _10l_7 rg(A)=1 rg(A)=2= Sistema incompatible
2 2|3
. 2x+2y =3
d) (AJA*)=[ 1 1|2 | rgA)=2=rg(A) = SCD. El sistema es equivalente a |-~ -7 ~ >
2 3x-2y =2
3 2|2
3 2 2 3
Solucién: x = _2-—£—1 y = 32 _5_1
' 2 2 -10 2 2 -10 2
3 2 3 -2
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3.35. Discute con la ayuda del teorema de Rouché y resuelve mediante la regla de Cramer los sistemas:

3Ix-2y+z=-17 xX+2y-2z=4 x+3y+5z=3
a) {-5x+2y—-4z=-17 c) {2x+5y-2z=10 e) {3x+5y+7z=3
dx+y—-5z=17 4x+9y -6z=18 3x-3z=1
X+2y-3z=3 X+2z=2 2x+y+6z=0
b) {3x-2y+z=7 d) {y+2z=2 f) i2x+5y +4z=2
5x+2y-5z=1 2x+2y+4z=3 xX+y+2z=0
3 -2 117
a) (AJA*)=|-5 2 -4|-17| = |A/=51%0 rg(A)= 3 =rg(A*) = SCD. Solucién:
4 1 -5| 17
-17 -2 1 3 17 1 3 -2 -17
-17 2 -4 -5 17 -4 -5 2 17
17 1 -5| 357 4 17 -5| 1139 67 4 1 17| 340 20
X=t——m————"=——=7, y= = =, Z=t— = =
|A] 51 |A| 51 3 |A] 51 3
1 2 -3|3 1 2 7
b) (A|A*)=[3 -2 1|7 :>|A|:0y‘; _22‘:—8¢0:rg(A)=2; 3 2 7|=96#0=rg(A*)=3=
5 2 -5/1 5 2 1
= Sistema Incompatible.
1 2 2|4 1 2 12 4
c) (AJA*)=|2 5 -2[10 :>|A|:Oy‘2 5‘=1¢0:rg(A)=2: 2 5 10|=0=>rg(A*)=2>
4 9 -6/|18 4 9 18

X+2y =442\

= Sistema compatible indeterminado. El sistema es equivalente a:
2x+5y=10+21

Solucién: x=6A, y=2-2A, z=A

1.0 2
d) (A|A*):[O 1 2

2
2] = |A|=—-4#0 = rg(A) = 3 =rg(A*) = SCD

2 2 4|3
2 0 2 1.2 2 1.0 2
2 1 2 0 2 2 0 1 2
. 2 4 2 1 2 3 4 2 1 2 2 3 -5 5
Solucion; x=1——— 1=" - y=1— — 1= —-___  z= = _=
|A| -4 2 |A| -4 2 |A| -4 4
13 513 1 3 1.3 3
e) (AJA*)=3 5 7|3 :>|A|:0y‘3 ‘:—4;&0 =rg(A)=2;|3 5 3|=-2220=>
3 0 -3|1 3 0 1
= rg(A*) = 3 = Sistema incompatible
2 1 6|0
f) (AJA*)=|2 5 4|2| = |A/=-6=0 = rg(A) =3 =rg(A*) = SCD
11 2|0
0 16 2 0 6 210
2 5 4 2 2 4 2 5 2
y 0 1 2 8 4 10 2| 4 2 11 0] 2 1
Solucién: x=+———F=—=-——, y=1—"—I=—=— 7= =— ==
|A| -6 3 |A| -6 3 |A| -6 3
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3.36. Discute con la ayuda del teorema de Rouché y resuelve mediante la regla de Cramer los sistemas:

X+z=4 xX+y+z=3 2x+y+z=4 -2x+5y+4z=1
2 = 2 = 2 = =
a) y+z=5 b) y+z=3 o) y+z=3 d) 8y+6z=5
X+y+z=4 x+3y+2z=6 X+2y—-z=2 4y +8z =1
2x+3y =-2 x-y=0 2x-y=2 xX+6y+4z=3
1.0 14
0 2 1|5 - 10T -
a) (Ala)=|7 5 13 :>|A|=Oy 0 2 1|=-12£0 =rg(A)=3=rg(A") = SCD
2 3 0|2 T
X+z=4
El sistema es equivalente a : {2y +z=5
X+y+z=4
4 0 1 1 4 1 1 0 4
5 2 1 0 5 1 0 2 5
4 1 1 1 4 1 11 4| -
Solucién: x = -—i——1 y= —izo, zZ= =—5=5
Al Al A
23 BRI
b)(A|A*)=1 3 2le :‘2 0‘=—2¢0y 2 0 1=0 |2 0 1/=0 =rg(A)=2
13 2 1 10
1 -1 0|0
113 1 1 3 .
2 0 3|=0 |2 0 3|=0 =rg(A)=2=rg(A)=rg(A*) =2 < n.°incognitas = SCI
1 3 6 1 10
=3 — —
El sistema es equivalente a: Xty+z => Solucion: x=3 A , Y= 3— Z=A
2y+z=3 2 2
2 1 14
0 2 143 2 11 - .
o (AA)=|7 5 L5 =1]0 2 1:—9¢0y|A|:—9¢0 —rg(A)=3yrg(A)=4=
2 -1 0|2 210
= Sistema incompatible
o 5ol |23 *
d) (A|A*) = 0 4 gl1| =|0 8 6/=-80%0=rg(A)=3 #rg(A) = 4 = Sistema incompatible
1 6 4|3 0 4 8

xX+y=4
3.37. Estudia y resuelve, en su caso, el sistema:{z+w =3

2z+w=5
171 00 . 171 0 0 4
A={0 01 1| A=|/0 0 1 1 3
00 2 1 0 0 2 15

Un menor de orden 3 extraido de la matriz de coeficientes:

100
0o 1 1
0 2 1

=1-2=-120 =

rg(A) = rg(A’) = 3 < n.° incognitas. Por tanto, el sistema es compatible indeterminado.

x=4-L
Solucion: Si y =A ={z+w=3 =x=4-A, y=A, z=2, w=1
2z+w =5
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Sistemas con un parametro

3.38. (PAU) Estudia los siguientes sistemas segun los valores del parametro a y resuélvelos en los casos en
que sea posible.

a) {2x—3y=0 ){2x+(3—a)y=26 ){ax—y=1

3x-2y=a -3x+(2+a)y =—a-26 -2x+(a-1)y =2
b) 3x+(2a+3)y =1 d axt+y=a 0 ax-y=1
3ax-y =-1 a’x+ay =1 x—ay =2a-1

a) (A|A*) = [g :g ‘gj |A|=-4+9=520 = rg(A) = 2 = rg(A*) = n.° incégnitas =

Sistema compatible determinado para cualquier valor de a.

0 -3 20
- a -2 3 3 a 2
Solucion: x=—"1==3a, y=—1="2
5 5 5 5

_11] = |A|=-3-6a%-9a=-6a%-9a-3=0 ma=-1, a= —%

o) (44%)=( g7, 2243

CASOl.a=-1= (A|A*)= (_33 _11 ‘jJ — rg(A) = rg(A*) = 1 < n.° incognitas = SCI
Soluciones: x = % L Y=A
1 3 2] 1
CASOll.a= 5 (AA%)=| 3 1l = rg(A)=1 rg(A*) = 2 = Sistema incompatible
e

CASOIll. az-1y a=+# —% = rg(A) =rg(A*) = 2 = n.° incognitas = SCD

1 2a+3 3 1
Solucien:  x=1—+ 1 1__2 _1sa A1
' 1A 6a+3  °  JA|  2a+1
o) (A|A*)=[_23 5.8 _62_626) = |A|=13-a=0 =a =13

CASOl.a=13 (A|A*)=[ 2 "10‘ 20

3 15 _39] = rg(A) = rg(A*) = 1 < n.° incognitas = SCI

Soluciones: x =13 + 54, y = A
CASO Il. a#13 = rg(A) =rg(A*) = 2 = n.° incognitas = Sistema compatible determinado

26 3-a 2 26 ‘
Solucien: x=1=8=26 2+al_ . 49 , 13 -a=26]_,
Al 1|

1 a

d) (A|A*)=[a2 ! ?j ; |A|=a*-a* =0 = rg (A) = 1 para cualquier valor de a. 2 1 =1-a’=0=>

a a

—>a=-1,a=1

CASOl.a=1 (A|A*)=(1 1‘1

11 1) = rg(A) =rg(A*) = 1 < n.° incognitas = SCI. Soluciones: x=1 -2, y=A.
-1 1]

CASO Il. a=-1 (A|A*)=[1 _1‘ ]

j: rg(A) = rg(A*) = 1 < n.° incégnitas = SCI. Soluciones: x =1 + A, y = A

CASO lll.az1ya#-1 rg(A) = 1 #rg(A*) = 2 = Sistema incompatible
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e) (A]A”)

a -1 [1 — 92 _H_o_ = _ =
(_2 a_1‘2) |Al=a*-a-2=0 >a=-1 a=2

CASOla=-1 (AA*)= [:; :; ‘;) = rg(A) = rg(A*) = 1 = Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x=-1-L ,y =2

CASOIl. a=2 (A|A*):[ _22 ﬂ;) — rg(A)=1 rg(A*) = 2 = Sistema incompatible

CASO lll. a=—-1y a=#2 rg(A) =rg(A*) = 2 = n.° incégnitas = Sistema compatible determinado.
1 -1 a 1
2 a-1 1 y= -2 2
|A] a-2"' |A| a-2

Solucién: x =

1

S e A R

CASOl.a=1 (A|A")= G jm rg (A) = rg (A*) = 1 < n.° incognitas = SCI . Soluciones: x=1+A, y=2X

CASOIl. a=-1 (A|A')=(_1 o

_13j rg (A) =1 #rg (A*) = 2 = Sistema incompatible

1 1
CASOIll. a#-1y a#1rg(A)=rg(A*)=2=n.°incognitas = SCD
1 -1 a 1
. ‘2a—1 -a 1 1 2a-1 2a+1
Solucioén: x = =— , Y= =—
Al a+1 |A] a+1

3.39. (PAU) Estudia los siguientes sistemas segun los valores del parametro a y resuélvelos en los casos en
que sea posible.

2x-y+3z=-14 xX+2y-2z=4 ax+y+z=1 x+ay+z=2
a){3x-y-z=-4 C) 2x+5y—-2z=10 e)<x+ay+z=a g)i—x+ay-z=0
4x-y-5z=a 4x+9y —-6z=a X+y+az=a’-2a+2 ax+y+z=2a
X+2y-z=5 X+y+3z=5 xX+y+z=-1 3x+ay =1
b) {-2x+3y +4z=6 d) {x+az=a f) Jax+y+z=-a? h) i2x-y+az=1
(a—3)x+12y +(a+3)z=27 3x+ay+az=a a’x+ay+z=-a° ax—-3y+2z=1
2 -1 3|14 2 -1 3 o _1
a) (AJA*)=|3 -1 1| -4 |, |A=|3 -1 -1 =0y‘3 1‘:1;¢r&0:rg(A)=2
4 -1 -5| a 4 -1 -5 B
2 -1 -14
3 -1 -4|=0=a=6
4 -1 a
2 -1 3|14
CASOl.a=6 (A|A*)= 3 -1 -1 -4 | rg(A)=rg(A)=2= SCI
4 -1 -5|6

Soluciones: x =10+4A ,y =34+11A,z=A
CASOIll.a#6 rg(A)=2= rg(A*) = 3 = Sistema incompatible

12 -1|5
b) (AA*)=| -2 3 4 |6 |A|=18a-36=0 < a=2
a-3 12 a+3/27

1 2 -
CASOl.a=2 (A|A*)=|-2 3 4

5
6 J rg(A)=rg(A)=2 = SCI

-1 12 5|27
Soluciones: x=11/17Jr3 ,y=_2/17+16 L Z=)
CASOIl.a#2 rg(A)=rg(A)=3= SCD
5 2 -1 1 5 -1 1 2 5
6 3 4 -2 6 4 -2 3 6
. 27 12 a+3 1 -1 27 a+3| 7 -1 12 27 1
Solucion: x=——"——"=—, y=t—"——1=— z=L— — ‘-
|A 6 Al 3 Al 6
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1 2 2|4
c) (A|A*)= 2 5 -2/10 |A|=O = rg(A) = 2. Un menor de orden 3 de la matriz ampliada:
4 9 -6|a
1.2 4
2 5 10|=a-18
4 9 a

CASO |. a=18 = rg(A) =rg (A*) =2 = SCI. Soluciones: x =6\, y =2 -2\, z= A
CASOIl. a#18rg(A)=2=rg(A*) =3 = Sistema incompatible

1 1 3|5
d) (A/A*)=|1 0 ala||A=5a-a*=0 =a=0,a=5
3 a ala
1 1 3|5
CASOl.a=0 (A/A*)=|1 0 0]0| = rg(A)=1=rg(A*) = SCI. Soluciones: x=0,y=5-3%,z=1
3 0 0|0
1 1 3|5
CASOll.a=5 (A|A*)= 1 0 5(5| =rg(A)=2yrg(A*) =3 = Sistema incompatible
3 5 5|5
CASO lll.a=z0ya#5 =rg(A)=3=rg(A*) = Sistema compatible determinado
51 3 153 115
a 0 a 1T a a 1 0 a
. a a a 2a 3 a a -4 3 a a a-7
Solucion:  x = = Ly = = , Z= =
A a-5 |A| a-5 |A a-5
a 1 1 1
e) (AA*)=|1 a 1 a |Al=(a+2)@a-1?=0 ©a=-2 6 a=1
1 1 aa’-2a+2
-2 1 111
CASOl.a=-2 (A|A*): 1 -2 1|-2]|rg(A)=2yrg(A*) =3 = Sistema incompatible
1 1 -2/10

CASO Il. a =1 Todos los términos de las matrices de coeficientes y ampliada son 1 = rg(A) = 1 = rg(A*) =
= Sistema compatible indeterminado. Soluciones: x=1-A-pu y=A z=p

CASO lll.a#—-2ya=#1rg(A) =rg(A*) = 3 = Sistema compatible determinado. Solucién:

1 1 1 a 1 1 a 1 1
a a 1 1 a 1 1 a a
_|@*-2a+2 1 a 1-a 1 a’-2a+2 a 3 1 1 a*-2a+2] a’-1
- |A Ca+2 7 |A] Ta+2 T |A Ca+2
17 1 1 -1
f)(AA*)=la 1 1-a°| |A=(a-1¥=0ea=1
a’® a 1-a°

CASOl.a=1 rg(A)=rg(A*)=1= SCI. Soluciones: x=-1-A—-u,y=A,z=U
CASO Il.a#1 rg (A) =rg(A*) = 3 = Sistema Compatible determinado. Solucién:

-1 1 1 1 -1 1 17 1 -1
—a®> 1 1 a -a* 1 a 1 -a
-a® a 1 a® -a° 1 a® a -a°
X:—:—a—1, = = , :—:0
Al Al Al
1 a 1|2
9) (AA*)=|-1 a -10 |A|l=2a-2a*=0 =a=0, a=1
a 1 1|2a

11 1
CASOIl. a=1 (A|A*)=[—1 1 -1
11 1

2
0] rg(A) =rg(A*) = 2 = SCI. Soluciones: x=1-A, y=1,z=24
2

1 0 1|2
CASOIll.a=0 (AA*)=|-1 0 -10| rg(A)=2yrg(A*) = 3 = Sistema incompatible
0o 1 1|0
CASO lll.az1ya#0 rg(A)=rg(A*) = 3 = Sistema compatible determinado
2 a 1 1 2 1 1 a 2
0 a -1 -1 0 -1 -1 a 0
. 2a 1 1 1+2a a 2a 1 1 a 1 2a a+1
Solucioén: x = = , Y= =—, z= =—
4| a Al a 4 a
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a o0

3 1
h) (A|A*):[2 -1 a
a

1] |Al=a’+5a-6=0 =a=1

-3 21

3 1 01 _ B
CASOl.a=1 (AA*)=|2 -1 11| rg(A)=rg(A*) = 2 = SCI. Soluciones: x = 2 x,y= 1+3x,z=k.
1 -3 21 5 o
CASO Il. a=rg(A) = rg(A*) = 3 = Sistema compatible determinado
1 a 0 310 3 a 1
1 -1 a 2 1 a 2 -1 1
L -3 2 a+2 a 1 2 a-2 a -3 1 a
Solucion: x = =— , Y= == , Z= =—
|A| a’+a+6 |A a‘+a+6 |A a’+a+6

3.40. (PAU) Estudia los siguientes sistemas homogéneos segun los valores del parametro a y resuélvelos en
los casos en que sea posible.

xX+y+3z=0 2x-3y+z=0
a)i2x+ay+3z=0 c) {x—ay-3z=0
3x+2y+6az=0 5x+2y-z=0
5x+2y-z=0 x—ay+3z=0
b){x+ay-3z=0 d){x+ay-2z=0
3x+5y-2z=0 2x+z=0
11 3 5
a)A=|2 a 3 |A|=2a’-7a+5=0 = a=—,a=1
3 2 6a 2
CASOl.a= g rg(A) = rg(A*) = 2 = SCI. Soluciones: x =—-9A, y = 6A, z= A
CASO Il.a=1 rg(A) = rg(A*) = 2 = SCI Soluciones: x=0, y =-3A, z= A

CASO Ill. a # g ,a#=1 rg(A)=rg(A*) =3 = SCD. Solucién trivial: x=y=z=0

5 2 -1
b) A=|1 a -3| |A=56-7a=0=>a=8

3 5 -2
CASOl.a=8 rg(A) = rg(A*) = 2 = SCI. Soluciones: x=A,y=7\A,z=19A
CASOll.a#8 rg(A) = rg(A*) = 3 = SCD. Solucién trivial: x=y=z=0

2 -3 1
c) A=|1 -a -3| |A=7a+56=0 =a=-8

5 2 -1
CASOl.a=-8 rg(A) = rg(A*) = 2 = SCI. Soluciones: x= A,y =7\, z=19\
CASO Il. a#-8 rg(A) = rg(A*) = 3 = SCD. Solucién trivial: x=y=z=0

1 -a 3 13
dA={1 a -2 |A|=Oy‘,I _2‘=—5¢O rg(A) = rg(A*) = 2 = SCI
2 0 1
Soluciones: x =-al ,y =5A, z=2aA
Si a = 0 el sistema es de dos ecuaciones con dos incognitas y, en este caso, es compatible determinado y
su solucion es la trivial: x=0,y=0,z=0
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3.41. (PAU) Calcula el valor de m para que el siguiente sistema de ecuaciones lineales sea compatible
indeterminado y escribe las infinitas soluciones para este valor hallado. (Aplica el método de Gauss.)
2x+3y—-z=4
4x-y-2z=1
2x-4y-z=-3
2x-my—-z=4

2 3 1| 4 2 3 1| 4
(4A") 4 -1 -2 1 0 -7 0]-7 2 3 1| 4
_ R Slo 1 0|1
2 -4 -1|-3|pr=-r-2r|0 -7 0 -7 0 -m-3 0|0

2 -m -1| 4 Eizfl::a*E 0 -m-3 0] O

o
Para que el sistema sea compatible indeterminado, la Ultima ecuacién sea de la forma 0-y =0 vy, por tanto, el
valor de m debe ser m = -3.

o . . . A+1
Para este valor, las infinitas soluciones se pueden expresar mediante las ecuaciones: x =T y=1z=N\

3.42. (PAU) Discute y resuelve segun los valores del parametro k el sistema:

kx+3y =4
Ix-y=2
2x-y=k
. k 3|4 3 4 .
(AAT)=]3 -12 =1 1g(A)=2y |A'|= k2 -Tk+8=0 = k=1,k=-8
2 -1
2 -1k
CASO . k=1 rg(A) = 2 = rg(A’) = Sistema compatible determinado. Considerando las dos tltimas
ecuaciones del sistema, la solucibnes x=1, y =1
CASO Il. k=-8 rg(A)=2= rg(A*) = Sistema compatible determinado. Considerando las dos ultimas

ecuaciones del sistema, la solucién es x = 10, y = 28
CASOIll. k#1yk#-8 rg(A)=2# rg(A*) = 3 = Sistema incompatible

Sistemas homogéneos

3.43. (TIC)Estudia y resuelve los siguientes sistemas homogéneos.

Ax—3y+22=0 x+y=0 X+2y+3z=0
X+y=2z 2x+2y =0

a)i3y —4z=0 c) e) g) 12x+3y+z=0
X-y=2z 3x+3y =0

2x-2y+3z=0 3x+y+2z=0
2x-y=0

2x -6y -8z=0 xX+y+z=0

- =0 =0

b){x-y-32=0 d){2x+2y +22=0 f){xxf”z_o " {iw::?:vv—o

-4x-12y +4z=0 3x+3y+3z=0 yoEs g )

a) |A| =16 = rg(A) = 3 = Sistema compatible determinado. Solucioén trivial: x=0, y=0, z=0
b) |A/=0y ‘% :?‘ =4 =rg(A) = 2 = SCI. Soluciones: x = 5\, y = -\, z= 2\

c) G _11 :1) rg(A) = 2 = Sistema compatible indeterminado. Soluciones: x =24, y=0,z=A

d) El sistema es equivalente a {x+y +2z=0 rg(A) =1 = SCI. Soluciones: x=-A -, y=2A, Z=1

1 1
2 -1

f) El sistema es equivalente a {x—y +z=0 rg(A) = 1 = Sistema compatible indeterminado

Soluciones: x=A- W, ¥y=Az=0

e)

=-3#0 rg(A) = 2 = Sistema compatible determinado. Solucién trivial: x=0,y=0, z=0.
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9) |A| =-18 # 0 = rg(A) = 3 = Sistema Compatible determinado. Solucién trivial: x=0, y=0,z=0

1 1
i

Soluciones: z=A,w=u = {

=-2#0=rg(A) =2 = Sistema Compatible indeterminado.

X+y=-A-U
X=-AYy=-W,Z=A W=
x—y:—k+u2 y=-u n

Interpretacion geométrica de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

3.44. Calcula las ecuaciones de las rectas que limitan el recinto sombreado de la figura.

Y B
A
c
11
o 1 D X

Los vértices son los puntos: O(0, 0) A(0, 3) B(3,4) C(5,2) D(5,0).
Las ecuaciones de las rectas son de la forma y = mx + b.

Recta OA: x=0
Recta AB: b=3 m=l = y=lx+3:>x—3y+9=0
3m+b=4 3 3
‘4 1‘ ‘3 4‘
3m+b=4 2 1 2 5 2 -14
Recta BC: = =—=-1,b= =— =7 =—x+7 +y—-7=
ecac{5m+b:2m‘31‘ 2 ‘31‘ Ty T m yE T =Xy =T=0
5 1 5 1

Recta CD: x=5
Recta DO: y=0

3.45. Representa los sistemas propuestos y, a partir de sus graficas, calcula las soluciones, si es posible.

a) 2x+2y =2 b) 3Ix-y=2
-2x+4y+14=0 -6x+2y=-4

\
P

a)

La solucion es el punto de corte: x =3, y = -2.

/ 2 X' Como las rectas son coincidentes, las soluciones son todos los puntos

delas mismas: x=A,y=-2+3A
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3.46. Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas.
a)r:3x-2y=7 s:2x-3y=8 c)r:x+y=7 s:—%x—%y+%=0

b) r:2x-y-5=0 s:—§x+%y—5=0 dr:y=-2x+3 s:y=§

Representa graficamente cada apartado.

Y
1/
Se plantea el sistema formado por las ecuaciones de las rectas y se :
estudia su compatibilidad. Ol 1
s
a) 3x-2y=7 (3 2|7 N 3 2|7
2x-3y=8 2 -3|8)r-3r-2r0 -5]10 /
rg(A) = rg(A’) = 2 = n.° de incognitas = SCD. Solucion tnica: x = 1, y = —2
Las rectas son secantes y se cortan en el punto P(1, -2). Y
2x—y=5 2 1|5 2 2|5 VANA
b) {_2x+y:15 (—2 1 ‘15 Fa-Fr\0 O ‘20 51/
. _ _ _ o/s | X
rg(A) = 1yrg(A) =2 = Sistema incompatible
Las rectas son paralelas.
X+y=7 1 1] 7 117 14
°) {—x—y:—? [—1 ‘1‘ ‘7)F2=2+F1(0 0‘ 0) \

rg(A) =rg(A’) = 1 < n.° de incognitas = SCI
Infinitas soluciones: los puntos de larectax + y=7.
Las rectas son coincidentes.

d)2X+y=3 2 113 (2 1]3
x-2y=0 1 -2|0)g=2f-r0 -5|-3 Y
p
rg(A) = rg(A') =2 =n.° de incognitas = compatible determinado con il S

3

solucién Unica: x = 6 y=—= ’ X
775775 1 \
6 3

Las rectas son secantes y se cortan en el punto P(gg] .

3.47. Calcula los valores de k para que las rectas r y s de ecuaciones:
r: (2k-2)x—-y =-2k s: (k—N)x+(k+1)y =17

a) Sean paralelas. b) Sean secantes.
(2k-2)x—y+2k=0
(k=Nx+(k+1)y-17=0

g_(2k-2 -1
(A|A):(k—1 k+1

a) El sistema { debe ser incompatible. Para ello, rg(A) =1 #rg(A*) =2 =

3

_2kj |A|=(2k-2)(k+0)+k-1=2k* +k-3=0 = k=1, k=-2

17

—1‘ -2

CASO I k=1 (A|A*)=(O |75

j rg(A) = 1 y rg(A*) = 2. Las rectas son paralelas.

-5 -
CASO . k= —% (A|A*)= [_E 1 ;?] rg(A) = 1y rg (A*) = 2. Las rectas son paralelas.
2 2

b) Son secantes cuando el sistema es compatible determinado = k=1, k= —%, ya que en ese caso

rg(A)=2 = rg (A").
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Problemas

3.48.(PAU) En una clase de segundo de Bachillerato, por cada tres alumnos que estudian Tecnologias de la
informacién, diez estudian Comunicacion audiovisual, y por cada dos alumnos que estudian
Tecnologias de la informacién, tres estudian Francés. Calcula el nimero de alumnos que cursan cada

una de las materias mencionadas sabiendo que en la clase hay 35 alumnos y que cada uno de ellos sélo
esta matriculado en una de las asignaturas.

x : alumnos Tecnologia de la informacion
y : alumnos Comunicacién audiovisual
z : alumnos Francés

X+y+z=35

X+y+z=35
x 3
_:ﬁ =410x-3y =0
y 3x-2z=0
x_2
z 3
1 1 1|35 1 1 1 35 1 1 1 35
10 -3 0| O - 0 -13 -10| -350 — 0 -13 -10|-350| >

3 0 -2| 02”50 -3 -5|-105/"7"F2(9 0 _35|-315

=2z=9, y=20, x=6

Por tanto, 6 alumnos estudian Tecnologia de la informacién, 20 Comunicacion audiovisual y 9 Francés.

3.49. (PAU)En una tienda de ropa se liquidan los pantalones que han quedado sin vender en la temporada.

Los hay de tres tipos:

— Sin defecto, todos al mismo precio de 20 euros.

— Con defecto no apreciable, con una rebaja del 20% sobre el precio de los anteriores.

— Con defecto apreciable, con una rebaja del 60% sobre el precio de los que no tienen defecto.
Hay 70 pantalones para vender. El precio total de todos ellos es de 1280 euros, y los que tienen

defecto suponen el 40% de los que no lo tienen. ; Cuantos pantalones hay de cada clase?

X : pantalones sin defecto
y : con defecto no apreciable
z : con defecto apreciable.

X+y+z=70 X+y+z=70
20x+16y +8z=1280 = {5x+4y +2z =320
4 2x-5y-5z=0
y+z=—x
10
1 1 1] 70 1 1 1 70) (1 1 1] 70 1 1 1] 70
5 4 2|30 -» |0 1 3] -30|—»|0 -1 -3|-30| —» |0 -1 -3|-30

2 5 5| 02230 7 —7|-140) (0 1 1] 20/*™™{0 0 -2|-10

x =50, y=15, z=5 = Hay 50 sin defecto, 15 con defecto no apreciable y 5 con defecto apreciable.
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3.50. Escribe la expresion de un polinomio de tercer grado P(x) de forma que:
P(0)=0 P(1)=0 P(-1)=2 y P(-2)=-6

P(x)=ax®+bx?+cx+d

d=0 a=2
a+b+c=0
a+b+c+d=0 2b=2 b=
ib-ctd=2 ) @tbTe=2 =44 5T 3
-a -c = a-b= c=-
4a-2b+c=3
—-8a+4b-2c+d =-6 d=0

El polinomio es: P(x)=2x%+x*—3x

3.51. (PAU) En una papeleria entran tres clientes: el primero compra cuatro lapiceros y seis gomas de borrar
y paga 1,60 euros; el segundo compra cinco lapiceros y tres boligrafos y paga 2,45 euros, y el tercero
paga 1,30 euros por cinco gomas de borrar y dos boligrafos.

a) Averigua el precio de cada uno de los productos.

b) ¢ Cuanto debera pagar otro cliente por cinco lapiceros, cinco gomas de borrar y diez boligrafos?

a) x precio de cada lapicero
y precio de cada goma de borrar
z precio de cada boligrafo

4x+6y =16

5x+3z=2,45

5y+2z=13

2 3 0| 08 2 3 0]08 2 3 0|08 2 3 0108
5 0 3|245 - |0 -15 6|09 > |0 5 2|13 - |0 5 2|13 |=>
0 5 2| 13 JR2RSAlg 5 2113)B°R20 -15 6| 09)F 320 0 12| 48

= x=0,25 y=0,1z= 0,4 = Cada lapicero cuesta 0,25 €; cada goma de borrar, 0,10 € y
cada boligrafo, 0,40 €.

b) El nuevo cliente debera pagar 5-0,25+5-0,10+10-0,40 =5,75 €.

3.52. (PAU) Una fabrica de perfumes dispone de 600 L de un producto A y de 400 L de otro producto B.
Mezclando los productos A y B se obtienen diferentes perfumes. Este afo se quieren preparar dos
clases de perfume: el de la primera clase llevara tres partes de A y una de B, y sera vendido a 50 euros
el L, y el de la segunda clase llevaréa los productos Ay B al 50% y sera vendido a 60 euros el L.

a) ¢ Cuantos litros de cada clase de perfume se podran preparar?
b) ¢ Qué ingresos totales se obtendran por la venta de la totalidad de los productos fabricados?
a) x : numero de litros que se preparara de la primera clase.

Yy numero de litros que se preparara de la segunda.

3 Y 600

4 2 D{3x+2y=2400:> 3 2]2400) (1 2|1600) (1 21600
XY _a00 X +2y =1600 1 2[1600 JroR(3 2| 2400 )R=F-370 —4 | —2400

4 2

— x=400 y=600

Se prepararan 400 L del perfume de la primera clase y 600 del de la segunda.

b) El ingreso total que se obtendra: / =400-50+600-60 =56000 €.
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3.53.(PAU) En una tienda de regalos se adquiere un libro y una pulsera. La suma de los precios que marcan
los dos productos es de 35 euros, pero el dependiente informa al cliente de que los libros estan
rebajados el 6%, y las pulseras, el 12%, por lo que en realidad debe pagar 31,40 euros.
a) ¢ Qué precio marcaban el libro y la pulsera?
b) ¢ Qué precio se ha pagado finalmente por cada uno de estos dos productos?

a) x : precio inicial del libro
y :precio de la pulsera

0,94X+0,88y=31,4:> 094 088|314) _ ( 1 1 35 R 1 1 35
X+y=35 1 1 35 Jr,0r 094 0,88 | 314)F,-F, 0040 —0,06 | —15

=x=10,y=25
Por tanto, el libro marcaba 10 € y la pulsera, 25 €.

b) Finalmente, se ha pagado 9,4 € por el libro y 22 € por la pulsera.

3.54. Halla un namero de tres cifras sabiendo que su suma es 12, que la cifra de las unidades es igual a la
semisuma de las cifras de las centenas y de las decenas, y que, por ultimo, el nimero que resulta al
invertir las cifras del buscado es 198 unidades mas pequefo que este.

Llamando x a las centenas, y a las decenas, z a las unidades.

X+y+z=12 X+y+z=12 X+y+z=12
z=X;y SIx+y-2z2=01-3z=-12 =—=x=6,y=2,z=4

100x+10y +z=100z+10y + x+198  (X~Z=2 X-z=2

El nimero buscado es el 624.

3.55.(PAU) Determina la medida de cuatro pesas de una balanza si se sabe que pesadas en grupos de tres
dan como resultados respectivos 9, 10,11y 12 g.

Si X;, X,, X3 ¥ X, son las medidas de las pesas.

X+ X+ X3=9
Xy + Xy + X4 =10
Xy + X3 + X4 =11
Xy + X3+ X4 =12

111 0|09 11 1 0]9 1 1 1 0]9
110 1010 o 0 <1 11| o 1 1 1/12|
10 1 1| MM|R=R-F/0 -1 0 1| 2 |RerR|0 -1 0 1| 2 |R=FRH
01 1 1[12)F o 1 1 1|12 00 -1 1|1

11 1 0|9 111 09

0 1 1 1/12| |0 1 1 112

0 0 1 2|14|r-F:rl0 0 1 214

00 -1 1|1 0 0 0 315

x1=2¢g,x2=39,x3=49g,x1a=5¢g
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3.56. Tres arroyos diferentes surten de agua a un depésito de agua destinada al consumo humano.
El primero y el segundo juntos tardan 63 horas en llenarlo; el primero y el tercero juntos, 70 horas, y el
segundo y el tercero, 90 horas.
a) Calcula el tiempo que tardara en llenar el estanque cada uno de los arroyos por separado.
b) Calcula el tiempo que tardaran los tres arroyos juntos en llenar el estanque.

a) Si el primero tarda x horas, el segundo y horas y el tercero z horas, en una sola hora cada uno de ellos

111 .
llenaria —, — y— del estanque respectivamente.
Xy z

1A L
X y 63 atb=e3
1 1 1 1 1 1 1
—+—=— = a=— b=— c=—qa+c=—
x z 70 X y z 70
l_:,_l:i b+C=l
y z 90
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
63 63 63
1 1 1
1 0 1 |—| - 0 -1 1 -— - 0 -1 1 -—
70 |R=FR-F 630 |R=FR+FR, 630
o 1 1| 0 1 1| L 0 0 2 | L
90 90 105
1 2 1
Portanto a=—— ,b=——,¢c=—— = x =105 horas, y = 157,5 horas, z= 210 horas
05 315 210
b) Los arroyos tardaran: 3 : = 48 horas 28 minutos
+ +

105 1575 210

2x+y+3z=5
3.57. (PAU) Dado el sistema y :
x-2y+z=1

a) Ainade una tercera ecuacioén para que sea incompatible.
b) Aihade una tercera ecuacion para que sea compatible determinado.
c) Anade una tercera ecuacion para que sea compatible indeterminado.

a) Se escribe una ecuacion cuyo primer miembro sea, por ejemplo, la suma de los de las dos ecuaciones
dadas y que el término independiente sea diferente de la suma de los términos independientes de las
ecuaciones dadas:

2x+y+3z=5
xX-2y+z=1
3x-y+4z=0
2x+y+3z=5
b) Se escribe una ecuacion linealmente independiente de las dos dadas: < x—2y+z=1
z=0
2x+y+3z=5

c) Se escribe una ecuacion que sea, por ejemplo, suma de las dos dadas: {x—-2y +z =1
3x-y+4z=6
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3.58. a) Escribe razonadamente un sistema compatible indeterminado y que tenga cuatro ecuaciones y
tres incognitas.

b) Escribe razonadamente un sistema lineal homogéneo con tres ecuaciones y tres incognitas y de
forma que (-2, 1, 0) sea una solucion.

a) Una forma de conseguirlo es escribir dos ecuaciones independientes, la siguiente igual a la suma de las dos
X+y+z=1

2x+y =2

3x+2y+z=3

-Xx+z=-1

primeras y la ultima igual a la diferencia de las dos primeras.

b) Se escriben dos ecuaciones independientes cuya solucién sea (-2, 1, 0) y otra que sea la suma de las dos
x+2y =0
primeras: <x+2y+z=0
2x+4y+z=0

3.59. Escribe de forma razonada:
a) Un sistema lineal de tres ecuaciones y dos incognitas con infinitas soluciones.
b) Un sistema de dos ecuaciones y tres incdgnitas y una tnica solucién.
c) Un sistema lineal homogéneo con dos ecuaciones y tres incégnitas y cuya unica solucién sea (0, 0, 0).

d) Un sistema lineal homogéneo con tres ecuaciones y tres incognitas, y dos de cuyas soluciones sean
(=2,0,1)y(3,2,-1).
x+y=0
a) <2x+2y =0 . Las ecuaciones segunda y tercera son proporcionales a la primera.
3x+3y =0
b) No es posible ya que el rango de A no puede ser 3 para que coincida con el nUmero de incégnitas.

c) No es posible ya que deberia ser compatible determinado y para ello, el rango de A deberia ser 3, y en este
caso es imposible.

Xx=-2A+30 |_2 3
d) y=2u =0 2 yl=0=>-2x+y-4z=0
Z=A-p 17 -1 z
2x-y+4z=0
El sistema puede ser:<2x -y +4z=0
2x-y+4z=0

3.60.(PAU) La suma de las edades actuales de tres hermanos es 63 afios. Hace dos afios, la edad del
mediano era 5 afios mas que un tercio de la suma de las edades de los otros dos, y dentro de cuatro
afnos, el menor tendra 9 anos mas que la quinta parte de la suma de los otros dos. Halla las edades
actuales de cada uno de los hermanos.

Si las edades actuales son x, y, z:

X+y+z=63

X+y+z=63 1 1 1] 63 1 1 1] 63
y—2:5+#: X-3y+z=-17 = [1 -3 1 —17]F_?F[o 4 0 —80}
x+diy+d X+y-5z=-33 1 1 -5|-33 F§;F§:F1 0 0 -6|-96
z44=-94 X2V HS
5

x=27, y=20,z=16
Las edades actuales de los tres hermanos son 27, 20 y 16 afios.
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3.61.(PAU) En una poblacion se han presentado dos partidos politicos A y B, a las elecciones municipales y
se han contabilizado 6464 votos. Si 655 votantes del partido A hubiesen votado a B, ambos partidos
habrian empatado a votos. La suma de votos no validos y en blanco supone el 1% de los que han
votado a A o a B. Halla el nimero de votos obtenidos por cada partido.

X : numero de votos al partido A
y : numero de votos al partido B
Z : numero de votos en blanco

X+Yy+2z=06464 . 6400
X =
X—655=y+655=101z=6464 = z =64 y = x=3855,y =2545
x-y=1310
100z=x+y

El partido A ha obtenido 3855 votos y el B, 2545.

3.62.(PAU) La produccidn de bicicletas de montafa precisa las siguientes acciones: montaje de las piezas,
ajuste de los cambios y control de calidad. Una empresa produce tres tipos de bicicletas: para nifos,
para jovenes y para adultos mayores de 40 afos. La siguiente tabla muestra las horas necesarias para
llevar a cabo cada una de las acciones en cada una de las clases de bicicleta mencionadas:

Adulto
Montaje 2 4 3
Ajuste 1 2 2
Control 2 1 1

Nino Joven

Por otra parte, se cuenta con la siguiente disponibilidad total de horas de trabajo:
Montaje: 510

Ajuste: 270

Control: 180

Comprueba si existe alguna posibilidad de fabricacion que consuma todas las horas disponibles.

X : bicicletas de nifio

y . de joven
z . de adulto
2x+4y+3z=510 (o 4 3| 510 2 4 3] 510
X+2y+2z=270 = |1 2 2| 270 - (0 O 1 30
2x+y+2z=180 2 1 1[180)2F20 -3 -2 -330

z=30,y=90 = 2x+4y+3z=510=2x+ 360 + 90 =510 = x =30

Fabricando 30 bicicletas de nifio, 90 de joven y 30 de adulto mayor de 40 afios, se consumen exactamente las
horas disponibles.
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Profundizacion

3.63. Estudia los siguientes sistemas segun los valores del parametro a y resuélvelos en los casos en que

sea posible.

(2x+2y -3z=6+a ax-3y+z=-10
y+z=6 ay+z=3
a) 3x+y—-z=17 °) -3x-3y+z=-10
2y-z=a -3y+z=3
(2x -3y =0 3x-2y+z=0
2x+ay-z=0 x-y+3z=a
b d
My-z=0 Nay+3z=7
12x+2ay+z=0 x-3z=-a
2z ges) 22 22 e
a) (AAY)=15 1 4 17 0 1 1/=15 =3 1 o gy [F2e-®
0 2 -1 a 31 0 2 -1 a

CASO l.a#6 rg(A*) =4 yrg(A) = 3 = Sistema incompatible
CASOll.a=6 rg(A)= rg(A*) = 3 = Sistema compatible determinado. Solucién: x=5,y=4,z=2

2 -3 0
12 a -1 2 -3 .
b) A= 0 1 -1 0o 1|7 2 # 0. Sus dos menores orlados de orden tres son:
2 2a 1
2 -3 0 2 3 0
2 a -1|=-2a-4, |0 1 -1|=4a+8 que son nulos sdélo sia=-2.
o 1 - 2 2a 1

CASO |. a# 2 rg(A) = 3 = Sistema compatible determinado. Solucion trivial: x=0 ,y =0, z=0

CASO Il. a =2 rg(A) = 2 = Sistema compatible indeterminado. Soluciones: x =3\ ,y =2\, z=2\A

a -3 1/-10
o (Aa=1% 3 13| |A|=-13@+37=0=a=-3
0 -3 13
CASO I.a#-3=rg(A) =4y rg(A) = 3 = Sistema incompatible
3 3 3 -3 1 -3 -3 1 -3 -3 -10
CASO Il.a=-3 Como 0 3‘:9¢0y 0 -3 1=0(0 -3 1/=0 |0 -3 3 (=0
B -3 -3 1 0 -3 1 -3 -3 -10
-3 -3 -10 )
0 -3 3 [=0 =>rg(A)=rg(A)=2= Sistema compatible indeterminado
0o -3 3
Soluciones:x=E ,y=k_3, z=2
3 3
I, ) 2
d) (AA)=|g 5 3|5| [A]=14-7a=0=a=2 |1 -1 3|=—1920
1 0 -3|-a 0 23

CASOl.a# 2> rg(A*) =4 yrg(A) =3 = Sistema incompatible
CASOll.a=2 =rg(A)= rg(A*) = 3 = Sistema compatible determinado. Solucién: x=1,y=2,z=1
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3.64. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones.

4 5 1
—_—t—=—
x y 4
4 3 5
—_—t—=—
x z 12
5 3 1
—_—t—=—
y z 3
A+B=l
4
Haciendo A= i B= E y C :E , se obtiene el sistema: {A+C = i
X y z 12
B+C=l
3
1 1 0 1
4
(AA*)=| 1 0 1 % = rg(A) = rg(A") = 3 = Sistema compatible determinado
0 1 1 1
3
1 10 1 1 0 1 1 1
4 4 4
S 0 1 1 S 1 10 S
12 12 12
ORI P R P
Solucion: A=~——— ' =—, B= =—, C=———1=— = x=24,y=60,z=12
|A| 6 |A| 12 |A| 4

3.65. Calcula los valores de a y b para que los sistemas de ecuaciones lineales

2x+ay-3z=-9 ax—by+3z=14
xX+2y-z=-6 Yy 42x+y+2z=6
3x-y-z=>b 4x -2y +z="11

sean compatibles y equivalentes.

Se forma un nuevo sistema con las ecuaciones de los dos sistemas que no tienen parametros:
X+2y—-z=-6
2Xx+y+2z=6
4x-2y+z=11

1 2 -1
2 1 2
4 2 1

=25 # 0 = Sistema compatible determinado. Solucién: x=1,y=-2,z=3

Esta es la solucion de los dos sistemas. Por tanto, todas las ecuaciones deben verificarla:
2-1+a-(-2)-3-3=-9

3-1-(-2)-3=b =a=1 b=2

a-1-b-(-2)+3-3=14
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3.66. Encuentra los valores de a y b que hacen que el siguiente sistema sea incompatible.
3x-4y+z=a

-xX+y+z=>b
2x-3y+2z=4

El sistema es incompatible si rg(A) # rg(A).

3 4 1|a 3 4
(AA%)=|-1 1 1]b |A|=0 y‘_1 1‘:3—4:—1;&0 =rg(A) =2
2 -3 2|4
3 4 a
Por tanto, debe verificarse que | -1 1 b|#0 =>12+3a-8b-2a+9b-16 0= a+b=z4
2 -3 4

El sistema es compatible si la suma de los valores de a y b es distinta de 4.

3.67.Discute el siguiente sistema segun los diferentes valores de los parametros a y b. Resuélvelo en los
casos en que sea compatible indeterminado.

xX+az=1
ay+z=2
y+z=»b
1 0 all 10 1
(AlA*)=|0 a 1|2 |Al=a-1=0=a=1 0 a 2|=ab-2=0
0 1 1|b 0 1 b
1.0 11 )
CASOl.a=1,b=2 (AA*)=|0 1 1]2 rg(A) =rg (A) = 2 = Sistema compatible indeterminado
0o 1 1|2

Soluciones: x=1-A,y=2-A, z=A

CASOIl.a=1,b%2 rg(A)=2yrg(A) =3 = Sistema incompatible

CASO Ill.a#1 rg(A) = rg(A*) = 3 = Sistema compatible determinado
10 a 1 1 a 1 0 1
2 a 1 0 2 1 0 a 2
o b 1 1 a’b—-3a+1 0 b 1 2-b 0 1 b ab-2
Solucioén: x = = T = . z= —_
|A] 1-a |A| 1-a |A] 1-a

m
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

3.1.

3.2,

3.3.

Dadas las dos ecuaciones siguientes:

2x-y+2z=0
2x-y-z=-2

¢ Qué ecuacion de las siguientes debe anadirse a estas dos para que el sistema sea incompatible?
A)dx-2y+z=-2
B)dx-2y+z=2

C) zZ= E

3
D) x+y+z=1
E) x+y+z=2

La respuesta correcta es la B. 4x — 2y + z = 2, ya que se obtiene un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas tales que el rango de de la matriz de los coeficientes es 2 y el de la ampliada 3, luego el sistema es
incompatible.

El rango de la matriz de los coeficientes de las incégnitas en un sistema de ecuaciones lineales es 2.
El rango de la matriz ampliada:

A) Es seguro que vale 2.

B) Es seguro que vale 3.

C) Puede valer 1 6 2.

D) Puede valer 2 6 3.

E) Puede valer 4.

La respuesta correcta es la D. puede valer 2 6 3, ya que en un sistema de ecuaciones lineales, el rango de la
matriz ampliada es siempre o igual o una unidad mayor que el rango de la matriz de coeficientes.

x-y-z=0
El sistema de ecuaciones lineales {x+y =2
3Ix+y-z=4

A) Tiene como uUnica solucidon (x=1,y=1, z=0).

B) Una de sus solucioneses (x=2,y=0,z=2).

C) Sus Unicas soluciones son (x=1,y=1,z=0)y(x=2,y=0,z=2).
D) Es incompatible.

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

La respuesta correcta es la B. una de sus soluciones es (x = 2, y =0, z = 2), es un SCI porque
rg(A) =rg(B) =2 <n.%incég = 3
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3.4.

3.5.

x+ay+z=1
Los valores que hacen que el sistema {ax—y +2z =2 no sea compatible determinado son:

2x+3z=3
1
Ala= —
) 3
B)a=1
C)a=1,a= 1
3
D)a=-1
E)a=-1,a= 1
3
La respuesta correctaeslaC.a=1,a= % porque para que no sea un sistema compatible determinado, el

rango de la matriz de los coeficientes ha de ser diferente a 3, es decir, el determinante de A debe ser cero

El valor de m que hace que las rectas del plano r: 2x -3y +5=0y s: =3x+ my + 5 = 0 sean paralelas es:
A)m=2

B)m=-2
C)m=3
D)m=-3
E)m=g
2

9 . . .
La respuesta correctaeslaE. m = rk para que las rectas sean paralelas, el sistema debe ser incompatible.

Por tanto, los coeficientes de las incognitas deben ser proporcionales pero los coeficientes independientes no
deben guardar esta proporcion.

Sefiala en cada caso las respuestas correctas:

3.6.

xX+2y+z=0

son:
X-2y+z=2

Las infinitas soluciones del sistema {

A) x=1—x,y=—%,z=x
1

Byx=A,y=——, z=1-A
2

C)x=1-A, y=A, Z=—A

D)x=1—x,y=%,z=x

E) El sistema no tiene infinitas soluciones

Las respuestas correctas sonla A, x =1-4, y:—%, z=A,ylaB, x=A, y:—%, z=1-A.

Al sustituir estos valores se verifican las 2 ecuaciones a la vez.
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3.7. En un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas:
A) Si n=2y m =3, entonces el sistema no puede ser incompatible.
B) Si n=2y m =3, entonces el sistema no puede ser compatible determinado.
C) Sin=2y m= 3, entonces el sistema es compatible indeterminado.
D) Sin=2, m= 3y el sistema es homogéneo, entonces es compatible indeterminado.
E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

Las respuestas correctas son la B. Si n = 2 y m = 3, entonces el sistema no puede ser compatible
determinado, ya que el rango de la matriz de coeficientes no puede ser 3y laD)sin=2, m= 3y el sistema
es homogéneo, entonces es compatible indeterminado ya que posee la solucion trivial y ,por tanto, no puede
ser incompatible.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
3.8. Se considera un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas.
a) El rango de la matriz de los coeficientes de las incognitas es 2.
b) El sistema es compatible determinado.
A) a es equivalente a b.
B) a implica b, pero b no implica a.
C) b implica a, pero a no implica b.
D) ay b no se pueden dar a la vez.
E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

La respuesta correcta es la D. a'y b no se pueden dar a la vez. Para que un sistema lineal de tres ecuaciones
con tres incégnitas sea compatible determinado, debe verificar como uUnica condicién que el rango de la
matriz de los coeficientes sea 3.

Seriala el dato innecesario para contestar:

3.9. Se quiere resolver el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas. Para ello se dan los
siguientes datos:
a) Las dos primeras ecuaciones son2x+y-z=0y3x+y+z=1.
b) El sistema tiene una unica solucion.
c) El determinante de la matriz de los coeficientes vale -3.

d) El determinante cuya primera columna son los coeficientes independientes y cuyas segunda y
tercera columnas son los coeficientes de la segunda y tercera incégnita, respectivamente, vale -3.

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.
E) No puede eliminarse ningun dato.

La respuesta correcta es la B. Puede eliminarse el dato b, ya que si el determinante de la matriz de
coeficientes es -3, el rango de dicha matriz vale 3 y, por tanto, con seguridad el sistema es compatible
determinado.
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Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

3.10. Se quiere estudiar la compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales. Se conoce que:

a) La matriz de los coeficientes del sistema es una matriz escalonada con un nimero de filas no nulas
igual al nlmero de incognitas del sistema.

b) El rango de la matriz ampliada es igual al nimero de incognitas.

A) Tanto la informaciéon a como la b son suficientes, por si solas, para establecer que el sistema es
compatible determinado

B) Para establecer que el sistema es compatible determinado, la informacién a es suficiente por si
sola, pero la b no.

C) Para establecer que el sistema es compatible determinado, la informacion b es suficiente por si
sola, pero la a no.

D) Son necesarias las dos informaciones juntas.

E) Hacen falta mas datos.

La respuesta correcta es la B. Para establecer que el sistema es compatible determinado, la informacion a
es suficiente por si sola(gracias al método de Gauss), pero la b no, ya que el rango de la matriz de los
coeficientes puede ser igual al nimero de incognitas disminuido en una unidad.
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n Programacion lineal

ACTIVIDADES INICIALES
4.1. Resuelve las siguientes inecuaciones de primer grado.
a) 3x+3(2x-5)-4(x-2)<2-x

b) i_x—1>1_2x—5
2 6 2

a)3x+6x—-15-4x+8<2-x
3x+6x—4x+x<2+15-8

6x < 9,x£§ = Solucioén: (—wi}
2 2

b) 1_x—1 >1_2x—5
2 6 2

3_x_x—1>§_6x—15
6 6 6 6

3X—-x+1>6-6x+15
3x—x+6x>6+15-1

8x>20 x>§ = Solucion: (gﬁw)

4.1l. Resuelve las siguientes inecuaciones de primer grado.

x—3_x—2

a
) 2 8

b) 2x—3—%>x+—

a)

X-e X
2 8 2
4x-12 x—2<4_x

8 8 8
4x—12—-x+2<4x
-x<12-2
x>-10 = Solucién: [-10,+e)
3x+1
6
12x 18 3x 6x 3x+1
6 6 6 6 6
12x—-18 - 3x>6x+3x+ 1
12x-3x—-6x—-3x>1+18
0 > 19 = No tiene solucion.

b) 2x—3—1>x+
2
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

4.1. Representa los semiplanos determinados por las siguientes expresiones.

a)ys-4
b)3x26
a
) v |
ol 1 X

Semiplano con borde.

El borde es una recta
horizontal.

b)

3x=6

Semiplano con borde.

El borde es una recta
vertical.

c)2x-4y<6

d) 2(3x—5) + (4dy - 2) < 2

c)

1 X

2x|-4y=6

Semiplano sin borde.

Puntos del borde del
semiplano:

3
3.0y (0, -7)

d)

1 X

2(3x-5) +H(4y-2)=2

Semiplano sin borde.

Puntos del borde del
semiplano:

-1.9)y(1,2)

e)1+1<1
2 3
2x 3y
———2>-6
N 3 2
e)
X XY
§+§:1
1..
1 X

Semiplano sin borde.

Puntos del borde del
semiplano:

(2,0)y(0,3)

f)

Semiplano con borde.

Puntos del borde del
semiplano:

(0,4)y(-9,0)

4.2. Comprueba si los puntos siguientes estan o no a un mismo lado de la recta: 3x + 5y —4 = 0.

a) A(-3,0) y B(4,2)

b) A(2, -3) y B(1, -2)

a)3:-(-3)+5:-0-4=-13<0 3:4+5-2-4=18>0= Ay B estan a diferente lado de r.
b)3-2+5-(-3)-4=-13<0 3:-1+5:-(-2)-4=-11<0= Ay Bestan a un mismo lado de r.

4.3. Establece las expresiones algebraicas que determinan cada uno de los siguientes semiplanos.

a) Y

a)x>y

b) Y
0
byx+y>5
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4.4. Para cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones lineales, representa la solucion, calcula las
coordenadas de sus vértices e indica si es o no acotada.

x+3y<15
y<2 X—-y=2-2 4x + y <16 y<0
a)ix=2-4 b)<y <5 C)ix—y<2 d){x-y>-3
xX—-2y<3 xz20 y=20 x20 x<3
y=0
a) Solucion acotada.
y=2 4
A: A4, 2 EL
{x=—4: ( ) AX 4 y=2
x-2y=3 1 i
B:{ _zy‘ - B(7,2) ) 7
y= X—-2y=3
c:{’“zy:e’: Cl-4,-1) c
x=-4 2
b) Solucién no acotada.
_ Y
A:{X_y_ 2 L A0, 2) B y=5
x=0
y=5
B: B(3,5 _y=—
{X_y:_23 (3, 9) Al/x-y=-2
0(0, 0) |
c¢) Solucién acotada. 1 X
x=0
A:{ = A(0, 5)
x+3y =15 Y|A x+3y=115
B: TV =10_ ps 4 B /
x+3y =15
C
X-y=2 18 8 X=y=2
Y= S, 2) 1k
4x+y =16 5 5 | 4x+y=16
_ o V'p X
-{y‘ — D(2,0), O(0,0)
_y=2
Y
d) Soluciéon no acotada.
14
y=0 A(=3,0) 2748 W C1
A: -3, :
x—y=—33 of 1 X
=0 x-y=-3
B;{y:3:>B(3,O) x=3

4.5. Resuelve de forma analitica el siguiente problema de programacién lineal.

2x-3y <0
Max y Min z=3x + 8y sujetoa: {x+y <5
14
< > L 3y=
y<4 x>0 AN B 2x—3y="0

2x -3y =0 X+y=5 =2
Vértices: C: Y=Y c@3,2), BV 7 2 B1,4), A, 4), 000, 0)
xX+y=5 y=4 c
1..

Valor de la funcién objetivo en los vértices:
zp=32;25=35;2c=25;20=0
El maximo se obtiene en x =1, y = 4, y vale 35, y el minimo, en x =0, y =0, y vale 0.
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4.6. Resuelve de forma analitica el siguiente problema de programacion lineal.

Max y Min z =10x + 7,5y sujeto a:

x+yz4
4x+3y <24
x23 y20
Vértices:
A 4x+3y:24:>A(3, 4) B 4X+3y:24:>B(6, 0)
x=3 y=0

c: {X+y=4:>C(4, 0 D {X+y=4:>D(3, 1)
y:O x=3

Valor de la funcién objetivo en los vértices:

Zp = 60 zZB = 60 Zc = 40 Zp= 37,5

El minimo se obtiene en x =3, y =1, y vale 37,5.

El maximo se encuentra en cualquiera de los puntos pertenecientes al segmento de extremos Ay B, y vale 60.

4.7. Resuelve de forma grafica el siguiente problema.

Max y Min z = 10x + 5y sujeto a:

X+y<5
X+y=2
x20 y2>1
La region factible es acotada.
La pendiente de la funcion objetivo es negativa. Y x+y=5
B
=0
El minimo se obtiene en el vértice A: {X =>x=0,y=2
X+y=2
\ X+y=2
El valor minimo de la funcién es z = 10.
D Cy=1
=1 O\ 1 X
El maximo se obtiene en el vértice C: {y =>x=4,y=1 \
X+y=5
El valor maximo de la funcién es z = 45.
4.8. Resuelve de forma grafica el siguiente problema.
Max y Min z = x + 2y sujeto a:
xX+y=2>T7
xX-y<3
x23 y>0 "l x=3

La region factible es no acotada.
La pendiente de la funcién objetivo es negativa.

xX+y=7
El minimo se obtiene en el vértice B: { y 3 =>x=5y=2
X-y=

o/~ X

El valor minimo de la funcion es z = 9.

Cuando la recta variable se mueve hacia arriba, nunca deja de tocar puntos de la regién factible.
Por tanto, no existe solucioén éptima para el maximo.
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Solucionario

4.9. (PAU) En un comercio se vende café con dos tipos de mezcla, M1 y M,. La mezcla M, lleva dos partes de
café natural y una parte de café torrefacto, y la mezcla M, una parte de café natural y dos partes de café
torrefacto. Por cada kilo de M, se obtiene un beneficio de 1,10 euros, y por cada kilo de M, se obtiene un
beneficio de 1,30 euros. Se cuenta con 35 kg de café natural y 40 kg de café torrefacto para mezclar.
¢Cuantos kilos de cada mezcla se deben preparar para que las ganancias sean maximas?

2x+y <35
x :kgde M1, y: kgde M2  Funcion objetivo: z= 1,10x + 1,30y Restricciones: < x +2y <40
x=20 y=0
Veértices:
_ Y| \2x+y=35
A {“Zy 40 A(0, 20) = 24 = 26,
x=0 A B
— + 2y =40
X*2Y =20 _ 510, 15) = 25 =305
2x+y =35 5
- > C N
V=0 L c(175 0) > zc=1925
2x+y =35

El maximo se alcanza en el vértice B, es decir, cuando se preparan 10 kg de M1 y 15 kg de M2.
La ganancia maxima es de 30,50 €.

4.10.(PAU) Para la elaboracion de un alimento para el ganado, una empresa lactea puede adquirir dos
productos basicos, Py P2, y mezclarlos. La tabla siguiente muestra las unidades de nutrientes A, By C
que tiene cada kg de P y P,, las cantidades minimas de A, By C necesarias para que el producto sea
adecuado y el coste, en unidades monetarias, de cada kg de P1 y P.:

Precio

C. minimas

Halla la mejor mezcla de forma que el coste sea minimo.

x kg de P4, y : kg de P, Funcién objetivo: z= 3x + 2y

2x+y =7
>
Restricciones: 2x+2y 212 El minimo se alcanza en el vértice
x+3y =210
x=20 y=0
AN2Xx+y=T7
B\.2x+2y=12
\4 I
X+ 3K=11( ~
ON\1 D X
\
:{2x+2y:1238(1,5)-
2x+y =7

Es decir, se debe mezclar 1 kg de P con 5 de P,. El coste sera de 13 unidades monetarias.
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EJERCICIOS

Sistemas de inecuaciones lineales

4.11.Para cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones lineales, representa el recinto

correspondiente a la solucion y calcula las coordenadas de sus vértices. Indica si es 0 no acotado.

(x+3y <15
x-12 3x—-4y <-12
xX+y=>3 xX+y<7
a) )iy -120 e){3x+4y <12 g)
2x-y<0 3x+y<15
x+yz4 y=-3
(x=0y =0
(y <
x-2y >0 3x+2y <0 y<4 y;";‘fg
s Xty = x+3y <15 y=
b) {2x+3y <7 d) jy=2x f) <6 h){x+y<3
y=0 5x+6y <8 xs y=2x-3
x20 y20
(Xx21x<5
a) Recinto no acotado. d) Recinto no acotado. v
= Y =
A X+y=3 = A1, 2) : 3x+2y =0 A
2x-y =0 5x+6y =8
A = A(-2, 3) 4t .
14 ON1X
1 X
b) Recinto acotado. e) Recinto acotado.
2x+3y =7 Y y=-3 Yy
: A: A(-8, -3
{x—2y=0 = {3x—4y=—122 ( )
A2, 1 = 4;
=Ae N e e e 4
[y=0 1 3x+4y =12 Ol 4 X
' 2x+3y:7:> RN A ¢
1 NX g3 dy=-12 g g
7 3x+4y =12
= B(E, Oj; 0(0, 0)
¢) Recinto no acotado. f) Recinto acotado.
A:{X:1 - A(1,3) Y AZ{XZOD A0, 4) 4
xX+y=4 y=4
a8 .
B: V=1 @1 A B: XY =15_ g3 4 2.
x+y=4 4 y=4 |
B 2 D X
il X .= 663
x=6
y=0
D: = D(6, 0); O(0, 0)
x=6
g) Recinto acotado. Y|
A B
A XTI =S 0,5y B XYY T L gia gy 0 13X TS g -
X = X+y=7 X+y=7
D:{3X+y:15:> D(5, 0); 0(0, 0) t ]
h) Recinto acotado. Y
A
y=x+3 y=-x+9 y=x-3
A: A(3, 6); B: B(5,4); C: C(5, 2);
{y=—x+9:> (3.6) {X:5 = B(5, 4) {X:5 = C(5,2) F\B
2..
- x— - - e~ [C
D1V =X 3 pa oy XYL B2y F XY LR g 0 \AD:
x+y=3 x=1 y=x+3
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4.12.Para cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones, representa la solucién e indica si alguna de

las ecuaciones que lo forman es redundante.

2y <x+6 ysx+2
x<4,x<6 ax+y <12 X+y<6
a)qy<4,y<3 b) <4 c)ix<4 d)
x20,y20 X;O y>0 xX+2y =>4
A x20,y>0

a) Las inecuaciones x <6 e y < 4 son redundantes. Se puede prescindir de ellas.

A:{X=0:>A(O,3) CZ{X=4D C(4, 0)
y=3 y=0

x=4
B:{ .= B(4,3) 0(0, 0)

b) La inecuacién x < 4 es redundante. Se puede prescindir de ella.
2y =x+6
A:{ Y=XT5 1 A, 3)
x=0

2y =x+6
B: B2, 4
{4x+y:12:> (@4)

C:{4X+y:12: (@3, 0)
y=0

c) Las inecuaciones x = 0 e y = 0 son redundantes. Se puede prescindir de ellas.
=x+2
A {y X A0, 2)
x=0

B: {y X+2_ o 4
X+y=6

c:{”y:Gz C4, 2)
x=4

p:1*=%  _ puo
X+2y =4

d) La inecuacion x +y = 2 es redundante. Se puede prescindir de ella.

A {y:_2“4:> A0, 4)

0

B{ ="2X+4 g9
X+y=3

c: XY =3 o
X+2y =4

D{ *2Y=4_ pa. o)
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y=-2x+4
X+y=>3
2y+x=24
x+y=22
x20,y=>0

Y]

A B
1.

o 1 C X

1%
B
A c
0| 1 D ~X
Y
A
AN B
€
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4.13. Se considera el sistema de inecuaciones lineales:

x+2y<8
2x+y <7
0<x<3,y20

Comprueba si la interseccion de las rectas x + 2y = 8 y x = 3 es o no vértice del recinto solucion.

X+2y =8

El punto de interseccion de las dos rectas es: { 3‘V = (3, gj
X =

Este punto no es vértice del recinto solucion, ya que no verifica la segunda inecuacion del sistema:

17
= >

2-3+£—— 7
2

4.14. Se considera el sistema de inecuaciones lineales:

x-2y <7
2x+y <7
3IXx-y<7,x20,y=20

Comprueba si la interseccion de las rectas 2x+ y =7 y 3x— y =7 es o no vértice del recinto solucion.

2 =7
El punto de interseccion de las dos rectas es: { X+y = [E 7]

3x-y=7 5’5
Este punto es vértice del recinto solucion, ya que verifica todas las inecuaciones del sistema:
M 1M _0<q M0, 750

5 5 5 5

4.15. Escribe en cada caso un sistema de inecuaciones lineales que tenga como recinto solucion la figura

sombreada.
a) Y by Y ) i a 7
c
A B A B
| | ?
11 c 11 & 1
o‘ T X o 1 C X 1 X O 1A D X
x20 y<3 0<x<4 0 2<x<4
a) 12x+y <7 by > %= o XY= d)ly<
0<y<3 x—-2y <0
3y=>x y=0
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4.16. En cada caso, indica si la region sombreada es acotada o no y si es convexa o no.

N
N

> X ol 2

N
)

a) No acotada. No convexa b) No acotada. Convexa

c) Y d) Y

N
N

B
ol 2 X ol 2 X

c) Acotada. No convexa d) Acotada. Convexa

4.17. Dibuja en cada caso la region determinada por las siguientes condiciones. Sefiala también si existe

alguna condicion redundante o no.

y<5 y<5
x<4 x<4
a)sx-2y <0 b) ¢ x-2y <0
x+y<1 x+yz211
x20,y=0 x20,y2>0
a) La condicion x + y < 11 es redundante.
Y]
2 X
Ol 2
b) La region es vacia.
Y]
2 X
0 D

y<5 y=5
x4 x4
c){x-2y <0 d) <x-2y<0
x+y<11 x+y<1
x20,y=>0 x20,y20
c) Las condiciones x = 0 e y = 0 son redundantes.
Y]
2 X
0 D

d) Las condiciones x=20,y=20yx—-2y<0
son redundantes

Y]

Método analitico para resolver problemas de programacion lineal

4.18. Evaluaa la funcion objetivo z = %x + %yen los vértices del recinto de la figura.

Y

m LN
o/
o

52 79

N

3 3

Los vértices del recinto son: A(2, 7), B(6, 10), C(10, 7), D(8, 3), E(4, 3).
El valor de la funcién objetivo en ellos es:
_ 64

3 zp=11 zp=9

104 E Solucionario



4.19. (PAU) Resuelve de forma analitica los siguientes problemas de programacion lineal.

a) Min z =9x + y sujeta a: b) Min z = 4x + 5y sujeta a:
X+y<5 X, Y oy
3Ix+y =2 :(0 y8
3x-2y <5 s+t
x=0 X Yo
10 4
a) Veértices:
x+y=5 3x+y=2 s
AT =4 A(0,5) c: XM= L e@-)
x=0 3x-2y=5
B
= = D
B: XY= _ (32 p:|¥*Y=2_p0,2) .
3x-2y =5 x=0
., . o] ¢ X
Valor de la funcién objetivo: za= 5, zg= 29, zc= 8, zp= 2. ’\ c
El minimo se obtiene en x =0, y =2, y vale 2.
b) Vértices:
A Bx Oy =40_ (10 8) o [4x+5y=40_ ;40,0 y
2x+5y =20 33 2x+5y =20
_ B
: 4X+5y_4028(0,8)
8x+5y =40
)
Valor de la funcién objetivo: za =% . Z5= 40, z0= 40. 27 A c
(0] X
El minimo se obtieneen x=—, y =§ , y vale % .
3 3 3
4.20. (PAU) Resuelve de forma analitica los siguientes problemas de programacion lineal.
a) Max z = 5x + 4y sujeta a: b) Min z =%x +§ y sujeta a:
X+y<48
3x+4y =12
3y<x
<40 xzy
x= x<20, y <10
y=20
a) Vértices:
A:{X+y:48:>A(36,12) c:{xz40:,c(4o,o) Y
3y =x =
x =40
: B(40,8) 0(0,0
{x+y =48 = ( ) (©.0)
Valor de la funcion objetivo en los vértices: z4 = 228, zg= 232, zc= 200, zo=0 }({
El maximo se obtiene en x = 40, y = 8, y vale 232. N~
b) Vértices: QLo
A=Y - Al1212 c:1*=2%_ ¢ (20,10)
3x+4y =12 77 =10
gy =0 = E(4,0) B:1*7Y = B(10,10) B
3x+4y =12 =10 5
TA
= E
D:{X_20:>D(20,0) %%
. . - 35 50
Valor de la funcién objetivo en los vértices: za= 2, zg= 3 Zc= =3 zp=10, ze=2

El minimo se obtiene en cualquier punto del segmento de extremos Ay E, y vale 2.
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Método grafico para resolver problemas de programacioén lineal

4.21. (PAU) Resuelve de forma grafica los siguientes problemas de programacion lineal.

a) Min z =12x + 4y sujeta a: b) Max z = 10x + 30y sujeta a:
4<x+y<8
3<x<6
-2<x-y<2
0<y<4
2<y<4
a) Laregion factible es acotada. Y
La pendiente de la funcion objetivo es negativa. A 5
El minimo se obtiene en el vértice D: {X ig =x=3,y=0,yvale z=36.
E c
o\ 1 X
b) Laregion factible es acotada. Y

La pendiente de la funcién objetivo es negativa. N

= 8 D
El maximo se obtiene en el vértice C: {x+y = x=4,y=4,yvale z=160. Y, 3
y=4 PN E
0% X
4.22. (PAU) Resuelve de forma grafica los siguientes problemas de programacion lineal.
a) Maximo y minimo de z = 2x + y sujeta a: b) Maximo y minimo de z = x + y sujeta a:
x22 xX22
yz4 x<9
x+y=25 x+y=25
X+2y 216 x-2y<5
a) Laregion factible es no acotada. \d
La condicién x + y 2 5 es redundante.
La pendiente de la funcién objetivo es negativa. A
=2
El minimo se obtiene en el vértice A: X =>x=2,y=7,yvale z=11. B
X+2y =16
No existe el maximo. O\ 2
b) La region factible es no acotada. Y
La pendiente de la funcién objetivo es negativa.
El minimo se obtiene en todos los puntos del segmento de extremos Ay C, y vale
z=5.
No hay maximo. | A\ B
ON\2 /C
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4.23.Comprueba que la funcién f(x, y) = 2x + y no alcanza ni maximo ni minimo si esta sujeta a las

restricciones:

xX+y<7
x-y2-1
y<5

La region factible es no acotada.
La pendiente de la funcion objetivo es negativa.
Segun se desplaza la recta 2x + y = k tanto hacia arriba como hacia abajo,

toca en todo momento a la region factible. Por tanto, los problemas de maximizar y de
minimizar carecen de solucion éptima.

4.24. Dibuja la region determinada por las condiciones:
x-yz-3 x-3yz2-13 x+y<11 0<x<7 yz0

1]
o

Halla el maximo y el minimo de la funcién de dos variables f(x, y) = x — 2y cuando esta sujeta a las

anteriores condiciones.

Resuelve el problema por el método geométrico y teniendo en cuenta que la pendiente de la funcién

objetivo es positiva.

La region factible es acotada.
La pendiente de la funcion objetivo es positiva.

Por tanto, el maximo se alcanza en el ultimo vértice por el que pasan las rectas
paralelas a x — 2y = k cuando se desplazan hacia abajo, y el minimo, en el ultimo
vértice que tocan cuando se desplazan hacia arriba.

Maximoen E: x=7,y=0,yvale 7.
Minimoen B: x=2, y =5, y vale -8.

4.25. Dibuja la regiéon determinada por las condiciones:
4x-7y<0 7x-2y<14 x+yz20 x2z-2

D

Halla el maximo y el minimo de la funcién de dos variables f(x, y) = x — 4y cuando esta sujeta a las

anteriores condiciones.

Resuelve el problema por el método geométrico y teniendo en cuenta que la pendiente de la funcién

objetivo es positiva.

La region factible es no acotada.
La pendiente de la funcion objetivo es positiva.

Por tanto, el maximo se alcanza en el ultimo vértice por el que pasan las rectas paralelas a x — 4y = k cuando
se desplazan hacia abajo, y el minimo, en el ultimo vértice que tocan cuando se desplazan hacia arriba.

Maximoen O: x=0, y=0, y vale 0.
El minimo no existe.
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PROBLEMAS

4.26.(PAU) Una empresa cuenta con tres empleados que trabajan durante 40 horas semanales para elaborar
dos tipos de guitarras eléctricas, G1 y G2. Cada unidad de G7 requiere tres horas de trabajo, y cada
unidad de G2, cuatro. Independientemente del tipo que sea, cada guitarra proporciona un beneficio de
75 euros.

Un estudio de mercado sefiala que no se deben producir en total mas de 32 guitarras semanales.
Determina la produccién para que los beneficios sean maximos.

x: unidades de G1
y: unidades de G2

Funcién objetivo: z= 75x + 75y 5
3x+4y <120
Restricciones: xX+y<32
x=20 y=>0 C
X
- . 3x+4y =120
El maximo se obtiene en todos los puntos del segmento de extremos By C : B: 32 = B(8, 24)
X+y=

c:{y=0 - C(32, 0)
X+y =32

El beneficio que se obtiene asciende a 2400 euros.

4.27.(PAU) Se desea fabricar comida para gatos de dos clases diferentes: gama alta y gama media. La
comida esta formada por una mezcla de carne, cereales y grasa animal en diferentes proporciones,
segun la gama. La mezcla de gama alta incluye 3 kg de carne, 2 kg de cereales y 1 kg de grasa animal
por paquete, y produce un beneficio de 20 euros, mientras que la mezcla de gama media incluye 1 kg de
carne, 2 kg de cereales y 2 kg de grasa animal por paquete, y produce un beneficio de 30 euros.

Se cuenta con un total de 105 kg de carne, 110 de cereales y 85 de grasa animal para elaborar las
mezclas.

¢Cuantos paquetes de cada gama se deberan fabricar para que el beneficio producido sea maximo?

X : paquetes de gama alta
y : paquetes de gama media
Funcién objetivo: z=20x + 30y

3x+y <105
L 2x+2y <110
Restricciones:
X+2y <85
x>20y=>0
2x+2y =110
El maximo se encuentra en el vértice B: xrey = B(25, 30)
X+2y =85

Se deben fabricar 25 paquetes de gama alta y 30 de gama baja, y se obtiene un beneficio de 1400 euros.
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4.28.(PAU) En una empresa se editan revistas de dos tipos: de informacion deportiva y de cultura. Cada
revista de informacion deportiva precisa dos cartuchos de tinta negra y uno de color y se vende a 3
euros. Cada revista de cultura precisa dos cartuchos de tinta negra y dos de color y se vende a 5 euros.
Se dispone de 500 cartuchos de cada clase.

¢Cuantas revistas de cada tipo se deben editar para ingresar el maximo posible?

x : revistas de informacién deportiva

y : revistas de cultura

Funcion objetivo: z= 3x + 5y
2x+2y <500

Restricciones: {x+2y <500
x20y=>0

=0 O|\5:o X

X — A(0, 250)
2x+2y =500

El maximo de ingresos se obtiene al editar 250 revistas de cultura y ninguna de informacién deportiva, y
ascienden a 1250 euros.

El maximo es el vértice A: {

4.29. (PAU) Para iluminar una sala de pintura es preciso colocar suficientes bombillas que sumen un total de
1440 vatios como minimo. En el mercado se pueden adquirir bombillas incandescentes tradicionales de
90 vatios al precio de 1 euro la unidad y bombillas de bajo consumo de 9 vatios (equivalentes a 60
vatios) al precio de 5 euros la unidad.

Debido a la estructura del espacio, el numero total de bombillas no puede ser mayor de 20. Por otra
parte, las normas del Ayuntamiento imponen que, para este tipo de salas, el numero de bombillas de
bajo consumo no puede ser inferior a la mitad del de bombillas tradicionales.

Calcula el nimero de bombillas de cada clase que se debe colocar para que el coste sea minimo.

x : bombillas de 90 w

y : bombillas de 9 w (equivalentes a 60 w)
Funcién objetivo: z= x + 5y

90x + 60y >1440
x+y<20

2y > x

x20y=20

Restricciones:

90x + 60y =1440 ~c

12,6
2y = x (12, 6)

El minimo es el vértice C: {

El minimo gasto se obtiene al iluminar la sala con 12 bombillas de 90 w y 6 de bajo consumo de 9 w.
El coste minimo es de 42 euros.

Q
(S

N

1l

o
>
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4.30. (PAU) Dos jovenes empresarios se disponen a abrir un negocio de informatica. Montaran y

4.31.

comercializaran dos tipos de ordenador: el tipo A llevara una unidad de memoria de pequefia capacidad y
un disco duro; el tipo B llevara una unidad de memoria de alta capacidad y dos discos duros. En total se
cuenta con 40 unidades de memoria de pequeina capacidad, 30 unidades de memoria de alta capacidad y
80 discos duros. Por cada ordenador de tipo A esperan obtener 150 euros de beneficios, y por cada
ordenador de tipo B, 250 euros.

a) ¢ Cual es la mejor decision sobre el numero de ordenadores a montar de cada tipo?

b) ¢ Cudles serian los beneficios en ese caso?

c) Con esta produccion, ¢habria algin excedente en el material mencionado?

a) x:ordenadores de tipo A
y . ordenadores de tipo B

Funcion objetivo: z= 150x + 250y

Restricciones:

El maximo es el vértice C: {

x<40
y <30
x+2y <80

x20 y=>0

= C(40, 20)

=80

La mejor decisiéon es montar 40 ordenadores de tipo A y 20 de tipo B.
b) Para este caso se obtendrian unos beneficios de 11 000 euros.
c) Con esta produccion sobraran 10 unidades de memoria de alta capacidad.

(PAU) En un taller de confeccwn se van a elaborar trajes de cocinero y de camarero. Se dispone para
ello de 30 m? de algodon, 10 m de fibra sintética y 20 m de lana. Para hacer cada traje de cocinero se
precisan 1 m? de algodon, 2 m? de fibra sintética y2 m? de lana. Cada unidad de este tipo deja 20 euros
de beneflcms Para hacer cada traje de camarero se precisan 2 m? de algodén, 1 m? de fibra sintética y
1 m? de lana. Cada unidad de este tipo deja 30 euros de beneficios. Se deben confeccionar mayor o
igual numero de trajes de camarero que de cocinero y, como minimo, se deben hacer un traje de

cocinero y dos de camarero. El total no podra ser superior a 20.

a) ¢ Cuantos trajes de cada tipo se deberan confeccionar de forma que el beneficio sea maximo?

b) ¢ Sobrara algun tipo de material?

c) ¢Hay alguna condicion redundante?

a) x:trajes de cocinero
y : trajes de camarero

Funcion objetivo: z=20x + 30y

Restricciones:

El maximo es el vértice B: x=1
2x+y =10

x+2y <30
2x+y <10
2x+y <20
xX+y <20
y2x

x21y=>2

Q

= B(1, 8)

El beneficio maximo se obtiene confeccionando 1 traje de cocinero y 8 de camarero, y es de 260 euros.
b) Sobran 13 m? de algodény 10 m? de lana.
c) Las condiciones 2x + y <20y x + y <20 son redundantes.
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4.32. (PAU) Una empresaria desea invertir los beneficios de 7500 euros obtenidos en su negocio en dos tipos
de acciones, A y B. El tipo A produce un interés anual esperado del 6%, y el tipo B, del 4%. Como
maximo desea invertir 5000 euros en A, y como minimo, 1500 euros en B. Ademas, desea que la
inversion en A sea superior a dos veces y media la inversion en B.

¢ Como debera realizar la inversion para que las ganancias sean maximas?

X : euros en acciones de tipo A
y :euros en acciones de tipo B %
Funcién objetivo: z=0,06x + 0,04y

x+y <7500

x <5000 B

Restricciones: <y >1500 El maximo es el vértice B: {x = 5000 = B(5000, 2000) Ao

x>2.5y x =25y 10801 i €
x=20 y=0 0100 X

Para obtener el maximo beneficio deben invertirse 5000 euros en acciones de tipo Ay 2000 en las de tipo B.
El beneficio obtenido en ese caso asciende a 380 euros.

4.33.(PAU) Una empresa de siderurgia cuenta con tres tipos de recursos productivos para fabricar dos tipos
de aleaciones de hierro, A1 y Az: 1000 horas de trabajo de personal y 880 y 1160 toneladas,
respectivamente, de dos materias primas, M1y M2, que se deben mezclar.

Para fabricar una unidad de la aleacion A1 se precisan 10 horas de trabajo de personal, 20 toneladas de
M; y 50 toneladas de M,. Para fabricar una unidad de la aleacion A2 se precisan 40 horas de trabajo de
personal, 50 toneladas de M; y 60 toneladas de M..

Gracias a un estudio de mercado, se supone que por cada unidad de A; se obtendran unos beneficios
de 125 unidades monetarias, y por cada unidad de A; se obtendran 250 unidades monetarias.

a) Halla la produccion que maximiza los beneficios.
b) Indica si se genera algun tipo de excedente en los recursos productivos.

c) Si se produce una rebaja del 40% en los beneficios obtenidos por cada unidad de A; y se mantienen
los obtenidos por cada unidad de A4, ;cémo variara la producciéon 6ptima?

a) x:unidades de A4
y : unidades de A
Funcién objetivo: z1 = 125x + 250y

Y
10x + 40y <1000
. 20x +50y < 880 A
Restricciones: B
50x + 60y <1160 °
x20y=>0
N
20x+50y =880 : —
El méximo es el vértice B; |~ > — B(4, 16) o5 X
50x + 60y = 1160

El maximo de beneficios se obtiene cuando se producen 4 unidades de A y 16 unidades de Ay, y es de

4500 u m. Y
b) Sobran 320 horas de trabajo de personal.
c) La nueva funcion objetivo es z, = 125x + 150y A
En este caso, el maximo de produccion se obtiene en cualquier punto 5
del segmento de extremos By C, y vale 2900 u m.
5.
N
0 ch X
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4.34. (PAU) Una empresa que empaqueta y comercializa cajas de cereales tiene dos factorias situadas en Ay en

4.35.

B. Un hipermercado le encarga que, mensualmente, le provea como minimo de 1125 cajas de cereales
normales, 1350 cajas de cereales con chocolate y 1875 cajas de cereales con miel. La factoria A produce
en una hora 75 cajas de cereales normales, 150 cajas de cereales con chocolate y 75 cajas de cereales
con miel a un coste de 210 euros. La factoria B produce, también en una hora, 75, 225 y 90 cajas,
respectivamente, de cada tipo de cereal a un coste de 180 euros por hora.

a) Calcula el numero de horas que debe trabajar cada factoria para abastecer la demanda de forma que
el coste sea minimo.

b) Calcula el valor de dicho coste minimo.

a) x:numero de horas que trabaja la factoria A.
y : numero de horas que trabaja la factoria B.
Funcién objetivo: z=210x + 180y

75x +75y > 1125 Y
150x + 225y >1350
Restricciones: |75x + 90y >1875 é
x20 y=20
Ne
El minimo se encuentra en A: {)7(5:)((: 90y =1875 = A(0; 20,83) N S X

Por tanto, no se deben trabajar ninguna hora en Ay 20,83 horas en B para que el coste sea minimo.
b) EIl coste minimo sera de 3749,4 euros.

En cierta zona de una comunidad auténoma hay tres fabricas de televisores, O, O, y O3, que proveen
de aparatos a dos ciudades, D1y D..

Las producciones de las fabricas son:

100 150 225

Las demandas de las ciudades son:
175 300

Los costes de transporte, en euros, de cada unidad desde un punto de
origen a uno de destino son:

Halla cuantos televisores deben llevarse desde cada fabrica a cada ciudad para que el coste total de los
gastos de transporte sea minimo. Calcula dicho coste minimo.

Funcion objetivo: z= 10x + 8(100 - x) + 6y + 5(150 — y) + 4(175 - x — y) + 5(x + y + 50) = 3x + 2y + 2500

x <100 YN.B
y <150 A
Restricciones: < x+y > -50 c
X+y <175
x=20y=20 25
El coste minimo se obtiene en O(0, 0). ol 25 0 X

Por tanto, han de llevarse 100 televisores de O4 a D», 150 de O, a D,, 175 de Osa
D1 Yy 50 de O3 a Dz.

El coste para esos valores es de 2500 euros.
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4.36.Las fabricas de automéviles de Francfort y de Milan proveen de un cierto modelo a las ciudades de
Paris, Viena y Praga.

Las producciones de las fabricas son:
Francfort Milan
150 100

Las demandas de las ciudades son:

Paris Viena Praga

125 100 25

Los costes de transporte, en unidades monetarias, de cada automoévil desde un punto de origen a uno
de destino son:

Paris Viena Praga
Francfort 5 10 15
Milan 20 15 20

Halla cuantos automdéviles deben llevarse desde cada fabrica a cada ciudad para que el coste total de
los gastos de transporte sea minimo y calcula dicho coste minimo.

Paris Viena Praga Total
Francfort X y 150 -x-y 150
Milan 125 -x 100-y x+y-125 100
Total 125 100 25 250

Funcion objetivo: z = 5x + 10y + 15(150 — x - y) + 20(125 - x) + 15(100 - y) + 20(x + y - 125) = —=10x + 3750

x £125
y <100 B
Restricciones: < x+y 2125 A
x+y <150
x20y=20 25 g
0| 25 D

El minimo se encuentra en todos los puntos pertenecientes al segmento de extremos C(125, 25) y D(125, 0).
Dos ejemplos de solucién son

Francfort

IET

0 100 0

Francfort

Milan 0 75 25

El coste minimo sera de 2500 euros.
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4.37.(PAU) En un comedor escolar se desea disefiar un menu para los alumnos que debe cumplir las

4.38.

siguientes especificaciones.

= El numero de calorias no ha de ser inferior a 2000.

= Debe contener un total de, al menos, 60 g de proteinas.
= Debe contener un total de, al menos, 80 g de grasas.

Para ello se dispone de dos platos con las siguientes caracteristicas:

Calorias Proteinas Grasas

1.°" plato
250 10 15
100
2.° plato
800 15 20
(100 g)

El precio de 100 g del segundo plato es doble del de 100 g del primer plato.

Halla cuantos gramos se deben servir de cada plato para que el coste sea minimo.

Se sirven 100x gramos del primer plato y 100y gramos del segundo.

Funcién objetivo: z= x + 2y Y
250x + 800y > 2000

>
Restricciones: 10x+15y > 60

15x +20y >80 NJ A
x=20y=>0 N
2 ! {B C
X
250x + 800y = 2000
El minimo es: X Y = B(4,24; 1,18) deben servir 424 gramos del primer plato y 118 del
10x+15y =60
segundo.

Una compaiia que ofrece servicios de conexidon rapida a internet quiere iniciar una campana de
captacion de clientes mediante una serie de llamadas telefonicas elegidas al azar.

Las llamadas se pueden realizar a propietarios de viviendas de dos localidades diferentes, Ay B. Por
anteriores estudios de mercado se sabe que la probabilidad de que un vecino de la localidad A acepte
el servicio es de 0,06, y de que lo haga un vecino de la localidad B, de 0,05.

El mencionado estudio indica también que, como mucho, se deberan realizar 20 llamadas a vecinos de
A y 20 a vecinos de B. El total de llamadas no puede superar la cantidad de 30 y, por lo menos, se
debera llamar a 5 vecinos de cada ciudad.

Ademas y dado el coste de las llamadas, el nimero de vecinos consultados de B no podra ser superior
al de consultados de A.

Calcula el nimero de llamadas que se deberan hacer a A y a B para maximizar el numero de futuros
clientes.

X : numero de llamadas a A %
y : nimero de llamadas a B
Funcién objetivo: z= 0,06x + 0,05y

x+y <30 B
C
Restricciones: i El maximo se encuentra en C: x=20 = C(20, 10) A !
- 15<x<20 . X+y:30 ’ I D
5<y<20 0

Por tanto, se deben realizar 20 llamadas a Ay 10 a B para maximizar el nimero de futuros clientes.
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PROFUNDIZACION
4.39. Resuelve el problema de programacion lineal entera.
Maximo z = 8x + 5y

9x+5y <45 v
Sujetoa: {x+y <6
x20 y>0, donde x,ye Z ’

El méximo se encuentra en el punto A(3, 3) en donde la

funcién objetivo vale z = 39. \Y\T )
o\2, -4 X

4.40. Resuelve el problema de programacion lineal entera.

Maximoz=x+y

Y
x—-3y<6
Sujetoa: {—3x+y <3
x20 y=>0 dondex,yeZ
0) X
Al ser una region no acotada no tendria maximo.
El minimo se encuentra en el punto (0, 0) y vale z= 0. z=0

4.41. Dado el siguiente problema de programacion lineal. Maximo z = 2x + Ay sujeto a:
2x-3y >-9

5x+2y <25
0<x<5,y20

Halla los valores de A para los cuales la solucién 6ptima del problema se encuentra en el vértice
B(3, 5). ¢ Cuanto vale z en este caso?

La region factible tiene por vértices:

A{;;f;yz_gszm,a B{§§i§§:32:356‘® cﬁé;f2y=25zjc150)ow,m

El valor de zen los vérticeses: z2=3A,z5=6+ 5\, zc=10, zp = 0.
Para que el maximo se encuentre en B debe ocurrir:

Y
_ B
6+5)> 3N k243 . .
6+5L>0 5 \
A> -~
5

Por tanto, el valor de A debe ser superior o igual a % .Enestecaso,z=6+ A.

Solucionario E 115



4.42. Dado el siguiente problema de programacion lineal: Minimo z = 3x + Ay sujeto a:

2x+y2>6
xX+y=>4

xX+2y 25
x20,y=20

Halla los valores de A para los cuales la solucién 6ptima del problema se encuentra en el vértice
C(3, 1). ¢ Cuanto vale z en este caso?

La region factible tiene por vértices:

AlX=0 L a0e) BT ey XYY e 0?70 S0
2x+y =6 2x+y =6 X+2y =5 X+2y =5

El valor de z en los vértices es: Zzz=6A,zg=6+2A,zc=9+ A, zp=15.

Para que el minimo se encuentre en C debe ocurrir: AY‘
9
9+1 <61 r2g
9+A<6+2L=<A23 =3<A<6 5
9+A <15 A<6 1 c®
]
o 1 D X

El valor de A debe estar entre 3 y 6. En este caso, la funcién z=9 + A .

RELACIONA'Y CONTESTA
Elige la respuesta correcta en cada caso:

4.1. Se consideran los puntos M(6, 2) y N(1, -2), y el semiplano determinado por la expresion 2x —3y > 6 :

A) El origen de coordenadas pertenece al semiplano.
B) Los dos puntos My N pertenecen al semiplano.

C) El punto M pertenece, pero el N no.

D) El punto N pertenece, pero el M no.

E) Ninguno de los dos puntos pertenece al semiplano.

La respuesta correcta es la D) El punto N pertenece, pero el M no.

4.2. Larecta 2x + 5y = k se desplaza de forma paralela desde el origen de coordenadas hacia la parte positiva
del eje Y.

A) El valor de k es menor cuanto mayor es la distancia que separa a la recta del origen de coordenadas.
B) El valor de k es mayor cuanto mayor es la distancia que separa a la recta del origen de coordenadas.
C) El valor de k permanece constante.

D) Todas las anteriores afirmaciones son ciertas.

E) Todas las anteriores afirmaciones son falsas.

La respuesta correcta es la B. El valor de k es mayor cuanto mayor es la distancia que separa a la recta del

origen de coordenadas, ya que al ser los coeficientes de x y de y positivos, el valor de k es mayor cuanto
mas se aleje la recta del origen de coordenadas en el sentido positivo del eje Y.
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4.3.

4.4.

4.5.

El interior del triangulo de vértices A(2, 1), B(-1, 0) y C(1, —1) queda determinado por las siguientes

condiciones.

A)3y-x21 2x-y23 x+2y21
B)3y-x<1 2x-y=23 x+2y<-1
C)3y-x=s1 2x-y=s3 x+2yz21
D)3y-xs<1 2x-y=<3 x+2y2-1

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

La solucion correctaeslaD: 3y —x<1,2x-y<3,x+2y=-1.
Los lados del triangulo son 3y —x=1,2x—-y =3, x+ 2y = 1.

2x+2y <8
iz . . L X+y<6
La region factible determinada por las restricciones y>x es:
x>21,y2>1
A) [Y C) Y
£S 1
ol 1 X ol 1 X
B) Y D) Y
4
ol 1 X ol 1 X

E) ninguna de las anteriores opciones es cierta.

Se observa al estudiar la interseccién de los cuatro semiplanos que la solucién correcta es la C.

2x+y =23
La solucion del problema de programacion lineal: Minimo z = 2x — 3y. Sujetaa: { x+2y >3

x20,y=20
se alcanza en:

A)x=3,y=0 B)x=0,y=3 C)x=1,y=1 D) x=-3,y=0 E) El problema no tiene solucién.

La solucion correcta es la E) El problema no tiene solucién. Como el coeficiente de la funcion objetivo de y es
negativo, el minimo se alcanza en el ultimo punto donde toca la recta 2x — 3y = k a la region factible en su
desplazamiento hacia la parte positiva del eje Y. Se observa que nunca deja de tocarla.
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Sefiala en cada caso las respuestas correctas:

4.6.

4.7.

Se considera la region factible determinada por las restricciones:
{x+3y=s21,x+y<12,4x+y<40,x20, y20}.
A) El punto (9, 4) pertenece a la region factible.

B) El punto (9, 4) es uno de los vértices de la region factible.
15 9 o ‘2 .
C) El punto [7, EJ es un vértice de la region factible.

D) El punto (5, 5) pertenece a la region factible.

E) El punto (5, 5) es uno de los vértices de la region factible.

Las soluciones correctas son la C, el punto [1?5 , %) es un vértice de la region factible, y la D, el punto (5, 5)
pertenece a la region factible. El punto (9, 4) no pertenece a la region factible, ya que no verifica la 2.2
inecuacién. Tampoco puede ser, por tanto, vértice. El punto 0(1?5 , gj es un vértice, ya que verifica todas las

inecuaciones y es solucion de las dos primeras ecuaciones. El punto (5, 5) pertenece a la region factible, ya
que verifica todas las inecuaciones, pero no es solucién de un sistema de dos ecuaciones y, por tanto, no es
vértice.

Se considera un problema de programacion lineal con dos variables.

A) Si el punto (a, b) es una soluciéon 6ptima del problema, entonces obligatoriamente es un vértice de la
region factible.

B) Si el punto (a, b) es la Ginica solucién 6ptima del problema, entonces (a, b) obligatoriamente
pertenece a la region factible.

C) Si el punto (a, b) es la Unica solucidon 6ptima del problema, entonces es obligatoriamente un vértice
de la regidn factible.

D) Si (a, b) no pertenece a la region factible, entonces no puede ser solucién del problema.

E) Todas las anteriores opciones son ciertas.

Las soluciones correctas sonlaB;laCylaD

Una solucién puede ser 6ptima y no ser vértice, ya que puede ser una de las infinitas soluciones de un
problema de programacion lineal. Sin embargo, si es Unica, debe ser vértice. Obviamente, para que sea
solucién éptima, lo primero que debe verificar es que pertenezca a la region factible.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

4.8. Se considera un problema de programacion lineal con dos variables y tal que la region factible no es
vacia.

a)El problema no tiene solucién. b) La regidn factible es no acotada.
A) a es equivalente a b.

B) a implica b, pero b no implica a.

C) b implica a, pero a no implica b.

D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Nada de lo anterior es cierto.

La solucion correcta es la B. Cuando la region factible es acotada, el problema de programacion lineal siempre
tiene por lo menos una solucién. Pero puede ocurrir que la regién sea no acotada y el problema tenga solucion.

Seniala el dato innecesario para contestar:

4.9. La region factible correspondiente a un problema de programacion lineal esta determinada por las
siguientes restricciones.

a)x+y25 b) 2x + 3y <24 c)4x—-y<20 d) x + 6y < 30

A) La restriccion a es redundante.
B) La restriccion b es redundante.
C) La restriccion c es redundante.
D) La restriccion d es redundante.

E) Ninguna de las cuatro restricciones es redundante.

Al dibujar la region factible se obtiene que la solucion correcta es la B.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar a la cuestion:

4.10.La region factible de un determinado problema de programacion lineal es acotada. La funcién objetivo
es f(x, y) = ax + by. Se afirma que el maximo de dicha funcién se alcanza en el ultimo vértice que la recta
ax + by = k toca a la region factible en su desplazamiento paralelo en direccion hacia +~ del eje Y.

1)a>0,b>0 2)a<0,b>0

A) Tanto la informacion 1 como la 2 son suficientes para asegurar que la afirmacion es correcta.
B) La informacién 1 es suficiente, pero la 2 no.

C) La informacion 2 es suficiente, pero la 1 no.

D) Son necesarias las dos informaciones juntas.

E) Hacen falta mas datos.

La solucion correcta es la A. Al ser positivo el coeficiente de y en la funcidn objetivo, el maximo de dicha funcion
se alcanza en el ultimo vértice que la recta ax + by = k toca a la region factible en su desplazamiento paralelo
en direccion hacia + « del eje Y.
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5.1

5.1

5.1.

5.2,

5.3.

E Funciones. Limites y continuidad

ACTIVIDADES INICIALES

Representa la funcién: Yy
f
-x*+3 si x<2 S
f(x)=<x+1 si 2<x<4
5 si x24 4]
0 +

Factoriza estos polinomios:

a)P(x)=x*-4x-5 b) P(x) = x* + 4x* + 3x c) P(x) = x* +2x* - 7x* - 8x + 12
a)P(x)=xX* —4x-5=(x+ 1)(x = 5)

b) P(x) = x> + 4x* + 3x = x(x + 1)(x + 3)

C)P(x)=x* +2x° = 7x* = 8x + 12 = (x — 1)(x — 2)(x + 2)(x + 3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Una empresa fabrica cajas de laton sin tapa para almacenar un liquido colorante con un volumen de
500 cm®. Las cajas tienen la base cuadrada. Llama x a la longitud del lado de la base y encuentra una
funcion que nos dé los metros cuadrados de laton necesarios en funcion de x.

Si h es la altura de la caja, su superficie = 4xh + XZ; como el volumen = x> h, la altura de la cajaes h= g Y
X

2000

la superficie, S(x)= + X
X

Encuentra la expresion matematica que nos da la suma de dos numeros en funcién de uno de ellos,
sabiendo que el producto de ambos es 192.

Si xy:192; y:gzx.yy:x-}-@ S(X):X-’—&
X X X

La funcién f(x) = —x* + 120x — 3200 representa el beneficio (en cientos de euros) que obtiene una
empresa en la fabricacion de x unidades de un producto.

a) ¢Cuantas unidades hay que fabricar para obtener el maximo beneficio posible? ¢ Cual es este
beneficio maximo?

b) Halla la funcién que expresa el beneficio unitario

c) ¢Cual es el beneficio unitario al fabricar 60 unidades?

. . . . - -— 120
a) Como es una parabola concava hacia abajo, el maximo lo alcanza en el vértice: x, = - =60 . Luego el

maximo beneficio se obtiene fabricando 60 unidades de producto.
Como f(60) = —60% + 120 - 60 — 3200 = 400, el beneficio es de 40 000 euros.

f(x) —x%+120x-3200
b) B(x):-l;l-: x

—| 2 . - _
c) B(60) = 60 +120:60-3200 =% = 6,6 . El beneficio es de 666,67 euros por unidad.

60
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Dadas las funciones f(x) = Vx+2 y g(x) = zx 9’ calcula el dominio y la expresioén de las funciones:

1 f
a)f-g b)f-g 2 d)E

Comenzamos calculando el dominio de cada una de ellas:
D(f) = [-2, +), y D(g) = R—{=3, 3}

a)f-g  D(f-g)=[-2, +o)={3} (F-gkx)=F(x)-g(x)=Vx+2-

x% -9
b)f-g  D(frg)=[-2 +=)—{3} (F'g)(x)=F(x) g(x):xx_vzxj:
c) 1 Como f(-2) =0 (1)_(_2 +oo); ( j(x)_L: 1
f f VXx+2
d) L Como g(0) = 0, D(L ) = [-2, +o0) — {0, 3}; ( J f(X) -9Nx+2
g g X

Observacion: A pesar de que la expresion de L si esta definida si x = 3, al provenir dicha funciéon de un
g

cociente de funciones en las que una de ellas no esta definida en x = 3, este punto no esta en el dominio del
cociente.

Escribe las siguientes funciones como composicion de funciones elementales.
a) M(x) =In(3x - 5) b) N(x) = /sen(e*)
a) f(x)=3x-5; g(x)=In(x); M(x)=(g-f)(x)

b) f(x)=e*; g(x)=senx; h(x)=+vx; N(x)=(hogof)x)

Ayudandote de la calculadora, obtén los siguientes limites.

2_ X _ _
a) Ilmﬂ c) lim e’ 1 e) lim |x| ) i In(x—1)
x-1 x -1 x-0 X x=0 X x-2 x-—2
b) lim e* +5 d) lim > -3 f) lim —>— h) lim —X
x—>-3 x->3 x° =9 x=2 X —2 x>-2X+2
2_
a) lim X_=3x+2 _ _,
x—1 x-1

b) lim eX+5=¢e"+5~5,049

X—-3

e) lim u . No existe. Si nos acercamos al cero por la izquierda, obtenemos que el limite es —1, pero si nos
x—0 X

acercamos por la derecha, el limite nos da 1, es decir, los limites laterales no coinciden.

X . . . N
f) lim 5" No existe. Se hace muy grande en valor absoluto (negativo si nos acercamos por la izquierda al 2
X—2 X —

y positivo si nos acercamos por la derecha).

. In(x—1)
| i S —
9 XIE]2 X-2

. 3x . s . o
h) I|m2 5" No existe. Se hace muy grande en valor absoluto (positivo si nos acercamos por la izquierda al
xX—=-2 X+

2 y negativo si nos acercamos por la derecha).
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5.7. Escribe una posible expresion para una funcién f, definida a trozos, que cumpla:

a) lim f(x)=3, lim f(x)=-2y f(1)=-2
x—-1" x—-1"

b) lim f(x)=3, lim f(x)=3 y f(2)=5
x—2" x—2

+2 si 1
a) Respuesta abierta, una posible expresion para la funcion f seria: f(x) = {X bxXs

-2 si x>1
. . . . . x+1 si x#2
b) Respuesta abierta, una posible expresion para la funcioén f seria: f(x)= 5 . 5
si x=
5.8. Calcula, si existen, lim f(x) y lim f(x), siendo f la funcién:
x—-1 x—4
x+3 x<—1
fix)=<{x*+1 -1<x<4
3-5x x>4
lim (x+3)=2
lim f(x)=4*2>"" = Luego lim f(x)=2.
Jm )= Tim (1) =2 go. fim, 7(x)
x——1t
lim (x?+1)=17
lim f(x)={ x—>4" Como los limites a izquierda y a derecha no coinciden, no existe el limite.
I 0= S (3-5x)=—17 = . y
x—4T

5.9. Calcula los siguientes limites.

. 1 . 1 . 1
a) lim ——; lim ——; lim——
x=2" X—=2 x2t X—2 x-2x-2
. 2 X+2 . X+2
b) lim 55 lim 7> lim 3
x—3" (X — 3) x—3* (X — 3) x—3 (X - 3)
. e . eX e
c) lim —; lim —; lim —
x>0~ X x-0" X x-0 X
. 1 . 1 . .
a) lim =—co; |im =+ lim = No existe.
X2~ X— oot X—2 x—2 X —
. X+2 . X+2 . X+2
b) lim > = too; lim > = o] lim > = oo
x—3~ (x—=3) x—3% (x—=3) x—3 (x-3)
X X X
. e ) . e .
c) lim —=-o; lim —=+; lim — = No existe.
x=0" X x—0T X x=0 X

5.10. Calcula lim f(x), lim f(x), lim f(x) en cada caso.
x—=1" x—=1" x—1

a) | Y

E:—_

M

0

S S A -

a) lim f(x)=e; lim f(x)=—e; lim f(x) = No existe.
x—=1" x—-1t x—1

b) lim f(x)=—; lim f(x)=—; Iim1f(x)=—oo

x—-1" x—1F
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5.11. Calcula los siguientes limites:

6+ 1.2
Y w2 2 _ —
a) lim X X b) lim SX =3 c) lim ); d) lim In[—)
X =40 X+ X +2 X—=—o0 X° — X —>+o0 X
2-5
X
6x> x 2 2
2 —t 5 6+
. (2x-1)(2+3x) _ . 6x“+x-2_ . X2 X2 X% _ . X x2 _6+0+0 _
a) lim = lim = lim = lim = =
X—>+o0 2x2_5 Xt 2x2_5 x—to  2x2 5 X—>+oo 2_3 2+0
2 T2 x2
X X
3x2 5 5
3x% -5 ~ x 3x——
b) lim = lim XX = |m X = lim 3x=+oco
X—too X+ X—>+oo l_g Xooo g X—>+oo
X X X
x 1 1 1
_ 22 Y 2 _
o) fim X o jim 22 xC o i X x2 00 _,
Xs—oo X2 — Xm0 X2 4 Xes—oo 1- 4 1-
— % 2
X% x? X
1
d) lim In|—(=In( lim —)=In(0)=-c
X—>oeo X X—
5.12. Calcula los valores de a para que lim W= 2
X oo 3x°+1
2,.2 (a2—a)+(2a_2)
lim (ax—x)(2+ax)= im X (a —a)+x(2a—2)= lim X (a —a)=2
X—>+oo 3x2 +1 X—>+o0 3x2 +1 X—>+o0 3+i 3
2
a —a=6:>a2—a—6=0,a=3oa=—2
2
5.13. La poblacion de bacterias de cierto cultivo sigue esta ley: P(t)=% miles de bacterias,
+

donde tindica los dias transcurridos desde su inicio.

a) ¢ Qué poblacion habia al principio del estudio?

b) ¢ Qué poblacién habra al cabo de una semana?

c) A medida que transcurre el tiempo, ¢ hacia qué valor tiende a estabilizarse la poblacion?

(3:0+2)(5:0+1) _2
(2:0+1)° 1

Habia 2000 bacterias.

(3:72+2)(5:7+1) _149-36
(2:7+1)° 15%

Habra 1589 bacterias, aproximadamente.

a) P(0)= = 2 miles de bacterias

b) P(7)= =~ 1,58933 miles de bacterias

15¢3  3t2 10t 2

i BPa2)6ten) 150432410042 @8 33 T3

c) lim P(t)=
PR x—teo (2t +1)° x—teo 813 41212 46t +1 x4 85 122 6t 1
—t—+ =+

A SR S

3 10 2
15+—+—5+—=
- t 2 £ _15_ - -
= lim —+————=—=1,875 miles de bacterias
X_>+°°8+E+E+i 8
t 28

El nimero de bacterias se aproxima cada vez mas a 1875.

Solucionario E| 7



5.14. Calcula Iirr; f(x) en los siguientes casos:
X

1

X+ —

a) f(x) = —X

x_i

X

2
x“-7x+10
b) f(x)= ————
) ) ="—7—

1
X+ —
a) lim f(x)= lim X
)x—>2 (x) x—>2x_1
X

¢) fx)= X2
X+2
2
d) f) =2
x—
1 5
2+— —
-_2_.2_.9
.1 33
2 2

-7x+10 _ lim (x=2)(x-5) - lim M:_E

X2
b) lim f(x)= lim
X—2

X—2 x2

c) lim f(x)= lim xX=2

x—2 x—=2 X+2
X2

d) lim da lugar
x—2 X-—

2

x—2 x—2 X-2

5.15. Calcula estos limites:

a) lim
x—>-= X+5

lim f(x)= lim X% = jjim (X*+2(x=2)

—4  x->2(x-2)(x+2) x-2(x+2) 4

a una indeterminacion del tipo % .

=lim (x+2)=4
x—2 (x-2) x—2

d) Iir:\w (5—x)(3+ x)

b) lim (xz—x) e) lim (2-x)
X——oo X——oo
. 3 R
c) lim|—-x f) lim e
x——o\ X X—>too
3 3
a) lim 3 - jim —X im —x_=_9 -9
X—>=0 X+5 x—o-w X E X 4 E 1+0
X X X

b) Xirlq(xz - x) =+ oo

. 3
c) lim|——-x|=+e
X——oo\ X

d) lim (5-x)(3+X)=—oo

X—> oo

e) lim (2—x)=+oo

X—>—oo
. x_ 1

f) Iim e”"= lim —=
X—>+o0 X—>+o0 @X

l:o

8 \ E Solucionario



Calcula estos limites. Si dan lugar a indeterminaciones, indica de qué tipo son y resuélvelas:

. 3 1-+1- x? oo (X +2 x-3
a) lim |7—-— e) lim——— i) lim -—
X x-1 x“-3x+2

X— +o0 x—0 X x—1

x? = x+1 - x2+1-+x%-1

b) lim — f) lim ——

x—-3 x—-2 X—>12 ’X +3 X—>+oe X

x*-x?>-4x+4

. 2
c) XT'_L(:;X +x 5) g) )I(l_r)n1 (x—1)3
x3-8 )
d) lim h) lim (3x*+ x-5)
x>2 x“—4 X—> oo
a) lim [7—§]=7—0=7
X—> +oo X
. x?—x+1_9+3+1_ 13
b) lim = =——
x—>-3 X-2 -5 5

c) lim (3x2+x—5)= +
X——oo

3 —

5 8 . Indeterminacion tipo 9
4 0

d) lim X
X—2

2 2
-8 _ lim (x=2)(x"+2x+4) _ lim (x“+2x+4) _

x52x2 -4 x-2 (x+2)(x-2) -2 (x+2)
C1-y1-x2 .0
e) lim 3 . Indeterminacién tipo — .
x—0 X 0
.- V1- (1-V1-x? 1+\/1 x?) _ T x2) - im x? _
x—0 x X—)O 1_,'_\/1 X x—0 21+\/1 X x—0 21+\/1 X
= lim ———— -1
x=0 (1+\/1 x2 ) 2
. 1-x? o .0
f) lim ———". Indeterminacién tipo — .
) X%12_ ,X2+3 p 0

1-x2 (1-x2)(2+Vx% +3) o (1= )(2+Vx +3) _ = lim 2+ [x243) =

lim = lim
1o Yx213 2102 x2+3)2+/x2 +3) g 1-x

x3-x?-4x+4

9) )I(iLn1 (x—1)3 . Indeterminacion tipo %
m x3—x? -4x+4 (x—1)(x2—4):Iim (x2—4):_°o
x—1 (X 1) x—>1 (X—1)3 x—1 (X—1)2

h) lim (3x2+x—5) = +oo

X—>+oo

o [ X+2 x-3 L
i) lim — . Indeterminacion oo —oo .
x>0 x=1 x?-3x+2
. x?—x-1
2 _3 2 1 | M G2
lim| X*rs___X = lim XX xot ) = Luego no existe el limite.
x>\ X=1 x%2_3x+2 x=>1(x=1)(x-2) lim X —-x-1 -
xo1t (X=1N)(x-2)
lim —M —— X241 Indeterminacion tipo oo —co.
X—>+oo0
e +1—\/x 1 AR R 2 .
X—>+oo X X—>+oo x(\/x +1+\/X2 1) X_>+°°X(\/X +1+\/X2—1)

Solucionario E| 9



5.17. Estudia la continuidad de las siguientes funciones, especificando en su caso el tipo de
discontinuidad.

x+1 si x<0

a) fix)=4x?+1 si 0<x<1 b) f(x)=‘L‘
. x-3
2x+1 si x>1
x+1 si x<0
a) f(x)=x*+1 si 0<x<1
2x+1 si x>1

Como las funciones que definen cada trozo son continuas, pues son trozos de rectas y parabolas, basta
verqué ocurreenx=0yenx=1.

lim (x+1)=1=£(0)

x—=0"

limf(x)=<"" ) = Luego lim f(x)=1 y la funcion es continua en x = 0.
x=0 lim (x* +1)=1 x=0
x—0*
lim (x* +1)=2=f(2)
limf(x)={*" = Luego no existe lim f(x), pues, aunque existen los limites laterales,
X1 lim(2x+1)=3 x—1
x—>1"
estos no coinciden. Asi pues, en x = 1 hay una discontinuidad de salto finito.
b) f(x)=|——| . Comencemos definiendo la funcién como una funcién a trozos:
X X X

= si >0. Resolviendo la inecuacién tenemos que x e (- ,0]U (3,+ o).
x-3| x-3 x-3

X o X 5% 3 <0, xe(0,3) Lafuncién no esta definida en x = 3, luego alli no sera continua.

x-3 x-3 X—

lim —X_ =0 =£(0)

lim f(x)=1{*>0 X~3 = Luego lim f(x)=0 y la funcién es continua en x = 0.
x—0 -0 x—0

=> La funcién tiene una discontinuidad esencial en x = 3. Larecta x =3 es
= +4oo

lim f(x)=4x>3"
x—3t X=3

X

una asintota vertical.

5.18. Determina para qué valores de ay b es continua la funcién:

x2—b si x<0
f(x)=Jax+b si 0<x<2
x>+b si x>2

Six# 0y x#2, la funcidn es continua por ser trozos de parabolas y rectas. Calculemos los limites laterales en

x=0yenx=2.
lim (x? —b)=—b =f(0)
lim f(x) =< x>0 Si queremos que en x = 0 sea continua, entonces —-b =b= b = 0.
x—0 lim (ax+b) =b
x—0*

lim (ax+b)=2a+b=1(2)
lim f(x)={*"%
X2 lim (x*+b)=4+b

x—2+

como b =0, debe ser a = 2.

Si queremos que sea continua en x =2 debe ser2a+b=4+b,y

x? s x<0

La funciénes: f(x)=<2x si O0<x<2

2
10 E Solucionario
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5.19.

5.20.

5.21,

5.22.

5.23.

5.24.

-1 . .
si x# 1 sea continua.

Determina el valor de f(1) de forma que f(x) = X
X

5 4, .3, .2

X0 =1 . x—1(x +Xx7+x +x+1) .

lim :I|m( ) = lim{x* +x3 +x% + x+1)=5
x->1 X=1  x->1 x-1 x—1

Luego f(1) = 5.

Demuestra que la ecuacion x>+ x* +x+1=0tiene alguna solucion real.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcion continua f(x) = X° + x>+ x + 1 en el intervalo [-1, 0], por ejemplo,
como f(—1) = -2y f(0) = 1, se deduce que existe ¢ en (-1, 0) con f(c) = 0, luego x = ¢ es una solucion de la
ecuacion.

Demuestra que la ecuacién x* + 5x + 1 = 0 tiene alguna solucidn real y da una aproximacion correcta
hasta las décimas.

De nuevo se aplica el teorema de Bolzano a la funcioén f(x) = x> + 5x + 1 en intervalos cada vez mas pequefios
hasta obtener la aproximacién deseada:

[-1,0] f-1)=-5yf0)=1

[-0,2,-0,1] f£(-0,2)=-0,008y f(-0,1) = 0,499

La solucibnes x=-0, 1...

La funcién f(x) =

3 2 cumple que f(1) =-3 y f(3) =1, y no corta al eje X en ningun punto.

¢Contradice este ejemplo el teorema de Bolzano?

No lo contradice, pues la funcidon no cumple todas las hipétesis del teorema de Bolzano. La funcion no es
continua en el intervalo [1, 3], tiene una discontinuidad esencial en x = 2.

Encuentra el maximo de la funcion P(x) = x(5 — x).

Como se vio en el texto, la funcién tiene un maximo. Al ser una parabola, sabemos que dicho maximo lo

alcanzara en el vértice V(% %) . Comprobamos que el maximo se alcanza en el intervalo [0, 5].

Se define poder adquisitivo, PA, como la cantidad de bienes o servicios (de precio unitario PU) que

podemos adquirir con una determinada cantidad de dinero T, es decir, PA =%.Por ejemplo, si

disponemos de 180 € para la compra de libros que cuestan 15 € cada uno, tenemos un poder
adquisitivo de 12 libros.

Calcula el limite del poder adquisitivo cuando Ty PU dependen del tiempo ty este tiende a mas infinito,
en los casos siguientes:

a) T()=5t+1yPU(t) = +1
b) T(f) = 8F+ ty PU(t) = 2 -3
c) T(t) = 3t + 12 y PU(t) = 250

a) T(t)=5t+1y PU(t) =t +1

im PA= lim —) _ im STy
t—+oo totoo PU(L)  t—+eo t2 41

b) T(t)=8t>+t y PU(t)=2t*>-3

2
lim PA= lim ) _ jim 8C+L _y
t—>+oo totoo PU(L)  t—+e0 212 _3

c) T(t)=3t+12 y PU(t) = 250
T(t) . 3t+12
= 4o

lim PA= lim = lim
t—s+oo t—+o PU(t) t—o+- 250
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EJERCICIOS

Funciones reales

5.25. (PAU) Sean las funciones f(x) = X+ax+b y g(x) = —x* + c. Determinese a, b y ¢ sabiendo que las
graficas de ambas funciones se cortan en los puntos (-2, -3) y (1, 0).

Ambas funciones deben pasar por esos puntos, planteamos el sistema y se resuelve:

-3=(-2P+a(-2)+b (3=4-2a+b=b=2a-7

-3=—(-2f+c _ | B8=—4+c=c=1
0=1P+a1+b 0O=1+a+b=0=1+a+2a-7=a=2
0=-1+c O0=-1+c=c=1

Las funciones son: fix) = x>+ 2x -3y g(x) = —x* + 1.

5.26. Encuentra la parabola que pasa por los puntos A(0, -1), B(1, 2) y C(2, 3).

La ecuacion de la parabola es y = ax’ + bx + ¢. Planteamos el sistema:

-1=c
2=a+b+c cuyas solucionessona=-1,b=4yc=-1
3=4a+2b+c

La parabola es y = —x* + 4x — 1.

5.27. Expresa la funcién f(x) = 12x + 4] — Ix — 11 como una funcion definida a trozos y dibuja su grafica.
[2x+4|=2x+4six>2-2y|2x+4|=—(2x+4)=-2x—-4six<-2
[x=1=x-1six21y|x—-1]==(x—-1)=—x+1six<1
Observa cémo queda la expresion dependiendo de los valores de x:

| |

_|2 x+4—(x+1)=3x+3 1'

—2X—4—(x+1)=—=x-5 2x+4—-(x—1)=x+5

La expresion de f como funcion definida a trozos es:
-x-5 si x<-2 f
f(x)=43x+3 si -2<x<1
x+5 si x21
i
VI X

Operaciones con funciones

5.28. Escribe las siguientes funciones como composicion de funciones elementales:

1
Inx

b) B(x) = cosy e d) D(x)= eVsenx®

a) f(x)=5x-2; g(x)=x"2= A(x)=(gef)x)

a) A(x) = (5x —2)"? c) C(x) =

2

b) f(x)=x-1 g(x)=e*; h(x)= & p(x)=cosx = B(x)=(peoheogof)(x)
c) f(x)=x2; g(x)=Inx; h(x):%:C(x):(hogof)(x)

d) f(x)=x5; g(x)=senx; h(x)=+vx; p(x)=e*X=B(x)=(pohogof)(x)

12 E Solucionario



5.29. Sea f(x)= A :
1+ x

a) Calcula la funcién (f o f)(x).
b) Catalina asegura que (f o f)(-1) = 0, y Gloria afirma que (f o f)(—1) no existe.
¢Quién de las dos tiene razon?
1) 1 x+1
1 X+2
1+ x
b) Gloria tiene razén, pues como D(f) = R — {~1}, x = —1 no esta en el dominio de (fo f).

1+ x

a) (fof)(x)= f(

1+

5.30. Calcula la funcion inversa de:

a) f(x)=x>-8 b) f(x) = 2"3'5
a) F'(x)=3Yx+8 b) F~'(x) = 3X2+5

5.31. Sean las funciones fy g definidas asi:

5x-7 si x<-1 3-2x si x<2
f(x) = . g(x)= )
1-3x si x=>-1 xX+7 si x22

Encuentra la expresion de la funciéon suma s(x) = (f+ g)(x).

fix)=5x-7 | fix) =1 -3x | fix)=1-3x
g(x)=3-2x -1 g(x)=3-2x 2 gx)=x+7
s(x)=3x-4 S(x) =4 —5x s(x) =8 —-2x
3x-4 X< -1
S(x)=44-5x -1<x<2
8-2x x=>2

Limite de una funciéon en un punto

5.32. La funcién f(x) no estd definida para x = 1. Observando la tabla de valores siguiente, contesta
razonadamente:

"2 099 0999 1,001 | 1,01
Lo 3,02 | 3,001 | -299 |-295

a) ¢Existe lim f(x) ? b) ¢Crees que existe lim [f(x)]2 ?
x—1 x—1

a) Parece que no, pues a la vista de los datos parece que lim f(x)=3 y lim f(x)=-3.
x—1" x—>1t

b) Parece que si; por lo visto en el apartado a, seria Iim1[f(x)]2 =9.
X—

3

5.33. La funcién f(x)=>_—

5 no esta definida para x = 2. Con ayuda de la calculadora, obtén el limite
X

X 1,9 2,1 1,99 2,01
f(x) 2,92564 3,07561 2,99251 3,00751

A la vista de los datos, parece que Iim2 f(x)=3.
X—

Solucionario E 13
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5.34. Si limf(x)=3 y lim g(x)=5, calcula:
X—a X—a

a) lim [f(x)+ g(x)] c) lim [3f(x) - g(x)] e) lim \/[f(x)]2+g(x)+2

f 2
b) lim [(x) - g(x)] d) lim [F(x)]? f) lim [ﬂJ
a) lim [f(x)+g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)=3+5=8
b) lim [f(x)—g(x)]= lim f(x)— lim g(x)=3-5=—

c) lim[3f(x)—g(x)]=3 lim f(x)- lim g(x)=9-5=4

2
d) lim [f(x)P { lim f(x)} =32=9

e) lim y[F(x)P +g(x)+2 =\/ (F(x)P +g(x)+2)=Vo+5+2 =4

lim
. 2

f) lim [MT = {Iim ( 60 ﬂz = [ llina f(X)} = (ET _9

ol g(x)) [l gx) img() | \5) 25

5.35. Dibuja en cada caso una grafica para una posible funcion que se comporte de la siguiente manera
cercade x=2.

a) fi2) =1y lim f(x)=1

b)fi2) =1, lim f(x)=1 lim f(x)=—1
x—2" x—2*
c)fi2) =2 lim f(x)=1 lim f(x)=3
x—2" x—2%
d) f(2) no esta definida; lim f(x)=1 lim f(x)=1
x—2" x—2*

e) f(2) no esta definida; lim f(x) =1 lim f(x) no existe.
x—2"

x—2"

a) Y c) 4 e) Y
— .
T —
- 1 I T \Jl\s
Uy
1 X 1 X o1 X
/| /|
Nota: A la derecha del 2 la funcion
es oscilante
b) Y d) Y
|
1 1 /
L
1 LA X ol 1 X
/
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5.36. La funcién f esta definida a trozos:

x*-1 si x<—1
f(x)=1 x+1
e si x=-1

Ayudandote de la calculadora, obtén los limites laterales lim f(x) y lim f(x),y después, decide si
x—-T x—-1"

existe o no el limite lim f(x).

x—>-1
X -1,1 | 1,01 -0,9 -0,99
b98 —2,1 | —2,01 | 1,105171 | 1,01005

lim f(x)=-2y lim f(x)=1,luego no existe lim f(x).
x—-1" x—-1F x—-1

5.37. ¢Existe el limite I|m

IXI
- -3
lim | |= lim X+3=—1 lim |X |= lim e 3—1 luego el limite no existe.
x—3" |X| x—3" x-3 x—3* |X|_3 x—>3+x—3
1
5.38 Calcula lim xx.
x—0*
X \ 0,1 0,01
f(x) \ 0,1"=0,0000000001 | 0,01™ =0,0000...
1
lim xX =0

x—0t

Limites infinitos y en el infinito

5.39. Calcula los siguientes limites:

a) xl_i)rfm(3x2 +x+1) d) XILn_Iw(—xz +4x +5)
b) xl_i)nle(3x2 +x+1) e) xlln:m(xz —x“)
c) xlirl(—xz +4x+ 5) f) xli,"_'.,.,(xz - x4)

a) Xin:w(?)xz X+ 1)

2

lim {3x +x+1):+<>e

X—>—o0

X—>+oo

b
¢) lim (-x2+4x+5)= o
lim (- x2 +4x +5) = —oo
(

X—>—o0
e) lim X% - )
X—> o0
lim (x2 )
X—>—oco
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5.40. Dibuja posibles graficas para estas cuatro funciones que cumplan estos dos requisitos cada una:

a) lim f(x)=+e y lim f(x)= 4 c) lim h(x)=—~ y lim h(x) =+
x—2% x—2" x—2" x—2"
b) lim g(x)=+ y lim g(x)=—e d) lim i(x)=—e y lim i(x)=—c
x—2" x—=2" x—2" x—2"
a) vl ) c) v[ ]
Ji\ /
1 X 1 — X
/
[
b) Y | d) Y
\
1 . 1.
T —0| 1 X ——0| 1 — X
\ \l/
\ Il

5.41. Calcula los siguientes limites.

a)xlingm \/x+3—\/;) XILT«\/— Tx=1

a) lim (m_\/;)_ lim Wx+3-Vx)Wx+3+4x) X+3-x i 3

= lim im ————==0
X—>eo X—>too Ix+3+4/x )H+°°\/x+3+\/_ Xt YX 13 X
b) lim 1 VX+1+/x— VX+1+4/x— lim \/x+1+\/

B e Y e SN ¢x+1_ﬁ)¢m+ﬁ) A )~ (x 1) X

5.42. Calcula estos limites. No olvides estudiar los limites laterales.

2 2
a) tim X+ b) lim — " ¢) lim 2X+1 d) lim X ~5X+6
x->3 x—-3 x—1 x° -1 x>-1 x+1 x>-1x2—4x+4
" (x+1y
2 - X
a) lim O No existe, pues {73 )
x—>3 x-3 L (x+1)
lim =
x—3t X-3
1 lim L =—oo
b) lim —— No existe, pues x>t X° =1
x=>1x° -1 lim = +oo
x—1 X2—1
| 2x+1
o 2x+1 . x>t~ X+1
c) XIerl1 T No existe, pues 2x+1
x—-1t X+1
x?—5x+6 2)(x-3 3 |im_8‘(‘2;=
d) lim 2—X+ m X223 _ iy (X23) existe, pues { ¥~ 2 3
x—>-1x°—4x+4 xaz (x— 2) x—=2(x-2) lim (x - ) _

x——2+ (X = 2)
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5.43. Calcula los siguientes limites.

x>-18-x -3 X213+ x —V2x+2
J24x -1 (V2+x-1)(V2+x+1)(Ve-x+3)  (x+D(V8-x+3)  Jgx+3
a) lim =i = lim = lim =—=-3

18— x -3 XE‘(\/S—X—3)(x/2+x+1)(x/8—x+3)_"”"(—1—x)(\/2+x+1) o J24x -1 2

b) Este limite no existe, pues:

i [8+x i \/8+x(\/3+x+\/2x+2) i \/8+x(\/3+x+\/2x+2)
S Brx N2x12 O (Vaex—Vaxe2)(3rx2xr2) ~(x—1) i}
\/8+X(\/3+X +\/2X+2)
I|m = 400
_xor —(x-1)
\/8+x(\/3+x +\/2x+2)
lim =—oo
X1 —(x-1)

5.44. Las graficas siguientes corresponden a cuatro funciones que no estan definidas en x = 1. Asocia cada
grafica con alguna de estas funciones:

1 1
f(x) = c) f(x)=——
a) f(x)=—— ) fl) = ——
b) f(x) = d) f(x)—;
(=17 (x*-1)’
a) Y c) Y| |
|
/
Jid 0\ )
/TN L
1 X o1 —X
[ [
l [
l l
b) Y d) Y
[
i\ \
1 1 \
o 1 X 0 X
La grafica a) corresponde a la funcion f(x)=—;
X p—
La grafica b) corresponde a la funcion f(x) = ( 1)2 .
X_
La grafica c) corresponde a la funcién f(x) = % .
—-X

1

=
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Calculo de limites

5.45. Calcula todos estos limites.

x?+x-90 . ox—1 , 3 2
1) lim 1\/_ 10) lim =——= 19) lim —— 28) lim (x*-3x* +25x)
4 2
2) lim ; 11) lim X-=18 20) lim — 1 20) lim 12X+ 7x+1
x=0 (1+ x)?2 - x>2 X -2 x—0* X% — X x—>«(2x+1)(1—4x)
2 4 _
3) ||m%3x 12) lim 2=X 21) lim X—sx 30) ||m[L— 3 3)
x-2 x°—x X+ X+ 5 xo2t X3 —2x2 x->N\1-x 1-x
2 x-1 4_ 2 _
a) lim X *3X 13) lim [”5] 22) lim X =3% 31) lim Y3X *7x=5
x—>-3 X“-x x-3 \ x—-1 x>2" X° —2X X oo 2x-9

5) lim x* +3x 14) lim (3x -5x) 23) lim (i_ 3 ] 32) lim (x—\/4x2+3x)

x>1 x%2—x xo+0\ 3Xx  2x+1
2
6) lim X *3X 15) lim — X =3 24) tim (1) 33 aim (23
x>0 x°—x x-1x2 —2x+1 X—>to0 x x+1 x—0m\ X Xx+1
7) tim SX=2 16) lim \/x* -9 25) lim [1EX_24X) g iy X*S
xoi= 2X+5 x5 x> X 1+x o ax® —x+2
— 2_ _ 2
8) lim > 17) lim (x*-3x*+2x) 26) lim w 35) lim X_76x+9
x—— 54+ x X—>+e xote (2x—1) x-3* x—-3
2 _ X _ Z_
9) lim X 1 1g) jim 2 +3x-1 27) lim (V2x+5-x) 36) I 27—"2”0
X—> X —

x>1 x2 —3x +2 x50 (x+1)° Xt

x-1 &+1 .
lim &+1 =2
1\/_1 x—>1\/_ 1\/;4-1 x—>1( )
X 1

2) lim X = |lim =—

x—>0(1+x)2 -1 x-0 X(X+2) 2

1) I|

x>+3x _4+6 10

3) lim =—=5
x=2 x2_x 4-2 2
4) lim x? +3x 9-9 ~0
X—-3 x2—x 9+3
2 —
5) lim X2 P3X _1=3 _
x>-1 x2_x  1+1
2
6) lim X" +3x _ lim x(x+3): im x+3 212_3
x>0 x2—x  x-0 x(x=1) x-0 x-1 -1
7) lim 3X=2_3
X—+0 2X+5 2
8) lim >—X
X——o0 D+ X
2_
9) lim — X1 _ jjm XD x# 1
x>1x2 _3x+2 xo1(x=1)(x-2) x>1x-2
2 — —
10) fim X_tx-90 90_I (x— 9(x+10)\/;+3 (x 9)(X+1O)(\/;+3)=Iim(x+10)(\/;+3)=19-6=114
N N N T N fim
2
11) tim X218 _ i CTHAX=2)XH2) _ iy (2 4 4y x12)=8-4=32
x—=2 X—2 x—2 X—-2 X—2
12) fim 22X - _4
X—+eo X +
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14) lim (3x=5+/x ) =+

15) lim — =3 _jim X3,
x=1x%=2x+1  x->1(x-1)

16) lim Vx> -9 =v52-9 =4

xX—5
17) lim (x® - 3x2 + 2x) = +oo
X—>+oo
X
18) fim 53X _140-1_
x>0 (x+1) 1
19) fim <=1 im X2 _im o
x50~ XT =X x50~ X(X=1)  x_0- X
20) lim );"1 T Sull BT
x—0t X° =X xa0+x(x_1) x—0T X
4_
21) tim X% e
x—2t x° =2x
4_
22) lim X 23X __,

23) lim i— 3 =0-0=0
x—teo\ 3X  2Xx+1

24y tim 212 him k2 XX L im X2
x=teo A X X+1) xote X(X+1) ) xoteo X+1

25) lim [”—X—2+XJ=1—1=0
X—too\ X 1+ x
26) lim (2—x)(8x2—3)_
Xoteo (2x 1)
27) lim (V2x+5 —/x ) = lim (V2x+5 -V )Wax+5 +x) 0 x+5
e = (V2x+5 +/x) = (2x+5 +x)
28) lim (x® ~3x2 + 25 =~
X—>—o0
2
20) fim —12C+7Tx+1_-12 3

xom (2x+1)1-4x) -8 2

30) |im(L- 3 J:Iim S 3 Cim X2 D) D)
1-x  (1=x)0¢+x+1) ) =1 (1=x)+x+1) =1 (1=x)(X2+x+1)  =>1(x2+x+1)

32) lim (x—v4x2+3x )= lim b +3x ) (x+ V4 x2 +3x) fm_—3X =8x
o o (x+v4x?+3x) = (x4Jax? +3x)

x—=0~\X Xx+1
34) fim X5 1
Xt J4x? _x+2 2
2
35) || X +6x+9_

2
m x“=7x+10 — lim (x—2)(x—5)=

lim(x-5)=-3
x—2 X—2 x—2 X—2 x—2
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5.46. Analiza la representacion grafica de la funcién f(x) y calcula:

Y
f
11 .
o | 1 X
a) Iiin)1 f(x) c) Ii_rg f(x) e) f(1) g) f(3)
b) )I{|_|g f(x) d) )I(i_ln f(x) f) f(2) h) f(4)
a) Iim1f(x)= 2 e)f(1)=2
b) Iim2f(x) =3 f)f(2) =1
c) Iimsf(x). No existe, porque lim f(x)=2y lim f(x)=4. g)f(3)=2
X x—3~ x—3%
d) Iim4 f(x)=2 h) f(4) no existe.

5.47. Calcula el valor de a para que se verifique que: lim (\/ x?+ax+1- x) =2.

X —>+eo

= lim =5 =2.
x>0 Xo>too (Vx* +ax+1 +x) = (Ix? rax+1+x) 2

Luegoa=4

lim (m_x)z lim (\/x2 +ax+1 —x)(\/x2 +ax+1 +x) ax +1 a

5.48. Pon un ejemplo de dos funciones fy g tales que no existan Iim1 f(x) ni Iirq g(x) , pero si exista
x— xX—

lim (F(x)-+ g(x)) .

Si f(x)= X—+1 y g(x)=¢e* —X—+1 , se cumplen las condiciones.
X— X—
En general, si H(x) es una funcion tal que existe Iim1 H(x) y F(x) otra funcion con F(1) # 0, las condiciones se
X—

cumplen para f(x):% y g(x)=H(x)—%,

f(x + h)—f(x)

5.49. Efectua el limite Iim(
h—0 h

] , en el que fes la funcion f(x) = X 3x.

= lim
h—0

lim
h—0

(f(x+h)—f(x)j [(X+h)2—3(x+h)—(x2—3x)j - im (h(h+2x—3)j:2X_3
h h

h h—0

5.50. (PAU) Calcula el limite Iim(L— 3 3] .
>N\ 1-x 1-x

"m[L_ 3 j=|im ~ x*-3x+2 —im (x=12(x+2) =”m[(x—1)(x+2)J=9
o 1-x 1-x3) =1 (1-x)1-x%) ) = (x=1)(1-x%) ) =1 (1-x%) 0
(x=1)(x+2) ="m(2x+1j_ 3 1

(1-x3%) x-1\ —3x?

= =
20 \ E Solucionario
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5.51. Estudia la continuidad de las funciones siguientes:

a) f(x)=senx e) f(x)= x%-Inx
b) f(x) = x-e* + x? f) f(x)=x+2
x+1 x+1
c) f(x)=—; g) f(x) =
x“-3
X +1 x2+1
d f X)= h f X)=—F7—
) 1x) x?+25 ) 1) x?-25
a) f(x)=senx Es continua en todo R.
b) f(x)=x-e* + x> Es continua en todo R por ser producto y suma de continuas.
c) f(x)= );+13 Es continua en R—{\/g, —\/g} .
X p—
d) f(x)= ;H;S Es continua en todo R por ser cociente de continuas y no anularse nunca el
X<+
denominador.
e) f(x)= x? —Inx Es continua en (0, + oo).
f) f(x)=x+2 Es continua en todo R.
9) f(x)= x+1 Es continuaen R-{0} .
X
X% +1
h) f(x)=— Es continua en R-{5, -5} .
x“-25

5.52. (PAU) Estudia la continuidad de la funcion:

La funcién es continua en (-2, 2) U(2, 3) por ser continuas las funciones 16 — X y X
Debemos estudiar qué ocurre en x = 2:

lim f(x)= lim (16-x2)=12

lim f(x) = x—2" x—2" )
x—2 lim f(x)= lim x?=4=£(2)
x—2t x—2%

La funcién no es continua en x = 2, pues no existe lim f(x) al no coincidir los limites laterales. Es una
Xx—2

discontinuidad de salto finito.

x3-3x2-x+3
x? -1

adjudicar a f(1) y f(—1) para que la funcion f sea continua en R?

5.53. La funciéon f(x)= no estd definida para x = 1 ni para x = —1. ;Qué valores hay que

x3—3x%—x+3 _ (x=Nx+1)(x-3)

= x? -1 (x=1N(x+1)
lim f(x) = lim X=X+ =3) _ —2 y lim f(x)= lim x=Nx+N)x-3) __
d o1 (x=T1)(x+1) x—>-1 =1 (x=1)(x+1)

Se debe definir f{(1) = -2 y f(—1) = —4 para que sea continua.
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x*-9 si x<0
5.54. (PAU) Se considera la funcién: f(x)=19x—-27

si x>0
xX+3

a) Estudiese la continuidad en el punto x = 0.

b) Calculese el limite cuando x tiende a —~ y cuando x tiende a +o .

lim f(x)= lim (x* —9)=-9=£(0) lim f(x)= lim (x?—9)=+4eo
x—0" x—0" X—>—o0 X—>—o0

a) _ b) —27
lim f(x)= lim 2X=27 _ g lim f(x)= lim 2X=27 _
x—0* x—0t X+3 X—>too X0 X+ 3

Luego la funcién es contiuna en x = 0.

5.55. (PAU) Calcula k para que la siguiente funcion sea continua en todos los puntos:

2 .
-1 si x<5
f(x)=
d4x+k si x25

La funcioén es continua en R — {5}. Veamos qué ocurre en x = 5.
lim f(x)= I|m (x? —1)=24

X—5 Para que sea continua debe ser 24 = 20 + k, k = 4.
lim f(x)= I|m (4x+k)=20+k =1(5)
x—5"
X+? si x<2
5.56. (PAU) Estudia la continuidad de la funcion f(x) = ;_2 9
x°-2x

si x>2
xX+2

En (-, 2)—{1}, la funcion es continua, y en (2, +<) también, por ser cocientes de polinomios y no
anularse los denominadores. Veamos qué ocurre si x =1y si x = 2:

lim f(x)= lim X2 -
lim f(x): {x=>1 Ll ))((_:2 = La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 1.
X1 lim f(x)= lim = oo
x—1" xo1t X =1
lim f(x)= lim “f —4=f(2)
lim f(x): X2 x=2 3_x2 ox = La funcion tiene una discontinuidad de salto finito en x = 2.
x=2 lim f(x)= lim 22X ~2X_>
x—27F x—2" X+2

Asi pues, la funcién es continua en R — {1, 2}.

X+a si x<0
5.57. (PAU) Calcula los valores de a, b € R para que la funcion f(x) = % si 0<x<1
x
bx si x2>1

sea continua en todo punto.
Debemos ver qué ocurre en x =0y en x = 1, ya que en el resto es continua.

lim f(x)= lim (x+a)=a=f(0)
x—0" x—0"

liir})f(x): . AT+ x —J1-x e x=1- X\/1+X+\/1 X . 2x

lim f(x)= lim = lim = lim =

1
x—0" x—0" 3x x—0" 3x \/1+X+\/1 X  x-0' 3x(ﬂ‘|+x+1l1_x) 3

Para que sea continua en x = 0, debe ser a =% .

. lim f(x) = lim =— . V2

lim f(x) : 4 x>1 X1 3x 3 = Para que sea continua en x = 1, debe ser b=—.

=1 lim f(x) = lim bx = b =f(1) 3
x—1* x—1"
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5.58.

5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

e si x<1
(PAU) Sea f(x)= {( ? " ¢Para qué valores del parametro a la funcién es continua?
X+a si x2

La funcién es continua si x # 1.

lim f(x) = lim e*" =1

lim f(X) . x—>1 x—>1" )
x=1 lim f(x) = lim (x+a)* = (1+a)" =f(1)
x—1t x—1"

Debeser(1+a)2=1,a=00a=—2.

La funcion f(x) esta definida en R por:

2 .
f(x)={x -1 S.I x<2
a-x si x>2

a) Calcula el valor de a para que f sea continua en R.
b) Calcula el valor de a para que la funcion tenga en x = 2 un salto de 3 unidades hacia arriba.
c) Calcula el valor de a para que la funcion tenga en x = 2 un salto de 5 unidades hacia abajo.
a) Miremos qué ocurre en x = 2:
lim f(x)= lim (x>-1)=3=f(2)
lim f(x):<x>2" X—2" = Para que sea continua debe sera—2=3;a=>5.

x—2 lim f(x)= lim (a—x)=a-2
x—2" x—27F

b) Para que tenga un salto de tres unidades hacia arriba debe sera—2 =6, a = 8.
c) Para que tenga un salto de cinco unidades hacia abajo debe sera—2 =-2,a=0.

Determina a y b para que la siguiente funciéon sea continua en todos sus puntos:

ax’+b si x<0
f(x) = x—a si 0<x<1

a .
—+b si 1<x
X

a . . .
Como — + b es continua en (1, +), solo debemos estudiar qué ocurre en x=0yen x = 1.
X

lim f(x)= lim (ax2+b)=b

lim f(x):<x>0" x—0" Para que sea continua, debe ser b = —a.
x—0 (x) lim f(x)= lim (x—a)=-a=f(0) = q
x—07 x—0

lim f(x)= lim (x-a)=1-a

x—>1" x—1"

lim f(x = Para que sea continuaen x=1,debeser1 —a=a+b.

(x):
X1 lim f(x)= lim Z4+b=a+b=F(1)
x—1" x—1T X

Resolviendo el sistema b=-a obtenemos a=1, b =-1.
1-a=a+b

Teoremas relacionados con la continuidad

Demuestra que la ecuacion x° — x* +x-5=0 tiene alguna solucioén real.

fix) = x° — ¥* + x— 5 es continua en [0, 2], f(0) = -5 <0y f(2) = 25 > 0. Usando el teorema de Bolzano sabemos
que hay un niumero c entre 0 y 2 con c®-c*+c-5=0.

Demuestra que la ecuaciéon x* + x— 5= 0 tiene al menos una solucién real menor que 2 y mayor que 1.

fix) = x>+ x— 5 es continua en [1,2], {(1)=-3<0yf(2) =5>0. Usando el teorema de Bolzano sabemos que
hay un numero c entre 1y 2 con ct+c-5=0.
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5.63.

5.64.

5.65.

a) Comprueba que la ecuacion x* + 4x* - 5x — 4 = 0 tiene tres raices reales. Para ello, estudia el signo
de la funcién en algunos valores enteros.

b) Calcula tres intervalos de longitud 1 en los que estén incluidas las raices.
a) Sea f(x) = X° + 4x* - 5x — 4
f(—6) = —46 < 0y f(-2) = 14>0 entre —6 y —2 hay una raiz real.
f(-2) =14 >0y f(0) = —4<0 entre —2 y 0 hay una raiz real.
f(0) =—4 y f(2) = 10 entre 0 y 2 hay una raiz real.
b) Los intervalos de longitud 1 donde estan incluidas las raices son:
(-5,-4),(-1,0)y (1, 2)

Funciones y limites en las Ciencias Sociales

(PAU) EIl servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo sistema que pretende
reducir a corto plazo las listas de espera. Se prevé que a partir de ahora la siguiente funcion indicara
en cada momento (t{, medido en meses) el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin
necesidad de entrar en lista de espera:

t> —8t+50 0<t<10

P(t)=438t-100
0,4t

t>10

a) Confirma que dicha funcién es continua y que, por tanto, no presenta un salto en t = 10.
b) Por mucho tiempo que pase, ¢a qué porcentaje no se llegara nunca?

a) Si t # 10, la funcién es continua por estar definida por un polinomio o un cociente de polinomios con
denominador no nulo en su dominio de definicion.

lim P(t)= lim t2—8t+50 =70 =f(10)

t—10" t—10"
lim P(t): _ = Luego P(x) es continua en t = 10.
10 lim P(t)= lim 38100 =70

t—>10" t»10t 0,4t

38t-100 38 _
0,4t 0,4
Nunca se llegara al 95% de pacientes operados sin necesidad de entrar en lista de espera.

b) lim P(t)= lim 95
t—+4oo t—4oo

(PAU) Un comercio abre sus puertas a las nueve de la mafana y las cierra cuando se han marchado
todos los clientes. El numero de clientes viene dado por la funcién C(f) = —£ + 8t, siendo t el nimero
de horas transcurridas desde la apertura. El gasto por cliente (en euros) también depende de ty
decrece a medida que pasan las horas siguiendo la funcién G(f) = 300 — 25t.

a) ¢ A qué hora se produce la mayor afluencia de clientes?

b) ¢ A qué hora se cierra el comercio?

c) ¢ Cuanto gasta el ultimo cliente que abandoné el local?

d) Encuentra la funcion que nos da la recaudaciéon dependiendo del tiempo.
e) ¢Cuando hay mayor recaudacion, en la cuarta o en la quinta hora?

a) Al ser C(t) = - + 8t una parabola, su maximo lo alcanza en el vértice, que es V(4, 16), luego la maxima
afluencia se produce a 4 horas de abrir, esto es, a las 13.00, y es de 16 clientes.

b) El negocio cierra cuando C(t) = — £ + 8t = 0, a las 8 horas de abrir, 0 sea, a las 17.00.

c) El ultimo cliente abandona el local cuando t = 8 y gasta G(8) = 300 — 25 - 8 = 100 euros.

d) La recaudacioén en una hora es el producto del numero de clientes en esa hora por el gasto de cada cliente
en esa hora. Asi pues, R(f) = C(t) - G(f) = (—t2 + 8£)(300 — 25¢).

e) R(4) = (4% + 8 - 4)(300 — 25 - 4) = 3200 euros
R(5) = (-5° + 8 - 5)(300 — 25 - 5) = 2625 euros
La recaudacion es mayor en la cuarta hora que en la quinta.
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5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

Se ha estimado que la poblacién de un barrio periférico de una gran ciudad evolucionara siguiendo este

modelo: P(t)= % - miles de habitantes, donde t indica los afos transcurridos desde su creacion
+

en el aiio 2005.

a) ¢ Qué poblacion tenia dicho barrio en el aino 2005?

b) ¢ Qué poblacién tendra dicho barrio en el afio 2015?

c) ¢ Sera posible que la poblacion del barrio duplique a la poblacioén inicial?
d) A largo plazo, ¢la poblacion se estabilizara o no?

a) P(0)= % =15. El barrio tenia 15 000 habitantes en 2005.

b) Habran pasado 10 afios desde su creacion y, por tanto, { = 10.

P(10)= 240+200 ~16,923 . Habra 16 923 habitantes en 2015.
16+10
240 + 20t . C
c) P(t)y=2- P(0), P(t)= T I 30 = 240+ 20t =480+ 30t = t =—-24 . No, el barrio nunca duplicara su
+

poblacion.
d) lim P(t)= lim 240+20t =20 . La poblacion se estabilizara en 20 000 habitantes.

t—>-+oo t—o+o 16+t

(PAU) Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingresos en euros vienen dados por la
funcion I(x) = 28x* + 36 000x, mientras que sus gastos (también en euros) pueden calcularse, en este
caso, mediante la funcion G(x) = 44x* + 12 000x + 700 000, donde, en ambas funciones, x representa la
cantidad de unidades vendidas. Determinese:

a) La funcion que define el beneficio anual en euros.
b) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea maximo.
c) El beneficio maximo.

a) B(x) = I(x) — G(x) = (28x° + 36 000x) — (44x* + 12 000x + 700 000) = —16x* + 24 000x — 700 000.

b) Al ser la funcion de beneficios una paréabola, el maximo se alcanzara en el vértice, que es V(750, 8 300 000).
Los maximos beneficios se obtienen produciendo 750 unidades y son de 8 300 000 euros.

c) El beneficio maximo es de 8 300 000 euros.

Se sabe que los costes totales de fabricar x unidades de un determinado producto vienen dados por la
expresion C(x) = 3x* — 27x + 108.
a) Encuentra la funcién que nos da el coste unitario medio.

b) A medida que se fabrican mas y mas unidades, ;esta el beneficio medio acotado o crece
indefinidamente?

a) El coste unitario es el cociente entre el coste total y el nimero de unidades producidas:

C(x) 3x%>-27x+108
X X

U(x) =

2 —
b) lim U(x)= lim X —27x+108 _

+oo . Luego el beneficio crece indefinidamente.
X oo X oo X

(PAU) La concentracion de ozono contaminante, en microgramos por metro cubico, en una ciudad
viene dada por la funcién C(x) = 90 + 15x — 0,6x% donde x es el tiempo transcurrido desde el 1 de enero
de 1990, contado en afios.

a) ¢ Hasta qué aino esta creciendo la concentraciéon de ozono?
b) ¢ Cual es la concentracion maxima de ozono que alcanza esa ciudad?

a) Como la funcién de la concentracion es una parabola, crecera hasta el vértice V(12,5; 183,75).
Luego ocurrira a mediados del afio 2002 y sera de 183,75 microgramos por metro cubico.
b) Es de 183,75 microgramos por metro cubico.
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5.70.

5.71.

5.72.

5.73.

Una constructora ha comprado una excavadora por 80 000 euros. El departamento financiero ha

miles de euros.

calculado que puede revenderla al cabo de t afios al precio de f(t) = 1704t

a) ¢ Al cabo de cuantos afos la excavadora perdera la mitad de su valor de compra?

b) Calcula el limite tlim f(t) y da una interpretacion econémica a este resultado.
—+oo

a) f(t):@

80 =40=80=40+16t =t =2,5. A los dos afos y medio.

1+0,4t

b) lim f(t)= lim 80 =0 . Al cabo del tiempo, la excavadora ira perdiendo su valor de compra.
t—>+oo t—+00 14+ 0,4t

Los beneficios mensuales de un artesano expresados en euros, que vende x objetos, se ajustan a la

funciéon B(x) = —0,5x* + 50x — 800, donde 20 < x <60 . Demuestra que las funciones beneficio y

beneficio medio tienen un maximo.

La funcion beneficio es una parabola hacia abajo y, por tanto, alcanza su maximo en el vértice V(50, 450).

Como20 < 50 < 60, el maximo beneficio se obtiene vendiendo 50 objetos y es de 450 euros.

-0,5x% +50x —800
X

teorema del maximo y del minimo, concluimos que en dicho intervalo alcanza el maximo aunque aun no
sabemos hallarlo.

El beneficio medio es . Como la funcién es continua en el intervalo [20, 60], usando el

Un estudio de mercado ha llegado a la conclusion de que el precio unitario que los consumidores

aceptan pagar por cierto articulo depende de la cantidad x de dichos articulos que salen a la venta,

siguiendo este modelo de demanda: g(x)= Los (g(x) en euros y x en miles de unidades).
X+

Los productores han calculado que el precio unitario satisfactorio para ellos, dependiente de x, se
rige segun este modelo de oferta: f(x) = 3x + 2 (f(x) en euros y x en miles de unidades).

a) Calcula cuantas unidades deben ponerse a la venta para conseguir el punto de equilibrio, en el que
la demanda y la oferta se igualan, y, por tanto, consumidores y fabricantes quedan satisfechos.

b) ¢ Cual es el precio unitario de este articulo en el punto de equilibrio?

170

) ) = () 32

:3x+23170:(x+5)(3x+2)33x2+17x—160:0,x=50x=—?

(que no tiene sentido en este contexto). El punto de equilibrio se consigue fabricando 5000 unidades.
b) El precio unitario es f(5) = 17 euros.

PROBLEMAS

El balance econémico mensual, en miles de euros, de una compaiia vinicola viene dado por

f(x)= 3—%, x 20, donde x es el precio, en euros, de una botella de vino. ¢A qué valor tienden
X+

sus ganancias o pérdidas a largo plazo?

lim f(x)=3- 5

=3
X—>+oo X+2

Las ganancias tienden a 3000 euros mensuales.
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5.74. Un grupo de suricatos huye de una fuerte sequia que asola su habitat y comienza su peregrinaje en
busca de agua en el instante t = 0. El nimero de individuos de la poblacién sigue esta ley:

P(t) =140 — 4t - £, donde t se mide en meses.

a) ¢ Cuantos suricatos habia al principio de la huida?

b) Demuestra que la poblacion va siempre disminuyendo.

c) Finalmente no encontraron zonas con agua. ;Cuando desparecio la poblacion completamente?

a) P(0) = 140. Al comienzo habia 140 individuos.

b) Al ser la funcion una parabola hacia abajo, a la derecha del vértice que esta en V(-2, 144) es siempre
decreciente, luego la poblacién va disminuyendo siempre.

c) P(t) =0, 140 — 4t — £=0,t=-14 y t = 10. La poblacién desaparecio a los 10 meses de comenzar el
peregrinaje.

5.75. EIl coste mensual de las llamadas telefénicas de cierta compaiiia se obtiene sumando una cantidad fija
(en concepto de alquiler de linea) con otra proporcional a la duracién de las llamadas. En dos meses
distintos se han pagado 21,14 euros por 13 horas y 27 minutos de llamadas y 23,60 euros por 15 horas
y media de llamadas.

a) Encuentra la funcion que nos da el coste en funcion de los minutos hablados.
b) ¢ Cuantos céntimos cobran por cada minuto hablado?

a) C(t) = a + bt, donde a es la cantidad fija, y b, el precio por minuto. Para hallar a y b resolvemos el sistema

21,14 =a+807b
23,60 =a+930b

La solucion del sistemaes a=5y b =0,02.

C(t) = 5 + 0,02¢, con t medido en minutos.
b) Cobran 0,02 céntimos por minuto.

5.76. Un barco navega del punto A hasta el punto B, describiendo una semicircunferencia centrada en una
isla X. Luego navega en linea recta desde B a C. ;Cual de las siguientes cinco graficas muestra la
distancia del barco a la isla, segun la distancia recorrida?

A
Xe (03
B
0 S 0 S
d(b, x) d(b, x)
0 S 0 S
La grafica que muestra la distancia del barco a la isla, segun la d(b, x)

distancia recorrida es:
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5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

La temperatura y en grados Fahrenheit (°F) puede ser expresada como una funcién de primer grado
de la temperatura x en grados Celsius (°C). En la escala Fahrenheit el agua se congela a 32 °F y
hierve a 212 °F.

a) Encuentra la funcion lineal que relaciona la temperatura en grados Fahrenheit con sus
correspondientes grados Celsius.

b) Si la temperatura normal del cuerpo humano es de 37 °C, s cual es la temperatura normal en grados
Fahrenheit?

a)F=a+bC,32=a+0-by212=a+ 100 b. Resolvemos el sistema y obtenemos que a=32y b= 1,8.
La funcibnes F=32 + 1,8 C, y suinversa, C = %

b) F=32+1,8-37=98,6°F

Una empresa produce ratones inalambricos en grandes cantidades. Atendiendo a los gastos de
puesta en marcha de la maquinaria, al salario de sus trabajadores y a otros factores, se ha llegado a la
conclusion de que producir p ratones tiene un coste total, en euros, de C(p) = 10p + 100 000.

a) Encuentra la expresion de la funcion C,, que nos da el precio unitario medio de un ratén al fabricar
p unidades.

b) Calcula C(10) y C(1000). ; A qué es debido que haya tanta diferencia entre un coste y otro?

c) Calcula lim C,(p) y da una interpretacion econémica al resultado.
p—>+00

_10p+100000 N 100000

a) Crn(p) 10

100000 100000

b) C,y(10)=10+ =10010; C,,(1000)=10+ 110

La diferencia se debe a que los gastos de produccion disminuyen a medida que aumentan las unidades
fabricadas.
c) lim C,(p)= lim (10+M)=10 .
p

P—>+eo P—>+eo

El coste de produccion tiende a estabilizarse en torno a los 10 euros cuando la produccién es muy
elevada.

PROFUNDIZACION

Calcula el siguiente limite ayudandote de la calculadora puesta en modo radianes:

. e*+senx
lim ——
x—+- ¥ + cos x

X 1 10 100 1000
f(x) 1,09242 1,00001 1 1

. e*+senx

lim —— =1

x—+ @X 4+ COS X

X —>+o0

Calcula este limite: lim (\/x+a —\/;)(\/;)
(

lim (Vx+a-x)-(Vx)= lim

X—>teo X—>oo

aVx a

= lim ——=—

X—>+oo0 2
&(1 [+ ay 1}
X
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5.81. Comprueba que los limites del tipo 1" dan lugar a indeterminaciones. Para ello, obtén con la
calculadora una aproximacion de estos limites.
x+1 2 2\3%2
J d) lim [1+ x 1]
6 X—teo x“+6

X x—1
a) lim (”5) b) lim [”2J c) lim (1+ 1
X+
a) % 10 100 1000 10000 | 99 999 999 999

x40\ X —3 x>\ X X—>+00
(b8 2041,41918 | 2765,39059 | 2957,3549 | 2978,57568 2980,95565

X
lim [X+5j =~ 2981. En realidad, el limite es ed.
X—+oo\ X —3
b) ¥4 ‘ 10 100 1000 10 000 | 99 999 999 999
f(x) ‘ 5,15978 | 7,10259 | 7,35959 | 7,3861 7,38906
X+2 X1 . .. 2
lim =~ 7,39 . En realidad, el limite es e“.
X—>+o0 X
c) % 10 100 1000 10 000 | 99 999 999 999

(P98 1,94813 | 2,58148 | 2,70346 | 2,71678 2,71828

1 x+1
lim [1+ j =~ 2,7 . En realidad, el limite es e.
X—>oo X+6
) x 10 100 i (4 x2 -1\
m + = 400
(P90 104 844 072 | 4,58-10%° el 246

5.82. Demuestra que si fy g son funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] con f(a) > g(a) y f(b) < g(b),
entonces existe un niumero c en [a, b] tal que f(c) = g(c).

(Ayudate de la funcion F(x) = f(x) — g(x).)

Y

La funcién F(x) = f(x) — g(x) es continua en [a, b] por ser diferencia de funciones que lo son. Ademas, como
f(a) > g(a), F(a) = fla) — g(a) >0y f(b) < g(b), F(b) = f(b) — g(b) < 0. Por el teorema de Bolzano sabemos que
existe al menos un numero c en [a, b] con F(c) = f(c) — g(c) = 0 y, por tanto, f(c) = g(c).

5.83. Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [0, 1] y con 0 < f(x) < 1 para cada x en [0, 1].
Demuestra que existe un numero real ¢ en [0, 1] para el que se cumple que f(c) = c.

Y
IS O

X

o
TEENGH I S S R

0o

Sif(0) =00 f(1) =1, ya esta probado tomando ¢ =0 o0 ¢ = 1. Si no es asi, tenemos que 0 <f(0) <1y 0 < f(1)<1.
Consideremos la funcién g(x) = x, que es continua en [0, 1]. Como f(0) > g(0) = 0 y f{(1) <g(1) = 1, usando el
problema precedente sabemos que existe ¢ con f(c) = g(c), luego f(c) = c.
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5.84.

5.85.

5.86.

5.87.

—X

Demuestra que las graficas de las funciones f(x) =Inx y g(x)=e™™ se cortan en alguin punto.

Las funciones son continuas en el intervalo cerrado [1, 2], 0 = (1) < g(1) = e yIn2=1(2)>9g(2) = e Usando
el problema 79 sabemos que existe un nimero ¢ en [0, 2] tal que In ¢ = ¢°.

xt -1 se pide:
x}+7x-8" )

Dada la funcién racional f(x) =
a) Demostrar que esta funcion esta definida para todos los reales menos para x = 1.
b) ¢ Qué valor deberiamos asignar a f(1) para que f sea continua en todo R?
a) Veamos dénde se anula el denominador: x®+7x-8=(x—1)(x>+x+8)=0 si x = 1, pues X* + x + 8 no
tiene raices reales.
2 — —
x< -1 (x=1(x+1) — lim (x+1) 1

b) £(1)= lim — = lim , = . -
x>1x°+7x-8 x=>1(x=1)(x+x+8) x>1(x“+x+8) 5

Dada la funcion f(x) = H

a) Escribela como una funcién definida a trozos.
b) A continuacién calcula los limites laterales en x=—-1yen x= 3.
a) [x-3]=x-3 si x23 y |x-3=—(x-3) si x<3

[x+1=x+1 si x2-1 y |x+1=—(x+1) si x<-1

—(x-3) | —(x-3) | x-3
f(x)=———+ -1 f(x)= 3 f(x)=
(x) —(x+1) (x) xX+1 (x) x+1
X=3
x+1
f(x)= 3 _)1( —-1<x <3 Six=-1, lafuncién no esta definida, pues se anula el denominador.
X+
X=3 3k
X+1
. . -3 —
lim f(x)= lim X0 oo lim f(x)= lim 3-x =0
b) {1 x——1" X+1 x—3~ x—3~ X+1
. . 3-X . . x=3
lim f(x)= lim = too lim f(x)= lim =0
x——1" x——1F x+1 x—3% x—37T X+1
x2-1
Estudia si la funcién f(x) = ﬂ es continuaen x=1.
X_
x% -1
X2 1 1 x <1
f(x)= | 1| = 2_X1 Observa que si x = 1, la funcién no esta definida, pues se anula el denominador.
X — —
X x>1
x-1
2 - -
fim X1 i CEOHD iy (i) = 2
lim £(x) = 1 1_2X ; 1 1_1X ] x=1 = La funcién no es continua en x = 1.
X— - —_
tim X212 i XN i ey =2
x-1" X — x—-1" X— x—1"
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5.88.

5.89.

5.90.

5.91.

Determina de las siguientes afirmaciones cuales son siempre ciertas y cuales pueden ser falsas.
a) Si f(1) <0y f(2) > 0, debe haber un namero c en (1, 2) tal que f(c) = 0.

b) Si fes continua en [1, 2] y hay un numero c en (1, 2) tal que f(c) = 0, entonces f(1) y f(2) deben ser de
diferente signo.

c) Si fes continua en [1, 2] y nunca se anula en (1, 2), entonces f(1) y f(2) tienen el mismo signo.
a) No es siempre cierta. Depende de si f es continua o no en el intervalo [1, 2].
x—2 si x< 3

Por ejemplo, si f(x) = 2x — 3, la afirmacion es cierta, pero si f(x)= 2 , es falsa.
5 Si x> 2

2
b) No es siempre cierta; por ejemplo, si f(x) = 0 o si f(x) = [X—%J , se cumplen las hipétesis y, sin embargo,

f(1) y f(2) no tienen distinto signo.

c) Si es cierta, pues si f(1) y f(2) tuvieran distinto signo, por el teorema de Bolzano, existiria un nimero c en
(1, 2) con f(c) = 0.

La cantidad, q(f), que queda de una masa de M mg de una sustancia radiactiva al cabo de t dias viene
expresada por la formula g(t)=M-e >,

a) ¢ Al cabo de cuanto tiempo la masa M se ha reducido a la mitad?

b) Si la masa inicial M es de 27 mg, ¢ cuanta sustancia quedara aproximadamente al cabo de 10 dias?

c) Calcula el limite tlim q(t) e interpreta el resultado obtenido.
—>+oo

a) M.e %M = % = t =10In2, aproximadamente 7 dias

b)qﬁO):Z?xeﬂ“O:EZ»gsssnm
e

c) lim q(t)= lim M-e™%" = 0mg. La radiactividad desaparecera al cabo del tiempo.
t—>+oo t—>+oo

En un estadio de futbol tuvo lugar un concierto de rock. Se colocaron dos inmensas torres de sonido
que ocupan los fondos, enfrentadas entre si: una en la parte trasera del estadio, y otra en el escenario,
tres veces mas potente que la primera. La intensidad del sonido en un punto es proporcional a la
potencia de la fuente e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente. Sabiendo que
la distancia entre las torres de sonido es de 100 m, encuentra la funciéon que nos da la intensidad del
sonido seguin a la distancia a la que nos situemos del escenario.

~—100 — x—0<+x—

[(X)—%_FL
x? (100 -x)?

Joaquin sale de excursion a las siete de la mafana desde el aparcamiento y llega al refugio a las cinco
de la tarde. Al dia siguiente, de regreso, sale del refugio por la mainana y llega al coche por la tarde.

Demuestra que hay un punto del recorrido por el que pasé justo a la misma hora a la ida y a la vuelta.

De forma intuitiva, supongamos que mientras que Joaquin camina desde el refugio al aparcamiento, un amigo
suyo hace el camino que Joaquin hizo el dia anterior ,es decir, desde el aparcamiento hasta el refugio. A cierta
hora, en un punto del recorrido Joaquin y su amigo se encontraran, esto quiere decir que Joaquin pasara a la
misma hora por un punto del recorrido a la ida y a la vuelta de su excursion.

Aplicando el Teorema de Bolzano: Sea fla funcion de ida y g la funcion de vuelta, son funciones continuas en
un intervalo cerrado[a, b] con f(a) < g(a) y f(b) > g(b),tomando la funcién F(x)=g(x) — f(x) y la demostracion del
ejercicio 82,sabemos que existe un punto ¢ del recorrido en el que F(c)=g(c) — f(c)=0 y por tanto, f(c) = g(c).
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

5.1. Se consideran las funciones f, g y h, definidas en R, tales que para todo niumero real x se tiene que
fix) = g(x) < h(x).

Si ademas lim g(x) =+, se puede deducir:
X—>+o0

A) lim f(x) = 4o D) lim g(x)=+e
i = —oo i M = 4o
8) im f(x)= B fim f0 =

C) lim h(x) =+
X—>+oo

La respuesta correcta es la C) porque como f(x) < g(x) < h(x) para todo x entonces
lim f(x)< lim g(x)< lim h(x).
X—>oo X—>oo X—>oo

Para descartar las opciones A), B) y C) basta considerar las funciones f(x) = 1 para todo x, g(x) = X+ 2 y

h(x) = x* + 4.
Para descartar E) consideremos f(x) = X, g(x) = X2 +1 y h(x) = X* + 2, en este caso lim % =1
X—>+oo X
5.2. Considera la funcion f(x)= e X" *3, Entonces, lim f(x) es igual a:
X—y—oo
A) +oo
B)0
c)é
D) No existe.
E) Es finito, pero distinto de 0 y de e’.
Sin méas que observar que lim (-x?+3)=— obtenemos que la respuesta es B).
X——c0
. o - x*+3x-1
5.3. Consideremos la funcién f: (0, + e ) — R definida por f(x) = ————— . Entonces:
X
A) El eje X es asintota de la grafica de f.
B) La grafica de f no tiene asintotas ni verticales ni horizontales.
C) La grafica de f no corta nunca al eje X.
D) El eje Y es asintota vertical de la grafica de f.
E) lim fx) =0
X0 X
Analicemos cada opcién y vayamos descartando:
A) Calculamos lim f(x) =+ . Asi pues, la funcion no tiene asintotas horizontales.
X—>+oo
B) Observamos que x = 0 es una asintota vertical de f(x) ya que lim f(x)=—.
x—0"
x® +3x-1 3 _ e .
C) f(x)= — = 0 six” +3x—1 =0y esta ecuacion tiene al menos una solucién real ya que un
X

polinomio de 3° grado corta al menos una vez al eje X.
D) Es cierta como hemos comprobado en B).

E) tim 1) _q.

X—teo X
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Seriala en cada caso las respuestas correctas:

5.4.

5.5.

5.6.

. Entonces:

Sea fla funcién definida en (-2, +~) por la formula f(x)=3+ 1 2
X+

A) La grafica de f corta al eje de ordenadas en el punto de ordenada % .

B) lim f(x)=3 D) f(x) > 3 para todo x del dominio de f.
x—-2*
C) lim (f(x)-3)=0 E) lim f(x)= lim f(x)
X —>+o0 X —>oe X—>—oo
1 7
A) Es verdadera pues f(0)=3+ =—.
0+2 2
B) Es falsa, lim f(x)= +oo.
x—-2%
C) Es cierta, lim (f(x)—3)= lim =0.

X—>4o0 X400 X 4+ 2

D) Es verdadera pues

L >0 six>-2.
2

E) Es falsa pues la funcién no esta definida si x < — 2 y por tanto no podemos calcular lim f(x).
X——o0

Sea g la funcién definida en (0, +~) mediante la formula g(x) = Inz. Entonces:
b'¢
A) lim g(x)=—o
X—>+oo

B) Si a > 1, entonces g(a) < g (2).
C) La grafica de g(x) no corta nunca al eje X.
D) La grafica de g(x) corta dos veces al eje Y.

E) El conjunto de nimeros reales soluciones de la inecuacion g(x) <0 es [2, +x).
A) Es verdadera pues lim g(x)= lim Inz = lim(n2-Inx)=IN2- lim InX =— .
X—>+oo X—>+o0 X X—>+oo X—>+oo
B) Es falsa. G(2) =In1=0perog(@)=In2-Ina>0si1< a<2, por ejemplo, g(1,5) = 0,29.
C) Es falsa, g(2) = 0.
D) Es falsa pues g(x) = 0 si In 2 = In(x) cuya Unica solucién es x = 2.
E) Es verdadera g(x) < 0 si In 2 < In(x) y esto ocurre si 2 < x.

Sea fla funcién f(x)=vx* - x + x .

A) D(f) =R D) m@ﬂ
B) lim f(x) =+ E) lim (f(x)-2x)=0

C) fes continua en todos los puntos de su dominio.

A)Esfalsa.xz—XZOsix <061 <xluego D(f) = (—, 0] U [1, + oo].
B) Es verdadera.
C) Es verdadera pues es suma de dos funciones continuas.

7
> X| 4]1-—+1
_ X
D) Es verdadera: fim 1) = jim XXX *+X = lim [ /1-l+1J=2.
X400 X X—>+oo X X—>4o0 X X—>+o0 X

E) Es falsa. lim (f(x)-2x)= lim v x?—x —x = lim
X—>+oo0 X—>+o0 X—>+oo0 \/X2 X +X X—>+oo0 1
X[ ,[1—-—+1
X
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5.7.

Seaf:R—>R.
A) Si f(2) - f(3) < 0, existe algiin numero ce (2,3) con f(c) = 0.
B) Si fes continua en [2, 3] y no se anula en [2, 3], entonces f(2) - f(3) > 0.

C) Si fes continua en [2, 3] y se anula alguna vez en ese intervalo, entonces f{(2) y f(3) tienen diferente
signo.

D) Si fes continua en [2, 3], existe algin numero c tal que 2f(c) = f(2) + f(3).

E) Si fes continuaen [2, 3]y f: [2, 3] — [2, 3], existe algiin nimero ¢ en [2, 3] tal que fle) =1.
c
-1 x<2

A) Es cierto si la funcion es continua. Un contraejemplo es f(x) :{ 1 xs2°

B) Es verdadera.

Si f(2) - f(3) fuera negativo, f(2) y f(3) tendrian distinto signo y por el teorema de Bolzano existiria un
namero c en [2, 3] con f(c) = 0 pero f no se anula en [2, 3].

C) Es falsa.
5 2
Un contraejemplo es f(x) = (X—Ej .

D) Es verdadera.
Si f(2) = f(3) entonces basta tomar ¢ = 2. Si f(2) # f(3) entonces f(2) — f(3) y f(3) — f(2) tienen distinto signo.
Consideremos la funcién g(x) = 2f(x) — f(2) — f(3) que es continua en [2, 3] pues f lo es.

g(2) = f(2) — f(3) y 9(3) = f(3) — f(2) tienen distinto signo luego, por el teorema de Bolzano existe algun
namero c¢ en [2, 3] con g(c) = 2f(c) - f(2) —f(3) = 0, asi pues 2f(c) = f(2) + f(3).

E) Es verdadera.
Consideremos en este caso la funcion g(x) = f(x) — x que es continua en [2, 3].

f(2)

Si g(2) = 0 0 g(3) = 0 ya estaria demostrado pues tendriamos f(2) = 2= 5 =10f3)=3 = %

=1.
En caso contrario g(2) = (2) -2 > 0, g(3) = f(3) — 3 < 0. Usando el teorema de Bolzano deducimos que
existe algun numero cen [2, 3] talque g(c)=0 = flc)-c=0= f(c)=c = fle) =1.
c
Otra forma de verlo es graficamente: como f es continua y va de [2, 3] al [2, 3], a la fuerza, su grafica corta

en algun punto (c, f(c)) al segmento que une los puntos (2, 2) y (3, 3), es decir, a la recta y = x, por lo que
f(c)=c.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

5.8.

Considera la funcién f(x) = x - g(x):
a) La grafica de f pasa por el origen de coordenadas.

b) g es continua en 0.

A) b= a,peroa=b

B) a=b,perob= a
C)asb

D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior

La relacién correcta es A) Como g(x) es continua en x = 0, existe g(0) y f(0) =0 - g(0) = 0. Luego la funcion
0 x<0

pasa por (0, 0). Para ver que b no implica a basta considerar la funcién g(x)= {1 >0

34 E Solucionario



Sefiala el dato innecesario para contestar:
1
(x —a)(x - b)(x —c)(x —4)*? "’

5.9. Para demostrar si Iirrz f(x) =+ , donde f(x) = con a, b, cy d enteros
X—

positivos y nos dan estos datos:
a) Valor de a
b) Valor de b
c) Valor de ¢
d) Valor de d

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ninguno.

D) Puede eliminarse el valor de d pues solo nos interesa el signo de la expresion. Para hallarlo necesitamos
saber el signo de (x — a), (x—b), (x—c) (x— 4)2d cuando x se aproxima a 4. Para saber los tres primeros
necesitamos conocer a, by ¢ pero (x — 4)2d es siempre positivo por ser 2d par.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar a la cuestion:

5.10. Para decidir si la la grafica de y = x*+ bx + ¢ corta al eje horizontal nos dicen que:
a)c<0

b)b20

A) Cada informacidn, a y b, es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

B) Debemos saber si la ecuacion X* + bx +c = 0 tiene solucién. Como si ¢ < 0 entonces b? — 4¢ > 0, la ecuacion
tendra dos soluciones y por tanto, la funcién cortara dos veces al eje horizontal. b = 0 no es suficiente pues
por ejemplo, X + 3x — 4 corta al ejey X% + 3x + 6 no.

Solucionario E 35



B Derivadas

6.l. Escribe la ecuacion de las siguientes rectas:

ACTIVIDADES INICIALES

a) Horizontal y que pase por el punto A(1, 4).

b) Decreciente y que pase por el punto A(2, -3).

c) Creciente y que pase por el origen.

d) Que pase por los puntos A(2, 4) y B(-3, -8).

e) Paralela a y=—-2x+ 1y que corte al eje X en el punto A(1, 0).

f) Paralela a la bisectriz del primer cuadrante y que pase por el punto A(1, 6).

x-2 _y-4 12 4
a =4 d = = X——
)y ) 327 Tema VT s
b) y=—x-1 e) y=-2x+2
c) y=3x fy y=x+5

.z A )(2y3 .
6.l1l. Dada la expresion A = , calcula InA y expresa el resultado mediante sumas y restas de
r4

logaritmos.
2.3

InA = In XY :In\/x2y3—Inz:%ln(x2y3)—lnz:%lnx2+%Iny3—Inz:lnx+%Iny—Inz
z

6.1ll. Transforma las siguientes expresiones en un solo logaritmo:

a) 2log 5-5log a + 2log b-log ¢ b)3|¥+m_|nc
a) 2log 5 —5log a + 2log b — log ¢ = log5? —loga® +log b? —log ¢ = log 5% +log b* — (loga® +logc) =

2 2

=log(5%- b?)-log(a®-c) = log 5 - b

a’-c

3 1 3
3lna Inb = 5 a’b
T+7_Inc =Ilna2 +Inb?2 —Inc =In

b)

EJERCICIOS PROPUESTOS

6.1. La distancia recorrida por un autobus en los cinco primeros segundos desde que sale de una parada
viene dada por la funcién f{(t) = .
¢ Qué velocidad llevara en el instante t = 3 segundos?

La velocidad en el instante t = 3 es la tasa de variacion instantanea en t = 3:

. (3+h)?-3%2
lim = lim
h—0 h h—0

=6 m/s

h(6+ h)
h

v(3)=TVIf(3)= lim f3+ hh)—f(3) )

6.2. La emision diaria de gases, en toneladas, en una fabrica viene dada por la expresion n(f) = %(20—2t)

con 0 < t < 10, estando t medido en horas. Calcula la tasa de variacién instantanea de n(t) para t =5

horas.
5+h 50 —2h?
_ 5+ (20-2(5.+m)- 22 _
TVIn(5) = lim 2C+M=n0C) _ ;o\ _8 8 _jim—8 —jim—-0
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 4
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6.3. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = x* - 3x en el punto de abscisa x = 5.

La pendiente de la recta tangente es f’(5).

. (5+h)2—3(5+h)—10 . 25+10h+h>-15-3h-10 h(h+7)
= lim = lim =lim

h—0 h h—0 h h—0

:m}(h+7):7

7(6)=im f(5+h’3—f(5)

La recta pasa por el punto de tangencia A(5, f(5)) = A(5, 10). La ecuacion de la recta tangente es:
y—10=7(x—5), es decir, y = 7x — 25.

6.4. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x)=(3x-2)?, que es paralela a la recta de
ecuacioén y = 6x - 5.

La pendiente de la recta tangente es 6 porque es paralela a y = 6x — 5. Calculemos el punto de tangencia
A(a, f(a)). El punto de tangencia debe cumplir que f’(a) =6; por tanto:

fla+h)—f(a) . (3(a+h)-2)*>—(3a-2)> . 9a’+9h?>-18ah+4—-12a—-12h-9a° -4 +12a
lim = lim =

f(a@) = lim = li
h—0 h h—0 h h—0 h
— lim h(9h+18a-12) —183-12
h—0 h

Como 18a—12 =6, a = 1. El punto de tangencia es A(1, f(1)) = A(1, 1).

La recta tangente es y — 1 = 6(x — 1), es decir, y = 6x — 5.

6.5. Halla la funcién derivada de:

a) La funcion constante: f(x) = ¢ c)f(x)= JIx
b) La funcién identidad: f(x) = x d) f(x) = 1
x
a)F(x) = lim 1XHM=F) _ o e=¢
h—0 h h—0 h
b) F(x) = lim TX*M=X) _ o Xth=x by
h—0 h h—0 h h—0 h
0 700  lim TXEM =100 _ Jx+h-x _ im (x+h—x)x+h+Vx)
h—0 h h—0 h h—0 h(Nx+h +x)
= lim h = lim ! _
=0 h(\/x +h +\/;) -0 Ix+h+x  2Jx
11 _=h
d) F(x) = lim TOFMZT) iy Xbh x g EMX iy =y =1 T
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 (x+h)xh h-0(x+h)x x
6.6. Deriva las siguientes funciones:
1 x+1)°
a)f(x) = c) f(x) =
4
b) f(x)=(x*-x)’ d) f(x) = (x+2) [L)
x+1

0-(x+1)-12x  -2x
(x+1)° (< +1)°
b) F(x)=7(x®-x)5(3x*-1)
X+1 )4 X +1-(x+1)4x3) _ ( X+1 j4 1-4x% -3x*
=5
x* +1 (x* + 1y x* +1 (x4 +1f

por [ x Y x Vx+1-x) [ x ) 4x+2)x°
9 f(x)‘(ﬁj +(X+2)4(X+1j [(x+1)2}_(x+1j ’ (x+1)°
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c) f(x)= 5(




6.7. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)= v1-x2

g) f(x) = 2/%7

b) f(f) = (£ +2)*° h) f(x) = v xe™*

c) ()= (Vt +1)100 i) (0) = 1+1e-°

d) f(x) = &' i) Fly) = )

Jz

- k) f(w) = (2w? - 1) "’

e) f(z)=

1) f(x)=+/1—cos x

f) f(f)=tcost+tgt

-2X

) F(x)= .
B 21-x® J1-x?

b) f/(t)=90(t® +2)8 . 3t2 = 270t2(t3 + 2)*°

99
99 1 50(\/?"'1)
f(t)=100(Vt +1) - —==
0 F(t)=100(E+1) - = ——
d) f(x)=2"
N e J7e

o) F(z) =2z - 12z

eZz 2\/?62

f) f'(t) = cost +t(-sent)+ =cost —tsent +

cos?t cos’t
’ NP
f(x)=In2-2 —
9Fx) 2x/;
, 1 —x e *(1-2x)
h) f'(x)= e X +ix-e X () =2/
)T 2x =1 2Jx

) , B _(e—ﬂ) . (_1) B e—ﬁ
) r(o)= (1+e P  (1+e )

2
) Fly)=e" - -2y

K) F(w)=4w-e* +(2w?-1)-e* -2w =26 - (2w® +w)

senx

1) f(X) = ——
) ') 2+/1-cosx

m) f(x) = e°* s) f(x) = sen’ ((x7 + 1)7)

n) f(x) = arctg~/x t) £(6) = e® sen 20

o) f(x) = \/arctg x u) f(x) = w
p) f(z) =tg &’ v) fix) = tg</x

q) f(x) =sen*x

r) f(x) = cos * (e*-1)

m) f(x)=e"” .(-senx)=-e*senx

1
n) Fx)=—2dx 1
1+(\/;)2 20x(1+x)

1 1 1

f, = . =
°) 1) 2Jarctgx 1+x*  2(1+x%) /arctgx

z

p) f(z)=—7F
cos’e

q) f(x)=4sen® x-cosx

r) f(x)=-3cos?(e* —1)-sen(e* —1)- &~

s)f'(x)=T7sen® (x” +1)" - 7(x” +1)°7x%-cos(x” +1)" =
=343x5(x" +1)°sen® (x” +1)"-cos(x” +1)’

t)F () = e’sen20 + e’cos (20)-2 =

= e’(sen 29+ 2cos 29)
, cosx + e — x(sen x + cosx
u) fi(x)= (X )
e
1
v =—2x

cos?/x 24 xcos?Vx
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x> +1 six<2

6.8. ¢Hay algun numero a para el que la funcion f sea derivable en x = 2? f(x) ={ .
ax six>2

Para que sea derivable en x = 2, debe ser obligatoriamente continua en x = 2, aunque esto no sea suficiente.

Es continua en x = 2 cuando los limites laterales en dicho punto son iguales y coinciden con el valor de la
funcién en el punto:

lim f(x)= lim (x2+1)=5

Xx—2" x—2"

lim f(x)= lim ax=2a
x—2" x—2"

f2)=5

Asi pues, para que f sea continua en x = 2, debe ser 2a=5=a =%

x> +1 six<2

La funcion es, por tanto, f(x)=<5 ] .
Ex six>2

Se estudia ahora si esta funcion es derivable en x = 2.

2x six<2
La derivada de la funcion para x distinto de 2 es: f(x)={5 )
— six>2
2
I . L .5 5
Para x = 2 se observa que: lim f(x)= lim 2x=4 y lim f(x)= lim —=—
x—2" x—2~ x—2" x—2" 2

Como los limites laterales de la funcion derivada no coinciden en x = 2, f no es derivable en ese punto.

Por tanto, no existe ningun a para el que la funcién sea derivable en x = 2.

6.9. Utiliza diferenciales para aproximar e,
Se considera la funcion f(x) = €*. Hay que aproximar f(x + h) para h = Ax = dx =0,01 y x = 0.
Asi pues, f(x + h) = f(x) + f'(x) - dx
f'(x) = &*, con lo que f(0) = 1. Por otra parte, f(0) = 1.
Entonces, f(0 + h) = f(0) + f’(0) - 0,01, es decir, f(0+ h)=1+1-0,01=1,01
Se puede comprobar la aproximacién obtenida con el valor de €”®" en la calculadora.
En ella, €”°" = 1,0100502.

Asi pues, utilizando diferenciales, la aproximacion es realmente buena.

6.10. Calcula aproximadamente 5 sen(0,01) — 2 coss(0,01).
Se considera la funcién f(x) = 5senx — 2cos’x y se aproxima f(x + h) para h=Ax=dx=0,01y x=0.
La derivada de la funciéon es f’(x) =5 cosx + 6 cos?x senx, de modo que f’(0) = 5.
El valor de la funcién en x = 0, f(0) = —2.
Como la aproximacion lineal es f(0,01) = f(0) + ’(0) - (0,01 — 0), se obtiene:
f(0,01)=-2+5-0,01 =-1,95
Se puede comparar la aproximacién que se obtiene con el valor de la calculadora:
5 sen (0,01) — 2 cos® (0,01) = —1,9497008

Por tanto, la aproximacion es muy buena.
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EJERCICIOS

Tasa de variacion instantanea

6.11.Sea la recta de ecuacion f(x) = 2x — 5, se pide:

a) Calcula TVM f2, 7].

b) Calcula TVI f(2).

c) Calcula TVM fia, a + h].

d) Calcula TVI f{a).

e) Razona por qué se obtiene siempre el mismo resultado.
f(7)-1(2) _9-(-1)

7-2 5

f(2+h)—f(2)
2 -

a) TVM[2,7] = =2

Iim2(2+h)—5—(—'l) . 2h

h—0

b) TVIf(2) = lim

c) TVMf[a,a+h]=f =

h
(a+h)-f(a) _2(a+h)-5-(2a-5) _2h _
h

-5
at+th-a h
d) TVif(a) = im f(a+hh)'f(a) = lim 2(a+h)',57'(28"5) =hinz)%:2

e) Las tasas de variacion miden la pendiente de las rectas, en unos casos, de rectas secantes, y en otros, de
rectas tangentes. Como la funcion f(x) = 2x — 5 es una recta de pendiente 2, las tasas de variacién valen 2.

6.12.Considera la funcién f(x)= % Calcula la tasa de variacion media de f(x) en el intervalo [1,1 + h] y,
X+

posteriormente, calcula la tasa de variacién instantanea de fen 1.

11
M s =TI _24n 2 —h
T+h—1 h 2n(2+h)  2(2+h)
viFd) = tim [AED=FO 1 1
h-0 h n022+h) 4

Derivada de una funcién en un punto. Interpretaciéon geométrica. Funcién derivada

6.13.Calcula la derivada, por definicion, de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) f(x)=3x2-4x enx=1 b) f(x)= en x=-1 c) f(x)=v2x+1 enx=4
X+
- 2_ —_(—

a) F(1) = lim FA+h) —F(1) _ . 301+hP -4(1+h)—(=1) _ . h(Bh+2) _,

h—0 h h—0 h h—0 h

11

b) F(=t)=lim MYy h42 2y =P =1 1

h=0 h h-0  h h-0 2h(h+2) h-02(h+2) 4
o) Fid)=im TEEM=FA _ \/9+2h—3:”m (\/9+2h—3)(\/9+2h+3):"m 2h 2 1

h=0 h hs0  h h-0 h(x'9+2h +3) h>0 h(J9+2h+3) h0J9+2h+3 3

6.14.Si la recta tangente a y = f(x) en el punto (5, 3) pasa por el punto (0, 1), calcula f(5).

La derivada f '(5) es la pendiente de la recta que pasa por los puntos (5, 3) y (0, 1), es decir: f(5)= = =%
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6.15.(TIC) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto indicado. Comprueba a
continuacion tu respuesta, esbozando tanto la grafica de la funcion como la de la recta tangente:
a) f(x)=x2+1 enx=3

b) g(x)=vx+1 enx=3

c) h(x)= 11 enx=0

X+

a) La pendiente de la recta tangente es:

h(h +6) f

2
—lim (3+h) +1—10:“m -6

h—0 h h—0 h

@)= im f(3+ hfz—f(S)

El punto de tangencia es A(3, f(3)) = A(3, 10). 0 /2' X
La recta tangente es y — f(3) = f '(3)(x — 3), o sea: y — 10 = 6(x — 3),

es decir, y=6x-8.

b) La pendiente de la recta tangente es:

oo fB+h)—f(3) . JAth-2  (JA+h-2)Ja+h+2) z
f(3)= l!lino H = LILT?) b = Llino haene2) = ﬂ/

h 1 1 ol 1 X

=lim =lim =—
0 h(Na+h +2) h044+h+2 4

El punto de tangencia es B(3, f(3)) = B(3, 2).

La recta tangente es y —f(3) =f'(3)(x—3),0sea: y -2 = %(x —-3), es decir, y = %x+% .

c) La pendiente de la recta tangente es: %
KR \\
—f(0) h+1 h =1 1

h

(0) = lim fh) = lim = — im =1
h—0 h—0 h h—0 h(h+1) h—0h+1

(@]
N
>

El punto de tangencia es C(0, f(0)) = C(0, 1).

La recta tangente es y — f(0) = f '(0)(x — 0), o sea: y — 1 = —x, es decir,

y=-x+1.

6.16.Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la funcién y = x* trazadas desde el punto

P(1, —2). Representa graficamente la parabola y las dos tangentes obtenidas.

La pendiente de la recta tangente en el punto A(a, az) es f’(a) = 2a.

La ecuacion de la recta tangente a la parabola en ese punto es y — a’= 2a(x — a), es decir, y = 2ax — a’.

Si queremos que pase por el punto P(1, —2), debe ser -2 = 2a — a°, cuyas soluciones son a=1+ x/g
ya=1- J3 , ¥y las tangentes buscadas son: Y
y =201++3)x-2{2+V3) ¥
y =2(1-3)x-2[2-+3) ONE: X
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Derivada de las operaciones con funciones

6.17. Dadas las funciones f(x) = x* + 2x + 1y g(x) = 3x — 1, calcula:

A YgX)  o)(f+g) (x) e () (x) 9 (%) )

b) (5f) (x) d) (2f -3g) (x) f (f-g) (x) h) [gi] (x)

a)f'(x)=2x+2y g’'(x)=3

b) (5f) (x)=5f(x)=10x+10

o) (F+g) (X)=F(x)+g(x)=2x+5

d) (2 —3g) (x)=2F(x)~3¢/(x) = 2(2x +2)-9 = 4x 5
e) (fZ), (x) = 2f(X)F(X) = 2(x? + 2x +1)(2x + 2)

f) (F-g) (x) = F(x)g(x)+ F(xX)g(X) = (2x+ 2)(3x 1)+ 3(x? + 2x +1) = 9x% +10x +1

g ’ g (x)—g(x)Ff(x) 3(x% +2x+1)—(3x-1)(2x +2) _ -3x*+2x+5
9) (_j X)= 2 - 2 2 - 2
f (F(x)) (X" +2x+1) (x®+2x+1)

’

5 -10g’(x)  -30
h) | = = =
) (92} ) (9(x)°  @Bx=1°

6.18.Sabiendo que f(2) =1, f'(2) = 3, g(2) =2, g(2) =5y g'(1) =0, calcula:

a) (Fog)(2) o (Jg) @ o) G : g) (2)

’

b)(F2 - g) (2) d) (g-f)(2) f) (F") 2)
a)(fog) (2)=f(g(2)g'(2)=F(2) 5=3- 5=15

b) (f?=g) (2)=2f(9(2))f"(9(2))g'(2) = 2f(2) - f(2) - 5=21-3:5=30

‘o g@ 5 52
(o) Ol 22 4

d) (9°f) (2)=g'(f(2))"(2)=g'(1)-3=0-3=0

1y 1 , f(92) 7(2) 3
Tegl@=[1 w@ng@)=-L9R) oy T2 5 3 5_ 45
e) (f gj( ) (fj (9(2))9'(2) (10(2) 9'(2) )

’

f) (") (2)=nf""(2)f(2)=n-1""-3=3n

6.19. Encuentra una férmula para hallar la derivada de F(x) = A utilizando la regla de la cadena.

f(x)

F(x) es una funcién compuesta. Si g(x) = l entonces:
X

F(x) = (g of)(x) vy, por tanto, aplicando la regla de la cadena y recordando que la derivada de g(x)= 1 es
X
g )

(F(x))’ N
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6.20. Calcula aplicando la regla de la cadena las derivadas de las siguientes funciones:

3
a) f(x)=(x/;+x)5 b) f(x)=(x+3]
x-5
) af 1
a) f(x)=5(«/;+x) {2\/;“]
b)f’(x)=3("+3j2"—5—(x:3):3[)(+3jz = :_24(x+34)2
xX-5 (X—5) x-5 (x_5) (X—5)

Derivada de las funciones elementales

3
6.21.;Para qué valores de x se anula la derivada de f(x)= X?—ZX2 -5x7?

La derivada es f'(x) = X*—4x—5.
Para hallar los valores de x que la anulan, se iguala a 0 y se resuelve la ecuacion: X¥-4x-5=0
4+416+20 416 {x =1
X = = =
2 2 X=3
Por tanto, se anula six=-10x=5.

6.22. Calcula la derivada de estas funciones:

2
a) f(x)=2XH1 b) f(x)=,—— ¢) F(x)= X1 d) f(x)= X1
X+2 x+1 x-1 X
oo 2(x+2)-(2x+1) 2x+4-2x-1 3 o 2x(x=N)=(x*+1)  x2_ox_1
a) fi(x)= 3 = T = 7 © f(x)= 3 = 3
(x+2) (x+2) (x+2) (x-1) (x—1)
X+1-x x—(x+1)
5 AZ\ATY
o) =L o @) (= =
’ \/L 2+ 17 \/L 2 \/L” 2x2 \/L”
x+1 x+1 X X
6.23.Calcula la derivada de estas funciones (te sera util manejar las propiedades de los logaritmos):
a) f(x)=|n(1] c) f(x)=+Inx
x
b) f(x) =In(x?) d) f(x) = In|(x +5)2x - 1?]

a) f(X)=|n[lj:In1—lnx:—lnx:>f’(x) _
X X

b) f(X)=|n(X2)=2Inx:>f’(x)=§

1

2x~Inx

d) f(x) =In[(x + 5)2x - 1?]=In(x + 5) + 2In(2x - 1) = F/(x) =

c) f(x)=~Inx =F(x)=

1 4
+

x+5 2x-1

6.24.(PAU) Se considera la funcién f(x)=ax®+b-Inx , siendo ay b parametros reales.
Determina los valores de ay b sabiendo que f{(1) =2 y que la derivada de f(x) es nulaen x = 1.
Como f(1)=2: 2=a-f +bln1=a. Por tanto, a = 2, y la funcién es f(x)=2x+binx .

La derivada es f’(x)=6x2 +£ ,ycomoseanulaenx=1: 0=f(1)=6-12 + b . Por tanto, b = —6.
X

Los valores de a y b para que se cumplan las condiciones sona =2y b = —6.
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6.25.Calcula la derivada de estas funciones:

a) f(x)=e™*" c) f(x)=e* -3 . &?
2x 3x
b) f(x) =+e* d) fx)=S-_*°_
e’ +1
a) f/(x)=7e™" c) f(x)=e* -3 .2 = X" 32 f(x) = (2x — 3)e*’ 3X+2
X X 2x 3x 2x X
b) F(x)=—> =‘/e_ d) fx)=2-_1°__° (X”e ) — 62 = F/(x) = 262"
nfex 2 e’ +1 e’ +1

6.26.(PAU) Calcula f(2) siendo fla funcion dada por f(x)= iz+8x— x2-12, (x#0).
X

La funcion derivada es f(x)= _—2 +8-2x,yentonces, f(2)= ;—3 +8-2.-2=3.
X

6.27.(PAU) Calcula (-0, 5) siendo fla funcién dada por f(x)= x> +l2—53x+150 , (x#0).
X

La funcion derivada es f"(x):2x—£—53 ,y entonces, f/(-0,5)=2-(-0,5)— 2 -53=-1+16-53=-38.
x3 (-0,5)
6.28.(PAU) Calcula la derivada de estas funciones:
a) f(x)—;+ln(1—x) b) g(x)= e
" (2x-5) =
-3:-2-(2x-5)-2 _ _ X(y3 _2y2,X X(y3 _2y2
a) F(x)= 3-2-(2x 4) N 1 123_ 1 b) g,(x):e(x +31) ijxe :e(x33x2+1)
(2x-5) 1-x  (2x-5)° 1-x (x*+1) (x*+1)
6.29.(PAU) Deriva las funciones:
X 1 3 x2
a) f(x)==-8x*+— e)f(x)=e" i) f(x) =
) f(x) 58X+ ) f(x) )()3x2+1
3x 2 _x . 6-x°
b) f(x) = xe f) f(x)=x"-e j) f(x)= 5
c) f(x) = x(5- x?)* Q) f(x)=% k) f(x) =2Vx —Inx
X
3
d) f(x)=xT—8 h) f(x)=5+Inx 1) f(x)=\/x3
a) F(X) =~ —16x —— 9) f’(x)—lnx_x.:(—'"’“1
6 x2 (Inx)? (In x)?
5
b) f/(x)=e** +3xe** =e*(1+3x h) f(x)=
) f'(x) ( ) ) f(x) 2xqinx
c) F(x)=(5-x*) —x-4(=2x)5-x* =(5-x**(5+7x%) i) f(x)= f" -
(3x=+1)
vy 3x2 , 6-x> 6 1 36 1
d)f(X)=T J) f(X): X6 :F_;jf(X):_X_7+X_2
® 1 1
e) f/(x)=3x%" K) F/(X)=—— — —
Jx  x
3 1
f) f(x)=2x - ¢e* ) f(x):\/F:x2 jf’(x):%x2:3\é;
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6.30.(PAU) Calcula g'(3) siendo g(x) =2x-e**~".

La funcion derivada es g'(x) =2e*"+6xe>*" = *"(2+6x), y entonces, g'(3)=e®(2+6-3)=20e°.
6.31.(PAU) Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x> —3x2 en x=-1.

La derivada de la funcion es f(x) = 3x° - 6x, y la pendiente de la recta tangente es f/(-1) = 9.

El punto de tangencia es A(-1, f(-1)) = A(-1, —4).

Asi pues, la recta tangente es y — f(—1) = f(-1)(x = (-1)) => y—(-4) =9(x + 1) = y = 9x + 5.

6.32.(PAU) Halla los valores de a y b para que la recta tangente a la grafica de f(x) = ax*-ben el punto (1, 5)
sea larectay =3x+ 2,

Se sabe que f'(1) = 3 porque es la pendiente de su recta tangente. Como f'(x) = 2ax, entonces:
3 = f(1) = 2a, de donde a =%. La funcion es f(x):%x2 -b.

También se sabe que el punto (1, 5) pertenece a la grafica de dicha funcion; por tanto, f(1) =5: 5=f(1)= % -b,

y entonces, b =§—5 =—1. Por tanto, a =E y bz—z.
2 2 2 2
6.33.(PAU) Dibuja la parabola f{x) = x* - 6x + 8.
a) ¢En qué punto de la grafica la tangente es paralela al eje de abscisas?

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto P(2, 0).

a) Para que la tangente sea paralela al eje de abscisas, su pendiente tiene V\
que ser 0. Como la pendiente de la recta tangente es la derivada de la ;
funcién en el punto de tangencia, hay que encontrar el valor de x que
anula la primera derivada: f'(x) =2x -6, y se anula si x = 3. 27
Entonces, el punto (3, f(3)) = A(3, —1) es el punto de la parabola cuya 0 é< X

tangente es paralela al eje de abscisas.

b) La recta pedidaes y—0= f(2)(x—2), es decir, y = 2(x—2), 0 sea, y = —2x + 4.

6.34.; Para qué valores de x se anula la derivada de las siguientes funciones?

a) f(x)=5x-3 c) f(x)=e** e) f(x)=3x2-5x+1 @) f(x)=e*
b) f(x) =X d) f(x)=InBx+7) f) f(x)="—2 h) f(x)=In(x?-2x)
x+3 x+1

a) f'(x) = 5 no se anula nunca.

b) f'(x)= 2(X+3)_22X __6 > No se anula nunca.
(x+3) (x+3)

c) f(x) = 2e?* no se anula nunca.

no sea anula nunca.

, 3
D I0=577

e) f(x)=6x -5 se anula si x:%.

2
f) f(x)= 2x+1)-x" _ x(x+2) se anula six =00 six=-2.

(x+17 (x+17
g) F(x)=(2x — 6)e* ~** se anula si x = 3.
2x -

x2 —2x

h) (x)

se anula si x = 1, pero este valor no pertenece al dominio de la funcién, ya que da lugar al

logaritmo de un numero negativo. Asi pues, la derivada no se anula nunca.
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6.35.(PAU) Dada la funcién f(x)=ax+ b+i, calcula a y b de manera que la grafica de f pase por el punto
X

(3, 4) y tenga tangente horizontal en dicho punto.
Comof(3)=4= 3a+b+1=4

Ademas, f(3) =0y laderivada es f'(x)=a —%; entonces, a —% =0 . Despejando, a= %
X
Al sustituir el valor de a en la ecuacion anterior se obtiene: 3 - % +b+1=4=b=2

Por tanto, a =% yb=2

6.36. Sean las funciones f(x) = 1_—; y g(x)=x?-5x+4, halla la recta tangente a cada una de sus graficas
x —
en el punto de abscisas x = 3.
—(x-2)-(1-x) 1

Las derivadas son f'(x)= = ’(x) = 2x - 5. Las tangentes son:
(x) (x_2F x_27 y g'(x) g

y—1f3)=f(3)(x—3),0sea, y—(-2)=1(x—-3)=>y=x-5
y—9g(B8)=g(3)(x-3),0sea, y—(2)=1(x-3)=y=x-5

Por tanto, las graficas de estas funciones tienen tangente comun en el punto (3, —2). Se dice entonces que
esas graficas son tangentes en el punto (3, -2).

6.37.Encuentra las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica de la parabola f(x) = x2 - x -2
trazadas desde el punto exterior A(—1, —16). Para eso debes hallar previamente los puntos de tangencia.

Sea el punto B(b, f(b)) = B(b, b’>— b — 2) el punto de tangencia.

La pendiente de la recta AB se puede calcular de dos formas distintas:

f(b)-f(a 2_p-_2—(-
Pendiente de la recta que pasa por dos puntos: m = ( t)> ( 2) = b Z f 1; 16)

Pendiente de la recta tangente en el punto B(b, b>°— b —2): m =f'(b) = 2b—1

Igualando estas expresiones se calcula el valor de b:

b2 -b+14

v =2b-1=b?>-b+14=2b>+2b-b-1= b2 +2b-15=0
+

b

_—2+4/4+60 -2+8 3{x1 =-5

2 - 2 X, =3

Asi pues, hay dos puntos de tangencia: B1(-5, 28) y Bx(3, 4).

Las pendientes de las rectas tangentes en estos puntos son: f(-5) =2 (-5)—1=-11
f(3)=2-(3)-1=5

La tangente en Bq es: y — f(-5) = f(-5) (x— (-5)), o sea, y — 28 =—11(x + 5) = y = -11x - 27

La tangente en By es: y—f(3) = f(3)(x—3),0sea, y—4=5(x-3) = y=5x—11
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6.38.Considera la funcion h(x) = f(x)g(x), donde las graficas de f
y g son las que te damos a continuacion:

\ Y
\Z’ /y\: £(X)

I. a) Calcula h(-2) y h(3).
b) Calcula aproximadamente f(-2), f(3), g’(-2) y g’(3).
c) Calcula aproximadamente h’(-2) y h’(3).
Il. Con las mismas graficas del apartado anterior, sea c(x) = f(g(x)) -
a) Calcula ¢(-2) y c(3).
b) ¢Es ¢’(-3) positivo, negativo o cero? Explica como puedes saberlo.
c) ¢Es ¢’(-1) positivo, negativo o cero? Explica como lo averiguas.
I. a)h(-2)=f-2)g(-2)=1-3=3
h(3) = f(3)g(3) = 0
b)f(=2)=-1,f(3)=-1,9(-2)=0yg(3) = %
c) h'(-2) =f(-2)g(-2) + (-2) g’(-2)=-1-3+1-0= -3
h’(3)=f(3)9(3) + f(3) g'(3) =—1- (-1) +0 =1

1
Il. a)c(-2)=f(g(-2)) =f(3)=0 c3)=fgB®)=-1=
/ ’ /. ’ 5 /.
b) ¢(-3)= gt/ 3) = [ 3 |o'-2)
f’[éj es negativo (la tangente tiene pendiente negativa en ese punto), y g’(-3) positiva; luego c¢’(-3) es
negativo.
4 ’ 4 5
c)c'(=1)=Ff"(g-1))g(-1)= f(;jd(—ﬂ
f' (gj es negativo (la tangente tiene pendiente negativa en ese punto), y g'(—1) también; luego c'(—1) es

positivo.

6.39.(PAU) Se considera la funcion f(x) = , siendo a y b parametros reales.

Determina los valores de los parametros a y b para los que f(2) = —4, y la recta tangente a la grafica de
f(x) en x = 6 sea horizontal.

f(z):_43L:—4:a—2b=—1
a—-2b

2x(a—bx)+ bx?

La derivada de la funcion es f'(x)= 3
(a—bx)
12(a—6b)+36b

Como se sabe que f(6) = 0, entonces: 0=f(6)= =12a-36b=0=4a-3b=0

(a—6b)>
a-2b=-1 }
. ., a-2b=-1 _
Se resuelve el sistema obtenido: = —a+3b=0
a-3b=0 B

b=-1=a=3b=3:(-1)=-3

Solucionario E| 47

Por tanto, a=-1y b =-3.



Derivadas laterales

6.40.Calcula las derivadas laterales en x = 1 (si existen) y decide si las funciones son derivables en x = 1.

-1)° six<1 2 g
) =S b) f(x>={" six<t
(x=1)° six>1 2x six>1
_ 1P _ 3
a) (1) = lim LM =FO) o (eh=17-0_ b
h—0" h h—0 h h—-0 h
f(1+h)—f(1 1+h-1°-0 2
Py = tim PRIy (A= 20 1_y
h—0* h h—0 h h-0 h

Como las derivadas laterales en x = 1 coinciden, la funcién es derivable en ese punto y f(1) = 0.

2
1+h) -1 2 2(h+1)-1
o) F(1) = lim L =1 2k o ey 2 i 207
h—0 h h—0" h h—0

. 2h+2-1
lim =

h—0*

“+oco

La funcién no es derivable en x = 1. Se observa que ni siquiera es continua en x = 1.

xX—-2 six<3

6.41.A Rocio le han pedido que calcule, si existe, f(3), siendo fla funcién: f(x) ={ ) ]
x“=-5x six>3

Ella trabaja asi: calcula la derivada de la funcion para valores distintos de 3: f'(x)={
y concluye que como lim f(x)=1y lim f(x)=2-3-5=1, entonces, f(3)=1.
x—3~ x—3*

¢Dénde esta el error que comete Rocio?

1 six<3
2x-5 six>3

El error de Rocio consiste en que no ha estudiado primero si la funcién es continua en x = 3. Su método solo

seria valido si la funcién fuera continua en x = 3.

Como se observa, lim f(x)=1y lim f(x)=-6, lo cual indica que la funcion no es continua en x = 3 y, por
x—37"

x—3"
tanto, no es derivable en x = 3.

6.42. Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcion en el punto indicado:

7-3x si x<2
f(x)=4 , . enx=2
X -7x+11 si x=22

Se estudia primero la continuidad en x = 2.

Hay que estudiar los limites laterales en dicho punto y el valor de la funcion:

lim £(x)= lim (7 - 3x)=1 lim £(x)= lim (x* - 7x +11) =1 f(2) =1

x—2" x—2" x—2 x—2*

La funciodn es continua en x = 2, ya que Iim2 f(x)=1(2).
X—.

Y ahora se estudia la derivabilidad en x = 2.

-3 si x<2

La derivada de la funcion para x distinto de 2 es: f'(x) = )
2x-7 six>2

Para x = 2 vemos que:

lim f(x)= lim (-3)=-3 lim f(x)= lim (2x-7)=-3

x—=2" x—=27 x—2t x—2F

Como lim f(x)= lim f'(x), la funcién f es derivable en x = 2.

x—2~ x—2*
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2x%2-3 i x<
6.43. (PAU) Sea la funcién: f(x) = | X ~x*ta si x<0
x2+bx+1 six>0

Halla los valores de a y b para que sea continua y derivable en todo su dominio.
Como los polinomios son funciones continuas, solo falta estudiar qué ocurre en el valor x = 0.

Para que la funcion sea continua en x = 0, los limites laterales en ese punto deben ser iguales y coincidir con el
valor de la funcion:

lim f(x)= lim (2x? -3x+a)=a lim f(x)= lim (2 +bx+1)=1 f0)=a
x—0*

x—0~ x—0~ x—0"

Igualando los limites laterales se obtiene que para que f sea continua en x = 0 debe ser a = 1.

2x*=3x+1 si x<0
La funcién es, por tanto: f(x) = X x+1 sI x
x*+bx+1 si x>0

Como también ha de ser derivable en x = 0, las derivadas laterales en dicho punto deben ser iguales:
4x-3 si x<0

La derivada de la funcié distinto de 0 es: f(x) =
a derivada de la funcién para x distinto de 0 es: f'(x) {2x+b Si x>0

lim f(x)= lim (4x-3)=-3 lim f(x)= lim (2x+b)=b
x—0~ x—0~ x—0" x—0"
Por tanto, para que f sea derivable en x = 0 debe ser b = -3.

Entonces, f(x) es continua y derivableen R, sia=1y b =-3.

6.44.Calcula las derivadas laterales de funcion f(x)= |2x—4|+x en el punto x = 2. ;Es la funcién derivable
en dicho punto? Esboza su grafica.

; Y
L - . _J4-x six<2
Se trata de una funcién definida a trozos: f(x)= {3x—4 Six>2 f
7(27) = lim f(2+h)-f(2) _ lim 4-2-h-2 _ Iim—_h:_1
h—0" h h—0~ h h—0 h 1
_ _4_ o] 1 X
F(24) = lim [CEM=F2) _ 6+30=4-2 . 30 4
h—0* h h—0* h h—0 h

Al no coincidir las derivadas laterales, la funcion no es derivable en x = 2.

6.45.Explica por qué no existe la derivada de f(x)= |x2 —-7x+12| enx=4.

Primero se define la funcién a trozos, estudiando qué valores de x anulan el valor absoluto y para qué valores
es positiva y para cuales negativa: g(x)=x?> —7x+12, se hace cero si x = 3 0 si x = 4, es positiva si

x<3o0six>4,yes negativasi 3 <x<4.

x2—7x+12 si x<3 Y
Asi pues, la funcion es: f(x)=4{-x?+7x-12 si 3<x<4, que es continua ;
xX2—7x+12 si x>4
en todo R. La derivada para valores de x distintos de 3 y de 4
2x-7 si x<3 1
es:f(x)={-2x+7 si 3<x<4 o 1 X
2x-7 six>4

Para x=4: lim f'(x)= lim (-2x +7)=-1 lim f(x)= lim (2x —=7) =1
x—4~ x—4~ x—4t x—4*
Como los limites laterales no coinciden, la funcién f no es derivable en x = 4.

También se puede deducir a partir de la grafica de la funcién f(x)= |x2 —7x+12|, en la que se observa que los

puntos de abscisas x = 3 y x = 4 no admiten tangente, son puntos angulosos.
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6.46.(PAU) Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién

2 .
f(x) = x“ -1 s!xs1
x-1 six>1

Como la funcidn es polindmica en el interior de los tramos de definicién, basta estudiar qué sucede en x = 1.
Continuidad en x = 1:

Se estudian los limites laterales en dicho punto y el valor de la funcién:

lim f(x)= lim (x> —=1)=0 lim f(x)= lim(x-1)=0 f(1)=0
x—1"

x—1" x—1" x—1*

La funcién es continua en x = 1, ya que Iim1 f(x)=f(1).
X—

Derivabilidad en x = 1:

2 i 1
La derivada de la funcion para x distinto de 1 es: f(x)= X S_' X<
1 six>1
Las derivadas laterales en x = 1: lim f’(x)= lim 2x=2 lim f'(x)= lim 1=1
x—=1" x—=1" x—1t x—-1"

Como lim f’(x)# lim f’(x), la funcion f no es derivable en x = 1.
x—=1" x—=1"

Por tanto, la funcién es continua, pero no derivable en x = 1.

y ax+bx? si 0<x<2 .
6.47.(PAU) Se sabe que la funcion f: [0, 5] —»R dada por f(x) = es derivable en el

c+vVx-1 si 2<x<5
intervalo (0, 5) y verifica que f(0) = f(5). ; Cuanto valen a, by c?

En primer lugar, como f(0) = f(5), 0 = ¢ + 2, es decir, ¢ = 2.

ax +bx? si 0<x<2

-2+ x-1 si 2<x<5

Como debe ser continua en x = 2, los limites laterales en dicho punto deben ser iguales y ademas coincidir con
el valor de la funcién:

La funcion es f(x) :{

lim f(x)= lim (ax + bx?)=2a+4b lim f(x)= lim (-2+vx-1)=-1 f2) = -1
X—2"

x—2 x—2t x—2%
Asi pues, para que f sea continua en x = 2, debe ser 2a + 4b = —1.
Para que sea derivable en x = 2, las derivadas laterales en ese punto deben ser iguales.

a+2bx si 0<x<2
La derivada de la funcion para x distinto de 2, 0 y 5 es: f/(x)= 1

si 2<x<5’
2Vx -1
lim f(x)= lim (a+2bx)=a+4b lim f'(x)= lim S S
x—=2" x—2" x—2* x=2 24 x —1 2
Asi pues, para que f sea derivable en x = 2 debe ser a+4b = %
Con las ecuaciones obtenidas se plantea un sistema y se resuelve:
{ 2a+4b=—1
2a+4b=-1 2a-8b = -1
_1 R = a:l_4b:l_2:_g
a+4b=— 1 2 2 2
2 —4b=-—2=b=—
2
Para que la funcién f cumpla las condiciones del enunciado, a = —%, b= % yc=-2.
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6.48.(PAU) Dada la funcioén:

F(x) = x’+ax+b six<1
cx si x2>1

calcula a, b y c para que la funcion sea derivable en x = 1, sabiendo que f{0) = f(4).
La funcién debe ser continua, y para ello, los limites laterales en x = 1 han de ser iguales y coincidir con el valor

de la funcion en el punto:

lim f(x)= lim (x> +ax+b)=1+a+b lim f(x)= lim cx=c f(1)=c

x—=1" x—1" x—1t x—1t
Entonces,1+a+b=c
Para que sea derivable en x = 1, las derivadas laterales tienen que ser iguales.

Las derivadas de la funcion para x distinto de 1 son: f'(x) = {2x+a six <1

c six>1
Las derivadas laterales en x = 1: lim f(x)= lim 2x+a)=2+a lim f(x)=lim c=c
x—17 x—17 x—1" x—1"

Como han de seriguales, a + 2 = cy, como f(0) = f(4), debe ser b = 4c.

1+a+b=c
Con las tres ecuaciones se plantea un sistema: <a+2=c =>1+c-2+4c=c=4c=1=c=
b=4c

1
—_ =
4

:a=—1:> b=1
4

Se cumplen las condiciones del enunciado para la funcion fsi a = —% ,b=1,c= % .

Aproximacion lineal de una funcion en un punto. Diferencial de una funcién

6.49. Sabiendo que In2 = 0,69315, obtén la aproximacion lineal de la funciéon f(x)=1log, x en x = 2 y utilizala

para obtener los valores aproximados de f(x) en x =2,01, x=1,9 y x = 2,9.Compara estos resultados con
los obtenidos con la calculadora. { Qué ocurre a medida que nos alejamos del 2?

Inx
f(x)=log, x =——
(%) 9> In2

La aproximacion lineal de una funcion f(x) es: f(x + h) = f(x) + f’(x) - dx. En este caso, para cada valor pedido,
x=2ydxes0,01,-0,1y0,9, respectivamente.
1

fi2y=1;, fx)= =f(2)=
2 < xIln2 @ 2In2
Entonces:
1 0,01 .
fi2,01)=1+ -0,01 =1+ ————— =1,00721. Con la calculadora se obtiene log, 2,01 = 1,007195501.
2In2 2-0,69315
1,9 =1+ L (—0,1) =1- _o1 . 0,92786. Con la calculadora se obtiene log, 1,9 = 0,925999418.
2In2 2-0,69315
f2,9)=1+ L ‘0,9 =1+ L =1,64921. Con la calculadora se obtiene log, 2,9 = 1,5360529.
2In2 2-0,69315

A medida que nos alejamos del 2, la aproximacion lineal va siendo peor.
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6.50.Realiza una estimacion lineal de la variacion de la funcién f(x) = 1+

6.51.

X2

r al incrementar la x de 2 a 2,1.

X+
La aproximacion lineal de una funcion f(x) es: f(x + h) = f(x) + f/(x) dx. En este caso, x =2y dx es 0,1.
2 2

12) = LWA_T f,(x)=2x(x+1)2x _x +2;( :f’(2)=§

3 3 (x +1) (x+1) 9
Entonces:
fi2,1) = A + §-0,1 -7 + 08 _218 = 2,422222

3 9 3 9 9

En el dibujo se muestra un trozo de grafica de cierta funcion fy la recta tangente a dicha grafica en el
punto A(2, 2).

N

o | 1 | X

Queremos calcular el valor de f(2,05) y de f(1,87), pero desconocemos la expresion analitica de la funcién f.
Ayudandote de la aproximacion lineal y encontrando previamente la ecuacion de la recta tangente,
estima los valores de f{(2,05) y f(1,89).

La recta tangente en el punto A(2, 2) es x + y = 4, es decir, y = —x + 4, cuya pendiente es —1, y, por tanto,
sabemos que f'(2) = —1.

L(2,05) = f(2) + f/(2) - (2,05 — 2), es decir: L(2,05) = 2 + (1) - (2,05 - 2) = 1,95
L(1,89) = f(2) + f/(2) - (1,89 — 2), es decir: L(1,89) = 2 + (1) - (1,89 — 2) = 2,11

6.52.0btén con la calculadora el valor de 3/32,3 y obtenlo también utilizando diferenciales.

Con la calculadora: %/32,3 =2,00373
Se considera la funcion f(x) = i/; Su aproximacion lineal es: §/32,3 =f(32) +f(32) - 0,3.

L L

53/x* 80

f(32) =2 F(x) =

Entonces:

323 =2+ % 0,3 =2,00375

6.53.0btén con la calculadora el valor de sen(0,2) y obtenlo también mediante la aproximacioén lineal de

y=senxena=0.

Con la calculadora: sen(0,2) = 0,1987

La aproximacion lineal es: f(x + h) = f(x) + f’(x) - dx, siendo x =0y dx es 0,2.
fl0)=0 f'(x) =cos x = f’(0) = 1

Entonces:

fi0,2)=0+1-0,2=0,2
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PROBLEMAS

6.54.EI coste de produccién de x unidades viene dado por la funcién C(x) = 0,06x2 —4,2x + 75 . En Economia,

se llama coste marginal al coste ocasionado por la produccién de una unidad suplementaria y se calcula
hallando la derivada en dicho punto. Halla el coste marginal al producir la unidad namero 81 de las dos
formas indicadas y después compara el resultado. Es decir, calcula:

a) C(80+1)—C(80).

b) C'(80).

Compara los resultados obtenidos.

a) C(80+1)-C(80)=C (81)—-C(80)=128,46-123 = 5,46 unidades monetarias

b) La funcién derivada es C’(x)=0,12x—4,2; por tanto, C’(80)=0,12-80—-4,2 =54 unidades monetarias.

Los resultados son bastante similares, difieren en cuatro centésimas.

6.55.Una particula esta recorriendo la curva y = X°. En cierto momento la abandona y comienza a desplazarse por la
tangente trazada por el punto en el que abandoné la curva.

¢En qué momento debe dejar la curva para que su trayectoria pase por el punto A [4, %) ?

Sea el punto B(a, f(a)) = B(a, az) donde la particula abandona la curva y se dirige rectilineamente hacia el punto

A[4, 34—9j . La pendiente de la recta AB se puede hallar de dos formas distintas:

39

Pendiente de la recta que pasa por dos puntos: m = 4

-a
Pendiente de la recta tangente en el punto B(a, az): m=f(a)=2a.

Igualando estas expresiones se obtiene el valor de a:

39
—-a
”;1 =2a:%—a2=8a—2a2:>39—4a2=32a—83234a2—32a+39=03
—a
13
a_321~/1024—624_321202> a==
2

La particula debera abandonar la curva en el momento en que pase por los puntos B, (%%] o B, (%%] ,
dependiendo del rumbo que lleve la particula.

6.56.La anchura de un rectangulo esta creciendo a razén de 2 cm/seg y su longitud esta creciendo a 3 cm/seg.
¢Cuanto crece por segundo el area en el instante en el que la anchura es 7 cm y la longitud 5 cm?

Si B(f) es la funcién que define la longitud de la base del rectangulo; H(f), la que define la altura, y A(f), la que
define el area, A(t) = B(f) - H(f), y haciendo la derivada del producto: A{t) = B{t) - H(f) + H{f) - B(?).

Como B{t) =2y H{t) = 3 para todo ¢, cuando B(f) =7 y H(t) = 5 se obtiene A{t)=2-5+3 -7 =31 cmzlseg.

Solucionario E 53



6.57. El coste total de produccion de g unidades de cierto producto viene dado, en euros, por la expresion
C(q) = 2q2 + 5q + 10. Una empresa produce en la actualidad un total de 50 unidades y estudia la
posibilidad de aumentar la producciéon a 50,5 unidades. Estima, utilizando la aproximacion lineal, cual
sera la diferencia de costes si se producen 50,5 unidades en lugar de 50.

La aproximacion lineal de la funcion es C(q + 0,5) = C(q) + 0,5 - C1q).
C'(q)=4q9g+5

Para q = 50: C(50) = 5260 C'(q) = 205

C(50, 5) = 5260 + 0,5 - 205 = 5260 + 102,5

Luego la diferencia de costes es de 102,50 euros.

6.58. El propietario de una gasolinera observa que la demanda diaria de gasolina de 95 octanos, en miles de
10(x +1)

, donde x representa el precio, en euros, del litro de
x(x+2)

litros, viene dada por la expresion f(x)=

gasolina ese dia.
a) Calcula la tasa de variacion media de la demanda cuando el precio pasa de 1,12 a 1,14 euros.
b) Halla la tasa de variacién instantanea de la demanda cuando el precio de la gasolina es de 1,14 euros.

f(1,14)-f(112) 5,978-6,067
114 -112 0,02

a) TVM f[1,12,1,14] = =-4,45 =-4450 litros

b) La tasa de variacion instantanea coincide con la derivada: TVIf(1,14)=f(1,14).

10(x?+2x)=10(x+1) (2x+2) _10(x?
La derivada de la funcion: f'(x)= ( ) ( 3 ) )= 10(;( +2X2+2)
X% (x+2) x3(x+2)

Entonces: TVIf(1,14) = f(1,14) = —4,354 = —4354 litros

PROFUNDIZACION

6.59.El vértice de la parabola y = X +ax+besel punto (2, 2). ; Cuanto vale la funcién en x=-1?

Comof(2)=2,2°+2a+b=2=2a+b=-2.
En el vértice, la derivada es 0. Por tanto, f(2) = 0. Como f'(x) = 2x + a, entonces f '(2) =4 +a=0=>a=-4.

Sustituyendo en la primera ecuacion: 2 - (—4)+b=-2=>b=6
Por tanto, la funcién es f(x) = X’ — 4x + 6,y fi=1) = (<1’ =4 - (<1) + 6 = 11.
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6.60. ; Hay alguna pareja de nimeros a y b para los que la funcion sea derivable en R ?

cosx—1 si x<0
f(x)=7 x*+a si0<x<2

L si x>2
x-1

La funcién es continua en el interior de los dos primeros tramos de definicion. En el tercer tramo también es
continua porque el valor de x que anula el denominador no pertenece a su domino de definicién del mismo. Asi
pues, solo hay que estudiar qué ocurre en los valores de solapamiento x =0y x = 2.

Para que sea continua en x = 0, los limites laterales deben ser iguales y coincidir con el valor de la funcion:

lim f(x)= lim (cosx—-1)=0 lim f(x)= lim (x> +a)=a fl0)=a
x—0~ x—0" x—0" x—0"

Igualando los resultados obtenidos, a = 0.

cosx—1 si x<0

La funcidn es, por tanto, f(x)= x? si0<x<2

L si x>2
X_

Imponiendo la condicion de continuidad en x = 2:

lim f(x)= lim x2 =4 lim f(x)= lim [szb f2)=4

x—2~ x—2" x—2" x—2t\ X —1
Igualando los resultados se obtiene que b = 4.

cosx—1 si x<0

Por tanto, para los valores de a y b obtenidos, la funcién f(x)= x? si 0<x<2 es continua en todo R.

i Si x>2
x-1

Ahora se estudia si es derivable o no.

-senx si x<0

La derivada de la funcion para x distinto de 0 y de 2 es: f'(x) = 2x si0<x<2
——  six>2
(x=1)
Para x=0: lim f(x)= lim (-senx)=0 lim f'(x)= lim 2x=0. Asi pues, la funcion es derivable en x=0y
x—0~ x—0" x—07" x—0"
f'(0)=0.

Para x=2: lim f’(x)= lim 2x=4, lim f’(x)= lim 4 =—4 . Asi pues, la funcién no es derivable en x = 2.
x—2" x—2" x—2F x—2+ (X — ’])2

Por tanto, no existe ninguna pareja de nimeros a y b para los que la funcion f(x) sea derivable en todo R.

6.61.Considera la funcion f(x) = X+ px donde p es un cierto numero real. Escribe (en funcién de p) la
ecuacion de la tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x =1 y determina posteriormente el
valor de p para que dicha tangente pase por el punto A(2, 0).

La ecuacion de la tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x=1es: y—f(1)=f'(1)(x—1).
f(1)=1+ p . Laderivadaes f'(x) = 3x2+p, porlo que f'(1) =3 + p.
Entonces, la recta tangente a la grafica de fix)en x=1esy—(1+ p) = (3 + p)(x— 1), es decir, y = (3 + p)x — 2.

Para que dicha tangente pase por A(2, 0) debe cumplirse que: 0=(3+p):-2-2=6+2p-2=0=p=-2.
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6.62.Halla los valores de la constante k para que las rectas tangentes a las funciones f(x) = X y g(x) = (x - k)x
en el punto de abscisa 1 sean paralelas.

Son paralelas si f'(1) = g'(1).

La derivada de f(x) es f '(x) = 3= f '(1) = 3.
Ladeg(x)es g'(x)=2x—k=g'(1) =2 - k.
Como han de seriguales, 3=2 -k = k=-1.

Solo hay un valor de k que cumple la condicion.

3x®+ax+b

6.63. ¢ Existen numeros reales a y b para los que la tangente a la grafica de f(x) = 7,1 en el punto de
x“+

abscisa 0 sea larecta y=4x + 3?7

El punto de tangencia es A(0, 4 - 0 + 3) = A(0O, 3). Asi pues, f(0) = 3y, por tanto, 3=f(0)= % =b=b=3

3
La funcién seria: f(x)=w
X< +1

Por otro lado, f'(0) = 4, ya que es la pendiente de la recta tangente y = 4x + 3.

2 2 (2,3
La derivada de la funcion es: f'(x) = (9x7 +a)(x ;12 (1?;;( +ax+3)2x , entonces: 4 =f(0)= % —a=a=4
X+

Los valores de a 'y b que cumplen la condicion son 4 y 3, respectivamente.

241

6.64.Calcula la derivada de la funcion f(x) = X 1 y, posteriormente, y sin utilizar la derivada del cociente,

x+1 y £x) = x* +1
Vx -1 x?-1

2 A (2 2 o 2 2
SSRALPW f’(x)=2X(X ) (X +1)_2X 2x—=x"=1_ x"-2x-1

x—1 (x—1) - (x -1y S (x-1?

obtén las derivadas de g(x) =

La derivada de la funcion f(x) =

Llamando h(x)= Jx, g(x)=(f o h)(x), cuya derivada se calcula aplicando la regla de la cadena:

Vxf-2vx=1 1 _x-2Jx-1_1
Wx-1f 2 (fx-1f 2¥x

De manera analoga, llamando u(x)=x?, t(x)=(f o u)(x):

g'(x)=f(h(x))-h'(x) =

2 2_ 2
t,(X)Zf’(u(X)).u’(X)z (X ) 2x 1-2X= X4_2X2_1

T

6.65.Calcula f'(0) sabiendo que f(x) = [g(x)]****y que g(0) = g’(0) = e.

Ayuda: para calcular f/(x) escribe f(x) = e™91™" = geosxinlgx)]

Teniendo en cuenta la ultima expresién de f(x), f(x)= esxnla)] g, derivada es:
f(x)= [—Sen x-Ing(x)+cos x g (X)Jecosxln[g(X)]
a(x)

Sustituyendo x por 0, se obtiene:

f(0)= (—senO-In g(0)+cos0 -&)emso"”g(o) -1-8.¢'-¢
9(0) e
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e*-1 six<0

6.66.Se considera la funcién: f(x) =1
xX“+x six>0

a) ¢Es continuaen x=07?
b) ¢Es derivable en x=07?

c) ¢Cual es el minimo valor que toma esta funcién? ¢Para qué valor de x lo toma?

a) Es continua en x = 0 si los limites laterales en ese punto son iguales y coinciden con el valor de la funcion:
lim f(x)= lim(e™* -1)=0 lim f(x)= lim (x? + x)=0 fl0)=0

x—0~ x—0~ x—0" x—0"

La funcién es continua en x = 0, ya que Iim0 f(x)=1(0).
X

b) Es derivable en x = 0 si las derivadas laterales en ese punto existen y coinciden.

- si x<0

La derivada de la funcion para x distinto de 0 es: f'(x) = .
2x+1 si x>0

Las derivadas laterales son en x = 0:

lim f(x)= lim (—-e™*)=-1 lim f(x)= lim 2x +1)=1

x—0~ x—0~ x—0" x—0"

Como lim f’(x)# lim f’(x), la funcién f no es derivable en x = 0.

x—=0~ x—0"
¢) La funcion es siempre mayor o igual que 0 y solo vale 0 si x = 0, luego el minimo de la funcion es el punto
0(0, 0).

6.67.Encuentra las tangentes comunes a las parabolas y = x*, y = (x - 1) (5 - x).
La ecuacion de la recta tangente a la curva y = X enel punto de abscisa x = a es:
y—a2 =2a(x—-a)>y= 2ax—a°
La ecuacion de la recta tangente a la curva y = —*+6x-5enel punto de abscisa x = b es:
y—(-b*>+6b—5)=(-2b+6)(x—b) = y=(-2b+6)x+ b’ -5
Para que sean la misma recta deben tener la misma pendiente y la misma ordenada en el origen.

. [2a=-2b+6
Por tanto: {_ a2 =p2_5
Resolviendo el sistema: a=—-b+3 = —(-b+ 3’ =p*-5=-b*+6b-9=p*-5=2b°—6b+4=0=
= bh’-3b+2=0=>b=1=a=2yb=2=a=1

Las tangentes comunes sony=2x—-1ey=4x-4

6.68. Determina todas las funciones f de la forma f(x) = ax’ + bx* + cx + d con a # 0, y que verifica
f(-1)=Ff(1)=0.
¢Alguna de las funciones determinadas anteriormente verifican f(0) = f(1)?

Se deriva f(x) y se obtiene f '(x) = 3ax* + 2bx + c.
f(=1)=3a-(-1)2+2b-(-1)+c=3a-2b+c=0
f(1)=3a-1°+2b-1+c=3a+2b+c=0

Como f (—1) debe coincidir con (1) = 3a-2b+c=3a+2b+c=b=0.
Sustituyendo en las dos ecuaciones anteriores se obtiene ¢ = —3a.

Las funciones que verifican estas condiciones son de la forma f(x) = ax® - 3ax +d.
Si ademas f(0) = f(1), debeserd=a—-3a+d=a=0

Por tanto, no existe ninguna funcién con esa expresion que cumpla las condiciones deseadas.
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6.69.En la siguiente ilustracion se representa la grafica de la funcion derivada f ’ de una cierta funcién

f:[0,1] > R.
Y
1.
y=7rK
0 1 X

a) Halla una expresion algebraica de f sabiendo que f(0) = 0.

b) ¢ Existe f” [%) ?

2x  si Ostl x’+a si OSXSl
a) La derivada es f'(x)= 2 , luego la funcién es f(x) = 1 2
2-2x si E<XS1 2x—x%+b si E<XS1

Como f(0) =0, a =0, y como fes derivable, debe ser continua.

. 1 - . R 1
Para que sea continua en x = 7 los limites laterales en ese punto deben ser iguales y coincidir con f| — |.

lim F(x)= lim 7(x2)=% lim F(x)=lim (2x—x2+b)=1—%+b f[lj:

<G ) Al

Igualando los resultados: % = 1—%+ b=b= A

1
4

x? si 0<x<
Entonces: f(x)= 2
1

2x—x2—l si
2

b) No, pues la funcién derivada no es derivable en x =

1
2

6.70.La tangente a la curva y = f(x) en el punto P(2, f(2)) pasa también por el punto Q(-3, 0). Si f ’(2) =
calcula f(2).

1
2 ’

La pendiente m de la recta tangente que pasa por P(2, f(2)) y Q(-3, 0) debe serigual a f'(2) = % :

m=12)=0_12) _1_ ;5.5
2-(-3) 5 2 2

6.71.0btén con la calculadora sen(0,02) y comparalo con el resultado obtenido por la aproximacion lineal de
y=senxena=0.
Con la calculadora en radianes: sen(0,02) = 0,0199986
Se considera la funcién f(x) = senx, y se realiza una aproximacion lineal de la misma paraa=0y x = 0,02:
L(0,02) = f(0) + f'(0) - (0,02 — 0) = L(0,02) =sen 0 + cos 0 - (0,02 - 0) = 0,02

La aproximacién es muy buena.
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

6.1.

6.2.

6.3.

Sean fy g funciones derivables definidas en R.

A) Si f(2) > f(3), entonces f "(2) > f "(3).

B) Si f (x) = g (x) para todo x real, entonces f(x) — g(x) = 0.
C) Si g(x) = f(x* + 1), entonces g ‘(x) = f "(x* + 1).

D) Si lim f)-1@3) 2, entonces lim f(x)=f(x)+2.
x—3 X — x—3
E) Si f '(x) > 2 para todo x, no hay ningun punto en la grafica de (f - f)(x) con tangente paralela a la recta
y=3x+1.

La respuesta correcta es la E, puesto que (f - )'(x) = f'(f(x)) - f(x) = 4: para que la recta tangente a la curva sea
paralela a la recta y = 3x + 1, su derivada debe ser igual a 3, pero la derivada es mayor o igual que 4 y, por
tanto, es imposible que eso ocurra.

Considera la funcién f(x) = x + sen x + 1.

A) Existen nimeros x tales que f “ (x) > 2.

B) Hay algun punto de la grafica en el que la tangente es paralela a larecta y = %x.

C) f“ (x) = f(x) para todo x real.
D) La tangente a la grafica de fen el punto de abscisa 0 es la recta y = 2x.
E) Nada de lo anterior es correcto.

La respuesta correcta es la B.

Sea f(x) la funcién dada por f(x)= (x — 1)(3 — x) y sea g(x) = In f{(x).
A) g es positiva en su dominio de definicion.
B) La recta tangente a g(x) en el punto de abscisa 2 es paralelaa y = x.

C) lim g(x)=1.

D) D(g) = (1, 3).
E) La grafica de g nunca corta al eje horizontal.

La respuesta correcta es la D, ya que f(x) es positiva en el intervalo (1, 3).

Sefiala en cada caso las respuestas correctas:

6.4.

Sea f la funcion definida en (—~, 1] mediante la formula f(x) = 2xv1-x , y T, la tangente a la grafica de f
en el punto de abscisa 0.
2-3x

-x’

B) Para todo x de (—-, 1) se verifica f '(x) > 0.

A) Paratodo x<1esf‘(x)=

C) La ecuacion de Tes y = 2x.

D) La grafica de f presenta un Gnico punto con tangente horizontal.
E) Si §< a< b <1, entonces f(b) < f(a).

Son correctas las afirmaciones A, C,Dy E
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6.5. Sea la funcion f(x) = x-|x| definida en R.
A) Como g(x) =|x| no es derivable en x = 0, f(x) tampoco lo es.
B) Para todo x real, f "(x) = |x|+ x .
C)f'(x)=0.
D) f '(x) = 2x si x # 0.
E) Six <0, f'(x) + g '(x) = 0 siendo g(x) = x*.

Es correcta la afirmacion E.

6.6. Sea funa funcion derivable en (0, +-) verificando g(1) =0y g ‘(x) = l
X

A) La pendiente de la tangente a la grafica de g en el punto de abscisa 1 es 1.

B) La funcién definida por f(x) = x - g(x) admite por derivada f '(x) = 1.

C) La funcion h(x) = g(2x + 1) verifica h'(x) = .
2x+1

D) Si t(x) = X, la derivada de g o t en cada punto x verifica (g o ) (x) = 3
x

E) Cuanto mayor es x, mas préoximas a la horizontal son las tangentes a g(x).
Son correctas las afirmaciones A, Dy E.

6.7. Seaf(x)=x-3"
A) f(x)=(1-xIn3)e™"?
B) f'(x)=(1-x)3
C) f’(x)=(1-xIn3)3*
D) f'(o)=m3ih
E) limf'(x) =1

Son correctas las afirmaciones C y D.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

6.8. Sea funa funcién derivable y g(x) = x + f%(x).
a) La tangente a la grafica de g en el punto de abscisa 0 es paralela a la recta y = x.

b) La grafica de f(x) pasa por el origen.
A)b=a,peroa= b

B)a—=b,perob » a

Claesb

D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior

La respuesta correcta es la B, puesto que si f(0) =0, g '(0) = 1 + 2f(0) - f'(0) = 1, pero no es cierto lo contrario,
ya que podria ser f {(0) = 0.
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Sefiala el dato innecesario para contestar:

6.9. Nos planteamos si la tangente a la curva y = ax*+bxX*+cx+denel punto de abscisa 3 corta a la recta
y =2x+ 1,y nos dan estos datos.

a) Valor de a
b) Valor de b
c) Valor de ¢
d) Valor de d

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningtn dato.

La respuesta correcta es la E.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

6.10.Calcula la ecuacion de la tangente a la curva f(x) = ax? g(x), en x=0 con a real y g una funcion
definida en R.

a)a=3

b) g es derivable en 0.

A) Cada informacioén, a y b, es suficiente por si sola.

B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.
D) Son necesarias las dos.

E) Faltan mas datos.

La respuesta correcta es la C.
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Aplicaciones de las derivadas

ACTIVIDADES INICIALES

7.1. Calcula el volumen del cilindro que esta inscrito en el cono de la figura: \
13 cm
8cm
\—5 cm

Aplicando el Teorema de Pitagoras, se calcula la altura del cono: 132=p?+52 = h=12cm

12 { 13

T
<r><7x4>
~—5—
. . 12 8 85 40 10
Por semejanza de tridngulos: —=—=> x=——=—=— cm
5 x 12 12 3
. - 10 5
Para hallar el radio r del cilindro: r=5 — ? =§ cm

2
Luego el volumen del cilindroes: V== #h=8 [g} n cm®

7.1 Calcula el volumen de una esfera cuya area lateral es de 100xr m>.

El radio r de la esfera cumple que: 100n=4nr? = P=25=r=5m

3 :in53 :@n m°

El volumen de la esfera sera: V = i1tr
3 3 3

7.1ll. Calcula el area del triangulo rectangulo de hipotenusa 6 cm, semejante al triangulo rectangulo de
catetos 72 cmy 96 cm.

La hipotenusa del triangulo grande es v72% +962 =120 cm. Asi pues, la razén de semejanza es % = 20.

Los catetos del triangulo pequefio son % =3,6cmy % =4,8cm.

3,6-4,8

Por tanto, su areaes: A= =8,64 m?2

7.IV. Calcula el area de una ventana de Norman, formada por un rectangulo de lados 6 dm
y 8 dm, coronada por un semicirculo de diametro 6 dm. @

.32 8 dm
©3 6214 dm? \

A=68+
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EJERCICIOS PROPUESTOS

7.1. ¢Tiene algin extremo relativo la funcion fix) = x° + 2x + 1? ¢Y la funcién f(x) = 2 cos x — 4x + 1?

La derivada de f(x) = x° + 2x + 1 es f (x) = 5x* + 2, que no se anula nunca.

Por tanto, f(x) no puede tener extremos relativos.

La derivada de f(x) = 2cos x —4x + 1 es f'(x) = —2sen x — 4, que se anulara si —2sen x — 4 = 0, es decir, si
sen x = -2, lo cual es imposible.

Asi pues, f(x) no tiene extremos relativos.

7.2. ldentifica los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes
funciones:

a) f(x) = 2x* — 15x* + 36x
b) fix)=x-1In(1+ x)

a) La derivada es f'(x) = 6x°—30x + 36 — f'(x)=0six=2o0six=3.
Se estudia el signo de la derivada en los intervalos definidos por 2 y 3, ya que D(f) = R:

x (—,2) 2 (2,3) 3 (3,+ )
Signo de f' + =0 - =0 +
SO il Creciente MaX|_rno Decreciente Mlnlmo Creciente
de f relativo relativo

Asi pues, fcrece en (—e,2) U (3,+ =) y decrece en (2, 3). Tiene un maximo relativo en el punto A(2, f(2)), es
decir, en A(2, 28), y un minimo relativo en el punto B(3, f(3)), es decir, en B(3, 27).

b) El dominio de la funcién es D(f) = (—1,+ =) . Su derivada es f'(x)=1- 1 L =1L , que se anula si x = 0.
+x 1+x

Se estudia el signo de la derivada en los intervalos en que se divide el dominio al considerar el 0 y el —1,
que anula el denominador de la derivada:

x (-1,0) 0 0.+<)
Signo de f’ - =0 +
ST D Decreciente M'”'T“° Creciente
de f relativo

Asi pues, fdecrece en (-1, 0) y crece en (0,+ ). Tiene un minimo relativo en A(0, f{0)) = A(0, 0).

7.3. El producto de dos numeros positivos es 36. Calculalos para que su suma sea lo mas pequeiia posible.

1. Se definen las variables, x, y, que son los dos nimeros.

2. Se escribe la relacion entre ellas: x - y = 36, y se despeja una en funcién de la otra: y =§ .
X

3. La funcién que hay que minimizar es la suma de los numeros, S =x + y . Luego S(x)= x+§.
X
4. Se halla el dominio de la funcién. Como x debe ser positivo, es un nimero del intervalo (0,+ ).

5. Se calcula el maximo y el minimo de S(x) = x+§ en (0,+c).
X

S'(x)= 1—% =0= x?=36 = x =6 . La solucién negativa se descarta porque no pertenece al dominio.
X

6. Se halla el valor de S(x) en el valor que anula la derivada y se compara con el limite en los extremos del
intervalo de definiciéon: S(6) = 12, Iimo S(x)= lim S(x)=+c.
X—

X—>eo
Por tanto, el minimo se alcanza para x = 6, con lo que los niUmeros seran 6 y 6. Su suma es 12.
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7.4.

7.5.

(PAU) Halla las dimensiones de los lados de un tridngulo rectangulo, de 10 metros de hipotenusa, para
que su area sea maxima. ¢ Cual sera dicha area?

1. Sean x e y las longitudes en metros de los catetos.

2. La relacion entre las variables es x2 + y2 =100, es decir, y =v100-x2 .

X-y x-1100 - x2

3. La funcidon a maximizar es el area del triangulo A = - = A(x)= 2

4. Se calcula el dominio de A(x). Como x e y deben ser positivas: x >0 e y > 0, es decir,

y=4100—x% >0=100-x? >0=100 > x> = 10 > x . Por tanto, x debe pertenecer al intervalo (0, 10).

2
5. Se halla el maximo de A(x)= X Y2 =X ”(;OX en (0, 10).

A'(x)=%{\/100—x2 +x~iJ =
24100 — x?

—0=200-4x2=0= x=+/50 .

1 2(100-x*)-2x* _ 200-4x’
2 2J100-x2 44100

200 -4x?
44100 - x?

Se compara el valor de la funcién en x = v50 con el limite de la misma en los extremos del intervalo de
definicion para comprobar si es el maximo de la funcion:

AlV50)=25

)I(l_rg A(x) = XI|_r)r110A(x) =0.

El maximo se alcanza para x = @ m, el otro cateto mide y = \/100 —(\/50)2 = @ m y el area maxima es de

25 m?,

Una empresa inmobiliaria ha decidido convertir un hotel en 65 estudios. Alquilando a 600 € cada
estudio, conseguiria alquilarlos todos, y por cada 20 € que aumente el alquiler, alquilaria 1 menos. Si
cada estudio alquilado requiere 60 € mensuales de gastos, ¢a cuanto debe alquilarlos para obtener
maximo beneficio?

Llamando x a cada veintena de euros que aumenta el alquiler, la funcion que da los beneficios es:

B(x)= (65— x)(600 +20x)—60(65— x) , donde 65 — x son los estudios que alquila, y 600 + 20x, el precio de
alquiler de cada estudio.

La funcién beneficio, después de operar, es:
B(x) = (65— x)(540 + 20x) = —20x2 + 760x + 35100, siendo x un valor comprendido entre 0 y 65 [0, 65].
B'(x)=-40x+760 ,y los valores de x que la anulan: —40x +760 =0 = x = 19.

Se compara el valor de la funcién en ese punto y en los extremos del intervalo de definicién: B(0) = 35 100,
B(65) = 0, B(19) = 42 320.

Asi pues, la funcién alcanza el maximo en x = 19. Por tanto, debera alquilar 65 — x = 65 — 19 = 46 estudios a un

precio de 600 + 20x = 600 + 20 - 19 = 980 euros.
El beneficio maximo es de B(19) = 42 320 euros.
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7.6. ¢Tiene algun punto de inflexién la funcién f(x) = x*+6x*—x+3?

Se calcula la derivada segunda: f '(x) = 4 +12x -1, yf'(x)= 12% + 12.

La derivada segunda no se anula nunca; por tanto, la funcion no tiene puntos de inflexion.

7.7. Encuentra los maximos y minimos relativos de f(x) = 2x* - 4x* +1.

La derivada es f '(x) = 8x®> — 8x = 8x(x*— 1), y se anula si x =0, x=—1 0 x = 1, y el signo de la misma:

(—o0,—1) -1 (-1,0) 0 0, 1) 1 (1,+0)

Signo de f’ - =0 + =0 — =0 +

. ] Minimo ) Maximo ) Minimo )
Comportamiento de £ Wbltel=Tel[=1y) (5] . Creciente ] Decreciente ) Creciente
relativo relativo relativo

La funcién tiene minimos relativos (que también son absolutos) en los puntos A(-1, f(-1)) = A(-1,-1)y
B(1, f(1)) = B(1, —1), y un maximo relativo en el punto C(0, f(0)) = C(0, 1).

7.8. Sifix)= x - x> = x*+2x+1, demuestra que hay algun punto entre —1 y 1 en el que f’(x) = 2.

La funcién cumple el teorema del valor medio en el intervalo [-1, 1], ya que es continua y derivable; asi pues,

existe un ¢ de (-1, 1) que cumple f/(c) = f(l)—(f(1—)1) = (1_1_1+2+1)_2(_1+1_1_2+1) = 2_;_2) =2.

7.9. ;Es posible que haya tres puntos de igual ordenada en la funcién f(x) = e* — x + 5?

Si hubiera tres puntos a1, az, as, con igual ordenada: f(a1) = flaz) = f(as).

Como la funcién es continua y derivable, por el teorema de Rolle deben existir dos numeros distintos ¢4 en
(a1, a2) y c2 en (a2, as) con derivada nula. Pero esto es imposible, ya que la derivada de la funcion,
f '(x)=e* —1, solo se anula una vez: &= 1, es decir, si x = 0.
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Solucionario

EJERCICIOS

Crecimiento y decrecimiento de una funcion. Extremos relativos

7.10. (PAU) Estudia la monotonia y halla los extremos relativos de las funciones:

— 2 —
a) f(x) = i—+: c) f(x)= ﬁ e) f(x)=x%-(x+2) g) f(x)=2x +% i) f(x) = %
2
0 f00="0 0 = 0 =1 W= teime ) ro0 =52

En todos los casos hay que estudiar para qué valores se anula la derivada y el signo de la misma en los
intervalos definidos por dichos puntos y los que no pertenezcan al dominio.

a) El dominio de f(x) es D(f) = R — {-1}. La derivada es f'(x)= ( 2
X

. Es siempre positiva, por lo que la
+1)?

funcién es creciente en todo su dominio y no tiene extremos relativos.

X _ 2 X X(o _ _ X
b) El dominio de f(x) es R. Su derivada es f'(x)= 2x+1e eZX(XH) e _(xxle SX 1) _ (XH)(SX X)e ,

que se anulasi (x+1)(1-x)e*=0=>x=-1,x=1.

x (=eo=1) -1 -1,1) 1 (1+e0)
Signo de f’ - =0 + =0 -
Comportamiento de Decreciente 'V"”'F“° Creciente MaX|_mo Decreciente
relativo relativo

La funcion es decreciente en (—e,—1)U(1,+0) y creciente en (=1, 1). Tiene un minimo relativo, que es

también absoluto, en A(-1, 0), y tiene un maximo relativo en B('], i] .
e

¢) El dominio de la funcién es D(f) = R — {2}. Su derivada es f’(x) =ﬁ, que no se anula nunca. Por tanto,
2

la funcion no tiene extremos relativos.

x (- ,2) 2 (2,4 )
Signo de + ¢ D(f") -
Comportamiento de f Creciente ¢ D(f) Decreciente
La funcion crece en (—, 2) y decrece en (2,+ ). La recta x = 2 es una asintota vertical.

d) El dominio de f(x) es R. Su derivada es f’(x)=—2xe1‘x2 , que se anula si x = 0. Para valores negativos, la
derivada es positiva, la funcion crece, y para valores positivos, la derivada es negativa, la funcion decrece.
Por tanto, la funcién es creciente en (- ,0) y decreciente en (0,+ =) . Tiene un maximo relativo, que también
es absoluto, en el punto A(0, e).

e) El dominio de f(x) es R. Su derivada es f/(x)=4x> +6x*> =2x?(2x+3) yseanulasix=00si x = —% .

3 3 3
—oo,— = -2 -2.0 + oo
X ( 2) 2 ( > J 0 (0,4 o)
Signo de f’ - =0 + =0 +
Minimo
Comportamiento de f Decreciente Creciente Creciente
relativo
L . 3 . 3 . . 3 27
La funcién es decreciente en | — oo,—E y creciente en —E,+ o |. Tiene un minimo en A 27 18)"
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1-Inx

f) El dominio de f(x) es (0, +e). Su derivada, f'(x)=—;
X

,seanulasi1-Inx=0, es decir, six=e.
A la izquierda de e, la derivada es positiva, y a la derecha es negativa. Por tanto, f(x) es creciente en (— oo,e)

y decreciente en (e, + «). Tiene un maximo relativo, que también es absoluto, en el punto A(e, gj .

g) El dominio de f(x) es D(f) = R — {0}. Su derivada es f'(x)= 2—2% y se anula si x = —% osix= % .
X
e R IR RO N
2 2 2 2 2 2
Signo de f' + =0 - ¢ D(f") - =0 +
Maximo Minimo
Comportamiento de f &GN Decreciente | ¢ D(f) | Decreciente Creciente
relativo relativo

La funcion es creciente en (—w,—%)u(%,+m’] y decreciente en [—%,OJUEO,%) Tiene un maximo

relativo en el punto A(—%,— 2) y un minimo relativo en B(%,ZJ . La recta x = 0 es una asintota vertical.

X_21 , se anula si x = 1. A la izquierda de 1 es
X

h) El dominio de f(x) es D(f) = (0, +). La derivada, f'(x)=

negativa, y a la derecha, positiva. Asi pues, la funcion es decreciente en (0, 1) y creciente en (1,+ oo). Tiene
un minimo relativo (que también es absoluto) en el punto A(1, 1).

(x=12(x+2)

i) El dominio de f(x) es D(f) = R —{~1, 1}. f(x)=— X y se anulasix=0, x=-2.

(x2 =1)?
x (—o0,—-2) -2 -2,-1) ] -1 (-1, 0) 0 (0, 1) 1 (1,4 o)
Signo de f* - =0 + ¢ D(f') + =0 - ¢ D(f’) -
Comportamiento Minimo Maximo
de f Decrec. ) Crec. | ¢ D(f) | Crec. ] Decrec. | ¢ D(f) | Decrec.
e relativo relativo

La funcion es decreciente en (—w,—2)U(0,1)U(1,+«) y creciente en (-2,—1)u(-10).Tiene un minimo
relativo en el punto A(-2, 4) y un maximo relativo en el punto B(0, 0). En el punto x = 1 hay una discontinuidad

evitable porque Iim1 f(x)= —%. La recta x = —1 es una asintota vertical.
X—

six<0
j) El dominio de f(x) es D(f) = R — {2}. La funcioén definida a trozos es f(x)= 2-x .
X six>0
2-x
2_ > six<0 ] ]
Su derivada, f(x)= (2-x) , no esta definida para x = 0, ya que lim f/(x)= -5 y lim f(x) =5
. six>0 x—0 x—0
(2-x)

Ademas, si x # 0, f'(x) no se anula; por tanto, no tiene extremos con tangente horizontal. Su signo:

X (= ,0) 0 (0, 2) 2 (2,4 )

Signo de f' - ¢ D(f') + +

Comportamiento de f WL CIEIE Creciente | ¢ D(f) | Creciente

La funcion decrece en (-,0) y crece en (0,2)uU(2,+). En x = 0 hay un punto anguloso que es un
minimo relativo. La recta x = 2 es una asintota vertical.
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7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

Determina los maximos y minimos relativos de la funcién f(x) = 3x* - 6xX%.

La derivada es f (x) = 12x° —12x = 12x(x2— 1), yse anulasix=0, x=1, x=-1. Su signo:

X (oo, 1) 1 (1, 0) 0 (0, 1) 1 (1+)

Signo de f* - =0 + =0 - =0 +

Minimo Maximo Minimo
Comportamiento de f BTG Creciente Decreciente Creciente
relativo relativo relativo

La funcién tiene minimos relativos, que también son absolutos en los puntos A(-1, —=3) y B(1, —=3), y tiene un
maximo relativo en el punto C(0, 0).

(PAU) Determina ddonde se alcanza el minimo de la funcién f(x) = 3x* — 6x + a. Calcula el valor de a para
que el valor minimo de la funcién sea 5.

La derivada de la funcién es f (x) = 6x — 6, que se anula si x = 1. Como f''(1) = 6 > 0, el punto A(1, f(1)) es un
minimo relativo, que también es absoluto porque se trata de una parabola céncava hacia arriba. Tiene que
cumplir que f(1) = 5; entonces, 3- 126 -1 +a =5y, por tanto, a = 8.

(PAU) Para cada h se considera la funcién f(x) = 2x* - 3x* + h.
a) Halla los puntos en los que falcanza sus valores maximos y minimos.
b) Encuentra h para que el valor de f en el minimo local hallado antes sea 0.

a) La derivada es f '(x) = 6x° — 6x = 6x(x — 1)y se anula si x =0 o x = 1. La segunda derivada es f "'(x) = 12x — 6.
Como f"'(0) = -6 < 0, el punto A(O, h) es un maximo relativo. Como f''(1) = 6 > 0, el punto B(1, -1 + h) es un
minimo relativo.

b) Para que —1 + h = 0, debe cumplirse que h = 1.

Localiza los extremos absolutos, si existen, de la funcion f(x) = x* + 2x — 1 en cada uno de los intervalos
indicados:
a) en (—eo, +eo) b) [-3, 0) c)en (-3, 0] d) en [0, 3] e)en (0, 3) f) en (-1, 3]

La derivada de la funcién es f '(x) = 2x + 2 y se anula si x = —1. Si este valor esta en el intervalo, se compara
f(—1) con el valor de la funcién en los extremos del mismo; si es cerrado, eligiendo el menor y el mayor. Si los
intervalos son abiertos, se calculan los limites de la funcién en los extremos.
a) Intervalo (— oo, + ) : f(=1) = =2, lim f(x) = lim f(x) =+

X——o0 X—>+o0

El minimo absoluto es el punto A(—1, —2). No tiene maximo absoluto.
b) Intervalo [-3, 0): f(-1)=-2 f-3)=2 Iirrg) f(x)=-1
X

El minimo absoluto es el punto A(—1, —2). El maximo absoluto es el punto B(-3, 2).
c) Intervalo (-3, 0]: f(-1) = -2, Iim3 f(x)=2, f0)=-1
X——

El minimo absoluto es el punto A(—1, —2). No tiene maximo absoluto.
d) Intervalo [0, 3]: f(0) = —1 f(3)=14
El minimo absoluto es el punto A(0, —1). El maximo absoluto es el punto A(3, 14).
e) Intervalo (0, 3): Iim0 f(x)=-1, Iim3 f(x)=14
X X—

No tiene ni minimo absoluto ni maximo absoluto.
f) Intervalo (-1, 3]: Iim1 f(x)=-2, f(3)=14
X——

No tiene minimo absoluto. El maximo absoluto es el punto A(3, 14).
Escribe una funcién polinémica de tercer grado que tenga un maximo y un minimo.
La derivada, que sera una ecuacion de segundo grado, debe tener dos soluciones.

Por ejemplo, f (x) = X* — 6x + 5 tiene dos soluciones, x = 1 yx=5.

Asi pues, la funcion f(x) =%x3 -3x2 +5x-10 tendra un maximo y un minimo relativos.
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7.16. (PAU) De dos funciones, fy g, se sabe que la representacion grafica de sus funciones derivadas es una
recta que pasa por los puntos (0, 2) y (2, 0) (para la derivada de f) y una parabola que corta al eje X en
(0, 0) y (4, 0), y tiene por vértice (2, 1) (para la derivada de g). Utilizando las graficas de tales derivadas:
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de fy g.
b) Determina, si existen, maximos y minimos de fy g.

a) La derivada de f es la recta de la grafica. 4
Se observa que f'(x) > 0 si x <2y f'(x) <0six>2. Asi pues, la funcion f

es creciente en (—eo, 2) y decreciente en (2,+c).
1 £
0 1 X

La derivada de g es la parabola céncava hacia abajo de la gréfica. Y

Se observaque g'(x) <0six<0osix>4yg'(x)>0si0<x<4. !

Asi pues, la funcién g es decreciente en (—e,0)U(4,+ <) y creciente 1 g

0, 4).
en ( ) ) 1 X

/

b) La funcion f tiene un maximo relativo en el punto A(2, f(2)) y no tiene minimos.
La funcién g tiene un minimo relativo en el punto B(0, g(0)) y un maximo relativo en el punto C(4, g(4)).

2
7.17. (PAU) Halla los extremos relativos de la funcién f(x) = (x +x1) .
e
e . . , (x+1)(1-x) — — N
La funcion es continua en todo R. Su derivada es f'(x)=-————,y se anula si x =1 o si x = —1. Su signo:
e
X (=0, = 1) -1 -1, 1) 1 (1,4+00)
Signo de f' - =0 + =0 -
Minimo Méaximo
Comportamiento de f BEI=Ie 1) Creciente Decreciente
relativo relativo

La funcién tiene un minimo relativo, que también es absoluto, en el punto A(-1, f(—1)) = A(-1, 0), y un maximo

relativo en el punto B(1, f(1)) = B(1,i] .
e

7.18.Escribe una funcién polinémica de tercer grado, fix) = ax’ + bx* + cx + d con b # 0, que no tenga ni
maximos ni minimos relativos.

Se busca una funcién cuya derivada no se anule nunca. La derivada de f(x) es f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢, y para
que no se anule nunca, el discriminante de la ecuacién 3ax’ + 2bx + ¢ = 0 debe ser negativo. Es decir:

(2b)? =4 -3ac <0 = 4b? —12ac < 0. Si b toma un valor muy pequefio y a y ¢ grandes, se cumplira la condicion.
Por ejemplo: b =1, a = ¢ =10 cumplen lo dicho.

La funcion f(x) = 10x> + x* + 10x + 1 no tiene extremos relativos.
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7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

Aplicaciones de las derivadas a problemas de optimizacién

(PAU) Averigua razonadamente dénde alcanza el maximo absoluto la funcion:
a) f(x)=2x+4 si 0<x<4 b)f(x)=x?>-4 si 4<x<8

a) La derivada de f es f'(x) = 2, que no se anula nunca. Como f(0) = 4 y f(4) = 12, el maximo absoluto se
alcanza en el punto A(4, 12).

b) La derivada de fes f '(x) = 2x, que se anula si x = 0. Como f no esta definida en 4, Iin]1 f(x)=12 y f(8) = 60,
X—>

el maximo absoluto se alcanza en el punto B(8, 60).

(PAU) Halla las dimensiones de una ventana rectangular de 6 metros de perimetro para que tenga la
maxima superficie posible y, asi, produzca la maxima luminosidad.

1. Las variables son las longitudes de los lados de la ventana: x e y.

2. Larelacion entre ellas: 2x+2y =6 . Despejando, y =3-x..

3. La funcién a maximizar es la superficie de la ventana: A = x - y = A(x) = x(3—x)=3x—-x2.

4. Se busca el intervalo de definicidon de la variable. Como x e y deben ser positivos, x>0 e y > 0, y, por tanto,
3 —-x>0, es decir, x < 3. Entonces, 0 < x < 3, lo que significa que la variable x debe estar en el intervalo (0, 3).
2

en (0, 3). Su derivada, A’ (x)=3-2x, se anulasi x = 3 ,

5. Se halla el maximo de A(x)=x(3—-x)=3x-x >

que es un maximo, ya que la funcién es una parabola céncava hacia abajo.

El otro lado mide y:3—x:3—%:%m

Entonces, la maxima luminosidad se consigue si la ventana es un cuadrado de lado 1,5 metros.

(PAU) Halla dos niumeros cuya suma sea 20 sabiendo que su producto es maximo.

Los nimeros seran x y 20 — x; por tanto, la funcion a maximizar es f(x) = x(20 - x) = 20x — x2.

Se trata de una parabola concava hacia abajo cuyo maximo es su vértice. La derivada es f '(x) = 20 — 2x, que
se anula si x = 10.
Por tanto, los nimeros son 10 y 10, y el producto maximo es 100.

(PAU) Encuentra un numero tal que al restarle su cuadrado la diferencia sea maxima.

Si x es el numero buscado, el problema se reduce a encontrar el maximo de la funcién f(x)=x—-x2. Su
grafica es una parabola concava hacia abajo y el maximo es su vértice.

La derivadaes f'(x) =1 —2xy se anula si x =% . Asi pues, %es el numero buscado.

(PAU) Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 8 m% El metro lineal de tramos
horizontal cuesta 2,50 euros, mientras que el metro lineal de tramos vertical cuesta 5 euros. Determina las
dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo y el precio de dicho marco.

1. Sea x la longitud en metros del tramo horizontal e y la longitud en metros del tramo vertical.
2. La funcién coste que hay que minimizares S=2-2,5x + 2 - 5y = 5x + 10y.

3. Como la superficie de la ventana es de 8 m?, x e y deben cumplirque x - y=8 = y = 8 .
X

Asi se obtiene la funcion coste en funcion de una sola variable. S(x)=5x+10 8 5x+@.
X X

4. La unica restriccion para x es que sea positiva.
5. Se calcula el minimo de S(x) = 5x+@ en el intervalo (0, +<) . La derivada de S S'(x) = 5—%, que se
X X
anula si x = 4. La solucién negativa se descarta. Como a la derecha de 4 la derivada es positiva, y a la
izquierda, negativa, el punto (4, S(4)) = (4, 40) es, en efecto, un minimo.
Las dimensiones de la ventana de coste minimo son 4 metros el tramo horizontal y 2 metros el tramo vertical.

El coste minimo es de 40 euros.
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7.24. (PAU) Nos dicen que la funcion f(t) = t — 2 es derivada de la inflacion en funcién del tiempo en cierto pais,
cuando 0= t<5.

a) Determina el valor de t para el que la inflacién alcanza el valor minimo. ¢ Cual es el valor del minimo?
b) Determina cuando la inflacion es maxima y cual es su valor.

a) La derivada, f(t) = t— 2, se anula si t = 2. A la izquierda de 2 es negativa (la inflacion decrece), y a la derecha
de 2 es positiva (la inflacion crece). En t = 2 se tiene la inflacién minima.
2
Dado que la funcién inflacién tiene una expresion del tipo F(t) =% — 2t + C, que es una parabola concava

hacia abajo, se sabe que alcanza su minimo absoluto en su vértice, que se encuentra en t = 2.
2
El valor que tiene en ese punto es F(2)= 27 -2-2+C=-2+C.

b) Para hallar la inflacion maxima hay que comparar el valor de F en los extremos:
2
F(0O)=Cy F(5)=57—2~5+C =%+C

Esta claro que F(0) < F(5); asi pues, la inflacion maxima se alcanza parat=5y vale C +g

7.25. Encuentra 3 nimeros no negativos que sumen 14, tales que uno sea doble que otro y que la suma de sus
cuadrados sea:

a) Maxima b) Minima

1. Las variables son los tres numeros: x, 2x, y.
2. Larelacion entre ellas: x + 2x + y =14 = y = 14 — 3x.

3. La funcién que hay que maximizar y minimizar es S = x? + (2x)? + y? =14x? -84x+196 .

4. Como x>0ey=14-3x>0, x debe estar en el intervalo {0, %} .

5. Se calcula el maximo y el minimo de S(x) en {O, %} . La derivada S’(x)=28x-84 =0 = x = 3. Se compara

el valor de S en ese punto y en los extremos del intervalo: S(3)=70, S(0)=196 y S(%} = % . El

maximo se alcanza en x = 0 y los numeros serian 0, 0 y 14, y el minimo en x = 3 y los niUmeros serian 3, 6 y 5.
7.26. Partimos un hilo metalico de longitud 1 m en dos trozos, haciendo con uno un cuadrado y con el otro

un circulo. Calcula las dimensiones de cada trozo para que la suma de las areas sea:

a) Maxima b) Minima

1. Las variables son las longitudes de los dos trozos: x (para hacer el circulo), y (para hacer el cuadrado).
2. Larelacionentreellas: x+y=1=y=1-x.

2
3. La funcién optimizar es la suma de las areas. El lado del cuadrado es 1:1)( , Y Su area, (1 ;Xj .

2 2
. . . . . X . X X
De la longitud de la circunferencia se obtiene el radio x =2nr = r = o Sudreaes nr? = n(z—] = et
T I T

La funcion suma es A(x) = [1—)() + X = (m+4)x 5 2nx+n .
4 4 4°m

4. El valor que debe tomar x es cualquiera del intervalo (0, 1).

5. Se halla el maximo y el minimo de A(x) en (0, 1). Su derivada, A’(x)= (n“;ﬁ =0 x= n4 .
T T+

Este valor corresponde al minimo, ya que la funcién es una parabola céncava hacia arriba.

Se hallan los limites en los extremos del intervalo: lim A(x) = lz y lim A(x) = i Si solo se formara un circulo
x—0 4 x—1 41

con todo el hilo, se obtendria el area maxima. Pero esta posibilidad no la contempla el problema.

Asi pues, cuanto mas largo sea el trozo para formar el circulo, mayor sera la suma de las areas.
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7.27.

7.28.

7.29.

7.30.

7.31.

Queremos escribir un texto de 96 cm? y tal que haya 2 cm de margen en cada lateral de la hoja en la que
esta escrito, asi como 3 cm arriba y abajo. Calcula las dimensiones de la hoja mas pequeiia posible.

1. Sean x e y las dimensiones de la pagina, la funcion que hay que minimizar es el producto xy.

2. Relacion entre las variables: (x—4)(y—6)=96 = xy—-6x—-4y=72 = y= %

_ 72x+6x°

=1

4. Dado que los margenes laterales son de 2 cm, x > 4.

(x—4)(72+12x)—(72x+6x2)_ 6x° —48x—288 _
(x—4) S (x-47

o X¥-8x-48=0c (x—12)(x+4)=0 © x=12, x=—-4. Solo es razonable el valor positivo.

A la izquierda de 12, f’(x) < 0, y a la derecha, f’(x) > 0, por lo que en x = 12 se presenta un minimo que

72+72

8

3. Funcién a minimizar es f(x) = x - y

0 6x°—48x—288=0

5. Se halla el minimo de f(x): f’(x) =

corresponde a unas dimensiones de la pagina x=12cm, y = =18 cm.

(PAU) Un almacenista de frutas ha estimado que el beneficio que le produce cada kilogramo de fresas
depende del precio de venta de acuerdo con la siguiente funcion:

B(x) = 2x — x“ - 0,84,siendo B(x) el beneficio por kilogramo, expresado en euros, cuando x es el precio
de cada kilogramo también en euros.

a) ¢ Entre qué precios por kilogramo se producen beneficios para el almacenista?

b) ¢ Qué precio por kilogramo maximiza los beneficios para éste?

c) Si tiene en el almacén 10 000 kilogramos de fresas ¢ cual sera el beneficio total maximo que podria
obtener?

a) Para que eso ocurra, 2x — x> -0,84>0.Como 2x—x>-0,84 = —(% X —%j(% X —2l5j >0, obtendra

0 beneficios si x e (% gj =(0,6; 1,4), es decir, a un precio mayor de 0,60 €/kg y menor de 1,40 €/kg.

b)B'(x)=2-2x=x=1=B(1)=0,16
Obtiene el maximo beneficio vendiendo las fresas a 1 €/kg y es de 0,16 € por kilo.
c) Lo obtendria vendiendo todas las fresas: 0,16 - 10000 = 1600 €.

De entre todos los niumeros reales positivos Xx, y tales que x + y = 10, encuentra aquellos para los que el
producto p = xzy es maximo.

Se halla y en funcion de x, y = 10 — x, y se sustituye en p: p(x) = x*(10 — x) con 0 < x < 10, p '(x) = 20x — 3x%,

20) 4000 . . .20 _ 10

—|= , el maximo se obtiene six=— ey= —.
3 27 3 3

se anula six=Oosix=?. Como p(0)=0=p(10) y p[

(PAU) Una fabrica de televisores vende cada aparato a 300 €. Los gastos derivados de fabricar x

televisores son D(x) = 200x + x2, donde 0 < x < 80.

a) Suponiendo que se venden todos los televisores que se fabrican, halla la funcién de los beneficios
que se obtienen después de fabricar y vender x televisores.

b) Determina el numero de aparatos que conviene fabricar para obtener el beneficio maximo, asi como
dicho beneficio maximo.

a) Beneficio = ingresos — gastos. Luego B(x) = 300x — (200x + x2) con 0 < x<80.
b) B '(x) =100 — 2x = 0 si x = 50. Como B(0) = 0, B(50) = 2500 y B(80) = 1600, los beneficios maximos se
obtienen fabricando 50 televisores y son de 2500 €.

Calcula la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y area maxima.

Llamando x a los lados iguales e y al desigual tenemos la relacion 2x +y =8, 2<x<4.

4

Hay que maximizar la funcién

_2(8-3x) _

N2x -4

cuando el triangulo es equilatero de lados % .
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7.32. (PAU) Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada. Disponemos
de 192 m? de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla las dimensiones de la
piscina de manera que su capacidad sea maxima.

1. Variables: x, la longitud de la piscina, e y, su profundidad.

)2
2. Larelacion entre ellas viene dada por el area a cubrir con baldosas: X+ 4xy =192 =y :1924—X .
X
2
3. Funcién a maximizar: V = x* y:%'
Y 192 -3x? Lo o . .
4. Se calcula su maximo: V'(x)= — =0 & six =8, que es un maximo de la funcion, ya que si
x<8,V'(x)>0,ysix>8, V'(x)<O0.
Asi pues, el maximo se alcanza cuando la piscina tiene 8 m de largo y 4 m de profundidad.
Curvatura y puntos de inflexion
7.33. (PAU) Estudia la curvatura y halla los puntos de inflexiéon de las siguientes funciones.
x—1 1 x*(1-x) 1 . 3
a) f(x)=—— c) f(x)= e) f(x)=—73—= f(x)=2x+— i) f(x)=x"-(x+2
) f(x) 1 )()(x_z)2 ) f(x) 21 g) f(x) 2% ) f(x) (x+2)
b) f(x)= ("”) d) Fx)=e™ ) fx) = h) f)=teinx ) f(x) =2
X 2—x
a) f(x)=- 4 5 es positiva si x < —1, y negativa si x > —1. Por tanto, f es concava hacia arriba en (—, —1) y

(x+1)

céncava hacia abajo en (-1, +). En x = —1 tiene una asintota vertical.

1) —a(x+1)+2 x2—
b) F(x) = (x+1) X(X+ )*2 _ x*-2x-1

e e
arriba en (—, 1—\/E)u(1+\/5, + ) y cdncava hacia abajo en (1—\/5, 1+\/E).

Son puntos de inflexion A(1—x/§, f(‘I—x/E)) ( -2, 6- 4\/—] y B(1+x/— f1+x/—)) ( 1++/2, #]

e +-

=0 x=1—x/§ 0 X:1+x/§. La funcién es concava hacia

X

¢) f7(x)=

— ©s siempre positiva. Es concava hacia arriba en R — {2}. En x = 2 hay una asintota vertical.

V2 V2

d) f"(x)= e (4x2 -2)=0= x = - 0 x= - La funcién es céncava hacia arriba en

( JEJ[JEJ, ..(rrj
—oo, ——— |U| —, 4+ | Yy cOncava hacia abajoen | -———, —

X-2

2 2

snccttsio o[ ~Z. (2] -(Z. ) y o 2. 2] 2.

2 2

e) f(x) :_—23. Como D(f) = R — {1, 1}, se estudia el signo de la derivada segunda en (—e, —1), (-1, 1) y

(x+1)
(1, +e). La funcion es céncava hacia arriba en (-, —1) y cdncava hacia abajo en (-1, +e) — {1}.
En x = —1 tiene una asintota vertical, y en x = 1, una discontinuidad evitable.
3 3
f) f(x)= 2Inx-3 =0 < x= e?. Lafuncion es concava hacia abajo en (0, e2j y céncava hacia arriba

X3

3 3 3 3
en (ez, +ooj . Tiene un punto de inflexién en A(ez, f{eﬂj] = [62,

3
2e\/; '
g) f’(x) =i3. La funcién es concava hacia abajo en (—, 0) y concava hacia arriba en (0, +).
X

En x = 0 hay una asintota vertical.
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2-x =0 < x = 2. La funcién es céncava hacia arriba en (0, 2) y concava hacia abajo en (2, +oo).

h) £'(x)=

Tiene un punto de inflexion en A(2, f(2)) = (2, %+In 2) .

i) (x)=12x(x+1) =0 & x =00 x =—1. La funcion es concava hacia arriba en (-, —1) U(0, +e0) y
concava hacia abajo en (-1, 0).

Tiene puntos de inflexion en A(-1, —1) y en B(0, 0).
4

— x<0 e x<0
 fo0=-LL 12 = =2
2-x x>0, x#2 ——— x>0 x#2
2-x (x-2)

La funcién es céncava hacia arriba en (0, 2) y concava hacia abajo en (—, 0) (2, +oo).
En x = 0, la funcion no es derivable y, aunque alli cambia la curvatura, no es un punto de inflexién.

En x = 2 hay una asintota vertical.

7.34. (PAU) Calcula los puntos de inflexién de la funcién f(x) = x* +6x - 3.

f'(x)=3x2+6:>f"(x)=6x=0 < x=0.
Como f""(x)<0six<0yf'"(x)>0six>0, lafuncién tiene un punto de inflexiéon en A(0, —3).

7.35. Estudia la curvatura y determina la abscisa de los puntos de inflexion de f(x) sabiendo que
f''(x) = (x + 1)(x - 3)%(x = 7).
La derivada segunda se anulaen x=-1,x=3yx=7.
Como f"'(x) <0en (-1, 3)u(3, 7) y f"'(x) > 0 en (—, —1)(7, +), la funcidn tiene dos puntos de inflexion: uno

en el punto de abscisa —1 y otro en el punto de abscisa 7.
En x = 3 no hay un punto de inflexion, pues no hay cambio de curvatura.

7.36. a) Halla los puntos de inflexion de y=%.
+

b) Halla la recta tangente a la curva en su punto de inflexion de abscisa positiva.

a) = 17X :y»:M:o@Xﬂ),x:_sox:,/s
(x2+1f (x*+1)

Como la derivada segunda es positiva en (—\/5,0) v (x/§,+ o) y negativa en (—oo,— \/g)u(O, \/5), la funcion

tiene tres puntos de inflexion: A[— f—é} ,B(0,0)y C[@?J .

b) Para hallar la recta tangente en C[\/g g] hay que calcular f' (@): _%
iy , V31
La ecuacion de la recta tangente es y—f(x/g): f (@)(X—\E) =y ~ - —g(x—\/g)

1 33

Por tanto, y =—§X+T.

7.37. Calcula las abscisas de los puntos de inflexion de f(x) si f7(x) = (x —2)(x —4)*(x +5).

La derivada segunda se anulaen x=-5, x =2y x = 4.

Como f'"(x)<0en (-5, 2) y f''(x) > 0 en (-, =5)U(2, 4)U(4, +), la funcién tiene dos puntos de inflexion: uno
de abscisa -5 y el otro de abscisa 2. En x = 4 no hay un punto de inflexion, pues no hay cambio de curvatura.

7.38. (PAU) Demuestra que la curva de ecuacién y = x*=x* + x* = x + 1 no tiene ningun punto de inflexion.

y'=4x3-3x2+2x-1; y"=12x>-6x+2
La derivada segunda no se anula, luego la curva no tiene ningun punto de inflexion.
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7.39. Utiliza el criterio de la segunda derivada para hallar los maximos y minimos relativos de estas

funciones:
a) fix) = x*(x-2) b) f(x) =2x* - 15x* + 36x
a)f’(x)=4x3—6x2=Osix=Oox= %

Se halla f"'(x) = 12x% - 12x y se estudia su signoenx=0y x = % .

f''(0) = 0. Por tanto, no se puede afirmar si es 0 no un extremo relativo.
Hay que estudiar el signo de la primera derivada a izquierda y derecha de x = 0: f'(07) y f'(0") son negativos.
Entonces, en x = 0 no hay ni maximo ni minimo.

f'(gj =9>0= A gf(gj =[§—Zj es un minimo.
2 2 2 2 16

b) f'(x) = 6x° —30x+36=0six=20x=3.Sehalla f"(x) = 12x — 30 y se estudia su signoen x =2y x = 3.
f"(2) = -6 <0 = la funcién tiene un maximo en A(2, f(2)) = A(2, 28).
f"'(3) =6 > 0 = la funcion tiene un minimo en B(3, f(3)) = B(3, 27).

7.40.La grafica que se muestra en la figura representa la derivada de una cierta Yy
funcioén f(x). £
A partir de ella, deduce los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), asi
como sus extremos relativos, su curvatura y sus puntos de inflexion.

La funcion derivada es positiva en (—e, —1)U(3, +). Por tanto, es creciente en esos H

intervalos. \Q\l/ X
Y es negativa en (-1, 3), donde la funcion es decreciente.

Como la derivada se anula en x = -1y en x = 3, y en esos puntos cambia de signo, la
funcion tiene un maximo para x = —1 y un minimo para x = 3.

Ademas, la funcién derivada tiene un minimo en x = 1, luego en ese valor se anula la derivada segunda. Como
la funcion derivada decrece en (-, —1), la derivada segunda es negativa en ese intervalo y, por tanto, la
funcion es concava hacia abajo en él. En (1, +), la funcién derivada es creciente, luego la derivada segunda
es positiva en ese intervalo y, por tanto, la funcion es céncava hacia arriba en él.

Dado que en x = 1 se anula la segunda derivada de la funcién y cambia su curvatura, tiene un punto de
inflexion en el punto de abscisa x = 1.

7.41. ¢ Es posible encontrar una funcién polinémica de tercer grado que no tenga ningun punto de inflexién?

Para que eso sea posible, la derivada segunda de la funcién debe ser constante, ya que de lo contrario se
anularia en algun punto que seria el de inflexion.

Como al derivar dos veces una funcion polindmica de grado tres se obtiene un polinomio de grado uno, que se
anula para algun valor de x, se puede afirmar que cualquier funcién de este tipo tiene siempre un punto de
inflexion.

7.42. Halla los valores de m para los que la funcion f(x) = X' +4x* + mx* +3x-2es siempre céncava hacia
arriba.

Para que eso suceda, f ''(x) debe ser siempre no negativa.

f(x) = 4x° + 12X% + 2mx + 3 = f(x) = 12x° + 24x + 2m

Como f" es una parabola concava hacia arriba, sera no negativa si no tiene raices reales o si tiene una unica
raiz doble. Esto sucede si el discriminante de la ecuacion es menor o igual que 0: 144 —-24m<0 = m>6.

Algunos teoremas sobre funciones derivables

7.43. ;Cuantas veces corta al eje horizontal la grafica de f(x) = x* — x° + 5x* - 2?
La funcidn corta al eje horizontal al menos dos veces, pues f(—10) > 0, f(0) <0, f{10) > 0 y f es continua.

Por otra parte, f'(x) = 4x% - 3x* + 10x solo se anula una vez, en x = 0, por lo que f se anula dos veces, ya que,
segun el teorema de Rolle, entre cada dos ceros de la funcion existe un punto donde se anula la derivada.
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7.44. Sea f(x) = (x + 1)}(x — 2)* + 3.
Demuestra que la ecuacion f ‘(x) = 0 tiene alguna solucién en el intervalo [-1, 2].

La funcién es continua en [-1, 2] y derivable en (-1, 2). Ademas, f(—1) = f(2) = 3.

Por el teorema de Rolle, existe ¢ en (-1, 2) con f'(c) = ;‘(5)_—(;‘(1_)1) =

7.45. Aplicando el teorema de Rolle, justifica que la grafica de la funcion fix) = 3x° +7x+1no puede cortar 2
veces al eje horizontal.

Si la funcién cortara dos veces al eje horizontal, en a y b, tendria que ocurrir que f(a) = f(b) = 0 y, por el teorema
de Rolle, la derivada de f se anularia entre a y b.

Se halla la derivada f '(x) = 15x* +7 y se comprueba que no se anula nunca. Luego la funcién no puede cortar
al eje horizontal dos veces.

7.46.Sin calcular la derivada, ¢puedes asegurar que existe algun punto de la grafica de fix) = X - 2x cuya
tangente sea paralela a la recta que une los puntos A(0, 0) y B(3, 3)?
¢ Cual es ese punto?

Se trata de la interpretacion geométrica del teorema del valor medio.
_ f(3)-f(0) 3-0 _
3-0 3

Como f(0) =0y f(3) = 3, se puede afirmar que existe un nimero c entre 0 y 3 con f’(c) 1.

El punto es aquel en el que la derivada vale 1: f'(x) =2x—-2=1six = % . Por tanto, el punto es C[% —%j .

PROBLEMAS

7.47.(PAU) Un equipo de trabajadores debe hacer la cosecha de un campo de manzanos a partir del 1 de
octubre y unicamente puede trabajar durante un dia. Si se hace la cosecha el 1 de octubre, se recogeran
60 toneladas y el precio sera de 2000 €/tonelada. Sabemos que a partir de ese dia, la cantidad que se
podria recoger aumentara en una tonelada cada dia, pero el precio de la tonelada disminuira en 20 €/dia.

a) Determina la formula que expresa los ingresos que se obtienen en funcién del nimero de dias que
se dejan pasar a partir del 1 de octubre para hacer la cosecha.

b) Halla cuantos dias deben pasar para que los ingresos por la cosecha sean maximos.
c) Indica cual es el valor maximo de los ingresos por la cosecha.

d) Halla cuantos dias deben pasar para que los ingresos por la cosecha sean los mismos que si se
hiciese el dia 1 de octubre.

a) Llamando x al nimero de dias que se dejan pasar a partir del 1 de octubre, los ingresos, f(x) en euros,
vienen dados por la funcion f(x) = (60 + x)(2000 — 20x) = —20x° + 800x + 120 000.

b) Como f(x) es una parabola concava hacia abajo, el maximo es su vértice. La derivada es f '(x) = —40x + 800,
que se anula si x = 20. Asi pues, si se dejan pasar 20 dias, se obtendran los maximos beneficios.

c) El valor maximo de los ingresos es f(20) = 128 000 euros.

d) Los ingresos obtenidos el 1 de octubre son f{0) = 60 - 2000 = 120 000 euros. Si x es el numero de dias
transcurridos para que los ingresos sean de 120 000 euros, entonces: —20x% + 800x + 120 000 = 120 000 =
= —20x* + 800x =0 = —20x(x + 40) = 0, cuyas soluciones son x = 0 (corresponde al 1 de octubre) y x = 40.
Asi pues, deben pasar 40 dias.
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7.48.(PAU) La cotizacion de las acciones de una determinada sociedad, suponiendo que la Bolsa funciona
todos los dias de un mes de 30 dias, responde a la siguiente ley: C(x) = x° — 45x* + 243x + 30 000,siendo
x el numero de dias.

a) ¢Cual ha sido la cotizacion en Bolsa el dia 27?
b) Determina los dias en que alcanza las cotizaciones maxima y minima.

c) Calcula esas cotizaciones maxima y minima.

a) En el dia 2, la cotizacion ha sido C(2) = 2° — 45 - 2% + 243 - 2 + 30 000 = 30 314.

b) Se halla el maximo y el minimo de C(x) en el intervalo cerrado [0, 30]. La derivada es C'(x) = 3x% — 90x + 243,
que se anula si x =3 o si x = 27.

Se compara el valor de la funcién en esos puntos con los que toma en los extremos del intervalo [0, 30]:
C(3) =30 351, C(27) = 23 439, C(0) = 30 000 y C(30) = 23 790.
El minimo se alcanza el dia 27, y el maximo, el dia 3.

¢) La cotizacién minima es C(27) = 23 439, y la maxima, C(3) = 30 351.

7.49.(PAU) Un individuo ha invertido en acciones de cierta compaiiia durante los ultimos 10 afos. El valor de
su cartera a lo largo del tiempo (dinero invertido mas beneficios obtenidos, en miles) viene dado por la
siguiente expresion: f(x) = (x — 2)2 (1 —2x) + 252x + 116, 0 < x < 10. Donde x indica afos.

a) Determina los intervalos de tiempo en los que el valor de la cartera crecié y aquellos en que decrecio.

b) El individuo retira sus ingresos transcurridos los 10 afios. ; Cual hubiera sido realmente el mejor
momento para haberlo hecho? ;Cuanto pierde por no haberlo retirado en el momento 6ptimo?

a) La funcion es f(x) = —2x° + 9x* + 240x + 120, y su derivada, f '(x) = —6x° + 18x + 240, que se anula six=8 0
si x = —5. Como x representa afios, debe ser positivo y, por tanto, la solucién negativa no tiene sentido.
La derivada es positiva en el intervalo (0, 8), luego la cartera crece desde el inicio hasta los 8 afios, y
negativa en (8, 10), por lo que decrece desde los 8 hasta los 10 afios.

b) Hay que comparar el valor de la cartera a los 8 afios, al inicio y al final: f(8) = 1592, f(0) = 120 y f{(10) = 1420.
El mejor momento para retirar sus ingresos habria sido a los 8 afios.
Ha perdido 1 592 000 — 1 420 000 = 172 000 euros.

15+ t2

7.50.(PAU) El namero de individuos, en millones, de una poblacion viene dado por la funcién P(t) = W,
+

donde t mide los afios transcurridos desde t= 0.

Calcula:

a) La poblacioén inicial.

b) El afio en que se alcanzara la minima poblacion. ¢ Cual sera el tamafo de ésta?

c) ¢Cual sera el tamaio de la poblacién a largo plazo?

a) La poblacién inicial es el valor de la funcioén para t = 0: P(0) = 15, es decir, 15 millones de individuos.
b) Para calcular el minimo se halla la derivada:
o t)_2t-(t+1)2—(15+t2)~2-<t+1>_z.(t+1).(t_15)_2(t_15)

(t+1)° =+ ()
P '(f)= 0 cuando t = 15.

A la izquierda de 15, f'(x) < 0, y a la derecha, f'(x) > 0. Por tanto, la minima poblacién se alcanza a los 15
afios y su tamafio es P(15) = 0,9375, es decir, 937 500 individuos.

c) Hay que calcular el limite cuando el tiempo tiende a infinito:

2
lim 15+ t2 =1, es decir, tiende a estabilizarse en un millén de habitantes.
totes (F+1)
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7.51.Un artista ha adquirido un listbn de 6 metros de largo del que quiere colgar dos grandes telas
rectangulares, una a continuacion de la otra y que ocupen todo el liston: la primera ha de ser naranja y
el lado que esta sobre el liston debe ser un tercio del lado que cuelga; y la otra sera verde y debe tener
forma de cuadrado. ;Qué dimensiones deben tener las telas para que su superficie sea la minima

posible?
6m
X y La funcién a minimizar es S = 3x* + y2 cuyas variables deben ser ambas
positivas y estar sujetas a la relacion x + y = 6.
Y1 Al sustituir y en S se obtiene: S = 3% + (6 — x)% con x € [0, 6]
S(x)=6x+2(6-x):(-1)=8x-12=0= x=%e [0,6].
3x

Comparando los valores de S(0) = 36, S(6) = 108 y S[gj =27, se obtiene que
para que la superficie sea minima, la tela naranja debe medir 1,5 - 45 my la
verde debe ser un cuadrado de 4,5 m de lado.

7.52.(PAU) Una compaiiia de transportes ha comprobado que el nimero de viajeros diarios depende del precio
del billete, segun la funcion n(p) = 3000 — 6p, donde n(p) es el nUmero de viajeros cuando p es el precio
del billete.

Obtén:
a) La funcion que expresa los ingresos diarios (/) de esta empresa en funcion del precio del billete (p).
b) El precio del billete que hace maximos dichos ingresos.

c) ¢A cuanto ascenderan dichos ingresos maximos?

a) I(p) = p(3000 — 6p) = 3000p — 6p°
b) El maximo de la funcién /(p), dado que es una parabola cdncava hacia abajo, esta en su vértice.

La derivada es / '(p) = 3000 — 12p, que se anula si p = 250. Asi pues, el precio del billete que maximiza los
ingresos es 250.

c) Los ingresos maximos son /(250) = 375 000.

7.53.(PAU) Una fabrica de automoviles ha realizado un estudio sobre sus beneficios/pérdidas en miles de
euros a lo largo de los ultimos 10 afios y ha comprobado que se ajustan a la funcién

F(fy=t>-18t>+81t-3, 0<t<10.
Se pide, justificando la respuesta:
a) ¢En qué anos se producen los valores maximos y minimos de dicha funciéon?
b) Determinar sus periodos de crecimiento y decrecimiento.
c) ¢Cuales son sus beneficios maximos?

d) ¢Qué resultados obtuvo la empresa en el tltimo afo del estudio?

a) Hay que calcular el maximo y el minimo de la funcién en [0, 10].

La derivada de la funcion es F (t) = 3t 2 _ 36t + 81, queseanulasit=3o0sit=09.

Se comparan: F(3) =105, F(9) =-3, F(0)=-3y F(10)=7.

El maximo se alcanza en el afio 3, y el minimo, en los afios 0 y 9.
b) Estudiando el signo de la derivada se observa que F es creciente en (0, 3)u(9, 10) y decreciente en (3, 9).
c) Sus beneficios maximos son de F(3) = 105, es decir, 105 000 euros.

d) En el dltimo afio, t = 10, obtuvo unos beneficios de F(10) = 7, esto es, 7000 euros.
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7.54.(PAU) Se sabe que los costes totales de fabricar x unidades de un determinado producto vienen dados
por la expresién C(x) = 3x* - 27x + 108.

a) ¢Cuantas unidades hay que producir para minimizar el coste medio M(x) = Cx) ?
b'¢

b) Justifica que la funcion que define el coste medio, M(x), no tiene puntos de inflexion.

_C(x) _ 108 108
X

a) El coste medio viene dado por la funcion M(x) 3x—-27+—— . Su derivada es M’(x):3——2,
X X

que se anula si 3—@:0:>3x2 =108 = x =6. Dado que x representa el nimero de unidades de un
X

producto, solo se considera la solucion positiva.
Como a la izquierda de 6 la derivada es negativa, M decrece, y como a su derecha es positiva, M crece. Por
tanto, para x = 6 se obtiene el minimo. Asi pues, se obtiene el minimo coste medio produciendo 6 unidades.

216

b) La derivada segunda de M(x) es M”(x)=—3, que no se anula nunca, y, por tanto, la funcién M(x) no
X

puede tener puntos de inflexion.

7.55.A) Se considera la funcion f definida en el intervalo / = [0, 5] por f{x) = 9x — 15 — ¢~ %%,

a) Estudia el signo de f'(x) en I.

b) Demuestra que la ecuacion f(x) = 0 admite una Unica solucién en /'y, con la ayuda de la calculadora,
obtenla con una aproximacion de 0,01.

B) En una empresa, se le encarga a un economista que modelice el coste de produccion, en miles de
euros, de x cientos de objetos fabricados y obtiene una funciéon C definida por C(x) = 9x + 15 + e? 0%

Cada objeto es vendido a 200 €, pero solamente se vende el 90% de los objetos fabricados.
a) Sabiendo que la empresa no puede fabricar mas de 500 objetos, ¢en qué intervalo J se mueve x?

b) Comprueba que la recaudacion R, en millares de euros, para una produccioén de x cientos de objetos,
viene dada por R(x) = 18x.

c) Prueba que el beneficio, en miles de euros, obtenido por la produccion de x cientos de objetos,
viene dado por la funcion B(x) definida en J por B(x) =9x - 15 — e? 0

d) Deduce del apartado A el minimo numero de objetos que hay que fabricar para obtener algun
beneficio.

A)
a) La derivada de f(x) es f(x)=9+0,2e*%2* En el intervalo [0, 5], la derivada es siempre positiva y, por
tanto, la funcién es siempre creciente en dicho intervalo.

b) Como fes continua, f(0) =-22,389 <0y f(5) = 30 — e > 0, por el teorema de Bolzano, la funcion corta al eje
X en el intervalo [0, 5].
Por otro lado, al ser una funcién es creciente, solo lo corta una vez. Asi pues, f(x) = 0 solo tiene una
solucién en [0, 5].
Con la calculadora, se obtiene que esa solucién esta comprendida entre 2,19 y 2,20: f(2,19) = -0,058 y
f(2,20) = 0,041.

B)
a) Elintervalo en el que se mueve x es J = [0, 5].

b) La recaudacion en cientos de euros, al producir x cientos de objetos, viene dada por la funcién

R(x)=200 -%x =180x . En miles de euros es R(x) = 18x.

c) El beneficio se obtiene al restar a la recaudacion los costes:
B(x)=R(x) - C(x)=18x — (9x + 15 + €2 02X) = 9x — 15 — 202X

d) En el apartado A se vio que B(2,20) = 0,041 = 2,20 - 100 = 220 objetos. A partir de esta cantidad se obtiene
algun beneficio.
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rectangulo es de cristal transparente, mientras que el semicirculo es de un cristal de
color que transmite la mitad de luz por unidad de area transparente. El perimetro total |  _._____
(exterior) de la ventana es fijo.

Halla las proporciones de la ventana que aporten la mayor cantidad de luz.

7.56.(PAU) Una ventana tiene la forma de semicirculo montado sobre un rectangulo. El /\

Llamando r al radio del circulo y x a la altura del rectangulo, se obtiene la mayor cantidad de |x
luz cuando la superficie de la ventana es maxima. Luego hay que maximizar la funcion

S=2rx +% 7 r? con ry x positivas.

El perimetro P da la relacion entre las variables: P =2r+2x+zr = x= g— 2 er T,

Se sustituye xen S: S =2r (g— 2+nr]+%nr2 :Pr—ZrZ—%nr2

r>0 = r<

- P 2+mn P P
Como x y r son positivos: x =—— .Luego re |0, —|.
2 2 n 2+m

Dado que S es una parabola, su maximo coincide con su vértice: S(r)=P-4r-nr=0 =

P P P 2+x_ P 2+z P P
r= e|0, Como x=—— = ) _ _
4+m 2+m 2 2 2 2 4471 A+z;
Por tanto, se obtiene la maxima cantidad de luz si la ventana es un rectangulo de base 2ry altura r.

PROFUNDIZACION

7.57.a) Calcula los nameros reales a y b para que la funcién g: [—%, +oo] — R dada por
g(x) =-x*+ax - In (2x + b), pase por el origen de coordenadas y admita tangente paralela al eje de
. .1
abscisas en el punto de abscisa rh

b) Considera la funcién f: [—%, + oo] — R dada por f{x) =—x* + 2x — In (2x + 1).

Prueba que la ecuacion f(x) = 0 tiene una tnica solucion en el intervalo [%, 1] .
Determina los intervalos donde f es negativa y aquellos en los que es positiva.
a) Para que pase por el origen: g(0) = 0 = —02+a-0—ln(2-0+b) =—-In(b) =0= b =1

Para que la tangente en el punto de abscisa %sea paralela al eje X: g(%) =0 =

+1 1+1
La funcién g(x) es: g(x) ==’ +2x—1In 2x +1).
b) Sila funcién se anulara mas de una vez en ese intervalo, por el teorema de Rolle, la derivada también se

2 2x —4x? .
=—————=0six=00x= —.
2x +1 2x +1 2

=g'(x)=-2x+a- 2 = g'(l]:—1+a—i:a—2:0 = a=2.
2x 2

anularia al menos una vez en (% 1j (X)) =-2x+2-
Como la derivada no se anula en [% 1), la funcién no puede anularse dos veces en {% 1} .

La derivada es positiva en (O, %) por tanto, f es creciente. Ademas, f(0) = 0. Entonces, la funciéon es
positiva en ese intervalo.

En (—% Oj , la derivada es negativa; asi pues, la funcion es decreciente y, como f(0) = 0, es positiva en
todo el intervalo. En (% +oo} , la derivada es negativa y, por tanto, la funcién es decreciente. Como se ha
comprobado que la funcion se anula una vez en el intervalo (% 1), sice (% 1j con f(c) = 0, se concluye

que f es positiva en [% c] y negativa en (c, +).
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7.58.Considera una funcién y = f(x), definida en el intervalo [-1, 4], derivable en dicho intervalo y tal que la
grafica de la derivada, f ’(x), es la de la figura, que, como se observa, pasa por los puntos

2
A(g,o), B(0, -1).

Y
f'(X)

o/\i X
B0, -1)f A(Z,0)

Llamemos C a la grafica de la funcién y = f(x). Justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas,
falsas, o no puedes responder con la informacién dada.

a)

b)
c)
d)

e)

a)

La recta de ecuacion y =1 es tangente a C en el punto de abscisa % .

La funcidn f es creciente en el intervalo [-1, 4].
La ecuacion f(x) = 0 no tiene solucion en el intervalo [-1, 4].
La tangente a C en el punto de abscisa 0 es paralela ala recta y = x.

Una posible curva C es la de la figura.
Y

21 X
3

La ecuacion de la tangente en el punto A Zf(g) es y —f(gj =f [EJ(X—EJ .
313 3 3 3

Como f' [%j =0, la ecuacioén de la tangentes es y = f(%) Si f[%j =1, la afirmacién es verdadera, y en

otro caso, falsa. Por tanto, no es posible, con la informacién que se tiene, decir si es verdadera o falsa.
. . 2 . .
Falsa, pues al ser la derivada negativa en —1,5 , la funcién es decreciente.

Lo que se puede saber es que f se anula a lo sumo dos veces en ese intervalo, ya que entre dos puntos de
C con ordenada 0 hay un extremo relativo y la derivada solo se anula una vez.

Falsa, pues la pendiente de la recta tangente en el punto A(0, f(0)) es f'(0) = -1, y no es la pendiente de
y =X
Falsa, pues esa funcién tiene un maximo en x = 3 y alli la derivada no se anula.
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. x3+2x+2 six<0
7.59. Dada la funcion f(x) =
x2-3x+2 six=0

a) Estudia la continuidad y derivabilidad de fy calcula su derivada cuando sea posible.
b) Halla el maximo y el minimo absolutos de f en el intervalo [-2, 2].

c) Prueba que la ecuacion f(x) = 0 tiene exactamente una sola raiz en el intervalo (-1, 1) y, con la ayuda
de la calculadora, obtenla aproximadamente, indicando su primera cifra decimal.

a) La funcion es continua en R — {0} por estar definida por polinomios. En x = 0:

lim £(x)= lim (x* +2x+2)=2 y lim f(x)= lim (x? - 3x +2)=2=f(0) = fes continua en R.

x—0~ x—0~ x—0 x—0
2 .
Su derivada es: f'(x) = 3x+2 S!X<0 y lim f(x)# lim f(x) = fes derivable en R — {0}.
2x-3 six>0 " x-0° x—0*

b) Hay que hallar el valor de la funcion en los puntos donde se anula f ' y en los extremos del intervalo:

Sixe (-2,0),f'(x)= 3%+ 2, que no se anula nunca.

Si x e (0, 2) f'(x) = 2x — 3, que se anula en x = —, que pertenece al intervalo. Por tanto, los posibles

3
2
extremos son: -2, 0, % y 2: f(-2) = -10; f(0 ( j:—— y f(2) = 0. El punto A(—2, —10) es el minimo
absoluto, y B(0, 2), el maximo absoluto.
c) En (-1, 0), la funcién es creciente, pues f '(x) > 0, asi que la funcién se anula como mucho una vez.
Como f(-1) = -1y f(0) = 2, la funcién se anula una vez en (-1, 0).
En (0, 1), la funcién es decreciente, ya que f '(x) <0, y como f(1) = 0, solo se anula en x = 0.

Para encontrar la solucién de x® +2x+2=0 se hallan algunos valores de f en (-1, 0): f(-0,5) = 0,875;
f(-0,7) = 0,257; f(-0,8) = -0,112. Asi pues, la raiz esta entre —0,8 y —0,7, y, por tanto, es x = —-0,7.

7.60. En una empresa se han modelizado los beneficios obtenidos, en miles de euros, por la venta de x cientos
de objetos mediante la funcion f, definida en (0, +«) por f{x) = -2x + (€> = 1) In x + 2.

a) Comprueba que f(1)=0y f(ez) =0.
b) Obtén los valores de x para los que el beneficio obtenido es positivo o cero.

c) Obtén el valor de x (redondeado a la unidad) por el que se obtiene beneficio maximo.

a) fM)==2+(@*=1)In(1)+2=0, f(e®)=—26°+(*-1)In(e?) +2=-26*+2(6°-1)+2=0

2 _ _ 2 2
b) Hay que calcular los valores que anulan la derivada: f'(x)=-2 + e -1 _—2x+er-1_ 0six=2 7 ! .
X X

En el apartado anterior se ha obtenido que la funciéon se anula en x = 1y x = e?. Como es continua y
derivable, aplicando el teorema de Rolle, la derivada se anula entre esos dos valores. Como f ‘(x) = 0 solo
tiene una solucion, la funciéon Unicamente se anula en esos dos valores.

Por tanto, hay que estudiar el signo de f en los intervalos (0, 1), (1, e2) y (ez, +e0), obteniéndose que es
positiva en (1, €°) y negativa en (0, 1) U (€7, +c).

2
c) Es x=2 1.3,
2
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

7.1. Las graficas de una funcion fy de su derivada f ' se muestran a continuacion.

Y Y _Je
Al 14
: S |
\Q‘/l X /O 1 X
¢ Cuanto vale la pendiente de la tangente a la grafica de f en el punto de abscisa 1?
A)1

B) -1
Cc)2

1
D) —
) 3
E) Falta informacion para responder
La respuesta correcta es C ya que la pendiente de la tangente a f en el punto de abscisa 1 es f’(1).

7.2. Sea f la funcién definida en (0, +-) por la formula f(x)=i2—3x+5. La ecuacién de la tangente a la
X

grafica de f en el punto de abscisa 1 es:

A)y=-Tx+3
B)y=-7x+11
C)y=x+3
4
D) y=-—5-3
X

E) Nada de lo anterior.

La respuesta correcta es B.

7.3. Sea y = g(x) una funcién continua estrictamente creciente en el intervalo [5, 7] tal que g(5) =-3y g(7) = 1.

Se considera h(x) = 1

g(x)
A) h(x) no esta definida en [5, 7]
B) h(x) es estrictamente decreciente en [5, 7].
C) h(x) es estrictamente creciente en [5, 7].

D) h(x) puede anularse alguna vez en [5, 7].

E) El minimo valor de h(x) en [5, 7] es —% .

La respuesta correcta es A. Como g(x) es continua en [57], g(5)<0 y g(7)>0= Fce [5,7] tal que

9(c)=0=> h(x)= ﬁ no esta definida en ce [5,7].
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Seniala, en cada caso, las respuestas correctas:

7.4. De una funcion f, derivable en R, se muestra su tabla de variacion:

7.5.

7.6.

7.7

+oo

A) Para cualquier numero real x, f(x) > —4.

B) La ecuacion f(x) = -5 admite al menos una soluciéon en R.

C) La ecuacion f(x) = 0 admite una uUnica solucién en el intervalo [-1, 2].

D) La tangente a la grafica de f en el punto de abscisa 2 es paralela a la recta y = x.

E)f'(4)<0.
Las respuestas correctas son Ay C.

Si fes la funcién polinémica dada por fix) = x° — 2x* + 1:

A) La ecuacion f(x) = 0 tiene una unica solucion en R.

B) La ecuacion f(x) = 1 admite exactamente dos soluciones en el intervalo [-1, +c0).

C) Si x e [-1, 1], entonces f(x) < 4.
D) Si x <0, la grafica de fes concava hacia abajo.

E) Si x> 0, la grafica de f es concava hacia arriba.
Las respuestas correctas son A By C.

Sea f la funcion definida en R por: f(x)=

-x2 six <0
x2 +1 six > 0

A) fes derivableen 0y f’(0) = 0.

B) f es estrictamente creciente en R.

C) Para cualquier numero real a, la ecuacion f{x) = a admite una tUnica solucién.

D) f no tiene ni maximos ni minimos relativos.
E)f'(0)=0.

Las respuestas correctas son B y D.

Sea f(x)=+v2x?-x lafuncién definida en [%,m] .

A) f es derivable en % y f(%) =0.
3
B) f'(1)=—
) (1) =3

C) f es estrictamente creciente en [%"’m] .

D) f presenta un punto con tangente horizontal si x = 1

4
E) f no presenta ningun punto con tangente horizontal.

Las respuestas correctas son B, C y E.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
7.8. Sea funa funcion definida en R, derivable.

a)f'(x)>0

b) fes estrictamente creciente en R.

A)asb.

B)a—= b, perob » a.

C)b=a,peroa » b.

D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior.

La relacién correcta es B.

Senala el dato innecesario para contestar:

7.9. Para encontrar el numero que mide la diferencia entre el maximo y el minimo de la funcién
f(x) = ax’ + bx + In(cx) en el intervalo [1, d] se tienen los siguientes datos:
a) El valor de a.

b) El valor de b.

c) El valor de c.

d) El valor de d.

A) Puede eliminarse el dato a.

B) Puede eliminarse el dato b.

C) Puede eliminarse el dato c.

D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningun dato.

La respuesta correcta es E.

Analiza si la informacion suministrada es suficiente para contestar la siguiente cuestion:

7.10.Para probar que y = f(x) presenta un punto de inflexion con tangente horizontal en x = a, sabemos que:
a)f'(a)=0
b) f''(a) = 0.
A) Cada informacion es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola pero b no.
C) b es suficiente por si sola, pero a no.
D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen faltan mas datos.

La respuesta correcta es la E.
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E Representacion de funciones

ACTIVIDADES INICIALES

8.l. Escribe los siguientes cocientes g:x; como C(x)+ g:xi con C(x) y R(x) polinomios y el grado de R(x)
X X
menor que el grado de Q(x):
3 2 _ 4_ .3 2
a)x+2x 1 b)x 2x+x+x
X+2 X+ x+2

A3 |—
a) B +22-1 | x+2 b) x" —x +X° + X X+ x+2

4 3
-xt x> -2x X —2x + 1
- —2x X X X3 X
2 - + x
-1 ,
P(x) = x* (x +2) -1 2% + 264 + 4x
Por tanto: m=x2+_—1 X +5x
Q(x) X+2 2 x_2
4x— 2
P(x)= (* +x+2) (x*—2x + 1) + (4x — 2)
Por tanto: M=x2—2x+1+24x—_2
Q(x) X2+ x+2

8.ll. Resuelve las siguientes ecuaciones polinémicas.
a)xX+x'-x*+15x¥° =0 b) x* + 10x* = -9
a) Primero sacamos factor comun y luego aplicamos Ruffini:
X +x* = x2+15x2 =0 = x°(x3 + x> = x+15) =0 = x*(x+3)(x*> —2x+5)=0
Sus soluciones son x =0y x =-3.
b) Es una ecuacion bicuadrada, x*+10x%2+9=0 , que se resuelve llamando =t
t2 +10t+9 =0, cuyas soluciones son t = -9 = X yt=-1= X%, lo cual es imposible.
La ecuacion x* +10x%+9 =0 no tiene soluciones reales.

8.1ll. Resuelve las siguientes inecuaciones.

2_
x+5<2 c)x 4

a)3x-x>20 b
) )x2+1 x+1

<0

a) 3x-x320= Xx(3- x2) > 0. Esta ultima expresién se anula si x =0, x = —\/5 ,X= «/5 . Estudiamos el signo
dividiendo la recta real por medio de los valores de x que anulan la expresion:

LSRR (—o—v3) | -3 | (V3,00 | 0 | (043) | VB | (/3,+=)

=0 =0

Signo de x(3 — x?) + =0

La solucion esta formada por todos los numeros x que pertenecen a (— oo, —\/E]U[O, \/5] .

_n2
X2+ 5 <2= X2+ 5 _ 2<0=> M < 0. El denominador es siempre positivo, asi que estudiamos el

b
)x+1 X< +1 x“ +1

signo del numerador: —2x*+x+3=0= x = % x=-1.Como f(x)= —2x? + x+3 es una parabola concava

hacia abajo, sera negativa en (—oo,— 1)U E,+<>o , que coincide con la solucion de la inecuacion.

c) E <0=> w < 0. En numerador se anula si x = -2, x = 2, y el denominador si x = —1.
Xx+1 Xx+1
Estudiamos el signo:
Valores de x | (~-2) | 2 | 2-1) 1 1,2) | 2 | (2+0)
(x+2)(x-2)
x+1
La solucion esta formada por (—«, —2]u(-1, 2].
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8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Obtén el dominio de las siguientes funciones.

2

a) fg = XX ) hx) =
b) gy = X1 d) i(x) = 2= X

xt +x+1 x+6
a) D()=R.

b) El denominador no se anula nunca. El radicando es positivo o cero si x 21 = D(g) = [1,+ «).
c) El denominador se anula si x =0 o si x =—4 = D(h) = R— {0, —4}.

d) El denominador se anula si x = —6. El radicando es positivo o cero si x <3 = D(i) = (—o, —6)U(-6, 3].

Calcula el recorrido de las siguientes funciones.

a) fix)=x*+x-6

b) g(x)=2x*-3si—2<x<4

a) La grafica de f(x) es una parabola concava hacia arriba; asi pues, los valores de f(x) son mayores o iguales

que la ordenada de su vértice. El vértice es el punto V(—%, —2745] . El recorrido es R(f) = {—% +ooj .

b) La funcién g(x) es creciente, ya que su derivada, g’(x) = 6x°, es siempre positiva o cero.
Asi pues, R(g) = [f(-2), f(4)] = [-19, 125].

Un psicélogo introduce repetidas veces una rata en un laberinto para estudiar su capacidad de
aprendizaje. Ha observado que el tiempo, en minutos, que tarda en recorrerlo en el intento x viene dado
por la férmula:

Tx)=4+12
X

a) Calcula el dominio de T(x) en este contexto.

b) ¢Puede la rata tardar menos de 4 minutos en realizar el trayecto?

c) Calcula el recorrido de la funcién en su contexto.

a) D(T)=1,2,3,4,5...

b) T(x)=4 +% > 4 ; asi pues, una rata siempre tardara mas de 4 minutos en recorrerlo.

¢) R(T)={T(1) = 16, T(2) =10, T(3) = 8, T(4) = 7...}

Halla los puntos de corte con los ejes y estudia el signo de la funcion:

x? -16

a) f(x)=(x-1)(x+1) b) f(x)=">
X

a) Basta estudiar el signo de (x —1), teniendo en cuenta que (x + 1)*> >0y que la funcion se anulaen x = -1y x = 1.
Asi pues, la funcion es negativa en (—, —1)U(—1, 1) y positiva en (1, +).
Corta al eje X en los puntos A(-1, 0) y B(1, 0). Corta al eje Y en el punto C(0, f(0)) = C(0, —1).

x%-16 _(x+4)(x-4)

b) f(x)= a2 Estudiemos su signo:
" (cor=8) | 4 | (-4-2) -2 (-2,2) 2 24 | 4 | (4+)
Signo de f + =0 - ¢ D(f) + ¢ D(f) - =0 +

Asi pues, la funcién es positiva en (-, —4)U (-2, 2)U(4, +<) y negativaen (-4, —2)uU(2, 4).
Corta al eje X en los puntos A(—4, 0) y B(4, 0). Corta al eje Y en el punto C(0, f(0)) = C(0, 4).
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8.5. ¢Cuadles de estas funciones son simétricas?

8.6.

8.7.

a) fix)=-2x>+x-1 b) f(x)=In x*
a) f(—x) = —2(=x)® + (-x) — 1 = 2x*— x — 1. No tiene simetria par ni impar.

b) fi—x) = In(x)* = Inx* = f(x). Tiene simetria par.

Calcula el periodo de la funcién f(x) = sen [g)

f(x)= sen(gj = sen(§+2nj = sen[%(x+6n)j =f(x+6m). El periodoes T =6m.

Halla las asintotas de las siguientes funciones.
2 3 2 2
x“-16 1 X° +2x° -3x Vvax© +1
a) f(x)= b) f(x)= ——— c) fx)=———— d) fix)=
) =" V= ox s V=" a2 Y=

2 — —
a) Asintotas verticales: f(x)= X 3 16 = (x+4)(x-4) . El denominador se anula si x=—-2 o si x = 2.
x°-4 (x+2)(x-2)

2
X< -16 , . . L
= —o , Larecta x = —2 es una asintota vertical. Ya no es necesario hallar el otro limite lateral.

2
X“-16 , .
=+, Larecta x = 2 es una asintota vertical.

lim
x—2~ X -4
2_ 2_
16 x"~16 =1. Larecta y = 1 es una asintota horizontal

Asintotas horizontales: lim 5
X—+o0 X< —4 X——00 X< —4

por ambos lados.
Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.
! L seanulasix=—-1o0six=3.

b) Asintotas verticales: El denominador de f(x)= 5 =
x*-2x-3 (x+1)(x-3)

xo—1 (X+1)(x=3) x—3~ (X+1)(x=3)
La recta x = 3 es una asintota vertical. La recta x = —1 es una asintota vertical.
! m — =0. Larecta y = 0 es una asintota

Asintotas horizontales: Im ——— =0y Iim
x—+oo (X +1)(x =3) x——oo (X +1)(x=3)

horizontal por ambos lados.
Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.

3 2 _
c) Asintotas verticales: El denominador de f(x) = X 2+2X 3x = X(x+3)(x 1) seanulasix=10six=2.
x*=3x+2  (x=-1)(x-2)

X+3)x—1) _ x(x+3) —4 . No hay asintota vertical en x = 1. lim X(x+3)(x=1) _ +eo . Larecta x = 2
xo2t (X=1(x-2)

=1 (x-N)(x-2)  (x-2)

es una asintota vertical.
. _ x3+2x%-3x  x3+2x2-3x . .
Asintotas horizontales: lim — = *teY lim — Y =—. No tiene asintotas horizontales.
X—>teo x© —3X+2 X—>—eo  Xx©—-3X+2

Asintotas oblicuas: Hacemos la division que indica la expresion de la funcién y obtenemos:

3 2 _
f(x)= w = 120x—10 . Larecta y = x + 5 es una asintota oblicua.

xX“-3x+2 X“-3x+2

d) Asintotas verticales: El denominador de f(x) se anula si x = 2.

[4.2
M =+ . La recta x = 2 es una asintota vertical.

lim
x-2
2 [ 2
V4x©+1 vax“+1 ;1 =-2. Larecta y = 2 es una asintota horizontal

x—2t
=2y lim

Asintotas horizontales: |im
X—+o X —

X—=—o X —
cuando x tiende a mas infinito, y la recta y = —2 es una asintota horizontal cuando x tiende a menos infinito.

Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.
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8.8. Halla los extremos relativos y estudia la monotonia de las siguientes funciones.

2x
a) fix) =3x" +5x° b) f(x)=ex*+

a) La derivada de fes f’(x) = 15x* + 15x* = 15x*(x* + 1), y se anula si x = 0. La derivada siempre es mayor o
igual que cero, luego la funcion es creciente en R.
2x 2x

p— 2 T
b) La derivada de f(x)= ex?+1 es f(x)= %e"z” , que se anula si x = -1 o si x = 1. Estudiemos su signo:
X+

x (=e, =1) -1 =1, 1) 1 (1, +oo)

Signo de f* - =0 + =0 -
Gl Decreciente 'V"”'T“° Creciente MaX|_m o Decreciente
de f relativo relativo

La funcién es decreciente en (—ee, —1)U (1, +) y creciente en (-1, 1).
Tiene un minimo relativo en el punto A(-1, f(-1)) = A (—1, %) .
Tiene un maximo relativo en el punto B(1, f(1)) = B(1, e).
8.9. Dibuja una posible grafica para y = f(x) sabiendo que:
. f'(x)>0six<-3o0six>4

. f/(x)<0si-3<x<4

. F(-3)<4yfi4) > -2

)
N
N

8.10. (PAU) Una cadena de television ha estrenado un nuevo programa para la franja de las 11 a las 15 horas.
El share o porcentaje de audiencia de la primera emision vino dado por la siguiente funcién:

S(f) =— £ + 36 — 420t + 1596, 11<t <15

expresado el tiempo t en horas. Para que el programa siga en antena, el share ha tenido que alcanzar en
algun instante el 30%.

a) Indica cuando crecio6 el share y cuando decrecio6. ¢Seguira emitiéndose el programa?
b) Dibuja la grafica del share.

a) La derivada es S'(t) = -3t + 72t — 420, que se anula sit =100t = 14. Como la derivada es una parabola
céncava hacia abajo, es negativa en (—-, 10)U(14, +<) y positiva en (10, 14). Asi pues, el share es
creciente en [11, 14) y decreciente en (14, 15].

Estudiemos el méximo del share en el intervalo [11, 15]. Para ello comparamos:

S(14) = 28; S(11) =1; S(15) = 21 S(t)
Asi pues, el share nunca alcanza el 30% y, por tanto, dejara de
emitirse. /&

b) El dibujo de la grafica del share se muestra a la derecha:

a
10—
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8.11.Estudia la curvatura y halla los puntos de inflexion de las siguientes funciones.
a) fix) = 2x° - 3x* c) fix) =2x* +Inx

2

b) f(x)=e*’ d) F(x)=——

Debemos estudiar el signo de la segunda derivada.

a) f'(x) = 6x*— 6x, f'(x) = 12x — 6. La segunda derivada se anula si x = % . A su izquierda es negativay a su

derecha es positiva. Por tanto, la funcién es cdncava hacia abajo en [—oo, 2 y concava hacia arriba en

(l,+oo). El punto A l,f 1 =A 1 —l es el punto de inflexion.
2 2 2 2 2

2
b) f(x)=2xe* , f’(x)=(4x* +2)e’(2 . La segunda derivada es siempre positiva y no se anula nunca. La

funcion es concava hacia arriba en todo su dominio, R, y no tiene puntos de inflexién.
c) El dominio de la funcién es D(f)= (0, +). f(x)= 4x+l, f"(x)= 4—% =0e 4—i =0=4x’ =1
X X

X2

S Xx= —% (no pertenece al dominio) o si x = % . Estudiemos su signo:

x o3 2 )

Signo de " - =0 +
(ool el I IEICICEN A Concava hacia abajo Punto de inflexion Concava hacia arriba

Asi pues, la funcidn es concava hacia abajo en (O, %] y céncava hacia arriba en (% +oo) .

Tiene un punto de inflexién en A l f l =A l 1—In2 .
2 2 2 2

2 —
X 4)2( , F(x) = 8 5 - La derivada segunda no se
(x-2) (x-2)

anula nunca; por tanto, la funcion no tiene puntos de inflexion. Estudiemos su signo:

d) El dominio de la funcién es D(f) = R — {2}. f'(x)=

X (—eo 2) 2 (2, +20)
Signo de " - e D(f) +

Comportamiento de f Céncava hacia abajo Concava hacia arriba

La funcion es concava hacia abajo en (—oo, 2) y concava hacia arriba en (2, +<><>) .

8.12. Representa una funcion que verifique:
e Es creciente en (—~ , —2) U (-2, 0) u (4, +e= ) y decreciente en (0, 4).
e Sus extremos relativos son A(0, 6) y B(4, -3).
o f’(x)>0en (—o,-2)U(2,+= )y f’(x) <0en (-2, 2).
[ 1Y
I
Ji ]
/

=

[REN
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8.13. Representa una funcion que retna todas estas caracteristicas:

. f(0)=0, £(0)= 0 | v
. Larecta x = -3 es una asintota vertical. | \
. Crece en (—s, =3) U (-3, 0). / f
. lim f(x) = — B - ~

x—-1 / 0 1 X
. lim f(x)=0; lim f(x)=0 \

X—>rtoo X—y—co /
. F(x)<0sixe (0,1)U (1, +o) /

6x% — x*

8.14.Representa la funcién f(x)= 3

I. Dominio. Es una funcién polindmica = D(f) = R.
2 4 2in 2
Il. Corte con los ejes. La grafica de f(x) = 6x 3 X _X (68 x7) corta al eje X en los puntos O(0, 0), A(—\/E, 0)

y B(\/g 0). Corta al eje Y en el O(0, 0). Es una funcién par: simétrica respecto al eje Y.

lll. Limites en el infinito. lim f(x)= lim f(x)=—co.
X—>+oo X—>—00

12x-4x3  x(3-x?)
8 2
La derivada se anula si x = 0, x = —/3 , x =+/3 . Estudiemos su signo:

IV. Informacion extraida de la primera derivada. f'(x) =

x (= —Va) | <5 | (+5.0) | o |(0+3)| va | (5 +=)
Signo de f* + =0 - =0 + =0 —
. . Maximo . Minimo . Maximo .
Comportamiento de f Creciente . Decreciente ) Creciente ) Decreciente
relativo relativo relativo

La funcion es creciente en (—oo, —\/§)u(o, x/§) y decreciente en (—\/5, O)U(\/g, oo).

Tiene maximos relativos en los puntos C(—«/g, f(—x/§))=C(—x/§, gj y D(\/g, %j

Tiene un minimo relativo en el punto O(0, f(0)) = O(0, 0).
2 2
V. Informacion extraida de la segunda derivada. f”(x)= 12 ;2)( _3a 2X ) .

La segunda derivada se anula si x = —1 o0 x = 1. Estudiemos su signo:

x (—eo, = 1) -1 =1,1) 1 (1, +20)

Signo de " - =0 + =0 -
. Coéncava . » Coéncava . . Coéncava
Comportamiento de f ] ) Punto de inflexion . . Punto de inflexion ) .
hacia abajo hacia arriba hacia abajo
La funcion es céncava hacia abajo en (—es, —1)U(1, +0) y concava Y
hacia arriba en (-1, 1). 1
|/
Tiene dos puntos de inflexion: / ol 1 \ X
et ) = (1. 2|y At = {1 3.
8 8 f
[ |
I \
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8.15. (PAU) Para la funcion f: R — R definida de la forma f(x) = 8x” — 84x* + 240x, determina:
a) Su monotonia y sus extremos relativos.
b) Su curvatura y sus puntos de inflexion.
c) Su representacion grafica.
a) Laderivada, f'(x)= 24x% -168x +240 = 24(x2 -7x+10)=24(x-2)(x—-5), se anulaparax =2y x =5, que

son las abscisas de los puntos susceptibles de ser maximos o minimos relativos. Estudiemos como varia el
signo de la derivada en los intervalos definidos por dichos valores:

57 (=, 2) 2 (2, 5) 5 (5, +)
Signo de f* + =0 — =0 T
Comporta;n B e Creciente MaX|_m N Decreciente M'”'F“" Creciente
relativo relativo
La funcion es creciente en (—e, 2)U (5, +<) y decreciente en (2, 5).
Tiene un méximo relativo en el punto A(2, f(2)) = A(2, 208).
Tiene un minimo relativo en el punto B(5, f(5)) = B(5, 100).
b) La segunda derivada es f”(x)=48x-168,y se anula si x = % .
-3 : )
X —oo, — —_ —, too
2 2 2
Signo de - =0 +
Compc;r;a;n e Cdncava hacia abajo Punto de inflexiéon Céncava hacia arriba
g . . . 7 ) _— Y
La funcién es cdncava hacia abajo en | —eo, 5 y céncava hacia arriba /

en [% +oo). // ;

El punto C(% f[gD =C (Z 154) es un punto de inflexion.

2

3]
(@]

—|__[o

8.16. (PAU) La grafica de la funcién f(x) = ax® + bx* + ¢ satisface las siguientes propiedades:
¢ Pasa por el punto (0, 0).
e Tiene un maximo local en el punto (1, 2).
a) Obtén el valor de los coeficientes a, by c.

b) Representa la funcion.

a) f(0) = 0 implica que f(0) = ¢ = 0. La funcion es f(x) = ax’ + bx?, y su derivada, f’(x) = 3ax* + 2bx.
f’1)=0 = 3a+2b=0
f1)=2 > a+b=2
Resolviendo el sistema, calculamos los coeficientes: a = -4, b = 6.
La funcion es f(x) = —4x + 6x°.
b) La funcion f(x) = —4x® + 6x° = 2x*(3 — 2x) corta a los ejes en los puntos

3
0(0, O)yA[E, o).

La derivada de la funcién es f’(x) = —12x*+12x = 12x(1 - x), y se
anulasix=0o0six=1.

Al estudiar el signo de la derivada se observa que en x = 0 hay un
minimo relativo, y en x = 1, un maximo relativo.

Su grafica se encuentra a la derecha.

oL b—T T <
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8.17.Representa las siguientes funciones racionales.
2
-3
a) Fx)=x+— b) fo)= X%
X +3

1 x2+1

a) f(x)=x+—=
X X

I. Dominio. D(f) = R — {0}. El denominador se anula si x = 0.
Il. Corte con los ejes. No corta los ejes. La funcion es simétrica respecto al origen porque f(—x) = —f(x).

2
. . . X +1 . . e
Ill. Asintotas verticales. lim = +o0 ; por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical de la grafica de la
x—0t X
2
. , . X< +1
funcion. Ademas, lim =—o0.
x—0~ X
. s . X2 +1 . x2 +1 . , .
IV. Limites en el infinito. |lim =—o, [|im = +oo . No tiene asintotas horizontales.
X——co X X—+e0 X

La recta y = x es asintota oblicua, pues lim (f(x)—x) = lim 1o,
X—>+oo X—>+oo X

V. Informacion extraida de la primera derivada. f'(x) = 1—% =0 solosix=1, x=-1. Asi que P(1, 2) es un
X

minimo relativo, y Q(—1, —2), un maximo relativo. La funcién es Y | V4
creciente en (~,— 1)U (1,+) y decreciente en (-1,0)u(0,1). \ /

VI. Informacién extraida de la segunda derivada. f"(x)= % La
X

=

segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no tiene puntos de %) ’ i X
inflexion. I
La funcién es céncava hacia abajo en (- ,0)y céncava hacia arriba

en (0,+<). A

b) f(x)= (’;‘ 3f

I. Dominio. D(f) = R — {=3}. El denominador se anula si x = -3.
II. Corte con los ejes. Corta el eje X en el punto A(3, 0) y al eje Y en el punto B(0, 3).

2
. . . x-3 , .
Ill. Asintotas verticales. lim ( ) = —o, la recta x = —3 es una asintota vertical.

x—-3~ X+3

_2\2
Ademas lim X733 _ ..
x—-3t X+3

IV. Limites en el infinito. lim f(x)=—, lim f(x)=+c . No tiene asintotas horizontales.
X——oco X—>+oo

Si efectuamos el cociente, vemos que f(x)=x-9+ 363 , por lo que la recta y = x — 9 es una asintota
X+

oblicua.
., . . , x-3)(x+9 . . .
V. Informacion de la primera derivada. f'(x)= # . La derivada se anula si x = 3 o si x =-9.
X+
x (~=,—9) -9 (-9, -3) -3 (-3,3) 3 (3,+)
Signo de f’ + =0 - ¢ D(f) - =0 +
etz il Creciente MéX|_m o Decreciente Decreciente 'V'"”'F“O Creciente
de f relativo relativo
La funcién es creciente en (—,—9)U(3,+) y decreciente en

(-9,-3)u(-3,3). : 2

Tiene un maximo relativo en C(-9, —24) y un minimo relativo en A(3, 0). Lo %

VI. Informacion extraida de la segunda derivada. f”(x)= ( 723)3 . O 10 X
X+ It

La segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no tiene puntos de a\

inflexién. La funcién es concava hacia abajo en (~«,—3) y céncava

hacia arriba en (=3, + ).
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2x-3
8.18. Representa la funcion definida a trozos: f(x) = x+1

x2+2x-3 si x>0

D(f) = R — {-1}. La funcion es continua en x = 0, ya
que lim f(x)= lim f(x)=f(0)=-3.

x—0" x—0%
El primer trozo es una funcion racional. La recta x = —1 es una asintota
vertical, y la recta y = 2 es una asintota horizontal cuando x tiende a menos
infinito.
El segundo trozo es una parabola céncava hacia arriba y que corta el eje X
en el punto A(1, 0).

si x<0

8.19. Representa las siguientes funciones.
a) f(x)=vx? -4 b) f(x)=1-+3-2x - x?

a) f(x)=Vx>-4
. Dominio. Resolviendo la inecuacion x* —4 2 0, D(f) = (=, 2] U [2, +0).
Il. Cortes con los ejes. No existe corte con el eje vertical y corta el eje horizontal en A(-2, 0) y B(2, 0). La
funcion es par.
lll. Asintotas verticales. La funcion no tiene asintotas verticales.
IV. Comportamiento en el infinito. lim X2 —4 =+oo y lim X% —4 = oo, luego no hay asintotas
X—>—o0 X—>+oo

horizontales.

4
VX2 J=xP-4 Jx2_ 2

P (3 B Gt SO (o) et O £ et X~ _ 4
X——c0 X X—>—c0 X X—>o0 - X X—too =X X—>o0 - X

lim (F(x)+x) = lim (F(=x)+ (- x)) lim ( (-x)* - 4 —xj = lim (\/x2 —4 —x) -
X——oo X—>+oo X —>+o0 X—>+oo

(x/x2—4—xj(\/x2—4 +xj 1 Y

= lim - lim - -0

Xk (Vx2—4 +xj X_>+°°x[x/1—4/x2+1j \
La recta y = —x es asintota oblicua en —~. Como la funcién es par, la recta
y = x es la asintota oblicua en +c. <
V. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos. 1 R
La derivada en (—», —2) U (2, +=) es f'(x) - X ,que es negativa 2 4\

/X2 _4 J

en (—», —2) y positiva en (2, +«). Por tanto, la funcién es decreciente en
(=, —2) y creciente en (2, +).
—4

(x2—4)VX2—4 ‘

VI. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivada en (—», —2) U (2, +=) es f’(x) =

que es siempre negativa, luego la funcion es céncava hacia abajo.

b) f(x)=1-v3-2x—x? v
. Dominio. Resolviendo la inecuacion 3—2x- x>0, D(f) = [-3, 1].
Il. Corte con los ejes. f(x)= 1—\/3—2x—x2 =0 x/3—2x—x2 =1, £

14
si3—2x—x2=1:>x2+2x—2=0,cuyassolucionesson x=—1+\/§ \ /

y x=-1-+/3. Corta el eje Y en el punto A(0,1—\/§ )-
I1l. Asintotas. No tiene asintotas.
IV. Crecimiento, decrecimiento. Extremos relativos. La derivada es

f(x)= x4t
V3-2x-x?
A su izquierda es positiva y a su derecha es negativa. Asi pues, la funcion es decreciente en [-3, -1) y
creciente en (-1, 1]. Tiene un minimo relativo (que también es absoluto) en el punto B(—1, —1).

4

(3—2x—x2)\/3—2x—x2

, que se anula si x = -1.

V. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivada es f"(x) =

, que es siempre

positiva, y, por tanto, la funcion es céncava hacia arriba.
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8.20. Representa las siguientes funciones.

a)

a)

b)

f(x)=xe* b) f(x)=
1+e7*

f(x)=xe*

|. Dominio: R

Il. Cortes con los ejes. La grafica corta a los ejes en el punto O(0, 0).
IIl. Asintotas verticales. La funcion no tiene asintotas verticales.

IV. Comportamiento en el infinito. lim xe* =0, luego hay una asintota horizontal y = 0 por la izquierda.
X—>—o00

V. Monotonia. Maximos y minimos. f'(x) = e*(x +1) ,que es negativa en (==, —1) y positiva en (-1, +«).

Por tanto, la funcién es decreciente en (—», —1) y creciente en (-1, +).

Tiene un minimo relativo (también es absoluto) en B(-1, A ). 4
e

VI. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivada es
f"(x)=e*(x+2), que en el intervalo (—~, —2) es f
negativa, luego la funcioén en ese intervalo es céncava hacia abajo,
mientras que en el intervalo (-2, +«) es

positiva, luego la funcién es céncava hacia arriba en ese intervalo. 11
Tiene un punto de inflexién en (—2,—%) . 1 X
e
F(x) = —2
1+e7*
|. Dominio: R

Il. Cortes con los ejes. La grafica corta los ejes en el punto A(0, 2).
Ill. Asintotas verticales. La funcién no tiene asintotas verticales.

IV. Comportamiento en el infinito. lim

4 = 0, luego hay una asintota horizontal y = 0 por la izquierda,

X—>-2 14+ @"
y lim 4 =4 , luego hay una asintota horizontal y = 4 por la derecha.
Xt 1407 %
. iy . , 4% . Y
V. Monotonia. Maximos y minimos. f'(x) = — . siempre es
(e +1)
positiva; por tanto, la funcién es siempre creciente.
VI. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivadaes @ T T
. deX(e* 1) . N /’
f(x)=———5— que en el intervalo (-, 0) es positiva, luego la
(e +1) __f—/
funcién en ese intervalo es concava hacia arriba, mientras que en el } X
intervalo (0, +«) es negativa, luego la funcién es concava hacia abajo o 1

en este intervalo. Tiene un punto de inflexién en (0, 2).

8.21.Cuando un cable se cuelga de dos postes, la curva que forma se llama catenaria. La ecuaciéon de una

e4x + e—4x

catenaria es f(x) = —s Represéntala graficamente.

|. Dominio: R Y

Il. Cortes con los ejes. La grafica corta los ejes en el punto A (0, % )-

Ill. Asintotas verticales. La funcion no tiene asintotas verticales. f
IV. Comportamiento en el infinito.

. e4x +e41x ] e4x +e—4x

Im ———— =+oy IIm ————— = +co.
X—>—o0 X—>+oo 8 1

V. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos. La derivada es

F(x) =

4x —4x t
62 e , que en el intervalo (—, 0) es negativa, por tanto la 0 1 X

funcién es decreciente en ese intervalo y en el intervalo (0, +) es positiva, luego la funcién crece.
VI. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivada es f’(x) = 26 + 2674 que es siempre positiva, luego
la funcioén es siempre céncava hacia arriba.
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8.22.

8.23.

Representa la funcion f(x) = x?In(x).

|. Dominio: (0, +)
Il. Cortes con los ejes: f(x)= x2In(x) =0= x =0, x =1.La grafica corta con el eje horizontal en el punto (1,0),
lll. No tiene asintotas verticales

IV. Comportamiento en el infinito. lim len(x) = o0
X—>o0

V. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos: La derivada es f(x)=2xIn(x)+x, es positiva en
A 1
e 2,+o/, luego la funcién es creciente en ese intervalo y es negativa en (0, e 2) ,luego la funcién es

1 1
decreciente en ese intervalo. El punto [e 2,f(e 2}] es un minimo absoluto.

VI. Curvatura y puntos de inflexion: La segunda derivada es Y
3
f’(x)=2Inx+3, es positiva en (e 2, +oo) , luego la funcién es concava f
3
hacia arriba en ese intervalo y al ser negativa en (O, e 2) , la funcién es

concava hacia abajo en ese intervalo. 14

3 3
Hay un punto de inflexion [e 2,f[e 2]] .

3/
Representa la funcion f(x) = Inv x .
X

|. Dominio: (0, +)

In%/;

Il. Cortes con los gjes: f(x)=——=0=1In Q/;= 0= x = 1. La grafica corta el eje horizontal en el punto (1, 0).
X

, . . In¥/x
Ill. Asintotas verticales. |im —\/_
x—0t X

= — , luego x = 0 es una asintota vertical por la derecha.

3
IV. Comportamiento en el infinito. lim In\/;
X—>4e0 X

=0, luegoy=0esuna asintota horizontal por la derecha.

1-Inx

V. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos. La derivada es f'(x) = o
X

, que es positiva en (0, e), por
tanto la funcion es creciente en ese intervalo y es negativa en (e, +<), la funcion sera decreciente en ese

intervalo. Hay un maximo relativo en (e, f(e)) = (e,sij .
e
= 213”(;() —%, que es positiva en (e«/g, +oo )
X X

VI. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivada es f"(x)

luego la funcién es concava hacia arriba en ese intervalo y es negativa en (0, e@) luego la funcioén es céncava

hacia abajo en ese intervalo. Tiene un punto de inflexion en (ex/g, L J .

Zex/g
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8.24.Representa la grafica de f(x)=

1
enx

S

|. Dominio: R — {kr ,ke Z}

Cortes con los ejes. La grafica no corta a los ejes en ningun punto.
Asintotas verticales. La funcién tiene asintotas verticales en aquellos puntos donde se anula el denominador,

es decir, las asintotas verticales son de la forma x =kn con ke Z.
IV. El periodo de la funcién f(x) es 2.
V. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos. La derivada es f'(x) = - COSZX .Como la funcién es
sen“x
periddica de periodo 2, la estudiaremos solo en el intervalo (0, 21 ), f(x)=0 = x = g , X = 37“ .
En [Ogj v (3—;,211] , f(x) es negativa; por tanto, f(x) es decreciente en estos intervalos.
s 3n , " .
En (Enj V) (n?j f(x) es positiva; por tanto, f(x) es creciente. - Y ' :
L. , _3n . _n :
El maximo absoluto esta en el punto x = - y el minimo, en x = PR : f/i :
VI. Curvatura y puntos de inflexion. La segunda derivada es Y
2 ' ol X
F(x) = 2cos3 X, 1 . : : .
sen’x  senx : : :
En el intervalo (0, ), f(x) >0, luego f(x) es concava hacia arriba en ese ;
intervalo y f"(x)<0 en (r, 2r) luego f(x) es concava hacia abajo.
8.25.Representa la grafica de f(x)=sen?x . Y
|. Dominio: R
Il. La grafica corta el eje en los puntos (kr, 0) con ke Z.
1. La funcion no tiene asintotas verticales ni horizontales. 14 f
IV. El periodo de la funcion f(x) es . ZAN ,
V. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos. Y% r X
La funcién tiene maximos en los puntos de la forma [Zk +1 7r,1j y
minimos en los puntos de la forma (krt, 0) donde k € Z.

8.26. Las funciones de oferta (O) y demanda (D) en funcion del precio de un producto son:

a)
b)
c)

a)

b)

c)

2800
O(p)=2p—-10 y D(p) = ——.
Encuentra el punto de equilibrio y da el precio y el nimero de unidades correspondientes.

Dibuja la grafica de las funciones de oferta y demanda.

¢Donde corta la grafica de la oferta el eje de abscisas? Explica qué significado econémico tiene ese
punto.

El punto de equilibrio se establece cuando O(p) = D(p), es decir, 2p—10= 2800 =
p

2p?-10p-2800=0 =
= p =40y p =-35 (este ultimo resultado no tendria significado en este problema).

Luego el precio del producto seriap=40y O(40)=2-40-10=70y D(40) = % =70.

2800
O(p) =2p—10 D(p)= ——
0(p) D(p)
ol % p
504
o] 50 p

La grafica O(p) corta al eje de abscisas en el punto x = 5; esto quiere decir que si el precio del producto es
menor que 5, no hay oferta; si el precio es 5, la oferta es nula, y si es mayor que 5, la oferta es positiva.
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8.27. (PAU) El tipo de interés anual, /(t) en %, ofrecido por una entidad financiera depende del tiempo, t, en

~ - . . . .. 90t
afos, que se esté dispuesto a mantener la inversién a través de la expresion I(t)= 719"
+
a) Calcula razonadamente cuantos afnos le conviene pactar a un inversor que trate de optimizar el tipo

de interés.
b) Si una inversién se mantuviese a muy largo plazo, ¢el tipo de interés podria llegar a ser negativo?
Justifica la respuesta.

a) Para optimizar el tipo de interés hay que buscar el maximo de la funcion /(t).

42
I'(t)= %= 0=t=-3yt= 3 (en este problema, t = -3 no tiene sentido). Para t = 3, la funciéon /(f)
+
tiene un maximo, luego al inversor le conviene pactar 3 afos.
. 90t . . . . .
b) tllm 7.9 =0, luego el tipo de interés no podria llegar a ser nunca negativo porque a muy largo plazo el
—too {4

limite tiende a 0 y /(t) es positiva para todo t > 0
EJERCICIOS

Dominio y recorrido

8.28. Calcula el dominio de las siguientes funciones.

x+1

a) f(x)= x+1 c) f(x)=|n(x2—2x—8) e) f(x)=ex1 g) flx)= x* + x? —6x
x® +x 1
b) fix)=x—-3-2x d) f(x)=>F3 f fo)=—X b fo0=—X
-2 sen x x—2

a) El denominador se hace cero si X+x=0= x(x2 +1)=0= x=0. Asi pues, D(f) = R - {0}.

b) El radicando es positivo o cerosi 3-2x>20= x < % Asi pues, D(f)= (—w,%} .

c¢) Ellogaritmo neperiano sélo esté definido para valores positivos. x?-2x-8>0= (x+2)(x—-4)>0.Asi
pues, D(f)=(—co,—2)U(4,+00).

d) El radicando es positivo o cero si X+2 >0
Estudiemos el signo: -3 (=3,2) 2 (2,+ )
Asi pues, D(f)=(—e0,—3]U(2,+0).

e) D(f)=R-{1}, yaque x =1 anula el =0 - ¢ D(f) +
denominador del exponente.

f) D(h=R—-{kn}, k=0, £1, £ 2..., yaque el seno se anula para los valores k=, con k entero.

g) El denominador se anula si x = -1 o x = 1. El numerador se anula si x}+x?-6x=0= X(x+3)(x-2)=0,
es decir, si x =0, x = =3, x = 2. Estudiemos el signo de f:

" (~2-3) | 3 | (3,-1)| -1 |10| o | 1) | 1 (1.2) | 2 | (2+=)
SELca D) |=0| + |eD(f)| - |=0|eD() |eD(f) | eD) |=0]| +

Asi pues, D(f) =[-3,-1)U(=1,0]U[2,+ ) .

h) El denominador se anula si x = 2; asi pues, D(f) = R — {2}.
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Cortes con los ejes, signo, simetrias y periodicidad

8.29. Halla los cortes con los ejes de las funciones:
a) f(x)=xInx b) f(x)=[2x-10|-|2- x|

a) D(f)=(0,+).Cortecon X: f(x)=0= xInx=0=x=0¢ D(f),Inx=0=x=1.

El Unico punto de corte con el eje X es (1, 0).
No corta el eje Y porque x = 0 no pertenece al dominio.
b) Corte con X, f(x) =0 si2x—10=2 - x 0 si 2x— 10= -2 + x, es decir, si x =4 o si x = 8. Los puntos de corte

con el eje X'son A(4, 0) y B(8, 0). Corte con Y: C(0, f(0)) = C(0, 8).

8.30. Estudia el signo de la funcién f(x) = (2x — 6)(x + 1)(x? +3) .

La funcién se anula si x = 3 o x = —1. Estudiemos su signo:

1| (1,3)| 3 | (3+)

Signo de f =0 - =0 +

Asi pues, f es positiva en (—oo,—1)U(3,+ ), negativaen (-1, 3)ynulaenx=-1yen x= 3.

Ramas infinitas. Asintotas

x? - x

8.31.(PAU) Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=———f—_—:
x°-3x+2

a) Especifica su dominio de definicion.
b) Estudia su continuidad.
c) Calcula sus asintotas si las hubiera.

a) El denominador se anula si x =1 0 x = 2; asi pues, D(f) = R- {1, 2}.

b) La funcién es continua si x es distinto de 1 y de 2, es decir, es continua en su dominio: (—eo,1) U (1,2) U (2,+ ).

c) Asintotas verticales:

2 — p—
lim X -x _ li x(x-1) = lim X __ —1; por tanto, no hay asintota vertical en x = 1.
x>1x2 _3x+2 x>1(x=1)(x-2) x>1(x=2)
2 —
lim XX . ; por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical de la grafica de la funcion.

X2~ X2 —3x+2
Asintotas horizontales:
x?—x P 1

lim —————=1, Im — =
X—=eo X —3X+2 X—+eo X< —3x+2

La recta y = 1 es una asintota horizontal de la grafica de la funcién por ambos lados.
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8.32. Halla todas las asintotas de las siguientes funciones, estudia el comportamiento de la funcién con
respecto a sus asintotas e interpreta graficamente:

3 2 _
x* x° Vx*+1
b) f(X)=W d) f(X)=T1)2 f) f(x)="x—2

a) Asintotas verticales:

lim
o1 (x = 1)

= 40 ; por tanto, la recta x = 1 es una asintota vertical.

Ademas, Iim %zwo.
x—1T (X - 1)
Asintotas horizontales:

lim —* =0, lim —X =0
x—)—m(x-1) x—>+oo(x_1)
La recta y = 0 es una asintota horizontal de la grafica de la funciéon por
ambos lados.

N

b) Asintotas verticales:

2

lim

> =+eo; por tanto, la recta x = 1 es una asintota vertical.
x—=1 (X - 1)

2

Ademas, Ilim X—2=+oo.
x—1T (X—1)

Asintotas horizontales:

2 2
. X X
lim =1

N

=1, lim =1.
x—>—oo(x—1)2 x—>+oe(x—1)2 I R O

P B gy ey e X X XX W~

(e}

La recta y = 1 es una asintota horizontal de la grafica de la funcioén por
ambos lados.

c) Asintotas verticales:

X3 Y

lim —— = —oo; por tanto, la recta x = 1 es una asintota vertical.

!

x—=1" X~ \

3 \

Ademas, |im X +oo . \

x>t X=1

Asintotas horizontales:

o

3 3

. . X . , .
lim —— =+, lim —— =+ .No tiene asintotas horizontales.

x——0 X —1 X—>too X —

No tiene asintotas oblicuas porque no cumple la condicion de los
grados.

Asintotas verticales:
3

e

= +o0 ; por tanto, la recta x = 1 es una asintota vertical.

im 5
x—1~ (x=1) Y

3

oo,

Ademas, Iim — =
x—1T (X—1)

Asintotas horizontales:

3 3

\\I\)

00

lim

—o0

= , Ii =
x——o0 (X —1)? X—oo (X —1)° %)

N
T

Asintotas oblicuas:

R P P N K L I o
N

3 x3 B 3x—-2

X - +24————
(x=17  x*-2x+1 x2—2x+1
La recta y = x + 2 es una asintota oblicua.
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Si dividimos, f(x)=



x>-x-6 _ (x+2)(x-3)

&) )= s @ ax ~ x(x+1)(x=3)

Asintotas verticales:
lim f(x)=+e; por tanto, la recta x = —1 es una asintota vertical.

x—-1"
Ademas, lim f(x)=—c. lim f(x)=—; por tanto, larecta x =0 es Y|
x—>—1" x—0" l
una asintota vertical. Ademas, lim f(x)=+oo. \r
x—0" . \
li f()5Nh intot rtical 3 o
im f(x) =— . No hay asintota vertical en x = 3.
x—3 12 y ol 1 X
Asintotas horizontales:
lim f(x)=0, lim f(x)=0.Larectay=0 es una asintota A
X—>—o0 X—>+oo , \
horizontal de la grafica de la funcidon por ambos lados.
Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.
f) Asintotas verticales:
lim f(x) =+ ; por tanto, la recta x = 0 es una asintota vertical. y
x—0"
Ademas, Ilim f(x)=+oco.
x—0%t f

Asintotas horizontales:

NI e Bl

lim =1, lim =1

X—>—00 x2 X—>+oo x2 ' il i s il i i il il
La recta y = 1 es una asintota horizontal de la grafica de la funcion. 0} 2
Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.
Las derivadas. Monotonia y curvatura
eX
8.33. Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)=—.
X
. , (x —4)e* L . ) . ) _
La derivada es f'(x)= ———.Quese anula si x = 4. Estudiemos su signo sin olvidarnos de x = 0, que no
X
pertenece al dominio:
x (—=,0) 0 (0, 4) 4 (4,+ )
Signo de f* + ¢ D(f) - =0 +
. . . Minimo .
(ool [ L ETRIENI N[N Creciente Decreciente relativo Creciente

Por tanto, la funcién es creciente en (—,0)U(4,+ ) y decreciente en (0, 4).

4
Tiene un minimo relativo en el punto A[4,;§J .
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8.34. Estudia la curvatura de las siguientes funciones.
a) f(x)=2x*-3x%+1 b) f(x)= xe*

a) f(x) = 6x°— 6x, f'(x) = 12x — 6. La segunda derivada se anula si x = % . A su izquierda es negativa, y a su

derecha, positiva. Por tanto, la funcién es concava hacia abajo en (— =3 %j y cédncava hacia arriba en
1 1 1 11 . .
—,+o |.Elpunto A| —,f| = || = A| —,— | es el punto de inflexion.
2 2 \2 22
b) f(x)=(x+1)e*, f(x)=(x+2)e*. La segunda derivada se anula si x = —2. A su izquierda es negativa, y a su

derecha, positiva. Por tanto, la funcién es céncava hacia abajo en (— oo,—2) y céncava hacia arriba en

(=2,+2). El punto A (—2,—6—22j es el punto de inflexion.

Estudio completo de funciones. Representacion grafica

8.35. Representa una funcién que cumpla las siguientes condiciones:
e Lasrectas x=-2, x =4, y =— 2 son sus Unicas asintotas.
e Su derivada no se anula nunca y es negativa en todos los puntos en que esta definida.
a) ¢Cuantas veces se anula una funcidn con estas propiedades?

b) ¢Puede la derivada segunda no anularse nunca?

a) La funcidn se anula una sola vez, entre x = -2y x = 4.
b) La derivada segunda se anula una vez, entre x= -2y x = 4.

>

8.36.(PAU) La curva y = f(x) de la figura tiene como dominio el conjunto de todos los numeros reales.

Y a) Determina los puntos donde la funcion vale 0. Determina los
valores de x para los que la funcion es positiva.

L b) Di en qué puntos se anula la derivada y en qué puntos f(x)<0.

§/ v ©) Hallalaecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 2.

d) Halla la ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa x =—1.

f e) Determina a sabiendo que f{x) = a(x + 1)(x — 2).

a) En x=-1yen x =2, lafuncién vale cero: f(—1) = f(2) = 0. La funcién es positiva en (— oo,—1).
b) La derivada se anula en los puntos con tangente horizontal, x = 0 y x = 2: £(0) = f(2) = 0. La derivada es
negativa si la funcion decrece, es decir, en (~oo,0)U (2, + o).

c) En x =2, la tangente es horizontal y pasa por el punto A(2, f(2)) = A(2, 0). La recta tangente es y = 0.

d) En x = -1, la pendiente de la recta tangente es %= =3.

Como la recta pasa por el punto B(-1, f(—1)) = B(—1, 0), la ecuacion de la tangente es y = —3x — 3.
e) Como en la grafica no se aprecia con exactitud la ordenada de los puntos, salvoen x=—-1yen x = 2,
utilizaremos su derivada. La derivada de f(x) = a(x + 1)(x — 2)2 esf(x)=a((x- 2)2 +2(x + 1)(x — 2)).

Como f’(-1) = -3, entonces: -3 = f(-1) =a ((-1 - 2)2 +2(-1 + 1)(-1 - 2)) = 9a, de donde a = —%.
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Estudio de funciones polinémicas

8.37.(PAU) Se considera la funcién f(x) = 2x> — 21x* + 60x — 32.

a) Halla sus maximos y minimos.
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

a) Su derivada es f'(x) = 6x* — 42x + 60 = 6(x*— 7x + 10) = 6(x — 2)(x — 5), que se anula si x =2 0 si x = 5.

Estudiemos su signo:

x | (=2) 2 2, 5) 5 | (5 +)
Signo de f* + =0 - =0 +
S L B Creciente MaX|_mo Decreciente 'V"”'F"O Creciente
de f relativo relativo

Tiene un maximo relativo en el punto A(2, f(2)) = A(2, 20).
Tiene un minimo relativo en el punto B(5, f(5)) = B(5, —7).

b) La funcion es creciente en (—e0,2) U (5,+ ) y decreciente en (2, 5).

8.38.Sea funa funcioén tal que f'(x)=(x —1)(x —3)(x — 5) . Obtén las abscisas de los extremos relativos de f,
decidiendo qué son.

La derivada se anula para x =1, x = 3y x = 5, que son las abscisas de los puntos susceptibles de ser maximos
o minimos relativos. Estudiemos como varia el signo de la derivada en los intervalos definidos por dichos
valores para dilucidar:

X (~o0,1) 1 (1, 3) 3 (3, 5) 5 (5,+ )
Signo de f’ - =0 + =0 - =0 +
Comportamiento de f LI IGTIEC) Mlnlr_no Creciente MaX|_m O | Decreciente Mlnlr_no Creciente
relativo relativo relativo

Asi pues, en x =1y en x =5, la funcién presenta minimos relativos. En x = 3 hay un maximo relativo.

2x+2 si x<0

8.39.(PAU) Considera la funcién: G(x)=4 , .
x“-3x+2 si x>0

a) Dibuja la gréfica.
b) Estudia la continuidad.

c) Determina los extremos relativos.

a) El primer tramo es una semirrecta creciente que pasa por los puntos
A(-1,0) y B(0, 2). 6
El segundo tramo corresponde a una parabola concava hacia arriba, /
que corta al eje X en los puntos C(1, 0) y D(2, 0).

Su vértice es el punto V(%—%j .

Ademas, Iim f(x)= lim (x2 —-3x+2)=2. La gréfica es: of 1 X
x—0" x—07"

b) Observando la grafica podemos asegurar que la funcion es continua.
Como intervienen una semirrecta y un trozo de pardbola, solo queda estudiar qué ocurre en el punto de
solapamiento, x = 0:

lim f(x)= lim (2x+2)=2, Ilim f(x)= lim (x2—3x+2):2, f(0) = 2.
x—0" x—0" x—07" x—07T
Podemos afirmar que la funcion es continua en x = 0 y, por tanto, es continua en todo R.

c) Tiene dos extremos relativos, un maximo relativo en el punto de solapamiento B(0, 2) y un minimo relativo

en el vértice de la parabola V(%—%) .
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Estudio de funciones racionales

8.40. (PAU) Dada la funcion real de variable real definida por f(x)= %, se pide:
X

a) Calcula su dominio y asintotas.
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Haz su representacion grafica aproximada.

a) Dominio. D(f) = R — {~1}. El denominador se anula si x = —1.
Asintotas verticales:

lim ) = 400 ; por tanto, la recta x = —1 es una asintota vertical de la grafica de la funcion.

x—-1" X+
. . X
Ademas, |lm — =-—o,
yomtt X+1
Asintotas horizontales:
lim X =1, lim X =1.Larecta y = 1 es una asintota horizontal de la grafica de la funcién por ambos
X——c0 X + X—+o X +
lados.
b) La derivada esf’(x) = ( 11)2 , que no se anula nunca y es siempre positiva; por tanto, la funcion es creciente
'
en todo su dominio: (—ee,—1)uU(~1,+ ). No tiene extremos relativos.
c) La grafica es: [y
l
|
Ay
e }
g 1 X
/
[
X2
8.41. (PAU) Estudia y representa la funcion f(x) = W .
x p—

I. Dominio. D(f) = R — {2}. El denominador se anula si x = 2.
Il. Corte con los ejes. Corta los ejes X e Y en el punto O(0, 0).

2
I1l. Asintotas verticales. lim 5 = +oo; por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical de la grafica de la
x—2~ (X —2)
2
funcion. Ademas, lim 5 = too
x—2t (X —2)
2 2

=1. Larecta y = 1 es una asintota horizontal de la

IV. Limites en el infinito. lim 7= 1, lim 5
X—>—o0 (x_2) X—>+oo (x_2)

grafica de la funcién por ambos lados.

L . . , —4x . . . .
V. Informacion de la primera derivada. f(x) = ( 2)3 . La derivada se anula si x = 0. Estudiemos su signo:
X -
x (-,0) 0 0,2) 2 (2+=)
Signo de f’ - =0 + ¢ D(f) -
Comportamiento de f WM EGENIC] Minimo Creciente Decreciente
relativo

La funcién es decreciente en (—e,0) U (2,+ <)y creciente en (0, 2). Tiene un minimo relativo en O(0, f(0)) =O(0, 0).
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8(x+1)

VI. Informacién extraida de la segunda derivada. f"(x)= La segunda derivada se anula si x = —1.

(x-2)*
X (o0, —1) -1 -1,2) 2 (2,+)
Signo de f” - =0 + e D(f) +
oo o EIIERIGRER S Concava hacia abajo | Punto de inflexion | Céncava hacia arriba Céncava hacia arriba

La funcion es céncava hacia abajo en (-, —1) y concava hacia arriba en (—1,2)U (2,+ ).

El punto A(-1, f(-1)) = A[—l %j es un punto de inflexion.

VII. Gréfica de la funcion. Yy

N

Qo
><

x
x? -4

8.42.(PAU) Se considera la funcién f(x) =

Se pide:

a) Dominio de la funcién, puntos de corte con los ejes y simetrias.

b) Asintotas y regiones de existencia de la grafica

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos, si los hay.
d) Representacion grafica aproximada.

a) Dominio. D(f) = R — {2, 2}. El denominador se anula si x = -2 o si x = 2.
Corte con los ejes. Corta los ejes X e Y en el punto O(0, 0).

—X X
Simetrias. f(-x)= =— =—f(x). Es simétrica respecto del origen.
(-xP? -4  x°-4

b) Asintotas verticales:

lim ;:
x—-2~ (X+2)(x-2)

—oo ; por tanto, la recta x = —2 es una asintota vertical de la grafica de la funcion.

Ademas, lim ;zwo, lim —X -
x—-2t (X+2)(x-2) x—2~ (X+2)(x-2)

Asintotas horizontales:

—oo ; por tanto, la recta x = 2 es una asintota vertical.

lim 5 =0, Ilim + =0. Larecta y = 0 es una asintota horizontal de la funcién por ambos lados.
X——o x< —4 X—>+oo X< —
Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.
Estudiemos el signo de la funcion f(x) = S S—
(x+2)(x-2)
X (~,—2) -2 (2,00 | 0 | (02 2 (2,+)
Signo de f - | e D(f) + =0 - ¢ D(f) +
X% +4

c¢) La derivada de la funcién es f'(x) :ﬁ. Esta derivada no se anula nunca y, ademas, es siempre
X —

negativa donde esta definida; por tanto, la funcién no tiene extremos relativos y es decreciente en todo su
dominio: (—e0,—2) U (-2,2)U(2,+c).
d) Grafica de la funcion:

Y

S

/A
[
I

l

|

/

Qo

—
||

g

e
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Solucionario

2
8.43. (PAU) Considera la funcion f(x) = %":4 .

x° +
Halla el dominio de definicién, los puntos de corte con los ejes, las posibles asintotas, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, asi como los posibles maximos y minimos. Haz luego un esquema sencillo
de la grafica de dicha funcion.

I. Dominio. D(f) = R. El denominador no se anula nunca. Y

2 2
Il. Corte con los ejes. La funcioén f(x) = X +24X+4 = (X;2)
X< +1 X< +1 )

corta al eje X en el punto A(-2, 0) y al eje Y en el punto B(0, 4). s s et ke el 721 Y SRR
lll. Asintotas verticales: No tiene.

:Iw

. X’+4x+4 .
lim — =1, lim 5
Xo—eo X% 41 Xoteo X% 41
La recta y = 1 es una asintota horizontal de la grafica de la funcion.
Asintotas oblicuas: No tiene asintotas oblicuas.

X% +4x+4 _

Asintotas horizontales: =1.

2(x+2)(1-2x) . o1
ﬁ,queseanula&x——Zosm—
(x+1) 2

IV. Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos. f(x) =

Signo de f*

-2

[+

s ||

)
—,+ o
2

=0

+

=0

Comportamiento de f WLl

Minimo

relativo

Creciente

Maximo
relativo

Decreciente

La funcién es decreciente en (— w,—2)u[%,+ooj y creciente en (-2, % ). Tiene un minimo relativo (que es

absoluto) en el punto A(—2, 0) y un maximo relativo (que también es absoluto) en C(%f[%j] = C(%,5j.

4
8.44.(PAU) Sea la funcion f(x) = x_+3

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la grafica de f.
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f.
c) Estudia su curvatura y sus posibles puntos de inflexion.

il
a) Dominio. D(f) = R — {0}. El denominador se anula si x = 0. \
Corte con los ejes. La funcidon no se anula nunca, ya que x*+3>0. Asi £
pues, no corta el eje X. Tampoco corta el eje Y, ya que x = 0 no esta en 2
el domino de la funcién.
4 ol 1 X
, . . XT+3
Asintotas verticales: |im = —oo ; por tanto, larecta x =0 es una
x—0"
x*+3 [
asintota vertical de la grafica de la funcion. Ademas, lim = oo, \
x—0" X
4 4
Asintotas horizontales: |im X' +3 =—co, lim X' +3 = 4o . Asi pues, no tiene asintotas horizontales.
X——oco X X—>+oo X

No tiene asintotas oblicuas, ya que el grado del numerador no es una unidad mayor que el del denominador.

4 —
3(X—21) . Se anula si x = -1 o si x = 1. Estudiemos su signo:

b) Laderivadaes f(x)=
X
" (oo —1) -1 -1,0) 0 0. 1) 1 (1+)
Signo de f’ + =0 - ¢ D(f) - +
. . Maximo . . Minimo .
Comportamiento de f R®CIEIC relativo Decreciente Decreciente relativo Creciente

6(x4 +1)

X3

c) La segunda derivada es f’(x)=

x (e, 0) 0

(0 +=)

Signo de f” - e D(f)

+

ool EINIEGREN A Cdncava hacia abajo

Concava hacia arriba
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y no se anula nunca, por lo que no tiene puntos de inflexion.

Tiene un maximo relativo en el punto A(-1, f(—1)) = A(-1, —=4) y un minimo relativo en B(1, f(1)) = B(1, 4).



Estudio de funciones con radicales

8.45. Esboza la grafica de las siguientes funciones.

a) f(x)=1-Jx  b) fx)=V1-x  ¢) f(x)=1-Yx  d) f(x)=v1-x?

a) La grafica de la funcién f(x) se representa a partir de la grafica de la Y

funcién g(x):& sin mas que reflejarla mediante una simetria
respecto al eje X y después desplazarla verticalmente una unidad
hacia arriba.

Asi pues, D(f)=[0,+). La funcion es continua en su dominio.

2
: ) , o[ 3 X
Es siempre decreciente. Corta los ejes en los puntos A(0, 1) y B(1, 0). 7

b) La grafica de la funcidn f(x) se representa a partir de la grafica de la Y

funcién g(x)= \/; Primero dibujamos su simétrica respecto del eje Y

y luego la trasladamos horizontalmente una unidad hacia la derecha. f g

Asi pues, D(f) =(—-<,1] . La funcién es continua en su dominio. \2

Es siempre decreciente. Corta los ejes en los puntos A(0, 1) y B(1, 0). 0 2 X
c) Primero dibujamos la grafica de g(x)= %/; A continuacién dibujamos %

su simétrica respecto del eje Y y luego la desplazamos verticalmente

una unidad hacia arriba. Asi pues, D(f) = R. La funcioén es continua en

su dominio. \f\ g

K

Es siempre decreciente. Corta los ejes en los puntos A(0, 1) y B(1, 0). o r————x
d) 1. Dominio. Resolviendo la inecuacion 1 — x* 2 0, D(f) = [-1, 1]. Y

Il. Cortes con los ejes: Corta los ejes en los puntos A(-1, 0), B(1,0) y

C(0, 1). La funcién es simétrica respecto al eje .

IIl. Asintotas verticales: La funcion no tiene asintotas verticales. f

IV. Comportamiento en el infinito: No tiene sentido estudiarlo.

V. Crecimiento y decrecimiento: Maximos y minimos. 0 1 X

La derivada en (-1, 1) es f/(x)= \/Lz , que se anula en x = 0.

1-x

A su izquierda es positiva, y a su derecha, negativa. Asi pues, la

funcién es creciente en (-1, 0) y decreciente en (0, 1). El punto C(0, 1)

es un maximo relativo y también absoluto.

VI. Curvatura y puntos de inflexién. La segunda derivada en (-1, 1) es f”(x)=(2)_—12, que es

1-x“)V1-x

siempre negativa, luego la funcién es concava hacia abajo.
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8.46.Representa las funciones:

Y
1
a) f(x)=+vx-1 b) f(x)=
N1-x g
- f
a) La grafica de la funcion f(x) se representa a partir de la grafica de la 1
funcion g(x)= \/; sin mas que trasladarla horizontalmente una 0] 1 X
unidad hacia la derecha. Asi pues, D(f) =[1,+ ) . La funcién es
continua en su dominio. Es siempre creciente. Corta el eje X en el
punto A(1, 0).
b) D(f)=(—<,1).Larecta x =1 es una asintota vertical, y larecta y =0 vl 1
es una asintota horizontal. '
f
o 1 X

Estudio de funciones exponenciales

2(1—e")
1+e*

Para ello, calcula sus asintotas; demuestra que es simétrica respecto al origen; demuestra que es
siempre decreciente; estudia su curvatura y halla su punto de inflexion.

8.47. Dibuja la grafica de la funcion f(x) =

Asintotas verticales: No tiene porque es continua en todo R.

_ X
Asintotas horizontales: lim 21—2(1:%=2; asi pues, la recta y = 2 es una asintota horizontal cuando x
Xx—=—= 1+e

tiende a menos infinito.

2 2 2
X - - — -2
. 2-2e . x x . x - . , .
lim = lim &£ —€ - |m £ =—==-2; asi pues, la recta y = -2 es una asintota horizontal

X—+o 1+ 6% X+ 1 X X—stoo 1 1 1

& & e
cuando x tiende a mas infinito.

2 2
_ —X _7)( X _ _ X
f(—x)=2 2e " _ eX _207-2_ 2-2e — _f(x).
1+e ™ 4.1 e¥+1 X +1

eX

La funcion es simétrica respecto al origen.
_opaX X\_(9_9aX\nX  _oaX X _aX _AaX
La derivada es f(x)= 2e7(1+e7) (22 26" )e = 2e"(1+e +21 e )= de ~, que es siempre negativa;
(1+e*) (1+e¥) (1+e¥)
por tanto, f es siempre decreciente.
X(aX _
La segunda derivada es f"(x)= &31) y se anula si x = 0. Y
(1+e%)

A la izquierda de x = 0 es negativa y a su derecha es positiva. Asi pues, la
funcién es céncava hacia abajo en (~<,0) y céncava hacia arriba en = f P N N O O
(0,+ <) . Tiene un punto de inflexion en O(0, f(0)) = O(0, 0). > <

La gréfica es la que se muestra. T T
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1 -
8.48. Seala funciéon f(x)=—e 2 , se pide:
()= p
a) Halla su dominio.
b) Demuestra que es siempre positiva.
c) Demuestra que es simétrica respecto al eje Y.
d) Realiza un estudio completo de sus posibles asintotas.
e) Encuentra su maximo y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f) Encuentra sus puntos de inflexion y estudia su curvatura.
g) Dibuja su grafica.

a) Dom(f) = R.
b) La funcion es siempre positiva porque se trata de una exponencial.
c) La funcién es par porque f(—x) = f(x); por tanto, es simétrica respecto al eje Y.

d) No tiene asintotas verticales ni oblicuas, pero si horizontales, ya que:
lim f(x)=0, es decir, la recta y = 0 es una asintota horizontal tanto en mas infinito como en menos infinito,

X—>+oo
ya que es simétrica respecto al eje Y.
—X2 —X2
e) Su derivada es f'(x)= Le 2 (-x)= —Le 2 | que se anula para x = 0. Para valores negativos de x
V2n V2rn

es positiva, y para valores positivos, negativa. Asi pues, f es creciente en (—oo,O) y decreciente en (0,+ oo).

Tiene un méximo relativo (que es también absoluto) en el punto (0, f(0)) = (OL] .
\V2n

ey 2
f) Su derivada segunda es "(x)= e 2 ,queseanulaparax=-1yx=1.
V2rn
X (=eo, —1) 1 (11 1 (1 +=)
Signo de " + =0 - =0 +
Comportamiento Coéncava hacia Punto de Céncava hacia Punto de Céncava hacia
de f arriba inflexién abajo inflexion arriba
La funcién es céncava hacia arriba en (e, — 1)U (1,+ ) y concava Y

hacia abajo en (-1,1) .

. . . 1 1
Tiene dos puntos de inflexionen | -1,—| yen |1,—|.
( ,/2neJ ( ,/2159}

g) La grafica de la funcidn es la que se muestra.
Esta funcion es la distribucion normal de media 0 y desviacion tipica ol 1 X
1, N(O, 1), también llamada normal estandar.
Su gréfica se conoce con el nombre de campana de Gauss.

[EEN

8.49. (PAU) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximos y los minimos, de
la funcion f{ix) = x’e ™

El dominio de la funcién es todo R.
La derivada es f'(x)= x(2—-x)e™* . La derivada se anula si x = 0 o si x = 2. Estudiemos su signo:

x (=, 0) 0 ©, 2) 2 (2, +)

Signo de f* - =0 + =0 -
Minimo . Maximo

. Creciente .
relativo relativo

IComportamiento de f i NG Decreciente

La funcién es decreciente en (—,0)U(2,+ <) y creciente en (0, 2).
Tiene un minimo relativo (que también es absoluto) en el punto O(0, f(0)) = O(0, 0). Tiene un maximo relativo

en el punto A(2, f(2))= A (2, (—,:izj
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Estudio de funciones logaritmicas

8.50. Representa la funcion f(x)=In(x +1)-1.

8.51.

Para representar esta funcion trasladamos una unidad hacia la izquierda
la funcién g(x) = Inx y después la desplazamos verticalmente hacia abajo
una unidad.

La funcién es continua y creciente en su dominio, D(f) = (—1,+) .

Como f(x)=In(x+1)-1=0=In(x+N)=1=>x+1=e=>x=e-1,la

funcion corta el eje X en el punto A(e — 1, 0). Corta el eje Y en el punto
B(0, f(0)) = B(0, —1).

Haz un estudio completo y representa la funcion f(x)= |In x| .

La grafica de la funcién f(x) se representa a partir de la grafica de la
funcién g(x) = Inx sin mas que reflejar su parte negativa mediante una
simetria respecto al eje X.

Asi pues, D(f)=(0,+). La funcion es continua en su dominio.

Es decreciente en (0, 1) y creciente en (1,+<).

Tiene un minimo absoluto en el punto A(1, 0), pero no es un punto con
tangente horizontal. La funcién es concava hacia arriba en (0, 1) y
concava hacia abajo en (1,+<).

Sintesis

Solucionario

8.52. Asocia cada funcién de la izquierda con su correspondiente grafica de la derecha

Loy
2 UM\
F(x) = x“+1 N - \~7
XZ “\\ x
\ \
| |
Y
|
f(x)=e™ 2 //
2 X
Y
X 1 //
="y /o X
/
4
3 M
f(x)=x?—x .
O 1 X
Y
f(x)=e*senx !
O 1 X
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Y
g |
4 T
- — f
o1 X
[
/
Y
1 \f ]
0| /1 X
/g
X
1.2 gréfica: f(x)=
x? -4
2.2 gréfica: f(x)=e"senx
e x3
3.2 grafica: f(x):?— X
2
4.2 grafica: f(x)= X1
2
X
5.2 grafica: f(x)=e™



Aplicaciones de la representacion grafica a las Ciencias Sociales

8.53.(PAU) Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversién cuya rentabilidad, R(x), en euros,
viene dada en funcion de la cantidad que se invierta, x, en euros (para x >10), por medio de la
siguiente expresion: R(x) = =0,1x” + 50x + 250.

a) Deduce razonadamente qué cantidad de dinero le conviene invertir a un cliente en dicho plan.
b) ¢ Qué rentabilidad obtendria?

a) Debemos hallar el maximo de R(x) siendo x >10.
La derivada es R'(x) = -0,2x + 50, que se anula si x = 250. Para este valor se consigue el maximo
rendimiento, ya que la grafica de R(x) es una parabola céncava hacia abajo.
Es decir, si se invierten 250 euros, se obtiene el rendimiento maximo.

b) R(250) = 6500. Se obtiene una rentabilidad de 6500 euros.

8.54.(PAU) La puntuacion obtenida por un estudiante en un examen depende del tiempo que haya dedicado
a su preparacion (x, expresado en horas) en los siguientes términos:

% si 0<x<15
G(x) =

_2X _ Gi5<x

0,2x+3

a) Estudia el crecimiento de esta funcion. Si un estudiante ha dedicado menos de 15 horas a preparar
el examen, justifica que no aprobara, esto es, que obtendra menos de 5 puntos.
b) Justifica que la puntuaciéon nunca puede ser superior a 10 puntos.

a) La funcion es continua, ya que lim X~ lim L:f(15):5.

x-15= 3 x5 0,2x+3
Por otra parte, el primer tramo de la funcién es creciente, ya que se trata de una recta de pendiente positiva.
_x _ 5
0,2x+3 "’ (0,2x+3)?
en este tramo la funcién también es creciente. Como G(x) es continua, concluimos que es creciente en todo
su dominio.

La derivada del segundo tramo, f(x)= es f(x)= , que es siempre positiva. Asi pues,

Six <15, G(x)= % < % =5, es decir, nunca llegara a 5 si estudia menos de 15 horas.

b) Veamos si es posible: como G(x) es creciente, estudiaremos el limite en el infinito lim _2x = 2 =10.

Xx—+000,2X +3 ,2
Es decir, por muchas horas de preparacion, jamas se conseguira una nota de 10.

8.55.(PAU) Un invernadero esta destinado al cultivo de tomates. Se sabe que las tomateras solo producen
frutos si la temperatura dentro del invernadero esta entre 15 °C y 40 °C.
En la siguiente grafica se muestra la produccion de tomates en kilogramos, seguin la temperatura que
se mantiene en el invernadero.

ke a) Sila temperatura esta entre 15 °C y 29 °C, di qué variacién
experimenta la produccién al aumentar la temperatura 1 °C.
900 Calcula dicha variacion cuando la temperatura esta entre
30°Cy39°C.
b) Define una funcidén a trozos que exprese la produccion
segun la temperatura.
c) Halla las temperaturas para las que se obtiene el 75% de la
producciéon maxima.
0 15 30 40 c°
a) La variacion la da la pendiente de la recta. En el primer caso, entre 15° y 29°, la recta tiene igual pendiente
que la recta que une los puntos de abscisas 15°y 30°: my = 280 _12 =60. Entre 30° y 39°, la recta tiene
. . . o o 0-900
igual pendiente que la recta que une los puntos de abscisas 30° y 40°: my = 2030 =

60x—-900 i15<x<30
b) Como ya conocemos las pendientes de las rectas, resulta: f(x) = X SI_ X
-90x+3600 si30<x<40

¢) La produccion maxima es de 900 kg, y su 75% es 675.
Si 15<x <30, 60x—900 = 675, lo que implica que x = 26,25°.
Si 30 < x <40, -90x + 3600 = 675, lo que implica que x = 32,5°.
Asi pues, a 26,25° y a 32,5° se consigue el 75% de la produccién maxima.
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8.56.(PAU) La produccion de cierta hortaliza en un invernadero, Q(x) en kg, depende de la temperatura, x,
en °C, segun la expresion: Q(x) = (x + 1)2 (32 - x).
a) Calcula razonadamente cual es la temperatura 6ptima a mantener en el invernadero.

b) ¢Qué produccion de hortaliza se obtendria?

a) Lafuncidn es Q(x) = —x*+ 30x° + 63x + 32 y su derivada es Q'(x) = —3x° + 60x + 63 = 3(x + 1)(21 — x), que se
anula si x = -1 o x = 21. Estudiemos su signo:

x (Feo=1) | -1 | (1,21) | 21 (21,+)

Signo de f* - =0 + =0 -
Comportamiento de f LGN 'V"”'T“O Creciente MaX|m © | Decreciente
relativo relativo

Como es natural, suponemos que la temperatura debe ser superior a 0° y, por tanto, la temperatura que
asegura la méaxima produccion es de 21°.

b) Q(21) =5324. Es decir, se producirian 5324 kg de hortalizas.

8.57.(PAU) En un trabajo de investigacion sobre el rendimiento (en una escala de 0 a 100) durante 24 horas de
funcionamiento de cierta valvula, unos ingenieros industriales han comprobado que dicho rendimiento
se comporta de acuerdo con la siguiente funcion:

(30— t)(t +10) _

R(t) = 4 ; 0<t<24

a) ¢Cuanto debe estar funcionando la valvula para conseguir su maximo rendimiento? Justifica la
respuesta.

b) Representa y comenta la funcién.

a) La grafica de la funcién es una parabola concava hacia abajo que tiene su maximo en su vértice. Asi pues,
este sera el maximo si su abscisa pertenece al dominio.

(30-1)(t+10) _ —t? +20t +300

La funcién rendimiento es R(t)= ) 2

; su derivada es

-2t+20 _-t+10
4 2
el maximo rendimiento se alcanza a las 10 horas de funcionamiento de la valvula.

R(t)=

, que se anula si t = 10. Como t = 10 pertenece al dominio, podemos afirmar que

b) El vértice de la parabola es el punto V(10, R(10)) = V(10, 100).
La grafica es la que se muestra.

R(t)

Ay
20

ol 10 t

La maquina empieza con un rendimiento del 75% (el punto de corte con Y es A(0, 75)) y va aumentando
hasta conseguir el 100% de rendimiento a las 10 horas.
A partir de ahi va disminuyendo hasta llegar a un rendimiento del 51% (R(24) = 51).
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PROBLEMAS

8.58. El rendimiento fisico ante determinado esfuerzo muscular (evaluado en una escala de 0 a 100) de cierto

deportista de élite durante un tiempo de 60 minutos viene dado a través de la funcion

—t(t-20) si0<t<15
R(f) = 75 si15<t<30

100—% si30<t<60

a) Representa dicha funcioén.

b) Interpreta la grafica obtenida.

a) El primer tramo es una parabola concava hacia abajo; el segundo es una recta horizontal, y el Gltimo es una
recta decreciente. Es importante calcular los puntos de los extremos de los intervalos y, en su caso, el limite.
También calculamos el vértice de la parabola: V(10, 100)

La grafica es la que se muestra.

R(t)

201
ol 10 t

b) EIl rendimiento fisico va aumentando hasta llegar a su maximo, que se alcanza en el vértice de la parabola,
V(10, 100)
Asi, a los 10 minutos se consigue el 100% de rendimiento. Después decrece hasta llegar a los 15 minutos,
que se mantiene estable en un 75% hasta llegar a los 30 minutos, y a partir de aqui decrece paulatinamente
hasta llegar al 50%, al final del esfuerzo, a los 60 minutos.

8.59. (PAU) Un importador de caviar estima que si vende el kilogramo de caviar a x euros, entonces su
beneficio por Kilogramo viene dado por la funcién B(x)=160x — x> — 6300.
a) Indica entre qué precios obtiene beneficios el importador.
b) Calcula a qué precio debe vender el kilo de caviar para obtener un beneficio maximo.
c) Calcula el beneficio maximo por kilo.

a) La funcién B(x)= 160x — x? —6300 corta el eje X en los puntos A(70, 0) y B(90, 0). Como la funcién beneficio
es una parabola céncava hacia abajo, sera positiva entre x = 70 y x = 90. Asi pues, se obtienen beneficios si
el precio de venta del kilo de caviar estd comprendido entre 70 y 90 euros.

b) La funcion beneficio es una parabola concava hacia abajo, por lo que el maximo se encuentra en su vértice,
cuya abscisa es el valor que anula la derivada, B(x)=160-2x =0 = x =80 . Si vende el kilo de caviar a 80

euros, obtiene el beneficio maximo.

c) B(80) = 100. Es decir, el beneficio maximo por kilo es de 100 euros.
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8.60.(PAU) Las ganancias de una empresa, en miles de euros, se ajustan a la funcién f(x) =

8.61.

50x —100
2x+5

3

donde x representa los afnos de vida de la empresa, cuando x > 0.

a) Representa graficamente la funcién y = f(x) para x e (— oo,+oo), indicando: dominio, corte con los ejes,
asintotas, crecimiento y decrecimiento.
b)

c) A medida que transcurre el tiempo, ¢estan limitados sus beneficios? En caso afirmativo, ¢ cual es su
limite?

¢A partir de qué afno la empresa deja de tener pérdidas?

a) Dominio. D(f)= R — {—g} El denominador se anula si x = —g.

Corte con los ejes. Corta el eje Y en el punto A(0, f(0)) = A(0, —20) y el eje X en el punto B(2, 0).
Asintotas verticales:

50x-100
2x+5

lim = +o0 ; por tanto, la recta x = —% es una asintota vertical de la grafica de la funcion.
5-

50x-100
2x+5

50x-100 . 50x-100
— =25, |Im —/———=
2x+5 X—4e0  2X+5

La recta y = 25 es una asintota horizontal de la grafica de la funcion.
450

(2x+5)?
anula nunca y es siempre positiva; por tanto, la funcién es creciente en

lim
X—>—o00

Asintotas horizontales: 25.

Crecimiento y decrecimiento. La derivada es f'(x) = , que no se

todo su dominio: _w,_é ] —§,+oo .
2 2
No tiene extremos relativos. '
b) La empresa deja de tener pérdidas a partir del segundo afio; a partir de x = 2, la funcién es positiva.
c) Los beneficios estan limitados por 25 000 euros, ya que lim 50x-100 =25.
X—+40  2X+5

(PAU) La capacidad de concentracion de una atleta de sato de altura en una competicion de 3 horas de
duracién viene dada por la funcién f: |:0 ,3] — R dada por f(t)=300¢t(3 - t), donde t mide el tiempo en
horas.

a) Calcula los intervalos en los cuales la capacidad de concentracion aumenta y los intervalos en los
que disminuye. ¢ Cuando es nula?

b) ¢Cual es el mejor momento, en términos de su capacidad de concentracién, para que la saltadora
pueda batir su propia marca?

c) Representa graficamente la funcién de capacidad de concentracion.

a) f'(tf)=300 (3 — f) — 300t =-600¢ + 900, se anula si t = % Asi pues, en (0%) f’(t) > 0, por lo que la
capacidad de concentracion, ft), aumenta, mientras que en [%3j , f’(t) < 0, la capacidad de concentracion
disminuye. f(f)=0sit=0 o sit=3, o sea, al comenzar y al terminar la competicién.

b) El instante en el que la capacidad de concentracién es maxima, que es en t =% , maximo de fen [0, 3].

c) f(t)

£
200
ol 2 t
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PROFUNDIZACION

2
8.62.La curva de la figura representa la funcién f(x) = % . Obtén los numeros reales a, b, c, d, e.
X +e

Y

1 X

3
N
N

N
N
N
s
Ry
s
N
N

Como f(0) =0, ¢ =0. Y como la recta x = 1 es una asintota vertical, el denominador se anula para x = 1y por

a+b

ax>+bx 1 ax’+bx 1
=_. = 1) con lo que la recta

tanto, d = —e. Asi pues, f(x) = =— =—|ax+a+b+
dx—d d x-1 d

X f—
y= %(ax+a +b) es asintota oblicua, que, al observar el dibujo, vemos que debe ser la recta y = —x — 1, por lo

a+b ax? 2

= -1, es decir, b = 0 y d = —a. La funcion sera, por tanto, f(x)= =—
d a-ax 1-x

evidentemente, a no puede ser 0.

que a. -1y pues
d , ,

8.63.Dibuja la grafica de la funcién f(x) =In_x obteniendo previamente sus elementos mas significativos y
X

comprueba que alcanza el maximo absoluto en el punto de abscisa e. A la vista de la grafica, ¢qué es

1 Intt
mayor: — o — ? Deduce que e" > 7°.
e T

La grafica de f corta el eje de ordenadas si f(x) =0, es decir, silnx=0, o sea, si x=1.

Por otra parte, solo esta definida en (0, +e<) y lim f(x) ==y Ilim f(x)=0.
x—07 X—>teo

1
x—-Inx 1—Inx
Como f'(x) = —X > = 57— = 0 solo si x = e, ya podemos esbozar su grafica.
X X

Asi pues, la funcion es decreciente en (e, +), 0 sea, f(e) > f(n), es decir,
Ine S InTt

— @ nrnlne>elnn < Ine™>Inr’, y como la funcion logaritmo es creciente, concluimos que e™ > n°.
e T

Nota: Una extension curiosa de este resultado es decidir qué es mayor, a’ o b*si 0 <a< b El mismo
alr)gumento que hemos utilizado lleva a afirmar que si 0 < a < b < e, entonces a’ < b y sie<ac<b, entonces
a’ > b’
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8.64.Sea f: R — R continua, cociente de polinomios, y tal que admite como asintota a la recta y=x—1.
Algunas de las siguientes afirmaciones son verdaderas y otras falsas. Justifica como es cada una.
a) lim f(x) =40
X—>+oo
b) lim f(x) =—e
X—y—o0
c) Existe a >0 tal que para todo x > a se verifica que f(x) > 5.
d) Existe b > 0 tal que para todo x > b se verifica que f(x) < 5.

e) Ii_)rl(f(x)—x) =0
a) Verdadera: lim (f(x)—(x—1)=0= lim f(x)= lim (x—1)=+eo
b) Verdadera: Iim (f(x)—(x-1)=0= Iim f(x)= lim (x—1)=—oo

c) Verdadera, ya que lim f(x) =+eo
X—>4oo
d) Falsa, yaque lim f(x) =+co
X—>oo
e) Falsa: Iim (f(x)-(x—-1)=0= Im (f(x)-x+1)=0= lim (f(x)—x)=-1

X—+oco X—>too X—>+oo

8.65.Sea f una funcion definida en R, decreciente en (—-, 0), creciente en (0, +=) con f(0) = 1. ;Cuales de las
siguientes expresiones podrian ser una férmula para f ?

a) f(x)=|x| +1 d) f(x) =In 0@+ 1) +1
b) f(x)= xt+1 e) f(x)=e*—x
x| +1

c) f(x)=+x*+1

En primer lugar se observa que todas estas funciones cumplen que f(0) = 1. Estudiemos su monotonia.

-x+1 si 0
a) Para estudiar su monotonia, definimos la funcién a trozos: f(x) = xr S_I X<
x+1 si x20
. . , -1 si x<0
Su derivada para x distinto de cero es f'(x) = )
1 si x>0

Por tanto, f es decreciente en (-, 0) y creciente en (0, +-0). Si es una féormula para f.

X2+1
si x<0
b) f(0) = 1. Para estudiar su monotonia, definimos la funcion a trozos: f(x) = _2X+1

X+ si x=0
Xx+1

— 2 — —

2 g s

Su derivada para x distinto de cero es f'(x) = =1
x? +2x 1 ,
—_— si x>0
(x +1)

Si x> 0, la derivada se anula si X2 +2x-1=0= x = \/5—1, X = —x/E—‘I . Estudiando el signo de la derivada

se observa que si xe (0,\/5—1) , la derivada es negativa, y, por tanto, la funcién f es decreciente. Asi pues,
fno es creciente en (0, +<).

c) La derivada de la funcion es f'(x)= , que es negativa si x < 0 y positiva si x > 0. Por tanto, fes

X
\/x2+1

decreciente en (—, 0) y creciente en (0, +). Si es una férmula para f.

d) La derivada es f'(x)= , que es negativa si x < 0 y positiva si x > 0. Por tanto, f es decreciente en

2x
X% +1
(=, 0) y creciente en (0, +). Si es una férmula para f.
e) La derivada es f'(x)=e* -1, que se anula si x = 0. Esta derivada es negativa si x < 0 y positiva si x > 0. Por

tanto, f es decreciente en (—, 0) y creciente en (0, +). Si es una férmula para f.
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In|x|

8.66. Considera la funcion f: R - {0} - R dada por f(x) = x| + 1+ ——.
X

¢Cuales de las afirmaciones siguientes

son verdaderas?
a) lim f(x) =+
X—yeo

b) Para todo x > 0, es f(x) > 0.
c) El eje de ordenadas es eje de simetria de la grafica de f.
d) La grafica de f admite como asintota la recta y = x + 1.
e) La grafica de fadmite como asintota la recta y = —x+ 1.
a) Verdadera. Si x > 0, la funcién esté definida por f(x)= x+1+|n—:(: lim f(x)= lim [x+1+|n—§j =+oo .
X X—>+oo X—>+oo X
Para valores muy grandes de x, todos los sumandos de la expresion f(x) son positivos.
b) Falsa. Por ejemplo, si x = % f(%j =-1,27.
In—x| In|x|
c) Verdadera. f(-x)=|-x|+1+—— = |x|+1+—5 =f(x)
— X X

d) Verdadera. lim (f(x)—(x+1))= lim [x+1+|n—§—(x+1)]= lim ln—;:O Larecta y = x + 1 es una asintota
X—>+oo X—>+oo X X400 X

&) Verdadera. lim (F(x)—(~x+1) = lim [—x+1+0CX) g q) jim MO0y Xy INX_
X—>—o0 X—>—o0 )(2 X—>—o0 x2 x—>+oo(_x)2 X—>+oo )(2

8.67.Sea f la funcion definida por f(x) = x+ 1+ x% + 4x .
a) Calculael dominiodefy lim f(x) y lim f(x).
X—>+o0 X——o0

b) Prueba que la recta de ecuacién y = 2x + 3 es asintota a la grafica de fen +o-.

c) ¢Es fderivable en 0? ;Y en 4?

d) Estudia los posibles maximos, minimos e intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
e) Dibuja las asintotas y luego la grafica de f.

a) Como x2+4x203x(x+4)20:>xs—4, 0 x =0, entonces, D(f) = (—eo,—4]U[0,+ o)

lim (x+1+Vx2+4x)=+oo

X—>4oo
(1—x+\/x2—4x)(1—x—\/x2—4x) 2
lim (x+1+\/x2+4x)= lim (1—x+\/x2—4x)= lim _ _ 1

X——o0 X—>+oo X—>+oo 1-x— \/XZ _4x —-1-1

b) Debemos probar que lim (f(x)—(2x+3))=0.

lim (x+1+\/x2+4x—(2x+3)): lim ( X2+4X_(X+2))( X2+4x+(x+2)): lim 4 -0.

X—>+oo X—>+oo \/X2+4X+(X+2) XH+°°\/X2+4X+X+2

c) La derivada de f(x) para x distinto de 0 y de -4 es f'(x)=1+ 2x+4 1+ X+2

2\/x2+4x B \/x2+4x '

lim )= lim | 14—2F2 | o e, im Fx)= lim |14—2F2 |-
x=0" x-0" VX% +4x " ot x»-47 x%+4x
Asi pues, f(x) no es derivable en x =0, nien x = —4.

d) La grafica de ftiene una asintota horizontal, y = —1, cuando x tiende a menos infinito.
Y ya hemos visto que y = 2x + 3 es una asintota oblicua de la grafica de f en +e. Es decreciente en

(—oo, —4] y creciente en [0, + o).

e)
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8.68.Sea fla funcion definida en (—es, —1] U [3, +e0) por f(x) = ¥ x2 —2x — 3. ¢ Cuales de las siguientes
afirmaciones son verdaderas?
a) fes decreciente en (—-, —1].

b) fim T _4

X—o—o X

c) lim (f(x)+x) =1

d

~

La recta de ecuacion y = x + 1 es asintota en — a la grafica de f.

e) Larecta de ecuacion y = x— 1 es asintota en + a la grafica de f.

a) Verdadera. La derivada de f(x) es f'(x) = 2x -2 = x1 . Para valores de x del intervalo
2Wx2-2x-3 x2-2x-3
(-, —1], esta derivada es negativa; asi pues, f es decreciente en (—e, —1].
[2 o [.2 _
b) Falsa. lim ) = jim ¥YXT=2X=3 _ o NXT4+2x=3 4
X——o0 X X——o0 X X—>+oo - X

c) Verdadera.

Jim (F(x)+x)= lenjm(\/ x2-2x-3 +x) = lim (\/ x2+2x-3 —x) =

X—>+oo

(\/x2+2x—3—x)(\/x2+2x—3+x)

. . 2x-3 2
= lim = lim == -1
Xteo VX2 +2x-3 +x o= [y pox 3 4x  1H1
d)me.nm(ﬂxy4x+ny=nm(Vﬂ-Qx—s—x—@= mn(Jﬂ+2x—3+x—0=+w¢o.ammem
X—>—o0 X—>—o0 X—>+o0

de esperar, esta recta no es asintota, ya que por el apartado anterior deducimos que larecta y=—x+ 1 es
una asintota oblicua en menos infinito.

e) Verdadera.

lim (f(x)=(x=1) = lim [m‘(x—1>j= . [m—(x_1)j[\/m+(x_1)):

X—>+o0 X—>+oo X—>+oo \/XZ_ZX_3+(X_1)
—_ im x2—2x—3—(x2—2x+1)_ lim -4
xotee )2 oy 3i(x—1) Xty x2_2x—3 4+ (x-1)

=0

RELACIONA'Y CONTESTA
Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

8.1. La grafica de la funcion fix) = (x — 1)(x — 3)? podria ser:

Ay B) v C) Y D) vy E) vy /
ARV /) L/
1 1 1 1 14 A~
oA 3 X Olé\x 0 N3 X oi\/s\x %3 X
f

La respuesta correcta es la E.
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8.2.

8.3.

Si f(x) es una funcién polinémica de 4.° grado, su grafica:
A) Tiene que presentar tres puntos con tangente horizontal.

B) Tiene que tener al menos dos puntos maximos o minimos relativos.
C) Es seguro que presenta algun punto con tangente horizontal.
D) Cortara al menos una vez el eje horizontal.
E) Pueden no coincidir lim f(x) y lim f(x).
X—>+oo X—>—o0

A) Es falsa. Por ejemplo, f(x) = x* solo tiene un punto con tangente horizontal: (0, 0).
B) Es falsa. Sirve el mismo contraejemplo que en A, ya que la funcién f(x) = x* solo tiene un minimo: (0, 0).

C) Es verdadera. Como f(x) es un polinomio de grado tres y signo lim f(x) # signo lim f'(x), la funcién pasa
X—>+oo X—>—o0

de ser creciente a decreciente al menos una vez y, por tanto, tendra al menos un extremo relativo.
D) Es falsa. Un contraejemplo es f(x) = x* + 4.
E) Es falsa por ser un polinomio de grado par.

x4+ x+1
es
(x2 =1)(x —2)(x - 3)
A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5

El namero de asintotas de la funcién f(x) =

La respuesta correcta es la E. Las asintotas de la funcion son x=-1,x=1,x=2,x=3e y=0.

Sefiala en cada caso las respuestas correctas:

8.4.

8.5.

Sia> 0y b*> ac, la grafica de la funcion f(x) = ax* + 2bx + ¢ podria ser:

EVAIVTAR R VAl
AR

Podemos descartar las graficas C y E porque son parabolas con las ramas hacia abajo y la condicién a > 0 no
se cumpliria. Las posibles graficas de la funcién f(x) son la A y la D. En la grafica B se tiene que b = 0,
entonces, para que la condicion b?> ac se cumpla, se debe tener que ¢ < 0.

Si la gréafica de una funcién polinémica de 3.°" grado y = f(x) presenta un maximo relativo en el punto de
abscisa 1 y un minimo relativo en el punto de abscisa 3, entonces:

A) Existen numeros a para los que la ecuacion f(x) = a no tiene soluciones Y
reales.
B) No hay ningun numero a para el que la ecuacién f(x) = a tenga solo dos
raices reales. 1
C) Si f{3) < a< (1), la ecuacion f(x) = a tiene exactamente tres raices reales. 1 \J X
D) Si signo f(1) # signo f(3), la ecuacién f(x) = 0 tiene tres raices reales.
E) La grafica de y = f(x) presenta un punto de inflexién en x = 2.

Para resolver este problema es util trazar la grafica de una funcién que verifique las hipétesis.
A) Es falsa. Como una funcion polindmica de 3.°" grado es una funcién continua y o

bien lim f(x)=+4coy lim f(X)=—c 0 lim f(Xx)=—coy lim f(x)=+e, el recorrido de la funcién es todo R
X—>+o0 X—>—o0 X—>Foo X—>—o0

y la ecuacion f(x) = a siempre tiene al menos una solucién real.

B) Es falsa. Como (1, f(1)) es maximo relativo de la funcion, entonces la ecuacion f(x) = f(1) tiene dos
soluciones reales (x = 1 doble y otra distinta). Lo mismo ocurre con la ecuacion f(x) = f(3).

C) Es verdadera. Si f(3) < a < f(1), la ecuacion f(x) = a tiene tres soluciones, una menor que 1, otra entre 1y 3,
y la tercera mayor que 3, como se ve en la grafica.

D) Es verdadera. Si signo f(1) # signo f(3), entonces f(3) < 0 < f(1), y estamos en las hipotesis de C.

E) Es verdadera. Los polinomios de 3.* grado son simétricos respecto de su punto de inflexién y, por tanto, la

abscisa del punto de inflexion esta entre las abscisas de sus extremos relativos.
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8.6.

8.7.

Sea f(x) = € P(x), donde P(x) es un polinomio de tercer grado. Entonces:
A) La grafica de y = f(x) no tiene asintotas horizontales.

B) La grafica de y = f(x) corta al menos tres veces el eje horizontal.

C) Solo hay dos puntos, como mucho, con tangente horizontal.

D) La grafica de f no puede tener asintotas oblicuas.

E) En la grafica de f puede haber simultaneamente asintotas horizontales y oblicuas.

A) Es falsa. y = 0 es una asintota horizontal en —co , ya que lim e*P(x) = 0 cualquiera que sea P(x).
X—>—oc0

B) Es falsa. La funcion vale 0 si P(x) = 0 y un polinomio de grado 3 no siempre tiene tres raices reales.
C) Es falsa. f(x) = € [P(x) + P'(x)] y, como P(x) + P'(x) es un polinomio de tercer grado, puede anularse hasta
tres veces.

e*P(x)

D) Es verdadera. En —oo tiene una asintota horizontal, y en + oo, como lim = +oo cualquiera que

X——o0

sea P(x), no tiene asintota oblicua.
E) Es falsa. Ver apartado D.

Considera la funcién f(x) = sen[g(x)], siendo g(x) un polinomio de 4.° grado. Entonces:

A) La grafica de f puede cortar 5 veces el eje horizontal.

B) El maximo numero de puntos de la grafica de f con tangente horizontal es 5.

C) Sig(x) > © para todo x real, entonces la grafica de f no corta el eje horizontal en ningtin punto.
f'(x)

’

g'(x)
E) La grafica de fes periodica de periodo 2.

D) Si g’(x)# 0, entonces <1.

A) Es cierta. Como g(x) es continua en R, sen(g(x)) cortara infinitas veces el eje horizontal (siempre que
g(x) = kn).

B) Es falsa. Habra infinitos puntos con tangente horizontal (siempre que g(x) = g+ km).

C) Es falsa. Por ejemplo, si g(a) =2, sen(g(a)) = 0.

D) Es cierta. f’(x):cos(g(x))g’(x):>M cos(g(x)) =

- F(x)]
g’(x)

g'(x)‘ =|cos(g(x))| <1, siendo g'(x)#0.

E) Es falsa, ya que, por ejemplo, el periodo de la funcién h(x) = sen(px) es T =E,
p

pues h(x) = sen(px) = sen(px +2r) = sen[p(x+27ﬁn = h[x+27”j .

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

8.8. Sea funa funcion definida en R. y

a) La grafica de f presenta alguna asintota horizontal.
b) La grafica de f presenta alguna asintota oblicua.

A) b= a,peroa=b
B) a= b,pero b % a _) ‘
C) ach 1 X
D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior

E) Nada de lo anterior. Hay graficas de funciones que solo tienen asintota horizontal; otras que solo tienen
asintota oblicua, y otras que tienen una asintota oblicua en mas infinito y una asintota horizontal en menos
infinito, como se ve en el ejemplo.
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Sefiala el dato innecesario para contestar:

8.9. Para encontrar las abscisas de los posibles maximos y minimos relativos de la funcion

3 2
f(x) = e *P"+x+d nos dan estos datos:

a) Valor de a
b) Valor de b
c) Valor de ¢
d) Valor de d

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.
E) No puede eliminarse ninguno.

D) Puede eliminarse el dato d. Las abscisas de los extremos relativos son aquellas que anulan la derivada:

F(x) = (3ax? + 2bx + ¢ )e™ *>*+ox+d_Dicha derivada sera cero si 3ax? +bx+c =0 , es decir, no depende
del valor de d.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar a la cuestion:

8.10. Para probar que la grafica de y = x>+ ax* + bx + ¢, donde a, b y ¢ son reales, corta una sola vez al eje
horizontal nos dicen que:

a) a=0
b) b>0

A) Cada informacion, ay b, es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos.

E) Faltan mas datos.

A) Son necesarios ambos datos (a =0y b > 0). La funcién es y = x>+ bx +c, y sabemos que al menos corta
una vez el eje X, ya que es un polinomio de grado 3. Su derivada es y' = 3x% + b, que es siempre positiva,
ya que b > 0; por tanto, la funcién es siempre creciente y solo corta una vez el eje X.
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E Integrales

ACTIVIDADES INICIALES

9.l. Encuentra la funcion que mide el area de las regiones limitadas por el eje horizontal y las rectas:

a) y=3x-3; larecta vertical trazada por el punto de abscisa x con x> 1.

b) y=xsix<3; y=-x+6 si x> 3; larecta vertical trazada por el punto de abscisa x. Distingue entre

0<x<3y3<x<6.

En ambos casos, calcula también la derivada de las funciones areas obtenidas.

a) Se forma un triangulo de base x — 1 y altura 3x — 3. Y
La funcién area es: A(x) = w
Y su derivada: A'(x)= 6x=6 _3x_3
2
1..
o 4

b) En ambos casos, la figura que se forma es un triangulo de base 6 y altura 3 menos un triangulo.
Si 0< x <3, el triangulo tiene base x y altura x.
Si 3< x <6, el triangulo tiene base 6 — x y altura —x + 6.

Y N /
B Sre R

2
9-X 0<x<3
La funcion area es: A(x) = 6 2 ) . Y su derivada: A’(x) :{
9_6=X" 3 ,<s

-x 0<x<3
6-x 3<x<6

EJERCICIOS PROPUESTOS

9.1. Calcula el area de las regiones sombreadas.

a) Y b)Y
a)Sifix)=3- 3x%, entonces F(x)=3x— X cumple
flx) =3-3x (] = senx que F'(x) = f(x) y el 4rea de la zona sombreada
/ g4= es: F1) = F(-1)= (3=1)= (=3 + 1) =4 1%
1 b) Si g(x) = sen x, entonces G(x) = —cos x cumple

(@]
>
Ll
CYETS
>

que G'(x) = g(x) y el &rea sombreada es
G(n) - G(0) =—(-1)+1=2 U2
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9.2. Halla el area del recinto sombreado. Y

0|12 X

f(x) = x*+ 5x3+ 3x3-9x

5 4 2
Una primitiva de f(x) = x*+5x° + 3x*— 9x es F(x)= X?+5%+ x3 —9% .

El drea sombreada es F(0)-F(-2) = —(ﬁ+ﬂ+(—2)3 —M] = Quz i
5 4 2 5

9.3. Calcula el area de la zona limitada por la grafica de y = X, el eje Xylasrectas x=0y x=2.

Area = G(2) — G(0) con G'(x) = X

Una primitiva de G’(x) es G(x) = %x3 . El area pedida es: G(2) — G(0) = %uz.
9.4. Calcula:
1 2z 2
a) j‘ 3x%dx b) I sen x dx c) j' (x*=1) dx
0 0 0

a) .[013x2dx = [xsl =1

2n
b)'[ sen xdx = [~cos x| i“ =—1-(-1)=0
0

2

2
c)j (x2—1)dx:[lx3—x} 8,2
0 3 , 3 73

1
9.5. Escribe una funcién continua f para la que j‘ f(x) dx =0.
-1
Como el intervalo es simétrico respecto del origen, cualquier funcién impar lo verifica, por ejemplo, f(x) = x.

4
9.6. Calculaj [3x|dx .
-

-3x -1<x<0
Como f(x)=|3x|={3X D<x<a’

4 0 4 0 4 0 4
j |3x|dx=J- |3x|dx+j |3x|dx:j —3xdx+j 3xdx:[—§x2} +[§x2} =§+§-42=5—1
1 = 0 -1 0 2 4 L2 0o 2 2 2

2
9.7. Escribe una funcién f no constante en [0, 2] y tal que J. f(x)dx =2.
0

Hay que obtener una funcién F(x) con F(2) — F(0) = 2. Yy
F(x) = x no sirve, pues f(x) = F’(x) = 1 es constante.

Probando con F(x) = %xz y, por tanto, f(x) = x. f
Otra forma de resolverlo es dibujando un triangulo isésceles de base 2 y altura 2. Y
., ' _J2x 0<x<1 |
La funcién que lo define es f(x) = {4_2)( 1< x<2 0 1 X

Solucionario E 123



1 2 3
9.8. Si j' f(x)dx =1, j' f(x)dx =2y j' f(x) dx = 3, calcula:
0 1 0
a) J': £(x) dx b) .[: £(x) dx ) .[: £(x) dx
a) J':f(x)dx - I(:f(x)dmsz(x)dx —1+2=3
b) J'Sf(x)dx =J'3f(x)dx—J‘1f(x)dx —3-1=2
1 0 0
c) j; F(x)dx = Ls f(x)dx—j:f(x)dx - j; f(x)dx—Uo1 F(x)dx + Lz f(x)dxj —3-(142)=0
9.9. Sifes continuay J.1f(x)dx =2, ¢cuanto vale rg(t)dt ,siendo g(f) =f(t) +1?
0 0

1 3 1 B 1 1 3 1_ _
jog(t)dt_L(f(t)+1)dt_jof(t)dt+jodt_2+[t]0 —241=3

b b b
9.10.Si I f(x)dx=1, j g(x)dx =2, .[ h(x)dx = -3, calcula, si tienes datos suficientes, el valor de algunas de
a a a
estas integrales:
b
a [ (fr+amax b [ (-390 ax o [ (Fa-goax @) [ (fx-2h00)ax
a
a)J. (F(x)+g(x))dx =J f(x)dx+J. g(x)dx=1+2=3
b b b
b)_[ (2 (x)- 3g(x)) dx = 2I f(x)dx—3j g(x)dx=2-1-3-2 =4
a a a
b
c)_[ (f(x)-g(x)) dx . No se tienen datos suficientes.
a
b b b
d)j (F(x)—2h(x)) dx = j f(x)dx—zj' h(x)dx =1-2-(-3) =7
a a a
9.11.Calcula el area de la region limitada por la grafica de y = 1 , el eje horizontal y las rectas verticales x =1
X
yx=2.
’ 2
Como y =l> 0 en[1, 2] y sabemos que (Inx) =l, el area es: J. ldx = [Inx]12 =In2-In1=1In2 = 0,69 u?
X X 1 X
9.12.Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la grafica de y = x* — 2x — 3.

Hay que buscar los puntos de corte de la parabola y el eje horizontal: X¥-2x-3=0six=3 ysix=-1.Enel
intervalo [-1, 3], X —2x-3<0, luego el area pedida es:

3
jg—(xz—2x—3)dx:{—(lx3—x2—3xﬂ =—(9-9- 9)+(—1—1+3] 32 ¢
4 3 » 3 3

9.13.Calcula el area de la region encerrada entre las graficas de fix) = 2x— x* y g(x) = x> —%.

Los puntos de corte de las dos funciones son:
2x - x? =x2—§:2x2—2x—§=0: x=—l 0 X=—
2 2 2 2
Como en [-1, 3], f(x) = g(x), el area buscada es:
3

3 3 3
Ii(f(x) g(x))dx = J. ( -2x? +2x+3jdx [—§x3+x2+§x} 21 :(_2+2+2]_(i+1_§]:%u2
. 4

3 2 4 4 4 12 4 4
Y
9.14.Calcula el area de la region limitada por las curvas y=x+6e y = 'S
Los puntos de corte de las funciones son:
X+6=xX=>xX-x-6=0=x=-20x=3.Elarea pedida es:
3 3
I (X+6—X2)dx=[lx2+6x—lx3} =(3+18—9j [2 12+8j 125 2
-2 2 3 o \2 3) 6 ;
o] 2 X
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9.15.Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) J.(senx—e"+\/;)dx c) I(1+§/?)dx e)'[—&—::+2x

b) j[i’/;—%]dx d) J%/xzﬁdx
a) I(senx—ex+\/;)dx:—cosx—ex+§x\/;+C
b) J-[i/;—%jdx:%x3x+%+c

c) J.(1+§/?)dx=x+%x§/?+c

d) I\3/x2\/;dx=‘|.§/?dx=%x§/?+c

3 3
e)jM:j[x 2 —x+£]dx 2l 1 iomx+c
x x Ix
9.16.Calcula, en cada caso, la funcién f(x) que verifica las condiciones dadas:
a) f(x)=cos x+ xJx y f(m)=0
b) f(x)= —-e* yf(0)=1

1+ x2
4

c) F(x)=x*-4-6y f(0) = -

d) f(x) = x— 2cosx, y la grafica de f corta a la bisectriz del 2.° cuadrante en el punto de abscisa x = 7.
a) f(x):J‘(cosx+xx/;)dx = senx+§x2\/;+c
- 2 2 5 2 5
Como f(r) = 0, f(n)zsenn+gn n+C=§n n+C :03C:—§n Jr
Por tanto, f(x)=sen x+%(x2 X _nz\/;)

b) 1(x)= J‘(H?’x2

Como f(0) =1, f(0)=3arctg0-e’+C=1=-1+C=1=C=2

—exjdx=3arctg x—-e*+C

La funcion es f(x)=3arctgx—e* +2.

1 4
) f(x =J' X —4-6¥)dx = —x* - 6% +C
) f(x)=|( ) ) 6
Como f0) = ——, f(0)=——2+C=——2 = Cc=0
In6 In6 In6
La funcién es f(x) RV P
4" In6

d) f(X)=I(X—2COSX)dX=%X2—2senx+C
15 1,
Como f(r) = — m, Pk —25enn+C=—n:C=_En _n

La funcién es f(x) = %xz —2senx —%nz -T.
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9.17.Calcula las siguientes integrales indefinidas.

t+1 cos(Int)
d) | ——=dt
? j-\/ 2 +2t+3 ) J. t

e25
b J'—ds
) 1+ e?

c)j(x2+1)2°-5xdx f)‘[\/%dx

a)J' f+1 dt:lJ‘ 2t+2 =Nt?+2t+3+C
\/t2+2t+3 2) v 2t+3

2s
2e—ds:lln(1+e2s)+c
1+e 2 1+e 2

1
g) | ———adx
IJ1-4x2

1+9x*

c) J.(x2 + 1)20 Bx dx = EI(XZ + 1)20 -2xdx = 4—52 (x2 +'I)21 +C

d) J.w dt =sen(Int)+C

e’ e’ s
e) I1 > ds:j > ds=arctg(e®)+C
+te 1+(es)

— dx = arcsen (x2)+C

gk JJ12—Xx“ dx:j\/:x

= —arcsen (2x)+C

jm 2.[\/7

1
h J. j x =—arctg(3x%)+C
) 1+9X 6 1+ 3X 6 g( )

9.18.Halla las primitivas de las siguientes funciones.
a) f(x)=2x(sen x?)(cos* x?) c) h(x) =

b) g(x) = tg(3x + 2) d) j(x) = 3(1 + tg’x) tgx
a) F(x)= J.2x(sen x2)(cos* x?)dx = — I (2x(-sen x)) (cos x?)*dx = l(cos X2 +C

3(—sen(3x +2))

dx = ——In|cos(3x +2)|+C
cos(3x+2)

b) G(x) = It93x+2)dx——sj
<) H(x):sze"dx— jsxze dx = S ‘iC

J(x)= '[3(1 +tg?x)tg X dx =3'[(1 + tgzx)tg X dx :%tgz x+C

9.19.Calcula las derivadas de f(x)=tg?x y g(x)=

, simplificalas al maximo y explica qué observas.

F(x) = tg%x) =2tgx 12 - 2392’(
COS™ X COS™ X

’

1 _2senxcosx _ 2senx
cos” x cos® x

Ambas derivadas son iguales.
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9.20.Calcula las siguientes integrales indefinidas.
a) I(1 - x)e *dx c) J‘x/y In x dx e) I te_%dt
b) _" £2Int dt d) I(x2 +1) cos x dx f) Isenx -senx dx
a) J-(1 —-x)e ™ dx. Llamando fix) =1 -xy g'(x) = e = f(x) = -1y g(x) = -, se obtiene:
I(1 -x)e X dx=(1-x)(-e¥)- I(—1)(—e’x)dx =(x-1)e*+e*+C=xe"+C

b) J-tzlnt dt.Llamando fit) = Inty g(t) = £ = f'(t):% y g(t):%t3 .

1

2 1.3 t° 13 10,2 13 3
It Int dt = -t Int—J.—dt:—t Int——J.t dt = nt-L£+C
3 3t 3 3 3 9

c) v[x/;Inx dx . Llamando fix)=Inxy g'(x)=x = f'(x):% y g(x):%x\/;

I&Inxdx:%x&lnx—jzgﬁdx:%x&lnx—jzr =—x«/—lnx——Xx/;+C_—x«/—[lnx—§j +C

X

d) I(xz +1) cos x dx . Llamando f(x) = X+ 1 y g'(x) = cos x = f(x) = 2x y g(x) = sen x.

I(xz +1) cos x dx = (x2 +1)sen x—J-szen X dx

Se vuelve a integrar por partes llamando f(x) = 2x y g'(x) = sen x = f(x) =2 y g(x) = —cos x.
I(xz +1) cos x dx = (x? +1)sen x—j2xsen xdx =(x?+1)sen x—(—2xcosx—j—2cosx dx) =

= (x? +1)sen x + 2xcos x —2sen x + C = (x*> —1)sen x + 2x cos x + C

t t t
e) jte 2dt Llamando f(t)=tyg(t)=e 2 = f(t)=1y g(t)=-2e 2.

t t t t t t
J'te 20t = ~2te 2—j—2e 20t = —2te 2 —4e 2 +C =26 2(t+2)+C

f) Isen x-sen xdx Llamando f(x) = sen xy g'(x) = sen x. = f(x) = cos x y g(x) = —cos x.
Isen X-sen x dx =—sen X cos x —Icos X(—cos x)dx =—sen xcos X + jcoszx dx =—-sen xcos X + J.(1 —sen?x)dx =

=-sen xcosx+J.dx—.[sen2xdx =-sen xcosx+x—jsen2xdx

—Sen XCosS X + X

Despejando se obtiene: stenx-senxdx:—sen XCOSX+X = Isenx-senxdx: 5 +C.
9.21. Calcula las siguientes integrales.
1+Inx x? x N
a)j- d b)J.—dx c)‘[—zdx d)J.(x +5) -x“dx
x Vx3+5 (5+x2)
a) Llamando t=1+1Inx, dt = dx J‘1+Inx Itdt— (1+|;X) +C
X

b) Llamando t = x> + 5, dt = 3x° dx: I X I I Z :E X +5+C
\/x3+ \/x +5 3

c) Llamandot=5+x2, at = 2x dx: J I 0121‘ ——1-1+C=—l- L 2+C
(5+X 2 5+X t 2t 2 5+x

4 t* I (x3+5)5
d) Llamando t = x> + 5, dt = 3x* dx: j(x3+5) X2 dx = 3 dt—E+C T+C
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9.22. Calcula la integral I; dx .
2x+x -1

xx—1

Realiza el cambio de variable t =/ x -1, despeja x elevando al cuadrado en dicha expresion y sustituye x
por el resultado obtenido en la funcién a integrar.

1

2+ x -1

1 1 1 dt
= —dx:j— dx:J- =arctgt+C =arctgvx-1+C
-|.2x\/x—1 X 2 x—1 t% +1

t=vx-1= x=t>+1= dt= dx =

9.23. Halla el valor medio de estas funciones en los intervalos indicados.
a)fix)=x*—4x+3en [0, 1]

X+2 x<2

2,4
4 x>2 24

b) f(X)={

c) f{x) = %x+1 en [0, 3]

En todos los casos se puede aplicar el teorema del valor medio del calculo integral por ser funciones continuas

en los intervalos correspondientes.
1, 1 3 o0 T 4 4
a)j X°—4x+3dx=|=x"-2x"+3x| =—-2+3=—=f(c)(1-0)=>f(c)=—
0 3 o 3 3 3

El valor medio de f(x) en el intervalo [0, 1] es %

4 2 4 1, 2 4 8
b) J:Zf(x)dx=J. 2x+2dx+jz4dx=[5x +2xL+[4x]2=8+8=16:f(c)(4—(—2))=6f(c):f(c)=§

El valor medio de f(x) en el intervalo [-2, 4] es % .

3

c) ij(x)dx:J':(%x+1jdx:{%x2+x} :%:3f(c):>f(c):%

0

El valor medio de f(x) en el intervalo [0, 3] es % .

9.24. Halla el valor medio de la funcién:

I: f(x)dx = I: f(x)dx+L3 f(x)dx+L6 F(x) dx =

= Area de un cuarto de circulo de radio 2 — 4rea de triangulo + 0 +area encerrada por la recta y = x — 4 y el eje
. w22 11 3 T+1
X en el intervalo [5,6]= T—?+§ =n+1=6f(c) = f(c) =
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EJERCICIOS

Area bajo una curva. Teorema fundamental del calculo

9.25. (PAU) Calcula el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de la funcion g(x) = x* - 9x

y el eje X.
X-9x=0six=-3,x=00x=3 Y
Se forman dos recintos, uno sobre el eje X para x en el intervalo [-3, 0] y otro bajo el 5

eje X para x en el intervalo [0, 3].

El area buscada es:

0 3 0 3
I (x3—9x)dx—.[ (x3—9x)dx=[lx4—gx2} —[lx"’—gxz} =—E+E—(E—ﬂj=8—1u2
5 0 4 , o 4 2 \4 2)72

9.26. Calcula el area de las siguientes regiones.

Y Y
a) b) lo.5
s
0 1 X
J | y=x(1-x)
ol 1 X
1 1 1 1 1
a)j exdx=[eXJ =e-1u® b) j x(1—x)dx=J. x—xtdx=|dx2-tye | 1A
0 0 0 0 2 3 o 2 3 6
9.27.(PAU) Representa graficamente la funcion dada por
2 .
F(x) = 4-x 5|.—25 x<0
4-x si0<x<4
y halla el area de la region limitada por la grafica de fy el eje de abscisas.
Y El area es:

4 0 4 0 4

] j F(x) dx =J' f(x)dx+I F(x) dx =I (4—x2)dx+j (4—x)dx =
-2 -2 0 -2 0

1.5]° 1,1 8 16 40
1 :[4x——x3} +[4x——x2} =8-—+16-—=—u?
T X 3 ) 2 0 3 2 3

9.28. (PAU) Dada la funcién f(x) = x*+ acon a> 0, calcula el valor de a para que el area determinada por la
grafica de la funcion, el eje de abscisas y las rectas x =0 y x = 3 valga 27.

Como la funcién es siempre positiva, el area buscada es:
3

3

x? +a)dx = lx3+ax =9+3a=27 sia=6
3

0 0
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Integral definida. Regla de Barrow

7
9.29.Si F es continua y f(1) = 2, ; cual es el valor de f(7), sabiendo que I F(x)dx =372
1
7
Al ser f' continua, por la regla de Barrow: J. f(x)dx=Ff(7)-f(1)=f(7)-2=3=f(7)=5
1

9.30.¢Son verdaderas o falsas estas afirmaciones?

a a
a) Sifes continuay par, entonces I f(x)dx = ZI f(x)dx.
-a 0
a
b) Si f es continua, entonces J. f(x)dx=0.
—a
T
c) I xsenx dx =2x
0
1 1
d) I (ax2 + bx+c) dx = 2." (ax2 +c) dx
- 0

3
e) J. x(x—1)(x—3) dx mide el area de la region encerrada por la curva f(x) = x(x — 1)(x - 3) y el eje
0

horizontal.
f) El area encerrada por la curva f{x) = x* - 1, el eje de abscisas y las rectas x=0y x = 3 es 6.

a) Cierta.
a 0 a 0 a
fes par si fl—x) = f(x) = J' F(x) dx =J' f(x) dx+J' F(x) dx =J' F(=x) dx+J' F(x) dx
-a -a 0 -a 0
Haciendo t = —x, df = —dx en la primera integral, t=asix=—ayt=0six=0 =

:>.[_°a F(=x) dx = Lo—f(t)dt :—Lof(t) dt = Ioaf(t) dt

Luego J'a F(x) dx = J': F(£) i+ J':f(x) dx = 2J': F(x) dx

b) Falsa. Basta considerar f(x) = 1.
c) Falsa. La integral definida es un nimero, no una funcion.
d) Cierta.
Teniendo en cuenta que ax® + ¢ es una funcion par y utilizando el apartado a, se obtiene:

r (ax2+bx+c)dx=j1 (ax2+c) dx+j1 bx dx+:2j1(ax2+c) dx+[£x2}1 =
-1 -1 -1 0 2 1

= 2J‘1(ax2 + c) dx+0= 2"‘1(ax2 + c) dx
0 0
e) Falsa. La funcion cambia de signo en [0, 3], y la region limitada por esa curva y el eje horizontal en [0, 1]
esta por debajo del eje y en [1, 3] esta por encima.
f) Falsa. La funcion esta por debajo del eje de abscisas en [0, 1] y por encima en [1, 3]. Por tanto, el area es:

1 3 1 3
—j (x2—1)dx+j (x2—1)dx:—[lx3—x} +[lx3—x} M tieoatn22
0 1 3 o L3 1 3 3 3

1
9.31. (PAU) Calcula I (x+|x]) dx .
-1
0 x<0

Se escribe la funcién a integrar como una funcion definida a trozos: f(x) = x+|x| = {Zx x>0

Asipues: | (x+|xl)ax=[ 0dx+ [ 2xdx=0+[x2]" =1
p .J._1(x |x|) x—'[_1 X JO X dx = [x Jo_
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9.32.Calcula el area de las regiones numeradas de 1 a 5 en el siguiente dibujo.

Empezando por las mas faciles:

(3) es un triangulo de base 4 y altura 2 = Y
:>A3 = :if; =4 u2 \ /
2 \ Y|
(4) + (5) es un triangulo de base 4 y altura 2 = y=5x
=SAs+ As=4 U7 \ /
(4) es el area entre una parabola y una recta:
2 1 1 1 2 5
A =I x——x?)dx=—22-—2=Zy =
A I \ [ =X
LuegoA5=4—g=Eu2 \\ - /
3 3 \ 3 b
(1) + (2) es un trapecio de bases 6 y 4 y altura 2 = ) y=4-x
6+4)2 ) 4/ s
:>A1+A2=—( hl ) =10U2 T
0 L
(1) es el area entre el eje de abscisas, la parabola y \
0
larecta x = -2 = A, :J. e ax = —l(—2)3 A
22 6 3
Luego: A; =10 - 4.2 u?
3 3

Propiedades de la integral

9.33. Sea la funcién cuya grafica es la de la figura, que consiste en segmentos y cuartos de circunferencia.
Y

[HEN

13 13 13
CaIcuIaI f(x)dx,I f(x)dx,j |F(x)|dix .
8 1 1

Las areas de cada trozo son:

13 3 n-3%2 9n 9n 53 15
A 2 2777 4 4° "% 4 T2 2
13
f(x)dx=-A, = _1s
8 2
13 2 5 8 13 3 15
f(x)dx:j f(x)dx+J f(x)dx+J' f(x)dx+j Fx)dx = Ay Ay = Ay = Ay =~ == = =6
1 1 2 5 8

.[113|f(x)| dx = '[12|f(x)| dx+'[25|f(x)| dx+j58|f(x)|dx+j;3|f(x) |dx = A+ Ay + Ay + A, = %+2%+1_5 -

4 2 2
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4 4
9.34.Sea f continua en [-1, 4] y g(x) = f(x) — x. Si J. f(x)dx =5, calcula I g(t)dt.
| -1

4d4f d4fd4d5t24581
.Lg(t) t_J‘-1( (H=1) t_J‘-1 ® t_J‘-1t t= _{?}1_ - +§__E

9.35. (PAU) Contesta, razonando la respuesta, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.

a) jbf(x) dx + _"Cf(x) dx = Icf(x) dx
a b a
b b b
b) j £(x)g(x) dx = j £(x) dx-L g(x) dx
b
c) Si J. f(x)dx =0, entoncesa=b
d) Si jbf(x) dx =0 y f(x)> 0 para todo x, entonces a=b

b b b
e) j [£(x)+ g(x)] dx = j £(x) dx+j g(x) dx
a) Verdadera, es la propiedad 4 de integrales.

1 1 1
b) Falsa. Por ejemplo, j x2dx =% , pero j xdx-j x dx =%-
0

1 1 1
,Iuego'[ xzdx;t'[ xdx-j X dx
0 0 0

1.1
2 4 0 0
y
c) Falsa. Por ejemplo, I xdx=0
-1

d) Verdadera por la propiedad 5

e) Verdadera, es la propiedad 2.

Area entre dos curvas

9.36. Halla el area del recinto limitado por la parabola y = X -1 y la recta horizontal y = 3.

1%
\\ / X¥-1=3six=—20x=2

Como la recta esta por encima de la parabola, el area buscada es:
2 2
\1' / .[ (3—x2+1)dx=[4x—%x3} =(8—%)—(—8+§j=% u?
QAT X 2

9.37.Calcula el area de la region del plano que esta limitada entre las curvas y = 1 7 Y=

(1+ x)

-1 y las
(1+ x)?
rectasx=0yx=1.

P X Jol(+x? (1+x) ol (1+x)?

J El area buscada es:

f 1
@ J'1[ L = de=2j1[ L ]dx:Z{i} =2(_—1+1j=1u2
\ 0
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2
9.38.(PAU) Calcula el area del recinto limitado por las curvas y =v2x e y = x__

2
Y
2
X 4 x=0 x=0
\/2X:?:>8X:X 3{x3—8=03{X=2
2
2 2 [oy 3 . |
El area buscadaes:j Vox =X Jax = 2xN2x x| _42 4_4 ul 1
0 2 3 6 3 3 o 1 X

9.39.(PAU) Dibuja la region limitada por las parabolas y = x* —4x + 4 e y = —x* + 2x + 4, y calcula el area de la
region limitada por ambas curvas.

X Los puntos de corte de las dos funciones son:
X —4x+4=-X+2x+4=>2"-6x=0=>x=00x=3
El area buscada es:

0

3 3 —2x3 ’ 2
1 \ X J' ((—x2+2x+4)—(x2—4x+4))dx:J. (-2x*+6x) d=| S+ 3x7 | =-18+27=9 U
0

0

—L
o}

9.40.Halla el area del recinto acotado por estas tres fronteras:
o La parabola de ecuacion f(x) = —-x* + 5x — 4.
e La recta tangente a la parabola en el punto de abscisa x = 3.

o El eje horizontal.

Hay que calcular la recta tangente a la parabola en el punto A(3, f(3)) = A(3, 2).
Como f’(x) = -2x + 5, f(3) = -1, y larecta tangente es: y =-1(x-3)+2 = y=—x+5
El area buscada es: N

4 3 4

3 4 2 f
| X 3xiox| +| Xsx| = 14
3 3 2 4

0 X
3 3 _52 _42
S AR VE 7R N ANV P AN -3 N OO 078 PR AL Y /‘L \\
3 3 2 2 32 6

4 5 4 5
2 _ 2 _ _
L ((-x+5)—(-x +5x—4))dx+J‘ (—x+5)dx—J (x 6x+9)dx+I (~x+5)dx =
5

1
9.41.(PAU) Calcula J. x (x2=1)dx y explica mediante un grafico el significado geométrico del valor obtenido.
1

1 1 1,7
I x(x2—1)dx:{—x4——x2} =0. f
1 4 2 4 1
La funcién es simétrica con respecto a O(0, 0) y, por tanto, el area de la O X

derecha es igual al area de la izquierda.
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9.42.(PAU) Considerando la curva de ecuaciones cartesianas y = x* + 8x:
a) Calcula las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la recta y = 2x.

b) Calcula el area del recinto plano acotado limitado por las graficas de la curva dada y de la recta de
ecuacion y = x + 8.

a) Como la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es f'(a) y la pendiente de la recta
y = 2x es 2, hay que calcular un punto A(a, f(a)) con f’(a) = 2.
f'la)=2a+8=2sia=-3 Y
El punto buscado es (-3, f(—3)) = A(-3, —-15).

b) x*+8x=x+8six=-80x=1
El area buscada es:

! 2 _ ! 2 _ - 7 k B
J:S((x+8)—(x +8x))dx—J:8(—x —7x+8)dx—[T—§x +8x}_8_

=[‘_13—112 +8-1]—[_(—_8)3—1(—8)2 +8-(—8)J _2M 5,
3 2 3 2 2

9.43.(PAU) Representa graficamente la region acotada limitada por las graficas de las funciones f(x) = %xz

g(x)= %(5X +20) y h(x)= %(—Sx +20), y obtén su area.

Punto de corte de la funcién con cada una de las rectas:

- i 2 1(5x+20) = 5 -10x-40=0 = X -2x-8=0 = x=—20x=4
S - 5x120) = 65X +10x-40=0 = ¥ +2x-8=0 = x=—40x=2
g | h 4 2
I Observando el recinto, los puntos a considerar son x = -2y x = 2.
/10l 2 \ X
El drea es:
°(5 5 2( 5 5 5x? 5 51" [ 5x2 5 5]
J. —x+10——x2jdx+'|. —=x+10-= 2jdx_ 10X —— x| 4| - +10x-— x| =
-2\ 2 4 o\ 2 4 4 12 o 4 12 0

2 2
_ | 52" 22 410+ (-2)- i-(—2)3 B DT S-S Y A
4 12 4 12 3

9.44.(PAU) Determina el area de la figura ABCDA sabiendo que la curva ADC es parte de la grafica de una
funcion polinédmica de segundo grado.

v Como es simétrica, es suficiente con calcular el area que esta a la
derecha del eje vertical y multiplicarla por 2.

B(0, 1) Ese area esté limitada por la parabola que pasa por los puntos
A(-2, O)/b\ A(-2, 0), C(2, 0) y D(0, —4).

0l 1 /C(2,0) X' Como corta al eje en x = -2 y en x = 2, su ecuacion es
f(x) = a(x + 2)(x — 2), y como pasa por D, vale -4 six=0,a=1.

D(0, -4) Con estos datos, la ecuacion de la parabola es f(x) = X* — 4.

La ecuacion de la recta que pasaporBy Ces y = —%x +1.

El area de la derecha es:

2 2 2 2 2
J- [—1x+1—(x2—4)jdx=j [—x2—1x+5))dx= LI B S0 N B B 0% LT
ol 2 0 2 3 4 0 3 4 3

19 _38 ,
3

Area buscada; 2-—
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9.45.Calcula el valor de m, m > 0 para que el area encerrada entre las lineas y = e Yy = mx sea 36.
Puntos de corte de las funciones: ¥ = mx=x=00x=m

En el intervalo [0, m], X <mx, y como m > 0, el area entre la recta y la parabola es:

m 3]m 3 3
J. (mx_xz)d)(: ﬂxz_x_ :ﬂ-mz_m_:m_:36:>m:6
0 2 3 2 3 6

9.46.(PAU) Calcula, por geometria elemental y utilizando el calculo integral, el area del triangulo de vértices
(0, 10), (20, 10) y (20, 0).

Y
La base del triangulo mide 20, y la altura, 10, luego su area es 100 u?.
Con calculo integral, el triangulo es el area entre las rectas y = 10, y = —% x+ 10, 10
20
20 2 +
x=0yx=20:J. 10-[-Xxs10]ax=| X| =100u2 0 10 X
0 2 4 0
9.47.(PAU) Representa graficamente y halla el area del recinto ABC, donde A = (0, 0), B=(0, 2), C= (1, 1), las
lineas AB y BC son rectas, y la linea AC tiene por ecuacion y = 2x — x". y
La recta que une los puntos BC tiene ecuacion y = —x + 2. B
) 3 2 ! 4 €
El 4rea es: J. (—x+2—(2x—x2))dx J| X 3X x| =2
0 3 2 o © A
o] 1 X

|x2—2x| si x20

9.48.(PAU) Dada la funcién: f(x)=
0 si x<0

a) Dibuja su grafica.
b) Estudia su continuidad en el punto x = 0.

c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién y la parte positiva del eje X.

a)
Y

14
o 1 X

b) La funcién es continua en x = 0, pues lim f(x)= lim f(x)=f(0)=0.
x—0~ x—07"
2
2 3
c) I (2x—x2)dx: 2o X 23 e
0 3 0 3
b

9.49.Dibuja la grafica de la funcién f{x) = x — x*. Encuentra el intervalo [a, b] para el que I (x - x2) dx
a

alcanza el maximo valor.

b
Como '[ (x—x?)dx mide la diferencia entre las areas limitadas por la curva por
a

encima y por debajo del eje horizontal, se obtendra el maximo valor cuando se X
abarque toda la regién de la curva que esté sobre el eje horizontal, esto es, en

[0, 1]. f

1
Asi pues, el maximo valor de la integral es I (x—x%)dx = % .
0
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La integral indefinida. Primitivas inmediatas

9.50.Identifica cada una de las primitivas siguientes con una de la tabla dada en el texto y, a continuacion,

resuélvelas.
3_ g2
a) ‘[(1+2J dx o) [+ ax j [ X" +3 m) [SOSX gy
X 1+ x X 1+ sen“x
2 X
b J.t x dx Iseandx 'I[senx+ +cosx]dx n J.—dx
) g f) j) 1+X2 ) '1+X2
X
c) I(3x—5)2 dx ) J.xe"2 dx k) -" & dx ) J'Zsenxcosx dx
V1-e?* 1+ sen®x

d) J-x34 x5 dx h) I tg’x )} Ix(x2—1+\/3 x2—1)dx o) je“7 e?

COS X

a) J‘(l+2jdx:jldx+j2dx=ln|x|+2x+c. Tipos 2 y 1
X X

b) jtgx dX:J'senx dx = —In|cos x|+ C . Tipo 2
oS X

)j(sx 51 d :—js (3x—5)% dx %(3x—5)3+C.Tipo1

17 21

d) j'x“ X° dx:ijdx=%x7+c=%x5W+c. Tipo 1

X 1 2x 1
e dx:—j—dx:—arct x?)+C . Tipo 9
)J-1+x4 2 2)2 2 90x") P

f) J' sen2x dx = % J' 2sen2x dx = —%cos(2x)+ C. Tipo 6

9) jxe"z dx :%j2xe"2 dx =%ex2 +C.Tipo3

3
h)j tgx dx=J. tgzx dx:ltg4x+C.Tipo1
cos? x cos® x 4

1

3 2
i) Imdxzsz dx—5!xdx+3jldx=§x3—gx2+3ln|x|+C.Tipos 1y2
X X

)i j[senx+1+2xz
k) J.\/»iezx dx:.[\/1_e( X)

+cosxj dx:jsenxdx+-[ > dx+'[cosx dx =-cos x+2arctgx+senx+C . Tipos 6,9y 5

1+ x

dx = arcsen(e*)+C . Tipo 7
1) Ix(x2—1+\/3 x2—1)dx=Ix3dx—dex+'[x3 x? -1 dx:%x4—%x2+%(x2—1)\/3 x?—1+C . Tipo 1

m) IL dx =arctg(sen x)+C . Tipo 9
1+sen“x

1+x +C . Tipo 1

ARGt et

- 2sen X cos X
n 2
1+sen“x

o)J. e { e + Tdx=—c (e2X+1)\/e +1+C . Tipo 1
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9.51.(PAU) Calcula las siguientes integrales.
1 1 2
a +—+— |dx
) -[(2«/7 x? x3]
b) j (sen 2x —cos 3x +2cos x sen x) dx

c) J.\/(1+e")3e" dx

2Vx

b) I(sen2x—cos3x+2003xsen x)dx = —%cost—%sen 3x+sen® x+C

c) IJ(1+eX)3eX dx=§(1+ex)2\/1+e" +C

a) I[ 1 +i2+£3jdx=\/;—l—i2+c
x Xx° X X x

9.52. (PAU) Encuentra la primitiva de f(x)= x+i2 que vale 5en el 2.
X

2 2
F(x):j(x+ijdx:x——i+c. Como F(2) =5, F(2):2——i+C =5=C=5
x? 2 x 2 2

2
Entonces, F(x)= X——i+5 .
2 X

X

9.53. Considerando la funcion f(x)=—;
X p—

a) Calcula una primitiva de f(x).
b) Demuestra que si x > 1, la funcion f(x) es siempre positiva.

c) Calcula el area encerrada por la grafica de f(x) entre las rectas verticales x=2y x = 3.

In|x* -1
a) F(x)=J.X2X_1dx= |2 |

b) Si x> 1, entonces el numerador es positivo y el denominador también, pues X*—1es positivo en
(=e0, =1) U (1, + o). Por tanto, la funcion es siempre positiva si x > 1.

c) Como f(x) es positiva en [2, 3] y F(x) es una primitiva de f(x), el area buscada es F(3) — F(2) = w u?,

9.54.(PAU) Dada la funcion f(x)=(x—-1)(x+1)(x-3):
a) Calcula una primitiva de f(x).
b) Justifica que F(x) = x*+2x-4noes primitiva de f(x).
c) Halla el area limitada por la funcion f(x), el eje Xy las rectas x=0y x = 2.
4 2

a) F(x)=I(x—1)(x+1)(x—3)dx=j(x3 —3x2—x+3)dx=XT_x3_x7+3X

b) Silo fuera, deberia cumplir que F’(x) = f(x), pero F’(x) = 4x> + 2 # (x — 1)(x + 1)(x — 3) (para ver esto, no es
necesario calcular el producto, basta ver que no valen lo mismo en x = 1).
c) Como la funcién cambia de signo en [0, 2], es positiva en [0, 1) y negativa en (1, 2], el area es:

J. 1f(X) dx —J. 2f(x)dx = (F(1)- F(0))-(F(2)- F(1)) = 2F(1)- F(2) :% u?
0 1
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9.55.(PAU) Determina la ecuacion de la funcion polinémica f que pasa por los puntos A(0, 1) y B(1, 1), y tal
que f"(x)=6x+4.

f'(x):J.(6x+4)dx=3x2 +4x+C y f(x):J.(3x2 +4x+C)dx =x3+2x*+Cx+D

Como y = f(x) pasa por A(0,1), debe ser f(0)=D =1,y como pasa por B(1, 1), f(1)=1+2+C+1=1=C=-3.
La funcién buscada es f(x)=x® +2x% —=3x +1.

9.56.(PAU) Da dos funciones cuya derivada sea f(x)= 11 +e2* tales que en el punto x = 0 una tenga doble
X

valor que la otra.
F(x)= J.(L+e2"jdx = In|x+1|+lezx +C
X+1 2
1
F0)=—=+C
(0) 2
Si C =0 para una de ellas, y para la otra, C = % , las funciones son F(x)= In|x+1|+%e2" y
1, 1
G(x)=In|x+1+-e* +—.
2 2
Integracion por partes

9.57.Calcula las siguientes integrales.

a)Ixe"dx d)j%/?lnxdx g)IIn(x+1)dx j)jxlnxdx
b)J. ngx e) I sen’x dx h)"‘l::—: dx k)j‘ x(In x)zdx
c) I arctg x dx f) J' (x*+x)e™ M ax i) J' X% dx I Ie" cos (3x)dx

a) Sifx)=xyg(x)=¢e",f'(x) =1ygx)=¢" = Ixexdx:xex—jexdx=ex(x—1)+C

b) Sifix)=xyg(x)=2"f(x) =1yg(x)= — = J.

1.1 xdx  —Xx 1
In2 2%

X X +
2 2%In2

1 -X 1
In2J 2% 2¥In2 2*(In2)

+C

c) Sifix)=arctgxyg(x)=1, f’(x)=

X)=x=
x2 +1 9x)

J.1-arctgx dx = xarctgx—j 2X dx = xarctg x—lln(x2 +1)+C
X°+1 2

d) Si f(x)=Inx y g'(x)=3/7,f‘(x)=% y g(x):%x& -

3
= j%/?lnxdx:gxy;lnx—ji X\/;dx:gxﬁ/;lnx—gj-%/;dx:EXQ/;Inx—ix3 x+C
4 4 x 4 4 4 16
e) Sif(x)=sen xyg(x)=sen x, f(x) =cos xy g(x) =—cos x =

= I sen?x dx = —sen Xcos X + Icoszx dx = —sen xcos X + I(1 —sen?x) dx = —sen XCos X + X — I sen?x dx

Despejando obtenemos Jsenz xdx = LZXCOSX+ C.
f) I(xz + x) e 2 dx fix)=xX+xygx)=e?*" F(x)=2x+1y g(x)= —%e‘z"” =

= I(xz + x)e’z"+1 dx = —%(x2 + x)e’zx+1 +%J.(2x+1)e’2"+1 dx.Siahorafix)=2x+1yg(x)=e "

)

Fx)=2y g(x)= —%e‘z"” = '[(xz + x) e dx = —%(x2 + x) g™2x+ —%(2x+1) g2x+ +%Ie‘2x*1dx =

= —l(x2 + x) e —l(2x +1)e 2" LS TSI e (x2 + 2x+1) +C
2 4 4 2
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9) Sifix)=In(x+1)yg(x)= 1,f(X)=ﬁ y g(x) = x

Iln(x+1)dx=x|n(x+1)—jidx=x|n(x+1)—J-X+1_1dx:
X+1 +1
=x|n(x+1)-x+J'de:xln(x+1)-x+|n(x+1)+c
X+1
h) f(x)=|nxyg’(x)=L2;f’(x) 1 yg(x J.ln—xd =—m—X+I—d -———l C=—M+
X X

i) J‘xse"‘2 dx = Ixz-xe"‘2 dx
Sifix)=x*yg(x)= xe ™ ;P (x)=2xy g(x)= —%e‘xz =

= J.x3e’x2 dx = .[xz xe ™ dx = —%xze’x2 +J‘xe”(2dx = —%xze’x2 —%e”‘z +C= —%e’xz(x2 +1)+C

X2 2

. . VN , 1 15, x? 10 x2 X
j) Sif(x)=Inx ygx)=x, f(x)=—y gx)==—x"= lenxdx:—Inx——j—dx:—lnx——+C
X 2 2 2J x 2 4

2

X
X) =—
yo) ===

2Inx

k) Sif(x)=(In x)2 ygx)=x, f'(x)=

I I x? 2
:>I Inx an J' xIn x dx _M——Inx+x—+c (por el apartado j)
2 2 2 4

I) Sif(x)=cos3xyg(x)=¢"f(x)=-3sen3x yg(x)=¢e* = J.e" cos(3x)dx = e*cos3x + SJ.exsen 3xdx
Si ahora f(x) = sen 3xy g'(x) = &, f’(x) = 3cos 3x y g(x) = €* =
= Iex cos(3x)dx = e* cos(3x)+3e*sen(3x) - QI e* cos(3x)dx

X X
e* cos(3x)+3e sen(3x)+C.

Despejando: Iex cos(3x)dx = 10

9.58.Halla el area que encierra el recinto limitado por las graficas de f(x)=xe*, y=0,x=-1yx=1.
Y

0 1 0 1 2 2
_ X X — | aX(y_ X(y _ __|&_ _n_% 2
. A= Lxe dx+J‘0xe de=-[e*(x-1)]" +[e*(x-1)] = (e 1j+1_2 “u
X

9.59.(PAU) Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcion f(x)=e*(x+1) en el intervalo [0, 1].

Regla de Barrow: Si f es continua en el intervalo [a, b] y F es cualquier primitiva de f, F(x) = f(x), entonces:
b
b
I f(x) dx = [F(x)]| = F(b)-F(a).
a

Como f(x) es continua, se calcula una de sus primitivas, F(x)= Iex(x+1)dx .
Llamando f(ix)=x+ 1y g'(x) = €, f’(x) = 1y g(x) =€”,
F(x)= v"e’((x+1)dx = ex(x+1)—jexdx =eX(x+1)-e* = xe*

Por tanto: I 1f(x)dx =F(1)-F(0)=
0

Solucionario E 139



Integracion por cambio de variable
9.60.Calcula la integral Iez"sen e*dx mediante el cambio t=e*.

t=e";dt=e"dx = Jezxsen eXdx = Iexexsen e*dx = Iexsen e* e*dx = J-tsentdt )
Integrando por partes: f(t) =ty g'(f)=sen ¢, f’() =1y g(tf) = —cos t

Iezxsenex dx = Itsentdt :—tcost+'[costdt =-tcost+sent+c=-e*cose* +e*sene’ +¢

9.61.Calcula:

e* e cos(In x)
a) | sen(sen x)cos x dx b J‘— dx c -‘- dx d J.—dx
) I ( ) ) (e* +1)° ) 1+ ) x

a)t=sen x; dt =cosx dx = Isen(sen x)cos xdx = Isentdt =—cost+C =-cos(senx)+C

X -
b)t:e*;dt=e*dx:jxe—3dxzj' '_dt=—" _+c=-— 1 _iC
(e*+1) (t+1)° 2At+1) 2(e" +1)
—2x . _ _2x 972X 1 1 1 1 ox
c) t=e""; dt=-2¢ dx:>.[ wadx=—= > dt =——arctgt+C =-—arctge™ +C
1+e™ 2J 1+t 2 2

d)t=Inx; dt=% 5 jw dx:'[costdt:sent+C:sen(lnx)+C
X X

Teorema del valor medio del célculo integral
9.62.Encuentra el valor medio de:
a) f1(x)=x, f2(x)= x% , F3(x) = x% sobre el intervalo [0, 1].
b) Conjetura, a partir del apartado anterior, el valor medio de f(x) = x% en dicho intervalo.

1
c) ¢A qué numero se aproxima el valor medio de f(x) = x" cuando n es grande? ¢ Se puede explicar este

resultado a partir de la grafica de dicha funcién?

1 21
a) Valor medio de fi(x): JO xdx = {7} =5= fi(c)(1-0)=f(c)

0

3
11 2
Valor medio de f,(x): J. X2 dx = 222 f,(c)
0 3 3 Y
L 40 E
1 r 4 11 1
1 2 3
Valor medio de f3(x): J. x3 dx = 3. fy(c) 7
0 4 4 0 1 X
L do

b) f(c)=—"—
n+1
c) Se aproxima a 1. En las graficas de f(x) se observa que a medida que n crece, el area parece cada vez mas
un cuadrado de lado 1.
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9.63.Dos autores de este libro han hecho en el verano de 2008 la travesia a pie de los Carros de Foc por el
Pirineo catalan empleando 95 horas, a lo largo de las cuales fueron anotando la altitud a la que se

encontraban en diversos momentos y, después de aproximar y redondear los datos, obtuvieron la
siguiente tabla:

Tiempo (h) 3 15 30 25 20 2
Altitud (m) 2000 2200 2300 2400 2500 2600

¢ Cual fue la altitud media a la que se movieron?

La altitud media es el valor medio de la funcion altitud en el intervalo [0, 95].

Como no se conoce la expresion de la altitud, sino solo una tabla de valores, se aproxima dicha integral con la
suma de las areas de los rectangulos, es decir, el numerador de la siguiente fraccion:

. . 3-2000+15-2200+30-2300+25-2400+20-2500+2-2600
Altitud media = 95

=2349,47m

Aplicaciones de la integral definida en las ciencias sociales

9.64.(PAU) Una empresa quiere producirc(t) =200+10t unidades de un producto que pretende vender

ap(t) =200-2t euros cada unidad, siendo t el numero de dias transcurridos desde el inicio de la
produccion.

a) Halla, dependiendo de t, la funcién beneficio B(t).

b) Halla el beneficio acumulado durante los primeros 90 dias.

a) El beneficio de un dia es B(f) = c¢(t) - p(t) = 40 000 + 1600f — 20 = 20(2000 + 80t — tz) euros.
b) Para saber el beneficio acumulado se calcula:

90 90 3 90
I B(t)dt = 20I (2000 + 80¢ — £2)dt = 20 {2000t +40t2 - %} = 20(180000 + 324000 — 243000) = 5220000 €
0 0

0

9.65.(PAU) Una inmobiliaria esta interesada en adquirir unos terrenos que pueden ser representados en un
determinado plano como la superficie encerrada entre la parabola f(x)=-x2+2x+4 y la recta

g(x)=2x.

a) Halla la representacion grafica simultanea de estas dos funciones.

b) Si una unidad del area de este plano equivale a 1 km? y el precio del kilémetro cuadrado es de 30
millones de euros, ;qué importe debe pagar la inmobiliaria por esos terrenos?

a)

b) Las funciones se cortan en los puntos: —x?>+2x+4=2x=>x=-20Xx=2

32

2 3 2
Su area: J' (=x2 +2x + 4 - 2x)dx = {-%Jr 4x} ==kt
2

-2

El precio del terreno: 30 % = 320 millones de €
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9.66.(PAU) Una empresa estima que la tasa de variacion de gastos de mantenimiento de sus equipos

9.67.

9.68.

informaticos viene dada por la funcion:
m(t) = 10 + 10t + 4t?

Donde t se mide en afios, y m, en cientos de euros por afo.

Se pide:

a) Dibujar la grafica y hacer una interpretacion.

b) Hallar el area entre la curva anterior y el eje de abscisas, entre los valores t=0y t=5. ;Qué
representa el resultado?

a) Latasa de variacion de los gastos de mantenimiento aumenta con el paso del tiempo.

5 37
b) j (10+10t+4t2)dt:{10t+5t2+%} =%:341,67 m()
0

o
El area representa el dinero total gastado en mantenimiento de equipos los 5
primeros afios y es de 34 167 euros.

-
—~

PROBLEMAS

Un publicista disefia un panel publicitario que tiene la siguiente forma: base horizontal de 10 m de
-x2+6x si0<x<5

longitud y resto del contorno limitado por la funcion g(x) = . . Dibuja el recorrido
-x+10 si 5<x<10

correspondiente al cartel publicitario y calcula su area.

5 10 x3 5 X2 10 Y
A:J‘ (—x2+6x)dx+'[ (—x+10)dx =| - =—+3x% | +|-=—+10x| =

0 5 3 2

0 5

125 25 100 25 275 S
=| ——==+75|+(-50+100)~| === +50 |=—+ === m? 5

3 2 3 2 6

ol 2 X

Una fabrica arroja diariamente material a una balsa segun un ritmo dado por la siguiente funcién:
m(t) = 0,01 - 0,2¢ + t + 1, siendo m la cantidad de material en kg, y t, la hora del dia.

a) Esboza la grafica de esta funcién en el intervalo [0, 24].

b) ¢ Qué representa el area bajo esa curva y sobre el eje horizontal?

c) Calcula el material que se arroja al dia.

101
0

b) El area bajo la curva representa la cantidad de material arrojado en un dia.

24
_0,0124* 0,224° 24

4 3 2
ﬂ_% t +——+24 =219,84 kg al dia
4 3 2

24

<) j (0,01> 0,262 + t +1) it = +—+t}
0

0

4 3 2
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9.69. Un estudio estadistico permite establecer que en cierta ciudad, el nimero de hogares en los que hay
0,1t

ordenador viene dado por la funcion f(f) = 2 e donde t mide los aios transcurridos desde el 1 de

PR
enero de 2004, y f(t), en miles de hogares.

Calcula la media de hogares en los que hay ordenadores entre el 1 de enero de 2006 y el 1 de enero de
2010.

6 eo'“ 01t 8 1,71
j =10 [ln(2+ e% f} ~171=f(c)(6-2) = f(c) = —— = 0,43 . Es decir, 430 hogares.
2 2+ 2 4

9.70.El numero de personas afectadas por una enfermedad contagiosa viene dado por N(t) = 1000(1 — e‘°‘2t),
donde t representa el nimero de dias transcurridos desde la aparicion de la epidemia. Se acepta que el
valor medio de la funcion N(f) en el intervalo [0, 30] es una buena aproximaciéon del nimero medio de
enfermos por dia en un periodo de 30 dias. Calcula esa media de enfermos por dia.

30 30
J. 1000(1- %% = 1ooo[t + 5e’°’21 | =25012,39=30f(c)
0

= 834 enfermos de media al dia.

f(c) = 25012,39
30

PROFUNDIZACION

9.71.Sea fla funcion definida en el intervalo [-1, 1] por f(x) = (ax + b)e"*, donde a, b y k son niimeros reales,
y sea la curva de la figura un trozo de su grafica. La recta T es tangente a dicha curva en el origen.
a) Sabiendo que T pasa por (1, 1), calcula su pendiente.
b) Con el apartado anterior y sabiendo que la grafica de f pasa por (1, e), calcula a, by k.
c) Calcula el area sombreada.

Y
F(x)
= L .
> |
b
1- 1
0 1 X

a) Como T pasa por O(0, 0) y por A(1, 1), su pendiente es m = 1.

b) Como la funcién pasa por el origen, debe ser f(0) = b = 0. Y como pasa por B(1, e), debe ser ae“=e.
Como la pendiente de T es 1, debe ser f'(0) = 1 = f’(x) = ae(kx + 1) y f’(0) = a = 1. Al sustituir en
aek= e, k =1. Por tanto, la funcion es f(x) = xe*.

c) La ecuacion de la recta tangente es y = x, y el area sombreada:

1 27!
I (xe*—x)dx =| e*(x—1)-2=| =—Liq=1 2
0 2], 2" 72

b
9.72.Encuentra el intervalo [a, b] para el que la integral J‘ (2+ x - x?)dx alcanza su maximo valor.
a

Y b
Como J‘ (2+x—x?)dx mide la diferencia entre las areas limitadas por la curva por
Y a
/f— encima y por debajo del eje horizontal, se obtiene el maximo valor cuando toda la
o 1 X region que abarca la curva esté por encima del eje horizontal, esto es, en [-1, 2].

2 x* X 9
Luego el maximo valor de la integral es: _[ (2+x—x?)dx =| 2x +7—? =—
1
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9.73.Sea fla funcion definida en R por f(x) = (x*+ 1)e™** 2 En el dibujo se muestra un trozo de la grafica de f,

asicomolarectary= —x.

N f------------HQ

a) Comprueba que el punto Q(2, 5) esta en dicha recta y en la grafica de f.

b) Calcula el area de los triangulos OPQy ORQ.

c) Calcula el area encerrada por las graficas de f, el eje vertical y la recta r, y comprueba que el nimero
obtenido esta comprendido entre los dos niimeros del apartado b.

a) Esta en la recta, pues %-2 =5, ytambién en la curva, pues (22+ 1) e?*?=5,
b) OPQ tiene base 5 y altura 2, su area es 5 u®. ORQ tiene base ezy altura 2, luego su area es e?~ 7,389 u?.

2
2 2
c) I [(x2 +1)e "2 —ng dx = {—e"*z(x2 +2X+ 3)—5% =3e?-16 = 6,167 , que esta comprendido entre los
0

0
valores obtenidos anteriormente.

9.74.Supodn que tienes que calcular la suma de las raices cuadradas de los 10 000 primeros nimeros
naturales. Aproxima ese valor con una integral.

Y

10000
10000
ﬁ+ﬁ+...+\/1ooozj &dx:{z"f} :Mzeeaeeam
0
0
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9.75.La grafica de la funcién y = f(x) es la que tienes debajo. Ordena, de menor a mayor, los siguientes

numeros.
Y a) F(1)
b) El valor medio de f(x) en el intervalo [0, a]
4 c) El valor medio de la funcién f(x) en el intervalo [0, a]
d) J-O;’(x)dx
0] 1 Va X

f’(1) es la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = 1.
El valor medio de la funcion f’(x) en el intervalo [0, a] es la pendiente de la recta que une los puntos A(0O, f(0)) y

B(a, f(a)).
, f(a)-f(0) , .
Trazando ambas rectas se observa que la f’(1) es menor que ———— y que ambos numeros son negativos.
a

a a
El valor medio de fes f(c) con I f(x)dx =f(c)(@—0), y como a es mayor que 1, entonces J. f(x)dx > f(c).
0 0
Ademas, ambos numeros son positivos , pues claramente el area sobre el eje horizontal es mayor que el area

- a
por debajo del eje. Luego f'(1) < fa)-f(0) <f(c)< J. f(x)dx .
a 0

Y

1

0 i\Ja X

9.76.(PAU) Dos hermanos heredan una parcela que tiene la forma de la regién limitada por la parabola y = X y
la recta y = 1. Deciden dividirla en dos regiones de igual area mediante la recta horizontal y = a. Calcula el

valor de a.
Y
f
\Zy/ _____
0 1 /X

La recta y = 1 corta a la parabola en los puntos de abscisa x = -1y x =1, y la recta y = a la corta en los puntos
de abscisa x=—\/g y x=x/g.
Como se ha de dividir en dos partes de igual area mediante la recta y = a, tiene que ocurrir que:

Ja 1
I (a—xz)dx=lJ. (1—x2)dx=g.
~Ja 2J)4 3

Va 3]ve
Al resolver la integral primera se obtiene: I (a—x?)dx = {ax—%} = 4af
_Ja &

Igualando el resultado a % y despejando: 4a§/§ = % =+ad = % = a= i/g =~0,63
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RELACIONAY CONTESTA
Elige la unica respuesta en cada caso:

9.1. En Economia, el coste marginal se identifica con la derivada del coste total. En una empresa, un estudio
ha concluido que el coste marginal C(q) expresado en miles de euros en funcién del nimero q de
articulos fabricados viene dado por Cy(q) = 3q2 - 12q - 17. ;Cual es el coste total Cr{q) en miles de
euros sabiendo que para 5 articulos es de 20 000 euros?

A) Cr{q) = ¢*- 69" - 17q C) Crlq) = 6q — 12

B) Cr{q) = q*- 69> -17q +5 D) Cr(q) = ¢°-6¢° - 17q + 130

La respuesta correcta es la D.

Una primitiva de Cm(q) = 3¢ — 12qg — 17 es C1(q) = g° - 6¢° — 17q + C.

Como Cr(5) = 20, se puede hallar la constante C: Cr(5)=5°-6-5%—17 - 5+ C = 20, por tanto C =130y
Cr(q)=q°-6¢* - 17q + 130.

9.2. La funcién F(x) = ?—1 definida en (0, +) resulta ser una primitiva de una funcion f definida en
X b'¢

ese conjunto. Otra primitiva, G, de f podria ser:

p) Ax+2 by 1__2
x2+x X x+1
2
g) 3X *ox+2 E) 2Inx+1-In|x|

2(x%+ x
o) xX}+x2+x-1
x(x+1)
La respuesta correcta es B.
Para que ambas sean primitivas de una misma funcién, deben diferir en una constante:

2 1 3x*+5x-2 4x-2x-2-3x*-5x+2 -3x*-3x -3x(x+1) 3

x+1 x  203+x) 2x(x +1) T2x(x+1)  2x(x+1) 2

F(x)-G(x) =

9.3. Sea S el conjunto de puntos (x, y) del plano tales que a<x< by 0<y<f(x). Siel area de S vale 1,
jcuantas de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

a)a=-1,b=0,yf(x) =™ c)a=0,b=%,yf(x)=tgx

b)a=1,b=eyf(x)=1 d)a=0,b=g,yf(x)=senx
X

A) Ninguna D) Solo tres

B) Solo una E) Las cuatro

C) Solo dos

La respuesta correcta es la C ya que son ciertas b y d:

0 B .10 0
a)J. exdx=[—e XJ =€ —(-e)=e-1. FALSA.
-1 -

e
b)J. ldx=[|nx]1e=|ne—|n1=‘I.VEDADERA.
1 X

72 7

L3 = 5
c) | *tgxdx=[-Inlcosx||4 =—In—-=—(~In1)=-In—-= = 1. FALSA
) [ “tax ax=[-mfcos x[]¢ =-In"=~(-In7)=-n

K

z L
d)J. 2 senx dx =[~cos x]2 :—cos%—(—cosO):O+1:1 . VERDADERA.
0
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Sefiala en cada caso las respuestas correctas:

2

9.4. Seal=J' (x> =1)ax.

-1
A) I mide el area de la region comprendida entre la curva de ecuacién y = x* - 1, e eje de abscisas y
las rectas de ecuacion x =-1, x = 2.

B)I=0

C)I= j12(1—x2)dx

D) I= [2x]’,

E) i< Iz(x2—1)dx
1

Son correctas las afirmaciones B, Cy E.
A) La funcion f(x) = x¥* — 1 es una parabola que va por debajo del eje X entre -1y 1, asi pues, / no mide el
areaentre—1y2.

3

2
2, X ~
B) L(x —1)dx—{ : xL_o

1 , PRk
C) Lm-x )dx:{x—?lz -0

D) [2x)5=4-(-2)=6
3

2
E) '[ (x2-1)dx = [%—x} =§ . Entre 1y 2 la funcién va siempre por encima del eje X.
1
1

9.5. La grafica de la figura es la de una funcién f derivable en el intervalo [0, 10].

Y

B

A)f’(0)=9
B) f’(5)>0
C) Cualquier primitiva de fse anula en x = % .

D) Cualquier primitiva de f es decreciente en [0,%] .

E) Cualquier primitiva de f admite un maximo relativo en x =

N>

Son correctas las afirmaciones Ay E.

A) La pendiente de la recta tangente el punto (0, —4) es =9, porlo que f(0)=9.

5 (-4)
0

B) La tangente el punto de abscisa 5 es decreciente y por tanto, f '(5) debe ser negativa.

C) Al ser f(%) = 0, cualquier primitiva de f tendra un minimo relativo en x = %

D) Al ser f negativa en el intervalo {O, %} sus primitivas son decrecientes en dicho intervalo.

E) Para que una primitiva de f tenga un maximo es indispensable que f se anule en dicho punto.
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Elije la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

9.6. Sea funa funcion continua en el intervalo [0, 4].
4
a) j f(x)dx >0
0
b) f(x) > 0 en [0, 4]

A)aeb

B)a—=b,perob =» a
C)b=a,peroa % b

D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior

La respuesta correcta es C.

4
Si f es estrictamente positiva en [0, 4] entonces J f(x)dx debe ser positiva ya que dicha integral mide el area
0

entre la curva y el eje X. La otra implicaciéon no es cierta ya que la integral definida puede ser mayor que cero
sin que la funcién sea siempre positiva.

Seriala el dato necesario para contestar:

9.7. Sea f(x) = asen x + be™* + ¢/ x , de la que se sabe que en el punto de abscisa d la grafica de f presenta
d
tangente horizontal. Para calcular J. f"(x)dx se tienen los siguientes datos.
1

a) El valor de a.
b) El valor de b.
c) El valor de c.
d) El valor de d.

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningtn dato.

La respuesta correcta es D.
d

Como f ’(d) = 0 ya que la tangente en d es horizontal, se obtiene: J. f(x)dx =f(d)-f'(1)=0-F(1)=-Ff(1).
1

d
Ademas la derivada de fes f(x)=acosx-be™ +L, por tanto, para calcular I f"(x)dx = —f’(1) no hace
1

2Vx

falta el valor de d.
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Analiza si la informacion suministrada es suficiente para contestar la siguiente cuestion:
2

9.8. Para decidir el signo de la integral ‘[ f(x)dx , siendo f una funcion continua y creciente, se sabe que:
0

a)f(2)>0 b) f(0)>0

A) Cada informacién, a y b, es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen faltan mas datos.

La respuesta correcta es la C.
2

Si f(0) > 0, como f es creciente, se deduce que f es positiva en el intervalo [0, 2], por lo que I f(x)dx es
0

positiva.

En cambio si f(2) > 0, no se aporta ninguna informacién sobre el signo de la funcion en [0, 2] y no se puede
concluir nada acerca del signo de la integral.
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m Combinatoria

10.1.

10.11.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

ACTIVIDADES INICIALES

Unos codigos cifrados en cierto idioma tienen que estar formados por cuatro consonantes seguidas
de dos vocales y a continuacion seis digitos. Tanto las consonantes como las vocales y los digitos se
pueden repetir. ; Cuantos cédigos distintos se podran formar teniendo en cuenta que el alfabeto de
ese idioma tiene 21 consonantes y 5 vocales?

21-21-21-21-5-5-10-10-10- 10 - 10 - 10 = 4,862025 - 10'* codigos diferentes

En un polideportivo se puede practicar padel, tenis, gimnasia, natacion, esgrima y saltos de trampolin.
Para realizar cada una de estas actividades se puede escoger entre dos franjas horarias en la mafana
y tres en la tarde. ¢Cuantas elecciones puede hacer una persona que quiere realizar uno de estos
deportes?

Se va a elegir un solo deporte, y en una de las cinco franjas horarias que ofrece el polideportivo, 2 diurnas y 3
por la tarde; por tanto, hay:

6 - 5 = 30 elecciones diferentes

EJERCICIOS PROPUESTOS

En una liga de fatbol en la que participan 18 equipos, el primer clasificado acude a un campeonato
europeo y el segundo tiene que ir a una eliminatoria previa. ;De cuantas formas diferentes se pueden
ocupar estos dos puestos?

Hay Vig2 = 18 - 17 = 306 formas diferentes de ocupar los dos primeros puestos.

¢Cuantas apuestas habra que rellenar para acertar seguro una quiniela de 14 partidos?

Habra que rellenar VR3 14 = 3"=4782969 apuestas.

¢ Cuantos nimeros naturales de seis cifras distintas hay?

Hay V106 = 151 200 numeros con seis cifras distintas, pero aqui estan incluidos los que comienzan por cero,
que son Vg5 =15 120, y que hay que eliminarlos; asi que la solucién es Vips — Vo5 = 136 080 numeros.

¢De cuantas formas diferentes se pueden colocar las letras de la palabra LIBRO?

Se pueden ordenarde Ps=5!=5-4-3-2 -1 =120 formas distintas.

Seis amigos van al cine y compran seis entradas con asientos consecutivos. ;De cuantas formas
diferentes pueden sentarse?

Se pueden sentarde Ps=6!=6-5-4-3-2-1 =720 formas distintas.

En un banquete de bodas, las mesas son redondas y con capacidad para ocho comensales
a) ¢De cuantas formas podran sentarse en una de las mesas?
b) ¢ Cuantas distribuciones diferentes habra en una mesa en la que dos personas quieren estar

juntas?

a) Como las mesas son redondas, se trata de permutaciones circulares.
Se podran sentarde PCs=7!=7-6-5-4-3-2-1=5040 formas diferentes.

b)Como dos personas deben estar siempre juntas, se trataria de PC;, pero como estas dos personas se
pueden sentar de dos formas, habra: 2 - PC;=2-6!=2-6-5-4-3-2 -1 = 1440 distribuciones diferentes
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10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

Para acceder a una caja fuerte se tiene que introducir un namero de 10 cifras. Se sabe que dicho
numero esta formado por 5 doses, 3 cincos y 2 seises. ¢ Cuantas claves diferentes se pueden formar?

|
P15d 32, 100 2520 claves diferentes
513121

Un equipo de balonmano ha ganado una liga ganando 10 partidos, empatando 2 y perdiendo 4.
¢De cuantas formas diferentes lo ha podido hacer?

|
De P1160’ 24 160 120 120 formas diferentes
10! 21 4!

¢Cuantas quinielas distintas se pueden rellenar con 8 unos, 4 equis y 2 doses?

|
P42 = _4 45045 quinielas distintas
8141 21

¢Cuantos nimeros mayores que un millén existen que contengan exactamente las siguientes cifras?

0,2,2,3,3,3,4
!
Con las cifras dadas se pueden formar P73’ 2112 W =420 numeros diferentes.
!
Los numeros menores que un millén empiezan por 0, y hay P63’ 212 3 2" T =

Por tanto, habra 420 — 60 = 360 numeros diferentes mayores que un millén.

Con 1 uno, 2 doses y 3 treses:

a) ¢ Cuantos numeros de seis cifras se pueden formar?
b) ¢ Cuantos de ellos son pares?

c) ¢Cuantos son divisibles por 3?

d) ¢ Cuantos empiezan y terminan por 3?

6!
32

= 60 numeros diferentes

3,21_
a)fF; o=

b) Para que sean pares deben terminar en dos; por tanto, se trata de calcular cuantos niumeros de 5 cifras se
pueden escribir con 1 uno, 1 dos y 3 treses:

|
p221= St = 30 numeros diferentes

R TIPTET
c) Ninguno, ya que la suma de las cifras no es multiplo de tres.

4

d)Como la primera y la ultima cifra deben ser 3, habra P42’ 1= ST

= 12 numeros diferentes que

empiezan y terminan por 3.

Para decidir los ganadores de un concurso de poesia, un profesor debe elegir de jurado a 3 de sus 22
alumnos. ¢ De cuantas formas diferentes puede realizar su eleccion?

= 1540 formas diferentes

22-21-20
De C22,3 = —|
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10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

¢Cuantas diagonales se pueden formar en un hexagono? ;Y en un dodecagono?

Una diagonal une dos vértices no consecutivos de un poligono. En el hexagono, el numero de segmentos que
se pueden formar con seis puntos es Cg»=15, pero aqui estan incluidos los lados del hexagono, que unen
vértices consecutivos; por tanto, un hexagono tiene Cg» — 6 = 15 — 6 = 9 diagonales.

De forma analoga se deduce que un dodecagono tiene Ci22 — 12 = 66 — 12 = 54 diagonales.

Con las cifras 1,2, 3,5,6y 7:
a) ¢ Cuantos productos diferentes se pueden hacer de tres factores sin repetirlos?

b) De todos los productos anteriores, ¢ cuantos dan como resultado un miltiplo de 6?

1
a) Se pueden formar Cs 3 = % = 20 productos diferentes.
b) Los multiplos de 6 pueden ser de dos formas:

— Que contengan el 2 y el 3 como factores: 4 productos.

1

— Que contengan el 6: Cs» = % = 10 productos.

El producto 2 - 3 - 6 se ha contado en los dos tipos; por tanto, el nimero de productos diferentes que se

pueden formares 4 + 10— 1 =13.
Se lanzan simultaneamente 4 dados. ¢ Cuantos resultados diferentes se pueden obtener?
Habra CRs 4 = Co4 = 126 posibles resultados.
Tenemos 6 pelotas de golf que se colorean con 3 colores diferentes. ; De cuantas formas se pueden
colorear?
De CR36 = Cgs = 28 formas diferentes
En un restaurante de comida rapida se puede elegir entre hamburguesa con queso, sandwich vegetal,
sandwich mixto, ensalada César y perrito caliente. ; Cuantos pedidos diferentes puede hacer un
grupo de 6 amigos.

Pueden hacer CRss = C106 = 210 pedidos diferentes.

Calcula el valor de las siguientes expresiones.

dHUEUEHEN

scom {5 355 mmmem -GSO CH -0
s {342 e 85
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10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

Simplifica la expresion

630
BHEe (3Gl 2. 2
3) |25 _ L\ 4 _\4) _ 4260 " 30292827 ...,
630 630 630 630 630
n-3 1
Simplifica la expresion (n+2)
on-1 n+2
2
2% (n+2)1_ (n+2)!  n1
-1 N+2 02 (n+2)! 2
n2!

Desarrolla el binomio (2x + y)°.

@2x+y)P° = (2x)° +52x)" - y + 102x)> - P + 10(2x)* - Y2 + 5 - 2x - y* + )P =
= 32x° + 80x"y + 80x%y2 + 40x°y° + 10xy* + )

Calcula el coeficiente de x* en el desarrollo de (x - 2)°.

Sera @(—2)2 = 60.

Calcula (x + 1)° = (x - 1)°.

(x+1)°=(x=1°=("+5x*+10x° + 10X* + 5x + 1) — (x° = 5x* + 10x° = 10x* + 5x — 1) = 10x* + 20x* + 2

1 6
Calcula [x——] .
X

6
1 6 5 1 4 1 3 1 1 1 1
Xx——| =xX*-6x" — +15x* - — —20x% — +15%  — —6x: —( + —=
( Xj X x? x3 x4 x> x5
_ 6 4 15 6 1
—x—6x+15x2—20+7—7+x—6

¢De cuantas formas diferentes pueden saltar al campo los 11 futbolistas de un equipo, sabiendo que
el primero que tiene que saltar siempre es el capitan?

Como importa el orden, intervienen todos los elementos y no hay elementos iguales, se trata de

permutaciones, y como el capitan tiene que salir primero, habra Po = 3 628 800 formas distintas de saltar al
campo.

En una comunidad son 24 vecinos y hay que designar un presidente, un vicepresidente y un tesorero.
¢De cuantas formas diferentes se puede hacer?

Como importa el orden y no puede haber repeticiones, ya que una persona no puede ocupar dos cargos, se
trata de variaciones sin repeticion, y se podran hacer: Va3 = 24 - 23 - 22 = 12 144 juntas diferentes.
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10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

EJERCICIOS
Principio de multiplicacion

Un juego consiste en crear personajes. Para ello se dispone de 5 rostros, 10 cuerpos y 8 pares de
piernas. ; Cuantos personajes se pueden crear?

Se pueden crear 5 - 10 - 8 = 400 personajes.

Un conductor de autobus tiene que hacer la ruta Madrid-Barcelona efectuando una parada en
Zaragoza. Para ir de Madrid a Zaragoza tiene 3 rutas posibles, y para ir de Zaragoza a Barcelona, 5.
¢Cuantas rutas diferentes puede hacer el conductor?

Puede hacer 3 - 5 = 15 rutas diferentes.

Los premios Oscar los otorga anualmente la Academia de las Artes y las Ciencias Cinematograficas
en Los Angeles (California). En la ceremonia se entregan 24 premios por distintas categorias (mejor
pelicula, mejor actriz, mejor fotografia, etc.). Para cada premio hay cinco posibles candidatos.
¢De cuantas formas distintas se pueden conceder estos premios?

Se pueden otorgar los premios de 5 - 5... (24 veces)... - 5 = 5% ~ 596 - 10'® formas diferentes.

Unos espias se comunican informacién mediante cédigos formados por dos colores (iguales o
distintos) elegidos de entre cinco, seguidos de dos letras (iguales o distintas) de nuestro alfabeto.
¢Cuantos codigos distintos podran formar?

Podran formar 5 - 5 - 26 - 26 = 16 900 cddigos distintos.

En una Escuela Oficial de Idiomas ofrecen las ensefianzas de inglés, francés, aleman, italiano y
portugués, todos ellos en un turno matinal, dos turnos de tarde y uno nocturno. ;Cuantas

posibilidades de eleccion tiene una persona que quiera estudiar un idioma?

Se va a elegir un solo idioma, y en uno de los cuatro turnos que ofrece la escuela; por tanto, hay:

5 - 4 = 20 elecciones diferentes.

Variaciones sin repeticion

Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) Vi,2 _ Vx_13
2 4

b) Vx+23=5 Vx+1,2

Vi,2 _ Vx-13
2

Sax(x—1)=2(x—=1)(x-2)(x—-3) = 2x - 16x* + 26x - 12=0=>x=1;x=6

La solucién x = 1 no es valida, ya que Vq 3 no tiene sentido. Por tanto, x = 6.
b) Vir23=5Vys12= (X +2)(x + X =5+ x = x> - 2X* - 3x=0=x=0,x=3, x = —1

La unica solucion valida es x = 3.

En una clase de 22 alumnos, todos quieren sentarse en los cinco asientos de la primera fila. ¢ De
cuantas formas puede asignar el profesor esos asientos?

De Vap5=22-21-20-19-18 = 3 160 080 formas diferentes
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10.34. ;Cuantos numeros de tres cifras distintas se pueden formar con los digitos impares? ¢Y con los
pares?
Como hay 5 cifras impares, se podran formar Vs3 =5 - 4 - 3 = 60 numeros diferentes.

Con los digitos pares se pueden formar Vs3 =5 - 4 - 3 = 60 numeros. Ahora bien, de estos hay que quitar los
que empiezan por 0, ya que no son nimeros de tres cifras.

Quedaran, por tanto, 60 — Vi = 60 — 12 = 48 numeros de tres cifras pares diferentes.

10.35. Una linea de cercanias comunica 10 poblaciones. ¢Cuantos billetes diferentes habra que imprimir
teniendo en cuenta que en cada billete figura en primer lugar la localidad de origen, seguida de la
localidad de destino, y por ultimo se indica si el billete es de ida o de ida y vuelta?

El nimero total de billetes distintos sera: 2 - V402 = 180.

10.36. Para un nuevo club deportivo se quiere hacer una bandera tricolor (tres colores distintos) que conste
de tres franjas verticales. Si para crearla se dispone de 10 colores distintos, ¢cuantas banderas
diferentes se pueden realizar?

Se pueden disefar V403 = 720 banderas distintas.

Si se pueden repetir los colores de los extremos, tendremos que anadir Vo2 = 90 banderas mas, por lo que
habria 810 banderas distintas.

Variaciones con repeticion

10.37. Resuelve estas ecuaciones.

a) VRx2—5VRx+12 =6x-5
b) VRy3+ VRx_12= VRx_12+ 5VRy

a) VRy2— 5VRy+12=6x—5= X —5(x +1°=6x-5=-4x - 16x=0=x=0,x=—4
No son soluciones validas.
b) VRy3 + VRy_12= VRy_12+5VR = X + (x=1)2 = (x =12+ 5xX = X’ —=5xX* =0 =x =0, x = 5.
La unica solucién valida es x = 5.
10.38. La Organizaciéon de las Naciones Unidas decidié unificar las abreviaturas de los paises, asignando a

cada uno tres letras de las 26 del alfabeto latino. Asi, ESP (Espafa), EEU (Estados Unidos), FRA
(Francia), etc. ; Cuantas abreviaturas de este tipo podran formarse?

Se pueden formar un maximo de VR 3 = 17 576 abreviaturas diferentes.

10.39. A un polideportivo se puede acceder y salir por cinco puertas diferentes. ¢De cuantas maneras puede
acceder y salir del mismo una persona?

Puede acceder y salir del polideportivo de VRs, = 5? = 25 formas distintas.
10.40. En una revista, cada semana tienen una seccidon donde analizan los signos del Zodiaco. A cada uno de
los 12 signos le asignan un numero entero entre 0 y 5 en las categorias de salud, dinero, amor,

amistades y familia. ¢ Cuantos horéscopos distintos puede hacer la revista cada semana?

Para cada signo hay VRss = 6° = 7776 posibilidades, luego podra hacer 12 - 7776 = 93 312 hordscopos
diferentes.

10.41. Los numeros de los décimos de la Loteria Nacional tienen cinco cifras que se pueden repetir. Si por
error un dia se les olvida introducir en los cinco bombos el nimero 0, ;cuantos posibles nimeros
habra como candidatos al premio?

Se pueden formar VRg 5 = 9° = 59 049 numeros distintos.
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10.42.

10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

Al girar una ruleta puede salir como resultado cualquier nimero natural comprendido entre el 0 y el 36
(ambos inclusive). Si se gira la ruleta tres veces, ¢ cuantos resultados pueden obtenerse?

Podra haber VR373 = 37° = 50 653 resultados diferentes.

Permutaciones ordinarias

A una cumbre europea acudieron 12 presidentes de gobierno.

a) A la hora de hacerse la foto conmemorativa se colocaron en fila. { De cuantas formas distintas se
pudieron colocar?

b) A la hora de comer se sentaron en una mesa circular. ¢De cuantas formas distintas pudieron
colocarse?

a) De P12 =121 =479 001 600 formas diferentes
b) De PCi; = 11! = 39 916 800 formas diferentes

a) Con las letras de la palabra AMIGO, ¢ cuantas ordenaciones distintas se pueden hacer?
b) ¢ Cuantas empiezan por A?

c¢) ¢ Cuantas empiezan por AMI?

a) Ps = 5! = 120 ordenaciones
b) Por A empiezan P, = 4! = 24 ordenaciones.

c) Por AMI empiezan P, = 2! = 2 ordenaciones.

En el banquete que sigue a una boda se sientan en la mesa presidencial 10 personas, incluidos los
novios. ¢{De cuantas formas distintas se pueden colocar con la condiciéon de que los novios no se
separen si la mesa es lineal? ;Y si la mesa es circular?

Como los novios se tienen que sentar juntos, contaran como un unico elemento; por tanto, podran sentarse
de 2-Py = 2-9! = 725 760 formas diferentes.

Si la mesa fuera circular, se podrian sentar de 2-PCy = 2-8! = 80 640 formas diferentes.

¢De cuantas formas distintas se pueden situar en una fila 5 chicas y 8 chicos de manera que las
chicas estén las primeras y después estén los chicos?

Se podran sentar de Ps - Pg = 5! - 8! = 4 838 400 formas diferentes.

Permutaciones con repeticién

Un jugador de quinielas tiene la corazonada de que esta jornada va a haber 7 unos, 4 equis y 3 doses.
¢Cuantas quinielas debera rellenar para acertar con seguridad si se cumple su corazonada?

!
P17’ 43 o 14 =120 120 quinielas diferentes.

4 T 714131

Doce amigos se van de viaje. Para ello utilizaran dos coches y una moto. En cada coche iran 5
amigos, y en la moto, 2. Si cada vehiculo lo tiene que conducir su dueio, ;de cuantas formas pueden
distribuirse los 9 amigos restantes?

!
Pueden distribuirse de Py *" = 7 i' 5 = 630 formas diferentes.
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10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

10.55.

10.56.

Con las letras de la palabra MERMELADA, ;cuantas ordenaciones distintas se pueden hacer?

9!
Pueden hacerse P>22""" =

= ——— =45 360 ordenaciones diferentes.
21212111111

Los 11 interruptores de un cuadro eléctrico pueden estar en dos posiciones: ON y OFF. ;De cuantas
formas diferentes podran estar los interruptores, sabiendo que exactamente cuatro de ellos estan en
la posiciéon OFF?

!
Los interruptores pueden estar de P/;* = LI 330 formas diferentes.

7! 4!

Catorce montaineros deciden acampar, para lo cual disponen de tres tiendas de campaia de
diferentes capacidades. En una pueden dormir ocho personas; en otra, cuatro, y en otra, dos. ¢De
cuantas formas diferentes se pueden organizar para dormir en las tres tiendas?

!
Pueden organizarse de Pﬁ{ 42 = 4 = 45 045 formas diferentes.
814! 2!

¢Cuantos nimeros mayores que un millén pueden escribirse con las cifras 0, 2, 2, 3, 3, 3, 3?

!
Con esas cifras se pueden formar P74' 21 = 4|;—|1' = 105 numeros distintos. De estos, son mayores que un
millén los que no empiezan por 0.
!
Por 0 empiezan P64' 2= 4'67 = 15 numeros. Por tanto, habra 105 — 15 = 90 numeros mayores que un millén.

Combinaciones ordinarias

A una reunién acudieron 20 personas. Para saludarse dos personas se daban la mano. Si todo el
mundo se saludé, ;cuantos estrechamientos de manos hubo?

Hubo Cy2 = 190 estrechamientos de manos.

Con 10 puntos del espacio, de los que 3 no estan nunca alineados, ¢cuantos triangulos distintos se
pueden formar?

Se pueden formar C1o3 = 120 triangulos diferentes.

Una persona quiere comprar una pizza de cuatro ingredientes. Si el establecimiento le ofrece 25
ingredientes y el cliente elige todos distintos, ¢ cuantas posibilidades tiene para realizar la pizza?

Se pueden realizar Cys4 = 12 650 pizzas diferentes.

Las materias troncales y optativas que oferta un centro para cuarto de ESO son:

Troncales: Matematicas, Fisica y Quimica, Latin, Francés, Informatica, Biologia y Geologia, Tecnologia,
Educacién Plastica y Musica.

Optativas: Botanica aplicada, Energias renovables, Imagen y Expresion y Cultura clasica.

Un alumno debe matricularse de cuatro materias troncales y dos optativas. ; Cuantas elecciones
diferentes puede hacer?

Un alumno puede realizar Cy4 - C42-126 - 6 = 756 elecciones diferentes.
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10.57. En un examen de Matematicas, Sara tiene que elegir 8 ejercicios de los 10 que le ha puesto el
profesor. ; Cuantas posibilidades de eleccién tiene?

Sara tiene C10s = 45 formas diferentes de hacer el examen.

10.58. En una liga de balonmano de 20 equipos, el campedn asciende una categoria, y los dos ultimos
descienden a una categoria inferior. ; De cuantas formas se puede elegir a estos equipos?

Se los puede elegir de 20 - Ci92 = 20 - 171 = 3420 formas diferentes.

10.59. La diferencia entre el nimero de variaciones de m objetos formados de 2 en 2 y el de combinaciones
de m objetos tomados de 2 en 2 es 28. Halla el nimero de objetos.

Se trata de resolver la ecuacion V2 — Crp2 = 28.

| _
mim=1)- —"™ 28— mm=-1)= T=D 28 . mm—1)=56 = mr—m-56=0
(m-2)! 2! 2
m=28
= =m=8
{m = -7 —no vale

Combinaciones con repeticion

10.60. Resuelve la ecuacion CRy2 — Cx2 = X.

1
CRXQ— Cx,z =X= CX+1,2— Cx,z =X= (X;_ ]—(;JZX

x+1 X X
Aplicando las propiedades de los nUmeros combinatorios, se puede expresar ( 5 ]—(ZJ :( J =X
Por tanto, esta ecuacion se verifica para cualquier nimero natural positivo.

10.61. Una célebre marca de helados ofrece a sus clientes 20 sabores distintos. Si un cliente quiere que le
preparen una copa con tres bolas:

a) ¢ Cuantas copas de helado distintas le pueden ofrecer si los tres sabores son distintos?

b)¢Y si se pueden repetir sabores?

a) Czo,3 = 1140 copas diferentes

b) CR203 = C223 = 1540 copas diferentes

10.62. Si tenemos 50 clips iguales y los queremos guardar en cuatro recipientes, ; de cuantas formas
distintas lo podemos hacer?

De CR4 50 = Cs350 = 23 426 formas diferentes

10.63. Si se lanzan simultaneamente 12 monedas de 1 €, ¢ cuantos resultados distintos se pueden obtener?
Se pueden obtener CRz 12 = Ci3,12 = 13 resultados distintos.

10.64. Una fruteria hace centros de frutas compuestos por peras, mangos y platanos. Si en cada centro se
ponen 12 piezas de fruta, ¢ cuantos centros diferentes pueden hacerse?

Pueden hacerse CR3 12 = C14,12 = 91 centros diferentes.
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10.65.

10.66.

10.67.

10.68.

10.69.

10.70.

10.71.

¢Cuantas fichas tendra un dominé en el que también intervienen el 7 y el 8?
El domind tendra CRyg 2 = C1g2 = 45 fichas.

En un restaurante ofrecen cinco ingredientes diferentes para afnadir a una ensalada. Si la oferta del
momento es elegir dos ingredientes, ;cuantas ensaladas diferentes se pueden elaborar?

Se podran elaborar CRs 2 = Cs2 = 15 ensaladas diferentes.

¢Cuantas soluciones enteras no negativas hay de la ecuacion x; + x2 + ... + xg = 5? (Idea: relaciona
este problema con el ejercicio 96a.)

Es un problema analogo al de guardar 5 bolas iguales en 8 urnas distintas, ya que no tenemos mas que
definir x; como el nimero de bolas que van a parar a la urna uno, x como el nimero de bolas que van a
parar a la urna dos, y asi sucesivamente.

Como en total introducimos 5 bolas, entonces x1 + xo + ... + xg = 5.

Habra, por tanto, CRg5 = C12,5 = 792 soluciones posibles.

Numeros combinatorios y binomio de Newton

Simplifica 2010 + 2010
P 1591|1502 )"

Basta con aplicar la propiedad 3 de los nUmeros combinatorios.
2010 . 2010 (2011
1591/ (1592 ) (1592

Calcula la suma: [102J + [112J +

12 12
+ + .
()+(%)
Aplicando la propiedad 4 de los nUmeros combinatorios se tiene:

(12J+[12J+ .+(12j+[12j =222 4096
0 1 11 12
Desarrolla (2x — y)e.

6 6 6 6 6 6 6
(2x-y°= [OJ (2%° - [1] (29°y + [ZJ (29" y* - [3) (22°y° + [ 4J (207" - [5] 2+ [6] V=

=64x°—6-32x°y + 15 - 16x"y? — 20 - 8x3)° + 15 - 4x%* — 6 - 2xy° + ° =
= 64x° — 192x°y + 240x*y2 — 160x%)° + 60x2y* — 12xy° + )°

14
Encuentra el término independiente del desarrollo (iz_ x5 J .
X

14 - k
Los términos de este desarrollo seran de la forma (—1)k(1k4j [%j x5k, conk=0,1, ..., 14.
X
Calculemos para qué valor de k se obtiene el término independiente.

XSk

_ Bk—28+2k _ 0 _ _ _
W—X =x =15k+2k=28= k=4

, o aa(14) 5 a0 _ (14) L1 _
El término independiente sera (-1) =¥ = 4 57 =9775 390 625.

4] 420
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10.72.

10.73.

10.74.

10.75.

10.76.

PROBLEMAS

Calcula cuantos nimeros capicuas hay de:
a) Dos cifras.

b) Tres cifras.

c) Cuatro cifras.

d)Cinco cifras.

e) n cifras, con n par.

Se trata de aplicar el principio de multiplicacién:
a) De dos cifras hay 9.

b) De tres cifras hay 9 - 10 = 90.

c) De cuatro cifras hay 9 - 10 = 90.

d) De cinco cifras hay 9 - 10 - 10 = 900.

e) De n cifras, con n par, hay 9 - 10(5 -1) .

Una maquina de un casino tiene una pantalla donde se ven tres ruedas, cada una de las cuales tiene 6
figuras diferentes. ¢ Cuantas pantallas diferentes pueden aparecer?

Pueden aparecer VRs 3 = 6% = 216 pantallas diferentes.

IATA son las siglas de International Airline Transportation Association. Para localizar los distintos
aeropuertos de todo el mundo, la IATA asigna a cada uno un cédigo de tres letras, repetidas o no. Asi,
por ejemplo, el cédigo del aeropuerto de Barcelona es BCN, y el del aeropuerto Kennedy de Nueva
York es JFK. ;Cuantos cédigos distintos se pueden asignar con las 26 letras del alfabeto?

Se podran formar VR 3 = 17 576 codigos distintos.

Un director de teatro esta haciendo un casting para cubrir 10 personajes distintos, 4 de hombres y 6
de mujeres. Si a las pruebas asisten 20 hombres y 23 mujeres, ¢de cuantas formas distintas se
pueden asignar los personajes?

Los papeles de los hombres se pueden asignar de V204 = 116 280 formas.
Y los de las mujeres, de V236 = 72 681 840 formas.

En total, los papeles se pueden asignar de 116 280 - 72 681 840 ~ 8,45 - 10" formas diferentes.

Permutando de todos los modos posibles las cifras del nimero 555 677 se forman distintos nimeros
que ordenaremos de menor a mayor.

a) ¢ Cuantos numeros se obtienen?

b) ¢ Qué numero ocupa el lugar 20 en esta ordenacion?

|
a) Pg” 12 _ 6! = 60 nUmeros
311121

. 212 5! ,
b) Por 5 empiezan F;" * “ = ETET = 30 numeros.

!
Por 55 empiezan Pj’ 12 - i 14;'2'

4! ,
Tar = 6 nUmeros.

|
i = 3 numeros.
2!

=12 numeros.

Por 56 empiezan P2?

Por 565 empiezan P;

Por tanto, la ordenacién que ocupa el lugar 20 es 565 757.
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10.77.

10.78.

10.79.

10.80.

10.81.

10.82.

Colocadas en orden alfabético todas las permutaciones de las letras A, B, C, D, Ey F, se desea saber
qué lugar ocupa la permutacion CADFEB.

En total hay Ps = 6! = 720 permutaciones.

Empiezan por A — Ps = 5! = 120.

Empiezan por B — Ps = 5! = 120.

Empiezan por CAB — P3 = 3! = 6.

Empiezan por CADB — P, = 2! = 2.

Empiezan por CADE — P, = 2! = 2.

Luego la permutacion CADFBE ocupa el puesto 251.°, y la que se nos pide, CADFEB, el 252.°

En el departamento de Matematicas de un instituto hay 8 profesores, en el de Fisica y Quimica hay 3 y

en el de Biologia hay 4. Se quiere crear un tribunal de 6 profesores que juzgue los trabajos cientificos

de varios alumnos. ¢ De cuantas formas se pueden agrupar en los siguientes casos?

a) Puede pertenecer al comité cualquier profesor de estos departamentos.

b) EIl tribunal estara compuesto por 3 profesores de Matematicas, 2 de Biologia y 1 de Fisica y
Quimica.

c) En el tribunal estaran los respectivos jefes de departamento y un profesor mas de cada
departamento.

a) Cis6 = 5005 tribunales distintos
b) Cs3 ' Csz - Csz1= 1008 tribunales distintos

c) C7,1- Cs1 - Co1 =42 tribunales distintos

Halla el nimero minimo de habitantes que debe tener una ciudad para que sea inevitable que al
menos dos habitantes tengan las mismas iniciales de su nombre y dos apellidos. (Nota: supondremos
que el alfabeto esta formado por 26 letras.)

El total de grupos de siglas que se pueden formar con las iniciales es VR3 = 26° = 17 576. Por tanto, el
nuamero minimo de habitantes sera de 17 577.

Para guardar 7 balones iguales de voleibol, el profesor de educacidn fisica dispone de cinco armarios.
¢De cuantas formas distintas puede guardar los balones?

De CRs7 = Cq117 = 330 formas diferentes

En una urna hay 10 bolas de distintos colores. Sacamos una bola, anotamos su color y la devolvemos
a la urna. Repetimos la operacidn cinco veces:

a) ¢ Cuantos resultados diferentes se pueden obtener?

b) ¢ Cuantos habria si no se devolviese la bola a la urna?

a) VRios5 = 10° = 100 000 resultados
b) Vio5=10-9-8-7 -6 =30 240 resultados

Se quieren entregar 3 premios entre los 14 participantes de un concurso. Calcula de cuantas formas
se pueden repartir si:

a) Los premios son distintos y se puede dar mas de un premio a una misma persona.
b) Los premios son distintos y no se puede dar mas de un premio a una misma persona.
c) Los premios son iguales y no se puede dar mas de un premio a una misma persona.

d)Los premios son iguales y se puede dar mas de un premio a una misma persona.

a) De VR143 = 143 = 2744 formas diferentes
b) De V143 = 2184 formas diferentes

c) De C143 = 364 formas diferentes

d) De CR143 = Ci6,3 = 560 formas diferentes
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10.83.

10.84.

10.85.

10.86.

10.87.

10.88.

En una clase hay 20 alumnos. Se quieren hacer 4 grupos de 5 alumnos cada uno. {De cuantas formas
distintas se pueden hacer estos grupos?

De Cyp5* Ci55 - C105 " Cs5 = 1,17 - 10'° formas diferentes pueden hacerse los grupos.

En un partido de baloncesto, un jugador ha lanzado 15 tiros libres y ha obtenido un porcentaje de
aciertos del 80%. ¢De cuantas formas distintas ha podido lanzar los tiros libres?

Si ha obtenido un 80% de aciertos, significa que ha encestado 12 y fallado 3. Por tanto, habra podido tirar de

|
i =4565.

Cis,12 = 455 formas diferentes, o bien PR]Z° = P

Los cddigos de identificacion de algunos motores estan formados por cinco digitos, repetidos o no,
seguidos de tres letras que no se pueden repetir. ; Cuantos cédigos diferentes se pueden formar si el
alfabeto tiene 26 letras?

Habra un total de VR15 = 10° = 100 000 formas diferentes de cédigos con cinco digitos.

Las tres letras se pueden combinar de V263 = 15 600 formas diferentes.

En total habra 100 000 - 15 600 = 1 560 000 000 cédigos distintos.

Con los digitos 1, 2, 3, 4 y 5, ¢ cuantos numeros de cuatro cifras distintas se pueden formar que sean
divisibles por 3?

Para que un numero sea divisible por tres, la suma de sus cifras tiene que ser multiplo de tres. Distinguimos
varios casos:

Cifras utilizadas Suma ¢Mauiltiplo de tres?

1,2,3,4 10 No
1,2,3,5 11 No
1,2,4,5 12 Si
1,3,4,5 13 No
2,3,45 14 No

Luego para que el numero sea multiplo de tres debe estar formado por las cifras 1, 2, 4 y 5. Con esas cifras
se pueden formar P4 = 4! = 24 nUmeros.

A un alumno le han tocado 5 entradas para el teatro. Si una es para él, ;de cuantas formas puede
repartir las 4 entradas restantes entre sus 23 compaiieros de clase?

Si se entiende que no le va a dar mas de una entrada a un companero, de Cy3 4 = 8855 formas diferentes.

Si se entendiese que le puede dar mas de una entrada a un companiero, de CR234 = Cos4 = 14 950 formas
diferentes.

Si hay 36 maneras diferentes de seleccionar dos personas de un determinado grupo, ¢cuantas
personas forman ese grupo?

Sea x el numero de personas de ese grupo. Como se verifica que Cy2 = 36, entonces:

x!

— = =36 = x(x=-1)=72 = ¥ -x=72 =>x=-8,x=9
21(x-2)

La unica solucién valida es x = 9.
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10.89.

10.90.

10.91.

10.92.

10.93.

En una tienda de informatica disponen de monitores de cuatro marcas diferentes, de teclados de tres
marcas diferentes y de ratones de cinco marcas diferentes.
¢De cuantas maneras podemos seleccionar seis monitores, seis teclados y seis ratones?

Los monitores los elegimos de CR46 = Cop = 84 formas diferentes.
Los teclados los elegimos de CR36 = Cgs = 28 formas diferentes.
Los ratones los elegimos de CRsg = C10,6 = 210 formas diferentes.

Podremos elegir los seis monitores, seis teclados y seis ratones de 84 - 28 - 210 = 493 920 formas diferentes.

Un instituto ha comprado libros para realizar préstamos. Los libros que ha adquirido son 7 de Lengua, 7
de Matematicas, 5 de Inglés y 4 diccionarios.

¢De cuantas formas pueden colocarse los libros en un estante de tal manera que vayan juntos los de
la misma materia?

Se pueden colocar de 4! P; - P7 - Ps- P4 =41-7!-71-51- 41 =1,75 - 10'? formas diferentes.

Ocho estudiantes de medicina van a asistir a unas jornadas de atenciéon primaria. A la misma hora hay
programadas cuatro ponencias en salas distintas.
¢ De cuantas formas pueden distribuirse en las diferentes ponencias?

Pueden distribuirse en las diferentes ponencias de CR4g = C118= 165 formas.

La cafeteria de un instituto ofrece a sus alumnos 7 tipos de bocadillos.
a) ¢De cuantas formas se pueden elegir 12 bocadillos?

b) ¢ De cuantas formas se pueden elegir 12 bocadillos si al menos tiene que haber uno de cada tipo?

a) Se pueden elegir de CRy 12 = C1g.12 = 18 564 formas.

b)En este caso habra uno de cada tipo y solo hay que elegir los cinco restantes; por tanto, se elegiran de
CR7,5 = C11,5 =462 formas.

Una persona ha escrito 12 cartas dirigidas a 12 personas distintas, con sus correspondientes sobres.
A la hora de meter las cartas en los sobres le llaman por teléfono y, sin fijarse, va introduciendo al
azar las cartas en los sobres.

a) ¢De cuantas formas distintas podra rellenar los sobres?

b) ¢En cuantas de las formas anteriores ocurriria que la carta dirigida a una persona concreta esté en
su sobre correspondiente?

c) ¢En cuantas de las formas anteriores las cartas dirigidas a cuatro personas concretas estarian en
su sobre?

a) Podré rellenar los sobres de P12 = 479 001 600 formas diferentes.
b) En P41 =39 916 800 de las formas anteriores habra una carta correcta.

c) En Pg =40 320 formas habra cuatro cartas dirigidas a las personas adecuadas.
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10.94. En el coédigo Morse, cada simbolo es una sucesion de puntos (-) y rayas (-).

a) ¢ Cuantos simbolos diferentes se pueden formar con 3 rayas y 5 puntos?

b) ¢ Cuantos simbolos se pueden representar con sucesiones de puntos y rayas de longitud como
mucho 4?

c) ¢Hasta qué longitud de sucesiones de puntos y rayas hay que llegar si se quieren representar las
27 letras del alfabeto castellano y las 10 cifras significativas?

!
a) Se pueden formar P83’5 = % = 56 simbolos diferentes.

b) Los simbolos que se pueden representar con n puntos y rayas, de los que m son puntos y m — n son rayas,
coinciden con las formas de elegir las m posiciones de los puntos de entre las n posiciones totales. De esta
manera:

1 1 3 3 3 3
Con 1 punto o raya: [OJJF['J =1+1=2. Con 3 puntos o rayas: [OJ+[J+[2J+[3J =2°=8.

2) (2) (2 4 4 4) (4) (4
Con 2 puntos o rayas: + + =2%=4.Con4 puntos o rayas: + + + + =2*=16.
0 1 2 0 1 2 3 4

En total son 2 + 4 + 8 + 16 = 30 sucesiones distintas.

c) Si se llega solo hasta longitud 4, se tienen 30 sucesiones distintas, lo que no basta para representar 37
simbolos. Las posibles sucesiones de longitud 5 son:

e

que unidas a las 30 anteriores dan 62 simbolos. Por tanto, basta con utilizar sucesiones de longitud como
mucho 5.

PROFUNDIZACION

10.95. Si n < m, demuestra que n! es un divisor de m!.

Como n<m, tendremos: m'=m(m-1)(m-2)...n(n—1)...2-1=m(m-1)... (n+1) n!
Por tanto, n! es el divisor de m!
10.96. Introducimos 8 bolas en 5 urnas.
a) ¢De cuantas maneras podemos hacerlo si las bolas son del mismo color?
b)¢Y si cada bola es de un color diferente?
c) .Y si las bolas son del mismo color y exigimos que ninguna urna pueda quedar vacia?

d) Y si cada bola es de un color diferente y exigimos que ninguna urna pueda quedar vacia?

a) Como las bolas son indistinguibles, podremos introducirlas en las urnas de CRss = Ci2s = 495 formas
diferentes.

b) En este caso, las bolas son distinguibles y se podran introducir de VRsg = 5% = 390 625 formas diferentes.

¢) Si ninguna urna puede quedar vacia, introducimos una bola en cada urna, de manera que solo tenemos
que distribuir las tres bolas restantes en las cinco urnas, lo que podremos hacer de CRs3 = C73 = 35
formas.

d) Primero introducimos una bola en cada urna, que en este caso puede hacerse de Vg5 = 6720 formas. A
continuacion se distribuyen las tres bolas restantes en las cinco urnas, lo que puede hacerse de

VRs 3 = 125 formas.

Aplicando el principio de multiplicacion obtenemos el nimero de formas de introducir las 8 bolas en las 5

urnas: 6720 - 125 = 840 000.
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10.97.

10.98.

10.99.

10.100.

10.101.

Demuestra que si n > 5, 10 es un divisor de n!.
Sin>5,entoncesnl=n(n-1)-...-5-4-3-2-1=n(n-1)-...-10-4 -3 -1, que es multiplo de 10.
¢En cuantos ceros acaba 100!?

100!1=100-99-98-...-5-4-3-2-1

El nimero de ceros en el que acaba este numero es el nUmero de veces que aparece el factor 10 en su
factorizacion.

Como 10 = 2 - 5, el numero de veces que aparece el factor 10 sera el minimo de los exponentes de 2y 5 en
su factorizacion en factores primos. Este minimo se alcanzara, obviamente, en el exponente de 5.

Entre 1 y 100 hay 20 multiplos de 5 y cuatro multiplos de 25, con lo cual el exponente de 5 sera 24, que
sera el numero de ceros en el que acaba 100!

Hemos construido un cubo y disponemos de 6 colores diferentes para pintar sus caras. ¢ De cuantas
formas distintas lo podemos hacer?

Pintamos una cara de un color. Para pintar su opuesto disponemos de cinco colores posibles. Para pintar
sus caras laterales disponemos de cuatro colores, pero se trata de permutaciones circulares.

Por tanto, habra un total de 5 - PC4 = 5 - 3! = 30 formas distintas.

Consideremos los nueve siguientes puntos del plano:
(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1,2), (2, 0), (2, 1) y (2, 2)

a) ¢Cuantos triangulos distintos se pueden formar con ellos?
b) ¢ Cuantos cuadrados?
c) ¢Cuantos rectangulos?

a) Entre estos puntos hay ocho ternas de tres puntos alineados. Por

Y
5 tanto, se pueden formar:
Co;3— 8 =84 — 8 =76 triangulos
1
b) De tamafio 1-1 se pueden formar cuatro cuadrados, y de tamafio
2-2 se puede formar solo uno. Por tanto, se pueden formar un total
de cinco cuadrados.
0 1 2 X

c) De tamafio 1-1 se pueden formar cuatro; de tamano 1-2, dos; de tamafio 2-1, dos, y de tamafo 2:2 se
puede formar un rectangulo. En total, nueve rectangulos.

Dado un poligono regular de n lados:

a) Calcula el numero de sus diagonales.

b) Calcula el nimero n de lados del poligono para que el numero de diagonales coincida con el
numero de lados.

c) Calcula el numero n de lados del poligono para que el nimero de diagonales sea el triple que el
numero de lados.

| _ _1— 2 _
a) Habra en total Cp,2—n = n -n= n(n-1) -n= n(n-1)-2n - —3n diagonales.
(n-2)! 2! 2 2 2
n2—3n 2 2 . .. o
b) — =n=n“"-3n=2n= n“-5n=0=n=0, n=>5. La Unica soluciéon valida es n = 5.
n? - 3n 2 2
c) T =3n= n“"-3n=6n= n“ -9n=0=n=0, n=9. La Unica solucién valida es n = 9.
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10.102.

10.103.

10.104.

10.105.

Con los digitos 0,1, 2, 3,4,5y 6:

a) ¢ Cuantos numeros de cuatro cifras distintas se pueden formar?

b) ¢ Cuantos niumeros de cuatro cifras con alguna repetida se pueden formar?

c) Halla la suma de todos los numeros del apartado a.

a) Se pueden formar V74 = 840. De ellos hay que quitar los que empiecen por 0, que son Vg3 = 120. En
total habra 840 — 120 = 720 numeros.

b) Se pueden formar VR74 — VR73 = 7* — 7% = 2058 numeros de cuatro cifras, repetidas o no. Asi que el
total de numeros con alguna cifra repetida lo obtendremos quitando los nimeros que no repitan ninguna
cifra, es decir, los calculados en el apartado anterior; por tanto, 2058 — 720 = 1338 numeros.

c) De estos numeros acaban en 0 un total de V3 = 120. Para ver los que acaban en 1, observemos que
para la primera cifra tenemos 5 posibilidades, y para las dos restantes, V52 = 20 posibilidades. En total
hay 5 - 20 = 100 numeros que acaban en 1. Lo mismo ocurre con los que acaban en 2, 3,4, 5y 6, y con
las cifras de las decenas y centenas. Para las unidades de millar, como no se puede utilizar el 0, hay 120
numeros que empiezan por 1, 2, 3,4, 5y 6.

La suma de todos los numeros sera:

Unidades — 120- 0+ 100(1 +2+3+4 + 5+ 6) = 2100
Decenas — 120 -0+ 100(1 +2+3+4 +5+6) = 2100
Centenas — 120-0+100(1 +2+3+4 + 5+ 6) = 2100
Unidades de millar — 120(1 +2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 2520

Total = 2100 + 2100 - 10 + 2100 - 100 + 2520 - 1000 = 2 753 100

En un torneo de tenis participan 223 jugadores. El sistema del torneo es de “muerte subita”, es
decir, que cada partido que se juega, el que pierde queda eliminado. ; Cuantos partidos seran
necesarios jugar para decidir al jugador ganador?

En cada partida se elimina un jugador. Como tienen que eliminarse 222 jugadores, este sera el numero de
partidos a jugar.

¢Cuantos numeros naturales de mas de una cifra tienen sus cifras en orden estrictamente
decreciente?

El numero mayor que podemos formar es N = 9 876 543 210. Si eliminamos alguna cifra de ese numero,
obtenemos otro que también cumple la propiedad de tener sus cifras en orden estrictamente decreciente,
asi que la cantidad de numeros naturales de k cifras que verifican esta propiedad coincidira con el nimero
10

k

1
de formas de eliminar 10 — k cifras del numero N; por tanto, Cip10 -« = [10 0 kj =[

j , donde k puede ser
2,3,...,910.

El total de niumeros naturales con sus cifras en orden estrictamente creciente sera:
10 + 10 +et 10 + 10 = 10 + 10 +-e 10 - 10 - 10 =2"_1-10 = 1013 nimeros.
2 3 9 10 0 1 10 0 1

¢De cuantas formas se podrian colocar 8 torres sobre un tablero de ajedrez de forma que, segun las
reglas del ajedrez, no se amenacen entre si?

Para que las torres no se amenacen no puede haber dos en la misma fila ni en la misma columna.
Colocando una torre en cada fila, solo tenemos que elegir la columna donde colocarla. Como a cada torre le
tenemos que asignar una columna diferente, el nUmero de colocaciones diferentes coincide con el nimero
de formas diferentes de seleccionar las 8 columnas, es decir, Ps = 8! = 40 320.
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10.106. Un examen que consta de siete preguntas se evaltiia sobre 10. Si el valor de cada pregunta debe
ser un numero entero y cada una debe valer como minimo un punto, ;de cuantas maneras se
puede asignar el valor de cada pregunta?

Se tienen que repartir 10 — 7 = 3 puntos entre las 7 preguntas. Estos puntos se pueden repartir de
CRy7 3= Cg3 = 84 formas diferentes.

10.107. En la feria de numismatica del barrio hay un puesto en el que se venden sellos de la década de los
cuarenta a 10 euros cada uno y sellos de la década de los ochenta a 2 euros cada uno. Un
coleccionista de sellos ha salido de casa con 50 euros.

¢Cuantas posibilidades de eleccion de sellos tiene si en el puesto hay 100 sellos de cada década?

Primero calculamos el numero de sellos que puede comprar de cada época. Llamando x al nimero de sellos
de la década de los cuarenta e y al numero de sellos de la década de los ochenta, el problema se reduce a
calcular el numero de soluciones enteras y positivas de la ecuacion 10x + 2y = 50, que equivale a la ecuacién
5x +y=25.

Década de los 40 (x) Década de los 80 (y) Posibilidades de eleccion

0 25 C1o0,25
1 20 C100,1 * C100,20
2 15 C100,2 * C100,15
3 10 Ci1003 * C100.10
4 5 C1004 * Ci005
5 0 C1o05

El nimero total de elecciones sera la suma de los elementos de la ultima columna.
10.108. ¢;De cuantas formas pueden sentarse n chicos y n chicas en una mesa redonda si dos chicos o dos
chicas no pueden sentarse juntos?

El nimero de formas de sentar a los chicos en n sillas seria PC, = (n — 1)!
Una vez colocados los chicos, el nUmero de formas de sentar a las n chicas es P, = n!

El resultado final sera: n! (n — 1)!

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

10.1. ¢Con los digitos 1, 2, 3 y 4, ; cuantos numeros de tres cifras (diferentes o iguales) se pueden formar?
A) 4 B) 24 C) 30 D) 81 E) 64

Se trata de VR4 3 = 64, ya que importa el orden y se pueden repetir los elementos.

10.2. Si tenemos dos premios distintos a repartir entre 30 concursantes, ¢ de cuantas formas diferentes los
podemos otorgar para que a un mismo concursante no le toquen los dos premios?

A) 30 B) 120 C) 870 D) 435 E) 900
Como importa el orden y no se puede repetir, son V32 = 870.

10.3. En una urna hay 10 bolas numeradas del 0 al 9. Extraigo simultaneamente tres bolas de la urna.
¢ Cuantos resultados puede haber?

A) 130 B) 3 C) 120 D) 720 E) 520

En esta ocasién no importa el orden y no se pude repetir, por lo que son C1o3 = 120.
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10.4. La solucién de la ecuacion V, 3 = 105P; es:

A)x=1 D)x=7
B)x=3 E) No tiene solucion.
C)x=5

De las opciones que tenemos, la Unica que se verifica cuando la sustituimos es x = 7.

10.5. El tercer término del desarrollo de (a + 2b)5 es:

A) 10a°b° D) 20a°b?
B) 10a’b° E) 40a°b®
C) a’b®

5
El tercer término sera: (2Ja3(2b)2 =40a%b?.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas:

10
10.6. EIl namero combinatorio [4] es igual a:

A) 40 D) (?J

11
B) 120 E) (J
C) 210

. . - 10 10 10 10!
Por simetria en el triangulo de Pascal, = . Por otro lado, =——=210
4 6 4 41.6!

10.7. Si se lanzan simultaneamente 10 monedas, el nimero de posibles resultados es:

A) Cio2 D) Cz,10
B) CR10,2 E) Ci1,10
C) CRz10

Como no importa el orden y se pueden repetir resultados, se trata de CR2,10 = C11,10.

Elige la relacion correcta entre las afirmaciones dadas:

10.8. Decide cuales de las siguientes afirmaciones son correctas:

A) Todas las variaciones con repeticion son permutaciones.
B) Todas las variaciones sin repeticion son permutaciones.
C) Todas las permutaciones son variaciones con repeticion.
D) Todas las permutaciones son variaciones sin repeticion.
E) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

Las permutaciones son un caso particular de variaciones sin repeticion en donde coinciden el numero de
elementos y los elementos tomados.
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Sefiala el dato innecesario para contestar:

10.9. Una clase de 24 alumnos se ha divido en 6 grupos de 4 personas cada uno. La profesora sorteara el
orden en que deben exponer sus trabajos cada grupo. Para hallar el nimero de posibles 6rdenes que
se pueden establecer, ¢ cudles de los siguientes datos no hay que tener en cuenta?

a) La clase tiene 24 alumnos.
b) Cada grupo esta formado por 4 alumnos.

c) Se forman 6 grupos

A) Pueden eliminarse los datos ay b
B) Pueden eliminarse los datos ayc.
C) Pueden eliminarse los datos b y c.
D) Solo puede eliminarse el dato b.
E) No puede eliminarse ninguno.

El Unico dato necesario para este problema es saber que hay 6 grupos en la clase.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

10.10. Para que en un problema de combinatoria, el modelo adecuado sea las combinaciones con repeticion:
a) No tiene que importar el orden.
b) Se pueden repetir elementos.
c) Tiene que haber elementos iguales.

d) No pueden intervenir todos los elementos.

A) Tienen que darse a, b, cy d.
B) Tienen que darse b y d.

C) Tienen que darse a, b y d.
D) Tienen que darse ay b.

E) Tienen que darse ay c.

En las combinaciones con repeticion no importa el orden y se pueden repetir elementos. No pueden tener
elementos iguales y si que pueden intervenir todos los elementos.
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m Calculo de probabilidades

ACTIVIDADES INICIALES

11.l. Define por extension o comprension, segun el caso, los siguientes conjuntos.
a) A ={divisores de 12}
b) B = {soluciones de la ecuacion X*-3x+2= 0}
c)C={2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37...}
d) D= {5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38...}

a)A={1,2,3,4,6,12}
b)B={1, 2}
¢) C = {numeros primos}

d) D = {términos de la progresion aritmética con a1 =5y d = 3}

11.1l. En el conjunto de los niumeros naturales menores de 10 (excluido el 0) se definen los subconjuntos
A = {nameros menores de 5} y B = {numeros primos menores de 10}. Determina los elementos que
forman los siguientes conjuntos.

a)AuB e) ANnB
b)AnB f) AUB
c) A g) AuB
d) B h) AnB

A={1,2,3,4}; B={2,3,5 7}

a)AuB={1,2,3,4,5T7} e) AnB ={6,8,9}
b)AnB={2, 3} fy) AUB = {6, 8, 9}
c) A ={5,6,7,8,9 g) AUB ={1,4,5,6,7,8,9}
d) B ={1,4,6,8,9 h) AnB ={1,4,5,6,7,8, 9

EJERCICIOS PROPUESTOS

11.1. Decide si los siguientes experimentos son aleatorios o deterministas:
a) Medir distintas apotemas de un pentagono regular de perimetro 30 cm.
b) Predecir las personas que acuden a un centro comercial en un dia concreto.
c) Tiempo que hara el ganador de una maratén.
d) Calcular el coste de una llamada telefénica de 1 minuto de duracién.
Aleatorios: b, ¢

Deterministas: a, d

11.2. Un experimento aleatorio consiste en extraer al azar una bola de una urna en la que hay 5 bolas
numeradas del 1 al 5 y anotar el nimero de la bola que hemos extraido. ¢ Cual es el espacio muestral
asociado a este experimento?

E={1,2,3,4,5}
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11.6.

De una baraja espafiola se han tomado las 12 figuras. Se considera el experimento aleatorio que
consiste en extraer una carta de ese grupo de cartas. ¢Cual es el espacio muestral asociado a este
experimento?

E ={So, Sc, Sk, Ss, Co, Cc, Ck, Cs, Ro, Rc, Re, Rg}

De una baraja espaiola extraemos una carta. Obtén los elementos que forman los siguientes sucesos.
a) Extraer una carta del palo de bastos.

b) Extraer una figura de oros.

c) Extraer un 5 o una carta del palo de copas.

d) Extraer un as.

e) ¢ Cuantos elementos tiene el espacio de sucesos de este experimento?

a) “Sacar palo de bastos” = {15, 23, 38, 48, 58, 68, 78, SB, Cs, R&}

b) “Extraer figura de oros” = {So, Co, Ro}

c)“Extraer un 5 o un palo de copas” = {50, 5¢, 5¢, 58, 1c, 2¢, 3¢, 4c¢, 6¢, 7c, Sc, Ce, Rc}
d) “Extraer un as” = {10, 1¢, 1£, 18}

e) Como el espacio muestral tiene 40 puntos muestrales, el espacio de sucesos tiene 2*% elementos.

Se tiene una urna con una bola blanca, otra roja y otra verde. Se van extrayendo bolas de la urna
hasta que aparece la bola verde.

a) Determina el espacio muestral de este experimento aleatorio.

b) Obtén los elementos del suceso “no aparecer la bola verde hasta la tercera extraccion”.
c)Obtén los elementos del suceso “aparece bola verde en la segunda extraccion”.
a)E={(V). (B, V). (R, V), (B,R, V), (R, B, V)}

b) E={(B,R, V), (R, B, V})}

c) E={B, V), (R, V)}

Se lanza un dado cubico con sus caras numeradas del 1 al 6 y se observa la puntuaciéon de su cara
superior. Se consideran los sucesos A = “salir un nimero par” y B = “salir un multiplo de 3”:

a) Obtén los sucesos A°, AUB y AnB.
b) ¢Forman A y B un sistema completo de sucesos?

a)A°={1,3, 5} AuB={2,3,4,6} AnB={6}
b)Como AuB={2,3,4,6}#EyAn B={6}+0, se concluye que A y B no forman un sistema completo de

Sucesos.

Del experimento consistente en extraer una carta de una baraja espafnola se consideran los siguientes
sucesos:

A = “extraer un rey”

B = “extraer un oro”

C = “extraer un 5 o un 6”

Indica si hay alguna pareja de sucesos incompatibles.

A B={Ro}
AnC=0
B(‘\C={50,60}

La unica pareja de sucesos incompatibles es la formada por Ay C.
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11.8. En la tabla se recoge el nimero de veces que ha ocurrido el suceso I = “obtener impar” al lanzar un
dado numerado del 1 al 6 un niumero creciente de veces. Estima un valor para la probabilidad de /'y
razona si el dado esta equilibrado.

10 50 100 500 1000 5000 10 000
4 21 38 199 402 2000 3998

Las frecuencias relativas correspondientes son:

hio () = % =04  hio ()= % =0,38 h1o0o () = % = 0,402 room (1) = 39% = 0,3998

hso (I) = g =0,42 hspo (I) =@ =0,398 hso00 (/) = @ =04
50 500 5000

Parece que P(/) = 0,4. Por tanto, el dado no esta equilibrado.

11.9. Se elige al azar una ficha de domino.
a) Obtén la probabilidad de haber elegido la blanca doble.
b) Obtén la probabilidad de haber elegido una ficha doble.
c) Obtén la probabilidad de que los puntos de la ficha sumen 4.
(Se recuerda que el juego del dominé esta formado por 28 fichas.)
a) A = “haber elegido una blanca doble” = {(0, 0)} = P(A) = %

b) B = “haber elegido una ficha doble” = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} = P(B) = % =

c) C = “la puntuacién suma 4” = {(0, 4), (1, 3), (2, 2)} = P(C) = %

1
4

11.10. Una experiencia aleatoria consiste en lanzar tres monedas al aire. Calcula la probabilidad de los
siguientes sucesos.

A = “obtener tres caras” B = “obtener dos caras y una cruz” C = “obtener una cara y dos cruces”

A={(CCC)} = P(A) =

[ J =N

B = {(CCX), (CXC), (XCC)} = P(B) =

C = {(CXX), (XCX), (XXC)} = P(C)

o|lw oo w

11.11. Se considera el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos dados y anotar la suma de los puntos
de las caras superiores. Halla la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) Obtener suma igual a 3.
b) Obtener suma mayor que 9.

c) Obtener suma menor o igual que 5.

a) A = “obtener suma 3” ={(1, 2), (2, 1)} = P(A) = % =%

b) B = “obtener suma mayor que 9” = {(4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} = P(B) = % =%
c) C = “obtener suma menor o igual que 5" = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (4, 1)}
= P(C) = 10 = E
36 18
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11.12. Dos personas escriben al azar una vocal, cada una en un papel.
a) Obtén la probabilidad de que ambas escriban la misma vocal.

b) ¢ Cual seria la probabilidad de que tres personas escribiesen, al azar, cada uno la misma vocal en un
papel?

a) Casos posibles: VRs2 = 52 = 25
Casos favorables: 5

P(misma vocal) = S = 1
25 5
b) Casos posibles: VRs3 = 5°=125
Casos favorables: 5
5 1

P(misma vocal) = —=—
125 25
11.13. Se lanza dos veces un dado cubico, con sus caras numeradas del 1 al 6. Calcula:
a) La probabilidad de obtener algun 6.
b) La probabilidad de no obtener ningtn 6.

a) A = “obtener algun 6” = {(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6), (6, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5)},

b) B = “no obtener ninguin 6” es el suceso contrariode A= P(B)=1-P(A)=1-— % = % .

11.14. Sean A, B y C tres sucesos que forman un sistema completo de sucesos, y donde P(A) = 0,1,
P(B)=0,7. Calcula P(C).

Al formar los sucesos A, By C un sistema completo de sucesos, E=A U Bu C, y los sucesos son
incompatibles dos a dos; por tanto:

1=P(E)= P(AU B U C) = P(A) + P(B) + P(C)
P(B)=1- P(B) =1-0,7=0,3 = 1=0,1+0,3+P(C)= P(C)=0,6

11.15. Se extrae una carta de una baraja espafola. Consideramos los siguientes sucesos:
A = “salir una figura”, B = “salir un as”, C = “salir una carta del palo de espadas”
a) ¢Son Ay B incompatibles? Calcula P(A U B).
b) ¢Son Ay C compatibles? Calcula P(A U C).
a) Son incompatibles, yaque An B=J. P(Au B) = P(A) + P(B) = 12 + 4 16 _2
40 40 40 5

b) No, ya que A~ C = {S&, Ce, Re}. P(A L C) = P(A) + P(C) - P(A  C) = % L0319

11.16. Se lanza un dado cubico, con sus caras numeradas del 1 al 6, y se anota su puntuacion.
Se consideran los sucesos:

A = “salir un numero par”, B = “salir un nimero que es un divisor de 12”

a) ¢Son Ay B sucesos incompatibles?

b) Calcula la probabilidad de A U B.

a)A=1{2,4,6};B={1,2,3,4,6} > AnB={2, 4,6} # 0= No son incompatibles.

b)P(AuB)=P(A)+P(B)_P(AmB)=% +2_.3.58

Solucionario E| 27



11.17.

11.18.

11.19.

11.20.

En un pueblo se somete a sus vecinos a votaciéon sobre la instalacion de una antena de telefonia. Los
resultados vienen recogidos en la siguiente tabla:

A:Varones A : Mujeres

317 303 620
223 314 537
540 617 1157

Seleccionamos al azar un vecino. Halla P(A), P(AIB), P(B )y P(B |A).

P(A) = 240 _ 0,467 P(A/B) = 37 0,511 P(B)= 537 0,464 P(B/A) = 223 0,413
1157 620 1157 540

En un experimento aleatorio se sabe que P(A) = 0,5, P(B) = 0,7 y P(A u B) = 0,85. Calcula:
a) P(A N B) c) P(BIA)

b) P(A/B) d) P(A/(A n B))

a) PAn B)=P(A)+ P(B)-P(AuB)=0,5+0,7-0,85=0,35

P(ANnB) _ 035
P (B) 0,7

b) P(A/B) = =05

o) PEiA) = £ (Z)B) - 32 =07

P(An(AnB)) P(AnB)
P(AnB)  P(AnB)

d) P(AIA N B)) = -1

(PAU) EIl 60% de los alumnos de un centro aprobaron Filosofia, y el 70% aprobaron Matematicas.
Ademas, el porcentaje de alumnos que aprobaron Filosofia habiendo aprobado Matematicas es del
80%. Si Juan sabe que ha aprobado Filosofia, ;qué probabilidad tiene de haber aprobado también
Matematicas?

Sean los sucesos M = “aprobar Matematicas” y F = “aprobar Filosofia”.
Del enunciado se deduce: P(M)=0,7 P(F)=0,6 P(F/IM)=10,8

PIMIF) = P(MnF) P(M)-P(FIM) 0,708 093
A G

Se extraen dos cartas de una baraja espaiola. Halla la probabilidad de que sean dos figuras (sota,
caballo o rey) en los siguientes casos:

a) Con devolucion.

b) Sin devolucion.

Sean los sucesos A = “sacar figura en la primera extraccion” y A, = “sacar figura en la segunda extraccion”.
La probabilidad a calcular es la del suceso A1 As:
a) En este caso, los sucesos A1y A, son independientes; por tanto:

12 12 9
P(A1 A Az) = P(A1) - P(Ag) = 2. 12 9
(A1 N Az) = P(A1) - P(A2) 20 20 " 100

b) Si la extraccion es sin devolucion, los sucesos A1 y A2 son dependientes; por tanto:

12 11 _ 11
40 39 130
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11.21.

11.22.

11.23.

11.24.

Se lanza dos veces una moneda equilibrada. Se llama A al suceso “salir cara en el primer
lanzamiento”; B, al suceso “salir cara en el segundo lanzamiento”, y C, al suceso “en total aparecen
una cara y una cruz”. ;Son A, B y C independientes dos a dos? ¢;Son independientes los tres
sucesos?

Primero se calculan las probabilidades de cada uno de los sucesos dados.

A={CC, CX} B ={CC, XC} C = {CX, XC}
AnB={CC} = P(AmB)=%=P(A)-P(B)
AnC={CX} = P(AmC)=%=P(A)-P(C)
B C={XC} = P(BmC)=%=P(B)-P(C)

A, By C son independientes dos a dos.
Como AnBn C= O, los sucesos no son independientes, ya que: PAN BN C)=0# P(A) - P(B) - P(C)

Se considera el experimento aleatorio compuesto consistente en lanzar dos veces un dado.
a) ¢ Cuantos elementos tiene el espacio muestral de este experimento?

b) Calcula la probabilidad de obtener primero un 2 y luego un 5.

a) VRs2=6°=36
1

b) P(2, 5) = 25

o)) [N

1
6

Se considera el experimento aleatorio compuesto consistente en extraer dos cartas de una baraja sin
reemplazamiento.

a) ¢ Cuantos elementos tiene este experimento? b) Calcula la probabilidad de extraer dos reyes.
a) Vo2 =40 - 39 = 1560 elementos b) P(dos reyes) = 43 1. 0,0077
40 39 130

(PAU) Se extraen cuatro cartas de una baraja espafola. Halla la probabilidad de que las cuatro cartas
sean del mismo palo en los siguientes casos:

a) Con devolucion de la carta a la baraja.
b) Sin devolucion.

a)
22, extraccion 32, extraccion 42, extraccion
1 Mismo . 111
1 Mismo pii palo P(cuatro del mismo palo) = 7 77"
Mismo 4 palo 1
1 i < 3 Distinto - _
q_~ palbo 3 Distinto 4 palo 4 - 0016
4 palo
3 Distinto
4 palo
b)
22, extraccion 32. extraccion 42, extraccion
; . 9 8 7
) % Mismo P(cuatro del mismo palo) = — - — - — =
% Mllsmo palo 39 38 37
alo
9 Mismo P Disti 504
9 palo o istinto = =0,0092
39 Distinto palo 54 834
palo
Distinto
palo
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11.25. (PAU) Las maquinas A y B producen 50 y 250 piezas por hora, con un porcentaje de fallos del 1% y del
10%, respectivamente. Tenemos mezcladas las piezas que se han fabricado en una hora y elegimos una
al azar. Halla la probabilidad de que haya sido fabricada por la maquina B y no sea defectuosa.

0,01 Fallos
50 Maquina A <
300 Sin fallos
0,99
P(maquina By valida) = 250 0,9=0,75
300
250 0.1 Fallos

300 Méaquina B
0,9 Sin fallos

11.26. (PAU) La ciudad A tiene el triple de habitantes que la ciudad B, pero la proporciéon de universitarios en
la ciudad B es el doble que en la A.

a) ¢ En qué ciudad hay mas universitarios?

b) Se elige un habitante al azar. Averigua la probabilidad de que sea universitario, sabiendo que la
proporcion de estos en la ciudad A es del 10%.

a) Habitantes de B: x
Habitantes de A: 3x.
Proporcion de universitarios de A: p
Proporcion de universitarios de B: 2p
Universitarios de B: 2px
Universitarios de A: 3px

Hay mas universitarios en A.

b) 0,1 Universitarios P(ser universitario) = 3. O,1+l- 0,2=0,125
3 Ciudad A < 4 4
4 0,9 No universitarios
1 0,2 Universitarios
4 Ciudad B <
0,8 No universitarios

11.27. (PAU) Ana, Juan y Raul estan esperando para realizar una consulta médica y sortean el orden en que
van a entrar.

a) Halla la probabilidad de que los dos ultimos en entrar sean hombres.
b) Determina si son independientes los sucesos:
S1 = “la mujer entra antes que alguno de los hombres”.

S2 = “los dos hombres entran consecutivamente”.

- . . a) P(MHH) = +.4.1=2
1°'. paciente 2°, paciente 3%, paciente 3 3
1
2 Hombre 1 Mujer b) P(S1)= %%4_%:%
1 Muer ——L — Hombre P(S2)= = —+=—==
2 32 3 3
S Sz = (MHH
% Mujer — 1  Hombre — 1 Hombre 10 52=( 1) 50 4
P(S1n S) = 5 # P(S1) - P(S2) = 55:5

No son independientes.
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11.28.

11.29.

11.30.

(PAU) Tenemos dos bolsas de caramelos. La primera contiene 15 caramelos de naranja y 10 de limén,
y la segunda, 20 de naranja y 25 de limén. Elegimos una de las bolsas al azar y extraemos un
caramelo.

a) Halla la probabilidad de que el caramelo sea de naranja.

b) Si el caramelo elegido es de limén, ;cual es la probabilidad de que haya sido extraido de la
segunda bolsa?

15
25 Naranja .._ 115 1 20 47
1 Bolsa 1° < a) Plnaranja) = =-—-+ 2= =50
2 10 Limén
- 1 25
. % N b) P2 bolsalimon)= -2 45 25
2 Bolsa 2 —— ' T 25 110 43
25 Limon 2'E+E'E
45

(PAU) Una urna contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Se extrae una bola al azar, se observa su color,
se descarta y se introducen dos bolas del otro color en la urna. Luego se extrae otra bola al azar.

Sabiendo que la segunda bola extraida ha sido blanca, calcula la probabilidad de que la primera haya
sido negra.

12, extraccion 22, extraccion
4
Bl
5 Blanca 4B = anea E Z
8 SN 5 Negra P(N:/Bo) = 8.9 21
58 9 N/B)= 5537 =7
= ! 89789
3 7B 9 Blanca
8 Negra |5 N <
2 Negra
9
EJERCICIOS

Operaciones con sucesos

En el experimento que consiste en la extraccion de una carta de una baraja espaiiola consideramos
los siguientes sucesos:

A = “salir copas” B = “salir un caballo” C = “salir caballo de copas o tres de oros”
Interpreta los siguientes sucesos.

a)AuB

b)AuC

c)BucC

dANnB

e)AnC

f)BnC

a) Au B={1¢, 2¢, 3¢, 4¢, 5¢, 6¢, 7c, Sc, Cc, Re, Co, Cg, Cg}
b) AuC= {10, 2¢, 3¢, 4c, 5¢, 6¢, 7c, Sc, Cc, Re, 30}
¢)Bu C={Co, C¢, Cg, Cs, 30}

d)A N B={C¢}
e)An C={C¢}
fy)Bn C={Cc}
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11.31. Se lanzan dos dados cubicos distinguibles con las caras numeradas del 1 al 6.

a) Forma los sucesos A = “la suma de sus puntuaciones es 10”, B = “el producto de sus puntuaciones
es un multiplo de 3”, C = “el producto de sus puntuaciones es un nimero primo”, D = “la suma de
sus puntuaciones es un multiplo de 5”, E = “la suma de sus puntuaciones es superior a 1”, F=“la
suma de sus puntuaciones es inferior a 2”.

b) Forma los siguientes sucesos: AUB)NFy (BN E)UF.

a)A={(4,6),(5,5),(6,4)}
B={(1,3),(1,6),(2,3),(2,6), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 3), (4, 6), (5, 3), (5,6), (6, 1),
(6. 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}
C€={(1.2),(1,3), (1,5), (2, 1), (3, 1), (5, 1)}
D={(1,4).(2,3), (3, 2), (4, 1), (4, 6), (5,5), (6, 4)}
E es un suceso seguro y coincide con el espacio muestral.
F=0
by (AuB)NnF=(AUuB) "0 =0
(BNEy)UF=BnNnE)yugd=BnE=B

Concepto de probabilidad

11.32. Se lanzan al aire tres monedas. Determina la probabilidad de que se obtengan al menos dos cruces.

Sea A = “obtener al menos dos caras” = {XXC, XCX, CXX, XXX}
4 1

PA)= —=—

(A) )

11.33. Se extrae una carta de una baraja espafola. ; Qué es mas probable?
a) Que salga la sota de bastos o el rey de espadas.
b) Que salga un oro o una figura.
c) Que salga un oro o un no oro.
d) Que salga una figura o que no salga una figura.
a) A = “sacar sota de bastos”; B = “sacar rey de espadas”

P(A) = 4—10; P(B) = % Son igual de probables.

b) A = “sacar oro”; B = “sacar figura”

P(A) = E; P(B) = E Es mas probable sacar figura.
40 40

c) A = “sacar oro”; B = “sacar no oro”

_ 10 oy 30

P(A) ; P(B) = =— . Es mas probable sacar no oro.
40 40

d) A = “sacar figura”; B = “sacar no figura”

P(A) = %; P(B) = % . Es mas probable sacar no figura.
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11.34.

11.35.

11.36.

De los 39 alumnos de una clase, 16 escogieron como idioma el francés, y 27, el inglés. Nueve alumnos
eligieron ambos idiomas y el resto no escogié ninguno de ellos. Si se elige al azar a un alumno de
dicha clase, halla las siguientes probabilidades.

a) Escogi6 francés.

b) Escogié inglés.

c) Escogio ambos idiomas.

d) Escogi6 francés o inglés.

e) Escogié francés, pero no inglés.
f) No escogio ni inglés ni francés.

Se consideran los sucesos F = “estudiar francés” e | = “estudiar inglés”.

Se utiliza el diagrama de Venn para calcular el nimero de alumnos que
5 estudian solo ingles y solo francés.

Como hay 9 alumnos que estudian los dos idiomas y 16 alumnos que estudian
francés, se deduce que 7 estudian solo francés. De modo analogo se deduce
que 18 alumnos estudian solo inglés.

El ndmero de alumnos que estudian idiomas es 34, y, por tanto, habra 5

F / alumnos que no estudian ningun idioma.

16 9 \_ 7

a) P(F)= — c)PFnl)= — e)PFnIl|=—
) PF)= 52 )PFAN= ) P(FAT)

27 34 — 5

b) P(l) = — d)P(FuUl)= — f)PIFl)=—

)P() = 5 ) P(FUI) ) PIFAT)=2

Se elige al azar un nimero entero entre 0 y 999. Halla la probabilidad de que el nimero elegido:
a) No tenga ninguna cifra repetida.

b) Sea capicua.

El espacio muestral de este experimento consta de 1000 elementos; por tanto:
a) El nimero de casos favorables a este suceso coincide con Vip3=10 -9 - 8 = 720. De este modo,

P(el nimero no tenga ninguna cifra repetida) = 20

1000

b) El numero de capictias de una cifra es 10, el de capicuas de dos cifras es 9, y de tres cifras hay Vo9 = 90

capicuas. En total tenemos 109 niumeros capicuas entre 0 y 999; por tanto:

109

P(numero capicua) =
( P ) 1000

Los nimeros 1, 2, 3..., n se alinean al azar.
a) Halla la probabilidad de que los nimeros 2 y 3 aparezcan seguidos y en ese orden.

b) Halla la probabilidad de que los numeros 2 y 3 aparezcan juntos.
El espacio muestral de este experimento consta de n! elementos.

a) Casos favorables: (n—1) - P,_2> = P(2 y 3 seguidos y en ese orden) = =z _

2.(n-
b) Casos favorables: 2 - (n—1) - P,_2 = P(2y 3 seguidos y en ese orden) = —————= = 2
n
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11.37.

11.38.

11.39.

11.40.

11.41.

Dependencia e independencia de sucesos

Probabilidad compuesta

(PAU) Se sabe que dado el suceso A, la probabilidad de que suceda B es de 0,3, es decir, que
P(BIA) = 0,3. ¢ Cuanto vale la probabilidad de que dado A, no ocurra B?

P(BIA)=0,3 = P(B/A)=1-P(BIA)=1-0,3=0,7

(PAU) Calcula la probabilidad P(A U B) y P(A n B), sabiendo que P(A u B) - P(A n B) = 0,4, que
P(A) = 0,6 y que P(B) = 0,8.

P(A U B) = P(A) + P(B)~ P(An B) = 0,6 + 0,8 — P(A B) = 0,4+ P(AnB)=0,6+0,8—PAnB)=

P(AnB)=05
P(A U B)=05+0,4=09

(PAU) Sean A y B dos sucesos con P(A) = 0,5, P(B) = 0,3 y P(A n B) = 0,1. Calcula las siguientes
probabilidades.

a) P(Au B)
b) P(A/B)

c) P(AIA N B)
d) P(A/A U B)

a)P(A U B) = P(A)+ P(B)— P(AnB)=0,5+0,3—-0,1=0,7

b) P(A/B) = %:%:%

(AnANB)

c) P(AIA N B) = PP(AQB) =1

d)P(A/AUB)zP(Am(AuB))z P(A) _05_5
P(AUB) P(AuB) 07 7

Sean Ay B dos sucesos tales que P(A) = % y P(B) = % . Calcula, razonadamente, para qué valor de

P(A U B) los sucesos Ay B son independientes.

Ay B son independientes si P(A/B) = P(A).

P(A/IB) = P(A) & % =PA)= P(A)+ PB)—P(AuB)=PA) - PB) =
<:>1+3_P(AuB)=lg@ﬂ-P(AuB):i@P(AuB)zﬂ_izizg
3 5 3 5 15 15 15 15 15 5

Los ciudadanos de una localidad votaron Si o No a una determinada propuesta que realizé su
Ayuntamiento. Los resultados por porcentajes vienen reflejados en la tabla que mostramos a
continuacion. ;Son los sucesos A = “ser varéon” y B = “votar Si” independientes?

Varones Mujeres
25% 40% | 65%
30% 5% 35%
55% 45%

P(ANB) _ 025
P(B) 0,65

P(AIB) = = 0,385. P(A) = 0,55.

Como P(A) # P(A/B), Ay B no son independientes.
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11.42. (PAU) De dos tiradores se sabe que uno de ellos hace dos dianas de cada tres disparos, y el otro
consigue tres dianas de cada cuatro disparos. Si los dos disparan simultaneamente, halla la
probabilidad de que:

a) Ambos acierten. c) Ninguno de los dos acierte.
b) Uno acierte y el otro no. D)Alguno acierte.
“ . . o, p . N 23 2 1
a) T; = “el primer tirador acierta”, T, = “el segundo tirador acierta”. P (T ﬁTZ):?Z:Z:E
= = 21 13 5
b) PIiNnT, |+ PITiNT |==—+——=—
)(1 2) (1 2)343412
- =\ 11 1
C)P\HiNTy)=——=—
) (1 2) 34 12

= =\ 11
d)P(TiuT,)=1- P (Tmrz):E

11.43. (PAU) Una clase tiene 24 alumnos y todos ellos cursan inglés y matematicas. La mitad aprueban inglés,
16 aprueban matematicas, y 4 suspenden inglés y matematicas.
a) Realiza una tabla de contingencia con los resultados de esta clase.
b) Calcula la probabilidad de que, al elegir un alumno de esta clase al azar, resulte que aprueba
matematicas y suspende inglés.
c) En esta clase, ¢son independientes los sucesos “aprobar inglés” y “aprobar matematicas”?

a) Organizamos los datos en una tabla:
Aprueba inglés

Suspende inglés

Aprueba matematicas 8 8 16
Suspende matematicas 4 4 8
12 12 24
= 8 1
b)PMNI)= —=—
s ) 24 3
c)P(IIM) = 8.1 , P(I) = 12_1 . Si son independientes.
16 2 24 2

11.44. (PAU) Una caja con una docena de huevos contiene dos de ellos rotos. Se extraen al azar y sin
reemplazamiento cuatro huevos. Calcula la probabilidad de extraer:

a) Los cuatro huevos en buen estado. b) De entre los cuatro huevos, exactamente uno roto.

a) P(los cuatro huevos en buen estado) = 089 87 14

b) P(1 huevo roto) = — - —-—-—- 4=
12 11 10 9 33

11.45. (PAU) En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultaneamente tres dados equilibrados de
seis caras se pide calcular la probabilidad de obtener:

a) Tres unos.

b) Al menos un dos.

c) Tres numeros distintos.
d) Una suma de 4.

a) P(tres unos) = 111
6 6 6 216
b) P(al menos un dos) = 1 — P(ningun dos) = 1 — i E E = —91
6 6 6 16
¢) P(tres numeros distintos) = 1-2 4 _20_5
6 36 9
d)Para obtener una suma de cuatro, hay que sacar dos unos y un dos
P(suma cuatro) = 3 lll __3 = 1
6 6 6/ 216 72
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11.46.

11.47.

11.48.

11.49.

(PAU). Sea A un suceso con 0 < P(A) <1.

a) ¢ Puede ser A independiente de su contrario, A?

b) Sea B otro suceso tal que A o> B. ;Seran Ay B independientes?

c) Sea C un suceso independiente de A. ;Seran Ay c independientes?
Justifica las respuestas.

a)Ay A son independientes si P(AmZ)z P(A)~P(Z). Como P(AmZ): 0, para que se cumpla la igualdad
tiene que ocurrir:

- O bien que P(A) =0, que no puede ser por hipétesis.
- O bien que P(Z)z 0, que implicaria que P(A) =1, que no puede ser por hipotesis.

b) Como A o B, se tiene que P(A n B) = P(B) y, por tanto, P(B/A) = 1 = P(B), que no puede ser, ya que al
estar B contenido en A, se verifica que P(B) < P(A) < 1.

o P(E/A):P((_TmA): P(A)-P(ANC) . P(ANC)

P(A) P(A) P(A)

~1-P(c/ A)=1-P(C)=P(C)

Probabilidad total y teorema de Bayes

(PAU) Una fabrica dispone de tres maquinas A, By C que fabrican arandelas. Se sabe que la maquina
A produce un 1% de arandelas defectuosas; la B, un 3%, y la C, un 2%. La maquina A produce el 25%
del total de las arandelas; la B, el 40%, y la C, el 35% restante. Al cabo de un dia se toma una arandela
al azar de la produccion total.

Si la arandela elegida es defectuosa, calcula la probabilidad de que haya sido fabricada en la maquina
A.

0,01 Defectuosa
Maquina A
0,99 No defectuosa A
0,25 P(AID) = 0,25-0,01 _ 01163
0,25-0,01+0,4-0,03+0,35-0,02
0,4 0,03 Defectuosa
- Maquina B
0,97 No defectuosa
0,35

0,02 Defectuosa
Maquina C

A

0,98 No defectuosa

(PAU) En una caja hay 10 bombillas, 2 de las cuales son defectuosas. Con el fin de detectarlas, vamos
probando una tras otra. ;Cual es la probabilidad de que la tarea finalice exactamente en el tercer
intento?

P(5D5)+P(D55)=%.g.%+%,§,%:%

(PAU) Un médico ha observado que el 40% de sus pacientes fuma, y de estos, el 75% son hombres.
Entre los que no fuman, el 60% son mujeres. Calcula la probabilidad de que:

a) Un paciente no fumador sea hombre.

b) Un paciente sea hombre fumador.

c) Un paciente sea mujer.

0,75 Hombre @) P(hombre/no fumador) = 0,4
Fumador < _ N B
0.4 025 Muijer b) P(hombre y fumador) = 0,4 - 0,75 =10,3
c¢) P(mujer)=0,4-0,25+0,6 - 0,6 = 0,46

0,6 0,4 Hombre
No fumador <
0,6 Mujer
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11.50. (PAU) En una empresa de auditorias se ha contratado a tres personas para inspeccionar a las
empresas bancarias realizando las correspondientes auditorias. La primera de ellas se encarga de
efectuar el 30%; la segunda, el 45%, y la tercera, el 25% restante. Se ha comprobado que el 1% de las
inspecciones que realiza la primera persona son erréneas, la segunda persona comete un 3% de
errores, y la tercera, un 2%.

a) Halla la probabilidad de realizar una auditoria correctamente.
b) Al elegir una inspeccion correcta, ¢ cual es la probabilidad de que la haya realizado la segunda

persona?

Personas Auditorfas a) P(correcta) = 0,3 - 0,99 + 0,45 - 0,97 + 0,25 - 0,98 =0,9785
0,01 Erréneas

f_

0,99 Correcta

o3 b) P(B/correcta) = 097045 _ 0,4461

0.45 0,03 Erréneas 0,9785
! B

0,97 Correcta

0,25

0,02 Erréneas

0,98 Correcta

11.51. (PAU) La plantilla de empleados de unos grandes almacenes esta formada por 200 hombres y 300
mujeres. La cuarta parte de los hombres y la tercera parte de las mujeres solo trabajan en el turno de
maiana. Elegido uno de los empleados al azar:

a) ¢Cual es la probabilidad de que sea hombre o solo trabaje en el turno de manana?

b) Sabiendo que el empleado elegido no solo trabaja en el turno de mafnana, ¢ cual es la probabilidad
de que sea mujer?

1

4_— Solo mafana  z) p(hombre U mafiana) = g+[El+§lj 213
) Hombres< 554 53) 54 5
5 3 Otro turno

3 3 2

1 b) P(mujer/otro turno) = 5 3 =2
3 3__ Solo mafiana 2.3 + 3.2 7
5 Mujeres < 5 4 5 3

2 Otro turno

3

11.52. (PAU) El 25% de los aparatos que llegan a un servicio técnico tienen garantia. Entre los que no tienen
garantia, un 20% ya fueron reparados en otra ocasion. Finalmente, el 5% de los aparatos tienen
garantia y ademas ya fueron reparados en otra ocasion.

a) ¢ Qué porcentaje de los aparatos que llegan al servicio ya fueron reparados en otra ocasion?
b) ¢ Qué porcentaje no fueron reparados en otra ocasion y ademas no tienen garantia?

c) Un aparato que acaba de llegar ya fue reparado en otra ocasion. ;Qué probabilidad hay de que
tenga garantia?

Reparados

095 Garantia P(reparados n garantia) = 0,05 = 0,05=0,25-x=x=0,2
, 1-x
Noreparados ) preparados) = 0,25 - 0,2 + 0,75 - 0,2 = 0,2 = 20%

b) P(no reparados y no garantia) = 0,75 - 0,8 = 0,6 = 60%

Reparados
0,78 i 22 P (garantia y reparado) _ 0,05
No garantfa c) P(garantia/reparado) = 9 yrep === =0,25
0,8

No reparados P (reparado) 0,2
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11.53.

11.54.

11.55.

11.56.

(PAU) Juan es el responsable del aula de informatica de una empresa y no se puede confiar en él,
pues la probabilidad de que se olvide de hacer el mantenimiento de un ordenador en ausencia de su

jefe es de % Si Juan le hace el mantenimiento a un ordenador, este tiene la misma probabilidad de

estropearse que de funcionar correctamente, pero si no le hace el mantenimiento, solo hay una
probabilidad de 0,25 de que funcione correctamente.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que un ordenador funcione correctamente a la vuelta del jefe?

b) A su vuelta, el jefe se encuentra un ordenador averiado. ;Cual es la probabilidad de que Juan no le
hiciera el mantenimiento?

Se averia

.78 2 1 1
Olvida el a) P(funciona)= = - 0,25+ — -0,5= —
2 mantenimiento 3 3 3
3 B
0,25 No se averia 2.0’75 s
b) P(se olvida/averiado) = 3—1 ==
A 0,5 Se averia 1-— 4
3\ No olvida el < 3
mantenimiento
0,5 No se averia

(PAU) En una biblioteca hay dos estanterias con 100 libros en cada una. En la primera hay 25 libros en
mal estado, y en la segunda, 20. Un estudiante coge al azar un libro de la primera estanteria y lo deja
en la segunda.

¢Cual es la probabilidad de que otro estudiante coja al azar un libro en buen estado de la segunda
estanteria?

Libro escogido Libro escogido
12. estanteria 22 estanteria
Buen estado
75 Buen estado < P(buen estado) = 5 ﬂ 25 80 _ 0,7995
100 Mal estado 100 101 100 101
101
80
o5 Buen estado
100 Mal estado <
Mal estado
PROBLEMAS

(PAU) Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que P(A) = 0,6, P(B)=0,2y P(AUB)=0,7.
a) Calcula P(A n B) y razona si Ay B son independientes.

b) Calcula P(A U B).

a) Recordando las leyes de Morgan: PAn B) =1 — P(Z U B )=1-0,7=0,3 #P(A) P(B)

b) PAu B) =P(A)+ PB)—-P(AnB)=0,6+0,2-0,3=0,5

(PAU) Sean Ay B dos sucesos del mismo espacio muestral tales que P(A) =0,7, P(B)=0,6 y

P(Au B) =

a) Justifica si A y B son independientes. b) Calcula P(A/B) y P(B! A).

a) Para que A y B sean independientes, se tiene que verificar que P(A n B) = P(A) - P(B).
PAuB)=PA)+PB)-PAnB)=09=07+06-PAnB)=PANB)=04
Como P(AnB)=0,4+P(A)- P(B)=0,7 - 0,6 = 0,42, los sucesos son dependientes.

b)P(A/B)—W—; =0,75 PB/A)= —— 2 = =% = £
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11.57.

11.58.

11.59.

11.60.

11.61.

(PAU) En un experimento aleatorio, la probabilidad del suceso A es el doble que la del suceso B, y la
suma de la probabilidad del suceso A y la del suceso contrario a B es 1,3. Se sabe ademas que la
probabilidad del suceso interseccion de Ay B es de 0,18. Calcula la probabilidad de que:

a) Se verifique el suceso A o el B.
b) Se verifique el suceso contrario de A o el contrario de B.

c) ¢Son independientes los sucesos Ay B?

P(A)=2xy P(B) = x. P(A) + P(E )=13=>2x+1-x=1,3= x=0,3. Por tanto, P(A) = 0,6 y P(B) = 0,3
a) P(A U B) = P(A) + P(B)— P(A~B)= 0,6 + 0,3—0,18 = 0,72

b)P(A U B)=1-PANB)=1-0,18=0,82

c) P(AnB)=0,18y P(A) - P(B) = 0,3 - 0,6 = 0,18. Por tanto, A y B son independientes.

(PAU) Un dominé consta de 28 fichas, de las cuales 7 son dobles. Escogidas tres fichas al azar,
calcula la probabilidad de que alguna sea doble si:

a) Se extraen las tres simultaneamente.

b) Se extraen de una en una con reemplazamiento.

a) P(alguna doble) = 1 — P(ninguna doble) = 1 — 21,20 19 = 139 =0,5940
28 27 26 234

3
b) P(alguna doble) = 1 — P(ninguna doble) = 1 — [%) = 2—‘71 =0,5781

(PAU) Se hacen dos lanzamientos de un dado. Si en el primer lanzamiento sale un 2, ;qué es mas
probable, que la suma de las puntuaciones sea un numero par o que tal suma sea impar?

Sean los sucesos A = “la suma de los resultados es par’y B = “en el primer lanzamiento se obtiene un 2.

Las probabilidades a comparar son P(A/B) y P( Z/B).

3 3
P(A/B) = m = 36 =l; P(Z/B) = M = 36 =l = Son igual de probables ambos sucesos.
P(B) 1 2 P(B) 2
6

(PAU) Se lanza un dado de seis caras numeradas del 1 al 6 dos veces consecutivas.
Calcula la probabilidad de que en el primer lanzamiento haya salido un 1 sabiendo que la suma es 4.

Para que la suma sea 4, los Unicos casos posibles son: {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}. Por tanto, la probabilidad pedida

esdel.
3

(PAU) Se escuchan tres discos y se vuelven a guardar al azar. ;Cual es la probabilidad de que al
menos uno de los discos haya sido guardado en el envoltorio que le correspondia?

P(al menos uno bien guardado) = 1 — P(ninguno en su envoltorio)

Los discos pueden guardarse de 3! = 6 formas posibles, de las cuales hay solo dos en las que ninguno esta
en su envoltorio. Por tanto:

w|N

P(al menos uno bien guardado) = 1 —

o N
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11.62.

11.63.

11.64.

11.65.

(PAU) De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que las dos sean blancas?

b) Si la segunda bola es negra, ¢cual es la probabilidad de que la primera también lo sea?

12, extraccion 22, extraccion . s ,
3 a) P(dosblancas)= — - = = =
B 2 5 6 5 5
: g " 2.1
° b) P(1.2N/22N)= 6 5 1
T 42 2 1 s
2 % B 6 5 6 5
6 N T N
5

(PAU) EI 45% del censo de una cierta ciudad vota al candidato A; el 35%, al candidato B, y el resto se
abstiene. Se eligen al azar tres personas del censo. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) Las tres personas votan al candidato A.
b) Dos personas votan al candidato A, y otra, al B.
c) Al menos una de las tres personas se abstiene.

a) P(las tres personas votan al candidato A) = 0,45 - 0,45 - 0,45 = 0,0911
b) P(dos personas votan al candidato A, y otra, al B) = 3(0,45 - 0,45 - 0,35) = 0,2126
c) P(al menos uno se abstiene) = 1 — P(ninguno se abstiene) = 1 — (0,8)° = 0,488

(PAU) De una baraja espaifola se extraen sucesivamente tres cartas al azar sin reemplazamiento.
Determina la probabilidad de obtener:

a) Tres reyes.
b) Una figura con la primera carta, un cinco con la segunda y un seis con la tercera.
c) Un as, un tres y un seis, en cualquier orden.

a) P(tres reyes) = 4.3 .2 0,0004
40 39 38
b) P(1.2, figura; 2.2, cinco; 3.2, seis) = E : i i =0,0032
40 39 38
¢) P(un as, un tres y un seis) = 6 4.4 43, 0,0065
40 39 38

(PAU) Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene tres bolas blancas y cuatro negras; la segunda,
cinco negras, y la tercera, cuatro blancas y tres negras.

a) Si se elige una caja al azar y luego se extrae una bola al azar, ¢ cual es la probabilidad de que la bola
extraida sea negra?

b) Si se extrae una bola negra de una de las cajas, ¢ cudl es la probabilidad de que proceda de la
segunda caja?

B _1 4
Caja1< a) P(N)_§.7+

4 N

~lw

1+l

3

~N|w

2
3

Wl
Wl
[EN ~|
w|

1

Caja 2 N'b) P22 cajalN) =

w\|\>|w\_x

wl=
~
os}
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11.66.

11.67.

11.68.

11.69.

(PAU) En una empresa se producen dos tipos de bombillas, halégenas y de bajo consumo, en una
proporcion de 3 a 4, respectivamente. La probabilidad de que una bombilla halégena sea defectuosa
es de 0,02, y de que lo sea una bombilla de bajo consumo es de 0,09.

Se escoge al azar una bombilla y resulta no defectuosa. ;Cual es la probabilidad de que sea
halégena?

Defectuosa

0,02
Halogena < 3. 0,98
0,98 No defectuosa P(halégenal no defectuosa) = = 0,4668

0,09 Defectuosa
Bajo
consumo
0,91 No defectuosa
(PAU) En una competicion de tiro con arco, cada tirador dispone co6mo maximo de tres intentos para
hacer diana. En el momento en que lo consigue, deja de tirar y supera la prueba, y si no lo consigue

en ninguno de los tres intentos, queda eliminado. Si la probabilidad de hacer blanco con cada flecha
es de 0,8:

a) Calcula la probabilidad de que no quede eliminado.

~ljw

~IA

b) Si sabemos que superé la prueba, ;cual es la probabilidad de que lo haya conseguido en el
segundo intento?

a) P(no quedar eliminado) = 1 — P(quedar eliminado) = 1 — (0,2)3 =0,992

0,2-0,8

=0,1613
0,992

b) P(acierto en el 2.° intento/no eliminado) =

(PAU) En un juego consistente en lanzar dos monedas indistinguibles y equilibradas y un dado de
seis caras equilibrado, un jugador gana si obtiene dos caras y un numero par en el dado, o bien
exactamente una cara y un nimero mayor o igual que cinco en el dado.

a) Calcula la probabilidad de que un jugador gane.

b) Se sabe que una persona ha ganado. ;Cual es la probabilidad de que obtuviera dos caras al lanzar
las monedas?

11 11 7
a)P(gane)= — —+—-—=—
) Plgane) 4 2 23 24
11
b) P(2 caras/ganar) = % =%
24

(PAU) Una fabrica produce un elemento mecanico ensamblando dos componentes Ay B. Se sabe que
la probabilidad de que el componente A sea defectuoso es de 0,001, y que la de que B no lo sea es de
0,997. Se elige al azar un elemento. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) Solamente el componente A es defectuoso.

b) Ninguno de los componentes es defectuoso.

c) Ambos componentes son defectuosos.

d) Solamente uno de los componentes es defectuoso.

Sean los sucesos A = “componente A defectuoso” y B = “componente B defectuoso”

a) P(A nB)=0,001 - 0,997 = 0,000997

b) P(A ~B )= 0,999 - 0,997 = 0,9960

c) P(AnB)=0,001 0,003 = 0,000003

d) P(solo un componente defectuoso) = P(A mE) + P( ANB )=0,001 - 0,997 + 0,999 - 0,003 = 0,003994
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11.70.

11.71.

(PAU) Se supone que las sefales que emite un determinado telégrafo son punto y raya y que el

telégrafo envia un punto con probabilidad % y una raya con probabilidad ; Los errores en la
transmisiéon pueden hacer que cuando se envie un punto se reciba una raya con probabilidad % y
que cuando se envie una raya se reciba un punto con probabilidad %

a) Si se recibe una raya, ¢cual es la probabilidad de que se haya enviado realmente una raya?

b) Suponiendo que las sefales se envian con independencia, ¢ cual es la probabilidad de que si se
recibe punto-punto se haya enviado raya-raya?

Sean los sucesos ER = “emite raya”, EP = “emite punto”, RR = “recibe raya” y RP = “recibe punto”.

Las probabilidades que da el problema son P(EP) = % P(ER) = ; P(RRIEP) = % y P(RPIER) = %
2 4
P(ERARR 37
a) P(ERIRR ) = (ERORR) 37 ~32_ 07805
P(RR) 13,24
4737
41 T ,
P(ERARP 73
by (PERIRP)2=| TIERORP) || 773 _(18) —01385
P(RP) 33, 14 3
47 37

(PAU) La ruleta de un casino consta de 40 casillas, numeradas del 1 al 40. Los niumeros acabados en
1, 2, 3, 4 6 5 son rojos, y el resto, negros. Puesta en marcha la ruleta, se consideran los sucesos
siguientes:

A = “el resultado es un numero de la primera decena”.

B = “el resultado es un namero par”.

C = “el resultado es un numero rojo”.

a) Halla la probabilidad P(C — A).

b) Halla la probabilidad de que el nimero sea de la primera decena, sabiendo que es rojo.

c) ¢Son independientes los sucesos Ay B? ;Y los sucesos Ay C? ¢{Son independientes los tres
sucesos?

15 3
a)P(C-A)= —=—
YA ) 40 8
5
P(ANC) 40 1
b)P(AIC) = ———=—F=—F+—=—
PO "pey " 20 7%
40
5 1
c) PAnB)=—=—
) P ) 40 8
171 1 . . .
P(A) - P(B) = —-—=— = Si son independientes.
4 2 8
5 1 11 1 . . .
P(AnC)=—=—, P(A) - P(C) = — — =— = Si son independientes.
40 8 4 2 8
2 1 _1 111 . .
P(ANBNC)=—=—,P(A)- P(B)- P(C)=——- — =— = No son independientes.
40 20 4 22 16
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11.72.

11.73.

11.74.

(PAU) Tres amigos juegan con un dado de la siguiente forma. Cada uno lanza el dado a lo sumo una
vez. Si el primero en lanzar obtiene un 6, gana la partida. Si no, lanza el segundo, y si este saca un 4 o
un 5, gana la partida. Si no lo consigue, lanza el tercero, y si saca 1, 2 6 3, gana la partida. Si no lo
consigue, la partida acaba empatada. Halla la probabilidad que tiene de ganar cada jugador y la
probabilidad que hay de que la partida quede empatada.

1
1°. lanzamiento 2°. lanzamiento 3%, lanzamiento a) P(ganael 1.%)= 5
1 6 51 5
6 b) P(ganael2°)= - —=—
) Plg ) 5318
2 Sale 405
6
5 3 c) P(ganael 3.° = Egl:i
g No 6 5 Sale1,203 6 3 2 18
4 ™ No sale 4 ni
g  Nosdlednis d) Plempate)=1— 153
3 No sale ni 1, 18 18
6 ni 2, ni 3

PROFUNDIZACION

(PAU) De dos sucesos A y B se sabe que son independientes, que la probabilidad de que ocurra uno
de ellos es % y que la probabilidad de que ocurran ambos simultaneamente es % Halla las
probabilidades de Ay B.

Como Ay B son independientes = P(A N B) = p(A) - p(B). Ademas, P(A U B) = % yP(AnB)= % .

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A ~ B) = g = P(A) + P(B) - % = P(A) + P(B) = %

Se trata de resolver el sistema:

_7
P(A) -P(B)=% PA=5 —FB)
7 7 _ 1 7 1 _ =
P +p(8)=1]  (GP®) - AEI= 3 = PP~ G A =0 oPEF-TrtE) 220
= z = l i = l = g
PB)= 2 = P(A)= SobienP(B)= = = PA)= 2

(PAU) Pere, Juan y ocho amigos mas se sientan al azar en torno a una mesa circular. Calcula la
probabilidad de que Juan y Pere estén sentados juntos.

El numero de formas de sentarse es PC1o = Py = 9! = 362 880.
Si Pere y Juan se sientan juntos, se les considera a los dos como un Unico elemento, por tanto habra:
2 - PCyg=2- Pg=8!=80 640 formas de sentarse.

P(estén juntos) = % = %
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11.75.

11.76.

11.77.

(PAU) Un dado esta trucado de manera que son iguales las probabilidades de obtener 2, 4 6 6.
También son iguales las probabilidades de obtener 1, 3 6 5. La probabilidad de obtener un 2 es el
doble que la de sacar un 1.

Deduce razonablemente cual es la probabilidad de que al lanzar el dado dos veces se obtenga una
suma de sus puntuaciones igual a 7.

P(1)=P(3)=P(5)=x

SX+2X+ X+ 2X+ X+ 2Xx=1=9x=1=x= l
P(2)=P(4)=P(6)=2x 9

Los modos de obtener una suma de siete seran {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2) y (6, 1)}.

2 2 2 2 1 1 2 2 1 12 4
P T P + . + - -

1 1 1
— —_ + — —_+ —
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8 27

P(suma 7) =

(PAU) En un famoso concurso de television, al concursante se le da a elegir tres puertas. Detras de
una de ellas esta el premio mayor, que es un coche, y detras de las otras dos hay premios menores.
Una vez que el concursante elige la puerta, el presentador, que sabe dénde esta el premio, abre
siempre una de las puertas donde hay un premio irrisorio. En ese momento, cuando solo quedan dos
puertas, siempre pregunta al concursante si desea cambiar de puerta.

¢Crees que el concursante tendra mas posibilidades de ganar si cambia de puerta o si se queda con
la que eligié inicialmente?
Inicialmente, la opcién que ha elegido el concursante tiene una probabilidad de 3 de tener el premio mayor.

Como el presentador siempre abre una puerta sin el premio mayor (esto siempre lo puede hacer), de dos

puertas que quedan, la que eligié el concursante tiene una probabilidad de % y la otra, de % de tener el

premio mayor. Por tanto, conviene cambiar.

Se tiene un cubo y se pintan al azar tres caras de color rojo y otras tres de color amarillo. Calcula la
probabilidad de que las tres caras de color rojo tengan un vértice en comun.

6!
—=20
313!
El nimero de formas de pintar el cubo con tres caras amarillas y tres rojas, de modo que las tres caras de
color rojo tengan un vértice en comun (consecuentemente, las tres caras de color rojo también lo tendran),

- , - _ , 8 2
coincide con el nimero de vértices del cubo, que es 8 = P(vértice en comun) = —= =

20 5

El nimero de formas de pintar el cubo con tres caras amarillas y tres rojas es P63’3 =

11.78. a) Halla la probabilidad de obtener al menos un seis doble en n tiradas de dos dados.

b) ¢ Cuantas partidas habra que jugar para que la probabilidad anterior sea % ?

a) Sea A el suceso “sacar 6 doble en la tirada i-ésima”.
La probabilidad pedida sera:
PA) =PATUA2UA3U ... UA)=1-P(A VA UAU..UA )=1-P(A1n A2n Asn...n Ay) =

=1- P(7\ 1) P(7\2) P(Z 3) ... P(Zn), ya que los sucesos son independientes.

n
=1-[P(A)]"=1- [%) , ya que todos los sucesos tienen la misma probabilidad.

n
P(al menos un 6 doble en n tiradas de dos dados) = 1 — [éj

36
35) 1 _(36Y . _
b)1-|—| =—==2=|—| . Tomando logaritmos resulta: log 2 = n(log 36 — log 35) =
36 2 35
= L = 25 partidas
log 36 -log 35

11.79. Demuestra la siguiente igualdad: P((A N E) v (Z N B)) = P(A) + P(B) - 2P(A N B).

P(An B)U(A NB)=PANB)+P(ANB)-PANBANAAMNB)=
= P(A) - P(A A B) + P(B) — P(A n B) = P(A) + P(B) — 2P(A N B)
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11.80. Sean A, By C tal que P(C) > 0. Demuestra que P(A u B/C) = P(AIC) + P(BIC) — P(A N BIC).

P((AuB)NC) P((AnC)u(BNC)) _ P(AnC) P(BNC) P(ANBANC) _
PC)  PlE) PC) Pl PO

= P(AIC) + P(BIC) — P(A N BIC)

P(A U BIC) =

11.81. De una urna que contiene 6 bolas blancas y n negras se extraen k bolas. Calcula la probabilidad de que
sean r blancas:
a) Devolviendo la bola a la urna después de cada extraccion.

b)Sin devolverla.

r k-r
a) P(r blancas) = [lr(j(nffsj '[nZGJ

b) Supondremos las bolas distinguibles.

Casos posibles: Cs, - Cnx—r- Pk
Casos favorables: V), + 6«

Cor CoirP
P(r blancas) = —&:L k=1 "k

Vn+6, k

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

11.1. Si Ay B son dos sucesos tales que P(A) = 0,4, P(B) = 0,2 y P(AUB) = 0,5, la probabilidad de que
sucedan Ay B es de:

A) 0,1 B) 0,3 C)0,5 D) 0,6 E) Faltan datos para averiguarlo.
Sabiendo que P(A U B)=P(A)+ P(B)- PAnB)= P(AnB)=0,4+02-05=01.

11.2. La probabilidad de que un atleta supere en el salto de longitud la distancia de 8,75 metros es de 0,3. Si
realiza tres intentos, ¢ cual es la probabilidad de que supere los 8,75 metros en los tres saltos?

A) 0,027 B) 0,09 C) 0,27 D) 0,5 E) 0,9
P(supere 8,75 en tres intentos) = (0,9)° = 0,027

11.3. EI 90% de los coches que circulan llevan el seguro obligatorio. De los coches asegurados, el 70% son
conducidos por hombres, y de los coches no asegurados, el 85% son conducidos por hombres. Si
elegimos un coche al azar y el conductor es una mujer, la probabilidad de que tenga seguro es de
aproximadamente:

A) 0,75 B) 0,83 C) 0,87 D) 0,91 E) 0,95
0,7 Hombre
Seguro < P(seguro / mujer) = 09:03 = 0,947
0,9 0,3 Mujer 0,9-0,3+0,1-0,15
Seria la respuesta E.
01 0,85 Hombre
, No <
seguro )
0,15 Mujer

11.4. De un experimento se sabe que P(A) = 0,25, P(B) = 0,6 y P(A/B) = 0,15. La probabilidad del suceso
AU Besde:
A) 0,09 B) 0,45 C)o0,7 D) 0,76 E) 0,8
P(An B)=P(B)- P(AIB)=0,6 - 0,15 = 0,09
P(A UB)=PA)+PB)-PANB)=0,25+0,6-0,09=0,76

Solucionario E| 45



11.5. Los sucesos Ay B son independientes. Si P(A) = 0,8 y P(B) = 0,5, entonces P(Zu E) es:
A)0,3 B) 0,4 C) 0,45 D) 0,6 E) 0,63
PANB)=PA)-PB)=08-05=04

P(AUB) =1-PAnB)=1-04

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

11.6. De los siguientes experimentos, di cuales no son aleatorios.
A) Elegir al azar un angulo de un tridngulo equilatero, medirlo y anotar su resultado.
B) Escoger al azar una diagonal de un rombo de area 20 cm? y anotar su resultado.
C) Escoger al azar una diagonal de un cuadrado de area 5 cm? y anotar su resultado.
D) Medir al azar un radio de una circunferencia de area n cm? y anotar su resultado.

E) Medir al azar una cuerda de una circunferencia de arean cm’ y anotar su resultado.

Son aleatorios By E.

En A, todos los angulos miden 60°; en C, las dos diagonales del cuadrado miden lo mismo, \/ﬁ y en D, todos
los radios miden 1 cm.

11.7. Si P(A) es la probabilidad de obtener al menos una cara cuando lanzamos cuatro monedas, entonces:

A) El nimero de casos favorables es 4.

1
B) P(A%) = ¢

1
C) P(A°)=%

5
D) P(A)>
E) P(A)+ P(A°) <1.

Como P(A)= % los unicos casos ciertos son C y D.

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas:

11.8. Decide cual de las siguientes afirmaciones es cierta:
A) Si Ay B son dos sucesos incompatibles, entonces P(A) + P(B) = 1.
B) Si Ay B son dos sucesos independientes, entonces son también incompatibles.
C) Si Ay B son dos sucesos incompatibles, entonces son también independientes.
D) Si A es un suceso imposible, también es independiente con cualquier otro suceso.

E) Si A es un suceso seguro, también es independiente con cualquier otro suceso.
Son correctas D y E.

Si P(A) =0, entonces PIAn B)=P(J)=0y P(A)- P(B) =0

Si P(A) = 1, entonces P(A N B) = P(B) y P(A)-P(B) = P(B)

46 E Solucionario



Seriala los datos innecesarios para contestar:

11.9. Los 250 alumnos matriculados en una academia de idiomas solo pueden estudiar uno de los dos
idiomas impartidos: inglés o francés.
Para hallar la probabilidad de que apruebe un alumno elegido al azar:
a) En inglés hay matriculados 200 alumnos.
b) En francés hay matriculados 50 alumnos.
c) En inglés aprueba el 56%.

d) En francés suspende el 26%.

A) Puede eliminarse el dato a.

B) Puede eliminarse el dato b.

C) Puede eliminarse el dato c.

D) Puede eliminarse el dato d.

E) Puede eliminarse el dato a o el dato b.

E. Si se conoce el numero de alumnos matriculados en una de las asignaturas, se conoce también el nimero

de alumnos matriculados en la otra, ya que el total de alumnos es un dato del enunciado y cada alumno solo
puede estudiar una de las asignaturas.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

11.10. Para saber si dos sucesos, Ay B, son independientes:
A) Basta con saber las probabilidades de Ay B.
B) Basta con saber si son incompatibles.
C) Basta con saber las probabilidades de la unién y la interseccién de los sucesos.
D) Basta con saber la probabilidad de A° y la de P(A/B).

E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

Si se conoce P(A°), se conoce P(A) y, en este caso solo se tiene que ver si coincide con P(A/B). Luego la
respuesta correcta es la D
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