Limites y continuidad

1. En los apartados siguientes, usar la grafica de las funciones para hallar el limite si existe:

@lim @9 (b)lim (F+2) (g lim o) f(X):{ o
(@) lim ooy f(x)={x2“’ U fgim 2 pim
x> 1 1, x=1 - 5 F x> 3
2. Calcula los siguientes limites:
@lim S m)lim SR (@ fim T @ limg
Y x4
(o) lim =55 (f)lim =7

3. Determina gréificamente los limites xl1n2+ S,  lim flx), lim  flx) de las siguientes
funciones:

4 N

44 44

34 34—
2+ 24
/ T

4. Hallar, si existen, los siguientes limites:
(@ lim =< () lim

x—> 5% x2-25° x— 4=

. 2 90t1 . . I, . 2]
(d) xl}n]l, - x—)lc ’ (6) xl_l}l’IlO X (f) xl_{mz x-2

. _ 2 =
(g) xLHn3 f(X), donde f(X) - 12;2x . x> 3

x2—4x+6, x<2
x> +4x-2, x>2
3+1, x<1
x+1, x>1

(h) lim  fx), donde fix)=

@) )Liml fix), donde f(x)=

x, x<1
1-x, x>1

)] )Liml fx), donde fix)=

5. Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:
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@ f==5 ) =5 (© =5 @ =45
(@ f)=21 () =25 () fn) =5

-2x+3, x<1 —2x, x<2
h — b 2
( ) f('x) { xZ’ le (l) f(x) { 4x+1 x>2
3
x’, x<2
6. Hall tal la funcion f(x) = ; R tinua.
allar a tal que la funcién f(x) . x>2 sea continua
2, x<-1
7. Hallar a y b de modo que hagan continua la funciénfix) =4 ax+b, —-1<x<3
-2, x=3

8. Calcular lim3 fix) y lim3 f(x) de las siguientes funciones:
x— 3% x— -3~

a) fix) = =

9. Calcular li£r21+f(x) y liglﬁf(x) de las funciones:

@ fW=—ts 0 fn=+%

10. Hallar las asintotas verticales (si hay) de las funciones:

=15 f=35 =77 f=1-%

fo=t =8 =54 =5

11. Hallar los siguientes limites:

X3, : 24x, : X2, . X,
xllm =2 xllll}+ I ’1 xl’ln‘lﬁ' x-16 ’2 Xl‘l>nl4 w216 31
. . . 2 _ Ly, . x%—x . . x3=
lim- (1+3); lim 2 -%); lim i mo S5,

12. Determina las asintotas horizontales de las siguientes funciones:
(@) flx)= xm; (b) flx)= 2+2; (c) flx)= xziz
@ fO=2+37 © =72 () f)=5-7;

13. Halla los siguientes limites:

(@) lim D™ ®) Jim (52" (© lim (4— 37 +5x)
352
@ lim (V&2+5 +2x) (0 lim 2= () lim (352)
—/5x2—9 JAx116 —4 N 3p_d \ —
(9) lim =5 () lip S5 () lm GE) e
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x=3,x+1
3,x=1
(a) Represéntala graficamente. (b) Halla f(1) y f(3). (c) Calcula linllf(x) y lirrglf(x).

15. Comprueba que lirr21 (4x—-5)=3.

14. Dada la funcién flx) = { . Se pide:

16. Demuestra que lim ﬁ = 3. Haz una gréfica de la funcidn para ayudarte.
x—-6

17. Comprueba que !}IQ % = 1. Haz una gréfica de la funcidn para ayudarte.

2
. 4 o~ , . . .
18. Dadas las funciones fix) = “= y g(x) =x+2. éCémo serdn sus graficas? ¢Cuanto valen, en cada
uno de los casos, la imagen de 2 y su limite cuando x tiende a 2?

2x—2,x<2

, tenga limite cuando x
X2 4 2kx — 2k, x> 2 &

19. Determina el valor de k para que la funcién fix) = {
tienda a 2.

20. calcula eI valor de lim f{x) cuando f(x) es: (a) ix) = =5,  (b) fix) =—5,
(C) f(X) (x—2)2 ’ (d) )f(.X) (x—2)2

Analiza el comportamiento grafico de f(x) en x = 2 en cada uno de los casos.

21. Calcula los siguientes limites:

2
. 2+x-3x?2 x-1
(a) lim =57 (b) lim { . 1)2}
-1
1 2x%+1 1° |:)C2—2X+1 i| (x=1)2
(€ 1N 53 () 1M | =
x*-3x+2 . 2 1-2x
(@ lim 7 0 lim (x* - 3x)
x343x%—x+1 . 3x
@lim =5 () Tim 5
)l 2t i 2L
(i) x—1>I;I<‘)10 x2+4x-1 (1) xl—gg 3x—4
2_
1i [ 1+x ]% 1; VX2 43x +2x
(k) LI [ 355 (him =37

m lim [2L]77

X2
(n) lin% [x2 1]+

X

) —3 1|2
@) lim [2x + 3] &2 (o) lim { > }
x-1 (1)
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2
(1m0

lim 2x2+3x—14
(s) ) x3-8

li x=3x=2
(0 M S s Sx2+dar

(u)hm 16 (v)hm J3_x =
Jx =2 2— 2=
1i Jx+4 =2 1i x2—2x2+4x
(w) xLII()l T 243x (x) xlllzl =

w lim [ Vx2 - 3x —x]

22. Calcula los siguientes limites:

@ lim | 2x— 4x> = 2x+3 |

@lim [ V222 +1 - V222 +3x-2 |

o) lim | V4x? —2x —2x+2]

@ lim 2217

@lim 35

x2 +2x

x243x—4

. 2
@ lim [ 25

(d)}CLIg [1 _ 2x3_1 i|4x+5

olim [2]7

x2+4x

mlim [355]

2x+1
e 2x+3 ao1e 2r
olim | 32 | 0 1im 53
. 2541 . 2%
(lim 5 0 lim 57

23. Comprueba si son continuas o no las funciones siguientes en los puntos que se indican:
(@) filx) =x>—3x+5 enx=2.
2
(b) flix) = 75 enx=3.

2x=5, x+2
(C)f(X)={ A x=2 enx=2.
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3x+5, x<-1

(d) flx) = { 3 i enx=-1.

2x+4, x> -1

x*+x-3, x<1
(e)f(x):{ 2x—3, x> 1 enx=1.

x2-1

X <1
Hfix)=9 3x—2,1<x<2 enx=lyenx=2.
—5x+6
,2<Xx

Soluciones

Li@lim (4-x=1 () lim +2)=3 (Jlim fx)=lim@-x)=2f2)=0

(d) lim  fx) <lim (2 + 1) =22 /(1) = 1

(e) flx) = Ix—5| { _11,,)Cx><55 , xllrrsl I=1+-1 =xl_1>r§17 (—1), no existe el limite.
2. (a) lim e =lim 7% oy =lim ST
W im, i
\/m 3 —lim 1

(c) lim, lim = =55

[2

(d) @%%4

x+1 4 q: —1 _ —_1
(e) lim === =lim 775 = 3
it 1 1
) 2 0
(A lim == =lim 5o =

3. (o) lim flx) =3 =lim fix)
(b) lim g(x) = -2 +lim g(x) =3
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(c) x@}} h(x)=2 ixlizrzl+ h(x)=-2

(a) lim, e =lim s = 10
@ Jim S =lim sy
@ Jim % =lim Sy =
@ lim A= dim o (v - 1) = 0
() lim 5 =-1+1=lim %
() lim 25 =1+ 1=lim 3
. x2 35 . 12-2x
w L =y #F2EIm TS

. x;]]n% (O —4x+6) =2=xlirzl+l (=2 +dx—2)
0 xlinll_ P +1)=2 :xlirlq (x+1)

() lim x=1+0=lim (1-x)
x— 1- x— 1+
(a) f(x) es continua en su dominio que es R.
(b) f(x) presenta en x = 0 una discontinuidad inevitable.
. oot —oo =1
Ji 0 = 450 % o =i /)

(c) f(x) presenta en x = -1 una discontinuidad evitable.

x2-1
x+1

lirzl] :lirpl (x—1) = =2, f(-1) no existe.

(d) f(x) presenta en x = 2 y x= -2 discontinuidades inevitables.

lir?_ Sflx) = —0 # 400 :lirgl+ f(x)
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. ot —oo = i
i fx) = o0 # —o0 = lim_f(2)

(e) f(x) presenta en x = 1 una discontinuidad inevitable.
lir{l flx) = —00 # 40 :lir{l Sf(x)

x—-1- x— 1+

(f) f(x) es continua en su dominio que es R.

(g) f(x) presenta en x =5 una discontinuidad inevitable y en x = -2 una discotinuidad evitable.
lim = —00 # 400 =]im
Tim fx) lim f(x)

llm x+2

1 .
m s =7V f(-2) no existe.

(h) f(x) es continua en R, ya que es continua también en x = 1.

lim (-2x+3) =1 =lim x* =£(1)

(i) f(x) presenta una discontinuidad inevitable en x = 2.

lim (-2x) = -4 =£(2) # -3 =lim (x> —4x+1)

6. Para que f(x) sea continua ha de serlo en x = 2, ya que en el resto de los puntos del dominio por estar
definida como una polinémica ya lo es.
f(2)=8
: lim x* =8 ;
fcontinuaenx=2 < g <= (como los tres valores han de ser iguales)

lirgax2=4a
8=4a=a=2

7. Para que f(x) sea continua ha de serlo en x = -1 y en x =3, ya que en el resto de los puntos del
dominio por estar definida como una polindmica ya lo es.

f=0=2
f continuaenx=-1 < lim 2=2 <= —a+b=2

x->—1-

Iim ax+b=—-a+b

x-> -1t
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f3)=-

fcontinuaenx=3 < )Cl_lgl,ax"'b:Sa"'b —=3a+b=-2

HI% —2==-2
. _ —a+b=2 B 3
Resolviendo el sistema g4 b=-2 >a=-1,b=1

8. (a) lim —5=-0y lim 5=t

x> 3* x> 3

. X _ . -

(b) x}“%+ g —TO Y xﬁhr?y 29 — P
) 2 ) 2

(a) x}lrg3+ S =~ Y x}1r£13_ g = 1o

9. (a) hm(M2 =f0y hm—22:+eo

() lim

oo+ (+2) =ty xl—glél

L 2) T

1 ; .
10. (a) f(x) = 72 posee como asintota vertical la recta x = 0.

(b) fix)= xi;EZ posee como asintotas verticales las rectasx =2 y x =-1.
(c) fix) = —7 Posee como asintotas verticales las rectasx=1 y x=-1.
(d) fix)=1 —ptx%ee como asintota vertical la recta x = 0.

(e) fix)= )3 posee como asintota vertical la recta x = 2.

(f)ﬂx x_z posee como asintota vertical la recta x = 2.

(g) f(x) mNo tiene asintotas verticales.

(h) f(x)—
1. (@ lim -3 - - w» (b)
lim =% = —o0
x> 1+
. 2
(c) Jim 355 = +o0 (@) lim 275 =5
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12.

13.

(e) lim (1+3) =00 (0 lim (2 = %) = +o0

A1) _1 . =D 24xt)
(9) hm(xm)cv D=2 (h) lim =5 — =0

2

(a) La funcién f(x) = 2

2., Posee como asintota horizontal la recta y = 3.

(b) La funcién f{x) = posee como asintotas horizontales las rectas y=2 e y=-2.

«/x2+

. X , .
(c) La funcionf(X) = 2.4 Posee como asintota horizontal larecta y =0.

(d) La funaonﬂx) =2+m posee como asintota horizontal la recta y = 2.

(e) La funaonf(x) = J_— posee como asintotas horizontales las rectas y=3 e y=-3.

(f) La funuonf(X) 5- x2+] posee como asintota horizontal la recta y = 5.

(a) @%ﬁ]%:é‘ﬁl%:e% =8

w Jim (B2 = (37 = 4o

. . 13x2—5x
lim (4 — 2 4 —lim ————— = 4+
(c) X—>00 X 3x Sx X=>0 dx+.,/3x245x

(d) hm («/4x +5 +2x> hm m - =0

o @%y%ﬁz&f%

MR s 6 1
(g’g%ﬁ ] D

(h) %Wmﬂ
0 iy L) "=
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14.
(b) f(1)=3, f(3)=0

(9 lim (x—3) =2 % (1),

15. y 16.

lim (x—3) = 0 =f(3).
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17.

80

60

-40

-60

-80




18. v 1Y g(x) =x+ 2. Sus graficas Unicamente difieren en el punto de abscisa x = 2. La recta
fy=5= s-,;dﬁ‘,mz}
g(x) pasa por el punto (2,4) y a la recta f(x) le falta el punto con abscisa x = 2.

lim ) =lim g(x) = 4
19. ;LIZI} (2x-2)=2= 4+4k—2k:}ir21} (x? +2kx—2k) > k= -1

20. (a) }11211 —y = —0 F +0 —)}}g} 7, f(2) no existe.

(b) 111211 x—__x2 = 400 #+ —00 =11I211 x—__xz’ f(2) no existe.
X—>L™ X—
(c) hm = 2)2 =400 =400 =11121} (x—%)z' f(2) no existe.
X—.
(d) hm (= 2)2 = —00 = —0 hm x 2)2 , f(2) no existe.

En todos los casos la recta x = 2 es una asintota vertical.

x/(x-2)

-2

Lr&«]



90
80
70,
60
50
40 |
30

20

14 (x-2p

-7 6_q/ (-{:_ 2)2-4 -3 -2 -1 . 0 2 3 4 5 6 7 8 9

-20 |
-30 |
-40 |
-50 |
-60

-70

-80 |

-90 |

21. Calcula los siguientes limites:

2
S 24x3x2 . { —x }x_l _ -1 _
@Im <o =-3 o lim =5 =07 =0
-1
; 20241 ; [x2—2x+1 } -2 _ -0 _
@lim 557 =0 (e lim | =55 =07 =00

cooxt 32 . 2 1-2x o
@lim gy =+ @lim & =3x)" " =007 =0
I L) e a I L Bx i 3%
@ lim o =+o0 () lim 7 =0 # —oo = lim
24+x2-3x* Vatl

() lim

x——c0 X2+4x-1 —® (j)}cl—gg 3x—4 0
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72x

1+x 3 +3 +2x 3

m Jim (25177 = ()7 =

X

(n) hm [x? - 1]”3 —lﬁ“ﬁ Fc0 — l]x+z =8"=0

x->=3 x->=3

7) lim [2x+3]ﬁ = 52 iim{ 1 }xz_l =1
(n) x—»] o 0) X—0 (x—1)2 o

2 e HXTVXTHOX S
(e lim =5 = o0 0 lim 55 =7
. 2x23x=14 11 X3x2 3

(s) %CI_I)IZl x3-8 1 (t) hm 2x3+5x24+4x+1 T —1 T 3
_ = _12_

(u)hm f 2 =32 llmz_J—— ==

w lim 2 = L o lim e 10

Wm0 3 T2 = \/ 2 3

wlim [V*7 =3x -x|=3 mgghmw@?f£;§]=%

22. Calcula los siguientes limites:

ol [T - BT )=
o lim | V4x2 —2x —2x+2] =2
@lim (35 = @lim [1-55 "7 = e
@lim [#5]7" = (B)hue [£]7 =
2 )262;2)( -3 el x2+4x
R T
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) %3 2x+1 ) N
(0 lim [ 2x-3 } =e () lim 57 =0
lim 5 = 1 mlim 574 = —1

23. Comprueba si son continuas o no las funciones siguientes en los puntos que se indican:

(a) fix) = x> —3x+5 enx=2. Es continua por ser polinémica.

f(3) no existe
(b) flx) = ﬁ en x = 3. No es continua ya que: ;}glf(x) =
lir3r} flx) =40

_ 2x—5, x+2 ) _ . f2)=4
(o) flx) = 4 x=2 en x = 2. No es continua ya que: liIEI (2x—5) =1

3x+5, x<-1
(d) () :{ 2x+4, x>-1

f=1)=6
lim (3x+5)=2

lim (-2x+4) =6

en x =-1. No es continua ya que:

@ f00) x?+x-3,x<1 N '
e X) = en X =1. No es continua va que:
2x—3, x> 1 ya s

(1) no existe
lir1Q (x?+x-3)=-1
lirlq 2x-3)=-1

x2-1

.x<1
Hfix)=9 3x—2,1<x<2 enx=lyenx=2.
—xzjz% ,2<x
f(1) no existe
No es continua en x = 1 ya que: }Lrlr} );2—_11 =2

lim (3x-2) =1
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f2)=4
}err} (Bx-2)=4
. (x=2)(x-3)
Im ——=-1

x-2+ x=2

No es continua en x =2 ya que:
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