Matematicas Bachillerato Derivadas

DERIVADAS

1. Derivada de una funcion

Definicion 1 (Derivada de una funcién en un punto): Dada una funcién y = f(x), se define
su derivada en el punto x=a, y se designa por f '(a) como el valor del siguiente limite, si
existe:

f(a):|m1fiégfglﬁlzlmqf(a+‘)‘f(a)= lim &Y

X—a t—0 t Ax—0 AX

Por tanto, la derivada de una funcion en un punto, si existe, es un numero: el resultado de
dichos limites, en cualquiera de sus tres variantes.

Las tres definiciones son equivalentes. Veamoslo:

En primer lugar, si llamamos |t = x — &, tenemos que cuando x — a, entonces t =X — a
tiende a a — a = 0. Y reciprocamente, cuando
t— 0, entoncescomo t=x-a = , se
verifica que x tiende a a+ 0 = a. Entonces, con
estos cambios de variables, los dos limites prime-
ros son equivalentes (en lugar de t podemos usar L -
cualquier letra: h, por ejemplo). Ay
Por otra parte, si estamos inicialmente en a y nos f(a)] == :
hemos trasladado hasta x, la variable indepen-
diente se ha incrementadoen t=Ax=x-a, yla a
dependiente en Ay = f(x) —f(a), por lo que los dos <
limites primeros son iguales al ultimo.

A

v

Definicién 2: Una funcion se dice derivable en un punto x si existe f '(x).

Definicion 3: Se definen las derivadas laterales de una funcion en un punto de forma ané-
loga, pero tomando sélo el limite lateral correspondiente. Asi, las derivadas por la derecha
y por la izquierda de una funcién en un punto a serén:
fia)=tim T =T@ gz iy )= (@)
x—a* X—a x—>a~ X—a

Como el limite completo existe si, y sélo si existen los dos limites laterales y coinciden,
una funcion sera derivable en un punto si y sélo si lo es tanto por la derecha como por
la izquierda, coincidiendo, ademas, ambas derivadas laterales. En tal caso, tal valor
comun es, también, el valor de la derivada de la funcion en el punto.

Teorema 1: "Si una funcion es derivable en un punto, entonces, es continua en dicho
punto."

Por tanto, si una funcion es discontinua en un punto no puede ser derivable en dicho
punto (porque si lo fuera, segln este teorema deberia ser continua; y no lo es).
Demostracion. Calculamos el siguiente limite:

|mhuy¢mﬂ:mmﬂﬁl59u—m:
X—a X—a X —_ a
Como el limite de un producto es el producto de los limites de los distintos factores:
= IimMIim(x—a) =0

X—>a X—a X—a
El primero de los limites existe segun el enunciado del teorema, ya que es f'(a). Y el se-
gundo vale a—a = 0. Por tanto, este limite vale cero. Hemos obtenido que:
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im(f () - (@] =0 < limf()-limf(a) =0 < lim f(x)=lim f (a)

Y como f(a) es un nimero fijo, no varia cuando x — a. Luego:
lim f(x)=f(a)

Y esta es la definicion de que f es continua en a. Por lo que hemos demostrado el teore-
ma. [

El reciproco de este teorema no es cierto: hay funciones continuas que no son derivables
(por ejemplo, y = |x| en x = 0).

2. Interpretacion geométrica de la derivada (problema de la tangente)

La derivada de una funcién f en un punto a: f '(a), es la A

pendiente’ de la recta tangente a la gréafica de dicha fun- y—f (a)=f '(a)(x-a)
cion en el punto (a, f(a)).

Por tanto, la recta tangente a y =f(x) en el punto (a, f(a)) f(a) y="f(X)

tiene como ecuacion:

y-f @) =1 ‘@x-a)

Veamos por qué esto es asi. En primer lugar, consideremos a

una recta de la que conocemos su pendiente m y un punto:

(Xo0, Yo)- Segun la forma punto-pendiente, tendrd como ecuacion: y — Yo = m(X — Xo). Si otro
punto es (X1, Y1), sus coordenadas haran ciertas esta ecuacion, por lo que: y1 — Yo = m(X; —
Xo). Asi que su pendiente, conocidos dos puntos de la recta, es:

v

m = Yi~Yo
X —Xg
Pues bien. Sea una funcion f(x) derivable en un entorno de x = a. Consideremos la recta r
que pasa por los puntos (a, f(a)) y (x, f(x)). La pendiente de dicha recta, segun lo visto, es:
m= 1=
X—a

Hagamos, ahora, tender x—a. Asi larecta r va A
cambiando, seguin hemos querido mostrar en el y = f(x)
grafico. Primeramente x esta alejado de a, por  f(X)
lo que r es la que estd mas inclinada, pero a l
medida que movemos X en direccién hacia a,
el punto (x, f(x)) se va moviendo sobre la cur-  f(x)
va, de manera que la recta r se va transfor- f&)
mando hasta que, en el limite de dicho movi- f(a) fou
miento, se convierte en la recta s, que es tan-
gente a la curva en (a, f(a)) 2. Luego la pen-
diente m de la recta tangente s es el limite de la pendiente de r al final de dicho proceso.
Es decir:

»

a X «— X €+— X

! Si una recta esta en forma explicita: y=mx+n, o en forma punto-pendiente: y—y,=m(x—Xo), al pardmetro m
se le denomina pendiente de la recta. La pendiente sefiala la inclinacion de la recta, de forma que si m=0
la recta es horizontal; si m es positiva, la recta es creciente, mas vertical cuanto mayor sea m; y si m es
negativa, la recta es decreciente, mas vertical cuanto mas negativa sea m.

2 Este grafico puede verse interactivo en la direccion: http://www.geogebratube.org/student/m36335 don-

de al pinchar en B puede moverse hacia A, observando como la secante se convierte en tangente.
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m= limm, =lim
X—a X—a

Conocida la pendiente y un punto, por la formula punto-pendiente tenemos la ecuacion de
la tangente en (a, f(a)): y—f (a) =f '@)(x-a) n

fx)-f(@) _ ..
Txa @

3. Interpretacion cinematica de la derivada
La derivada de la funcion que da el espacio recorrido por un movil en funcion del
tiempo transcurrido es la velocidad instantanea de dicho movil. La derivada de la fun-
cién que nos da la velocidad del movil en funcion del tiempo es la aceleracion instantanea
de dicho mvil.
En efecto, si llamamos x al tiempo, y al espacio recorrido por el movil en funcion del
tiempo, supongamos que conocemos una funcion que nos da el espacio recorrido y en
cada instante x: y = f(x). Si medimos el espacio recorrido, desde el inicio del movimiento,
en el instante x = a, obtendremos que vale f(a). Si volvemos a hacerlo en otro instante x =
a +t, habra recorrido un espacio igual a f(a +t). Asi, el intervalo de tiempo transcurrido
es t, y el espacio recorrido en dicho intervalo es f(a + t) — f(a). Por tanto, la velocidad
media en dicho intervalo de tiempo sera:
f(a+t)—f(a)
t

Si reducimos el tiempo de medicion, hasta el limite, es decir, hacemos tender t—0, dicho
cociente tiende a ser la velocidad en el instante inicial a. Es decir que:

lim f(a+t)—f(a)

t—0 t
es la velocidad instantdnea en el momento a. Pero el valor de dicho limite es f'(a). [

4. Funcion derivada
Definicion 4: Se define la funcion derivada de f como la funcion que a cada valor de x le
hace corresponder el valor de la derivada de f en dicho punto: f'(x) (que es un nimero,
si existe, resultado de un limite, como se definid al principio). Es decir:

o x—>f'(x)
Observar que construir una tabla de valores de la funcion derivada de f es una tarea engo-
rrosa, puesto que para hallar la imagen de cada valor de x hay que resolver un limite del
tipo de la definicién 1. Sin embargo, una serie de teoremas permite averiguar una férmula
para la funcion derivada partiendo del tipo de formula que tenga la funcion original f. Es-
tos teoremas se resumen en la llamada Tabla de Derivadas.

El conjunto de puntos donde la funcion f es derivable coincide con el dominio de la
funcion f '. Es decir, si queremos averiguar donde es derivable una funcion f, basta
hallar su derivada, por las reglas de la tabla de derivadas, y hallar el dominio de la fun-
cion resultante.

Puede construirse la funcién derivada de f', obteniéndose asi la funcion derivada seqgunda
f "(x). Analogamente podriamos plantearnos las funciones derivadas sucesivas (tercera,
cuarta,..., n-ésima).

5. Continuidad y derivabilidad

Derivamos las funciones elementales aplicando los teoremas de la Tabla de Derivadas.
Pero las funciones definidas a trozos no son elementales. Entonces, ante una funcién
definida a trozos procedemos como sigue.
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Como sabemos que si una funcion no es continua en un punto, no puede ser derivable
en él, antes de estudiar la derivabilidad hay que asegurarse de que la funcién es
continua. Donde no lo sea, no es derivable. Hay que hacerlo aunque no nos pidan la
continuidad.

Para derivar una funcion definida a trozos, se deriva cada una de las formulas que la
componen, pero limitando su validez a la misma zona con desigualdades estrictas (los
< se cambian por <, ylos > por >), porque las férmulas de la Tabla de Derivadas
son validas solo en intervalos abiertos.

Despueés hay que estudiar los puntos de conexion de definiciones. Si la derivada por la
izquierda y por la derecha coinciden: f'(a’) =f'(a"), la funcion es derivable en el punto
de conexion, y entonces cambiamos uno de los dos < por < en la expresion obtenida
de la derivada de f (el punto a, al ser conexion de dos definiciones, aparece dos veces).
Pero si en algan punto no era continua la funcion, en ese punto no es derivable, y
no hay que realizar ningun estudio sobre el mismo.
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