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1.- INTRODUCCION.

La palabra algebra proviene del libro Al-jabr wa’l muqgabalah, del matematico
arabe Al-Jowarizmi (siglo 1X). Con dicho nombre se designé en occidente en posteriores
siglos a la ciencia que aprendieron del citado libro. El principal objetivo del algebra clasico
fue la resoluciéon de ecuaciones hasta practicamente la Edad Media con la aparicion del
libro de Al-Jowarizmi. El Algebra se extendi6 hacia Europa a través de Espafia se
consagro durante los siglos XVIy XVII.

Matematicos como Diofanto (siglo Ill), Cardano y Tartaglia (siglo XVI), Vieta y
Descartes (siglo XVII), Gauss, Galois, Hamilton, Sylvester y Cauchy (siglo XIX) son los
principales impulsores del desarrollo y formalizacién del Algebra durante la historia.

Con la unidad que comenzamos comienza un nuevo bloque del curso: Algebra
Lineal, que estd bastante relacionado con el ultimo que veremos a final de curso, el
blogue de Geometria del espacio. A diferencia del bloque anterior, este es mucho mas
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mecanico en cuanto a sus aplicaciones practicas y constituye una potente herramienta de
base para estudios posteriores. En la siguiente unidad nos enfrentamos a un nuevo
concepto que va mas alla del campo de los nimeros reales. Se trata de las matrices, con
numerosas aplicaciones en muchos campos de las ciencias.

2.- MATRICES. CONCEPTOS BASICOS. TIPOS DE MATRICES.

Definicién 1: Se llama matriz de dimensién mxn a todo conjunto de mOh numeros

[all a12 ot aln E
Dazl a - - - Ay C
reales ordenados en filas y columnas de la forma: p = % ' S E
0 - C
0 C

%ml amz ot amn E
Se designa por a; al elemento que ocupa la fila i y columna j. Para abreviar, diremos que
AOM ... (R).

: 2 -1 OC : . -
Ejemplo 1: A= % 2 4F es una matriz de dimension 2x3.

L

Definicion 2: . Dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y coinciden
elemento a elemento.

Definicién 3: Una matriz se llama cuadrada de orden n si tiene dimensiébn nxn, es
decir si tiene igual numero de filas que de columnas. En este caso, al conjunto de
elementos de la forma a, se le llama diagonal principal y a los de la forma

a; con i+ j=n+1se le llama diagonal secundaria.

. L 2C . . : o
Ejemplo 2: B = %3 4[ es una matriz cuadrada de orden 2 siendo su diagonal principal
C

(1 4)y su diagonal secundaria (2 3).
1 0 5[
J 74 2 —7E es una matriz cuadrada de orden 3, su diagonal principal es (-1 2 9) y

Hl 4 9F

su diagonal secundaria es (5 2 1).

C=

Definicién 4: Dada una matriz A, se llama matriz opuesta de A a la matriz -A cuyos
elementos son los opuestos de los de A.

01 0 -5C

Ejemplo 3: La matriz opuesta de la C del ejemplo 2 es C = 84 -2 7 E

H1 -4 -9t
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Definicién 5: Dada una matriz A, de dimension mxn, se llama matriz traspuesta de A,
alamatriz A' de dimension nxm gue resulta de intercambiar filas por columnas en A.

M -2C
. e C .01 0 3C
Ejemplo 4: Si A= B) 5 [, entonces, A" = -

Nota 1: Es evidente que (A‘)t = A para cualquier matriz A.

Definicion 6: Una matriz A se llama:

a) Matriz fila si tiene una sola fila. Por ejemplo: A=(1 -5 8 3).

O1C
b) Matriz columna si tiene una sola columna. Por ejemplo: B = EO E
2t
c) Matriz triangular superior si es cuadrada y todos los elementos situados por debajo
L 2 -3C

de la diagonal principal son nulos. Por ejemplo: C = %) -1 4 E

D 0 6L
d) Matriz triangular inferior si es cuadrada y todos los elementos situados por encima de

01 0 OC

la diagonal principal son nulos. Por ejemplo: D = BZ -1 0 E

H7 0 6F

e) Matriz triangular si es triangular superior o triangular inferior.
f) Matriz diagonal si es triangular superior e inferior, es decir, si todos los elementos fuera

(L 0 OC
de la diagonal principal son nulos. Por ejemplo: E = g) -2 OE.
0 0 3t
g) Matriz escalar si es diagonal y todos los términos de la diagonal principal son iguales.
(2 0 OC
Por ejemplo: F = S) 2 OE.
D 0 2¢

h) Matriz identidad o unidad si es escalar y los escalares son todos unos. Sélo existe
una para cada orden y se representa por |, siendo n el orden de la matriz. Por ejemplo:

L
0 0 1
i) Matriz nula o cero si todos sus elementos son nulos. Si son cuadradas se representan

, [0 00 (0 0 OC
por O, . Por ejemplo: O, = 0, 0= .
© o~ o 0 or

Matematicas Il. 2° de Bachillerato A. Prof.: Santiago Martin Fernandez Pagina 3



UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

j) Matriz simétrica si es cuadrada y coincide con su traspuesta, es decir, si A=A". Por
01 -2 -1C

ejemplo: G=2 3 4L

H1 4 ot

k) Matriz antisimétrica o hemisimétrica si es cuadrada y coincide con la opuesta de su

0o 1 -2C

traspuesta, es decir, si A=-A". Por ejemplo: H = D—1 0 7 E

H2 -7 of

Nota 2: Es evidente que si una matriz es antisimétrica, todos los elementos de su
diagonal principal han de ser nulos.

Se proponen las actividades 1y 2.

3.- OPERACIONES CON MATRICES.

Definicion 7: Dadas dos matrices A y B, de la misma dimension, se llama matriz suma
A +B ala matriz de la misma dimensién que se obtiene sumando los elementos de Ay B
situados en la misma fila y columna.

@ 1 0005 2 300 3 3C

Ejemplo 5: = .
EEMPOS: 0 4 oHH1 4 7B 3 sF

Nota 3: Obsérvese que dos matrices solo se pueden sumar si tienen la misma dimensién.

Nota 4: La “resta” de dos matrices es la suma de la matriz “minuendo” con la opuesta de
la matriz “sustraendo”, es decir, A-B = A+(—B). En la practica se restan los elementos

directamente.

Proposiciéon 1: (Propiedades de la suma). La suma anteriormente definida verifica:

a) A+(B+C)=(A+B)+C (Asociativa)

b) A+O=A (Elemento neutro)

c) A+(-A)=0 (Elemento simétrico)
d A+B=B+A (Conmutativa)

e) (A+B) =A' +B'

Definicion 8: Dada una matriz A de dimensidn mxn y un numero real a, se define la
matriz producto de a por A como la matriz o CA de, dimension mxn , que se obtiene al
multiplicar a por todos los elementos de A cada uno en su lugar correspondiente.

Ejemplo 6. —2%1 —Hg gz el
- “Hs 8H Ho -16F
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Proposicién 2: (Propiedades del producto por escalar). El producto asi definido
verifica:

a)a(A+B)=aA+aB (Distributiva respecto de la suma de matrices)
b) (a + B)A =pA+gA (Distributiva respecto de la suma de escalares)
c) o(BA)=(a B)A (Asociativa)

d) oA = Aa (Conmutativa)

e) (aA)' =aA

Nota 5: No existe la division de una matriz por un nimero. Nunca se escribe g sino %A.

Definicion 9: Dada una matriz A de dimensibn mxn y una matriz B de dimension nxp,
se define la matriz producto de A por B como la matriz C = A[B, de dimensién mxp, tal
que cada elemento c; es la suma de los productos de los elementos de la i-ésima fila de

A por los de la j-ésima columna de B en el orden usual (de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo). Dicho de otra forma, ¢; =a;,b,; +a,b,; +.....+a,b

in~nj *

4%1?; E af-1)+20+40 IB+22+4M0 B 7C
o0 -

[
5 -1)+1[0+5[1 2[3+1Q+5[(D 8
U Hl OH ) 0 % L
Nota 6: Obsérvese que para que pueda efectuarse el producto AB es imprescindible

gue el nimero de columnas de A coincida con el nimero de filas de B. Si no se cumple
esto, ni siquiera existe el producto.

Ejemplo 7: éll

Proposicién 3: (Propiedades del producto de matrices). El producto antes definido
verifica:

a)ABC)=(AB)C (Asociativa)

b) AD=ITA=A (Elemento neutro)
c) A[(B+C)=AB+AIT (Distributiva)

d) (AB) =B' A"

e) AB #B[A en general (No conmutativa)
Si se cumple esta propiedad, se dice que A y B conmutan.

f) AB =AI[C no implicaque B=C (No cancelativa)

g) AB =0 no implicaque A=0 6 B=0 (Divisores de cero)

Definicion 10: Dada una matriz A, cuadrada de orden n, se define la potencia n-ésima
de A como el producto de A por si misma n veces, es decir, A" = A[AL.....A (nveces)

M 0 1[0 M 0 20 M 0 3C
- N 0 pzoprme 0 ps_azpe C
Eiemplo8:Si A= 1 07, A°=ATA=D 1 05, A°=AA= 1 Of,..

D o 1f B o 1 D o 1f
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(L 0 nC

En general: A" = %) 10 E sin mas que efectuar los productos.

P 0 1f

Se proponen las actividades de la3 a la 12.

4.- TRANSFORMACIONES ELEMENTALES EN UNA MATRIZ.

Definicién 11: Se llaman transformaciones elementales por filas en una matriz a las
siguientes:

a) Intercambiar las filas i y j, que lo escribiremos: F, « F,.

b) Sustituir la fila i por el resultado de multiplicarla por un escalar a#0, que lo
escribiremos: F,' =aF,.

c) Sustituir la fila i por el resultado de sumar los productos de las filas i y | por dos
escalares a#0, b #0, que los escribiremos: F,'=F, +aF,.

Nota 7: Es importante observar que estas operaciones también se extienden a
combinaciones lineales entre mas de dos filas siempre que el escalar que multiplique a la
fila que se cambia no sea nulo. Por ejemplo, es valida la transformacién
F,’=-2F,+F, +5F,, pero no es valida la transformacion: F,’=-2F,+F, ya que el
coeficiente de la fila 3 es nulo (no aparece). Las mas habituales son las del tipo:
F,’=-2F, +3F,, que, aunque no es elemental, si es la combinacion de dos elementales,

la by lac. Por ello, la utilizaremos a menudo de la misma forma que si fuese elemental.
Nota 8: Analogas transformaciones se tienen para columnas cambiando F por C.

Definicion 12: Si una matriz B se obtiene de A mediante trasformaciones elementales, se
dice que Ay B son equivalentes y se escribe A=B.

Definicion 13: Se llama matriz escalonada por filas de una matriz A, a cualquier matriz
B equivalente a A que tenga ceros debajo de cada elemento de la forma b, . Si ademas,

los elementos de la forma b, son todos 1, se dice matriz reducida por filas de A.

Ejemplo 9:
-1 -3 o -2 2 m -2 2 1
-F % 2F1+FZB) 5 _5 _5§: ;FZ
2 1 3 5( 3 5H
m -2 2 1 DEZ -lr, m -2 2 10
253 5 -5 —SD S) 1 -1 -15=B, que es una reducida por filas de A. La
H 0 4 8H:==H 0 1 2H

1
A= 51 2 2 1= 1 -1 -3 =
21 5H R 5 -1 3
U
matriz del paso anterior a B seria una matriz escalonada por filas de A.

Se propone la actividad 13.
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5.- MATRIZ INVERSA.

Definicion 14: Una matriz A, cuadrada de orden n, se llama invertible, inversible,
regular o no singular si existe otra matriz B, cuadrada de orden n, tal que AB =BA =1, .

En tal caso, a la matriz B se le llama matriz inversa de A y se designa por A™, es decir,
secumple ATA™* =AT'[A =1, .

Nota 9: Es evidente, a partir de la definicion, que solo existe el concepto de matriz inversa
para matrices cuadradas. En las no cuadradas, ni siquiera esta definido.

Nota 10: La inversa, en caso de existir, es unica.

. . [B 5C L, 02 -5/4C
Ejemplo 10: La inversa de A:Eﬁl 8E es A= 1 3/4 . Para comprobarlo, basta
C Ep C

aplicar la definicion.

Proposicién 4: (Propiedades de la inversa) Sean A y B regulares y del mismo orden.
Entonces se verifica:

a) (A*) " =A b) (AB) =B A™

En esta unidad veremos dos métodos de céalculo para la matriz inversa, aunque el
método mas utilizado lo veremos al final de esta unidad. El primero no es aconsejable
para matrices de orden superior a 2.

Nota 11: (Calculo de la matriz inversa)

« METODO 1 (A través de la definicion): Consiste en colocar n? incégnitas en una matriz
genérica A, cuadrada de orden n, y resolver el sistema de ecuaciones exigiendo que
AA™=1,.

B 5C L @ bC _ B 5 bO L OC

Sean A= Cy A = . Exigiendo que: = [, obtenemos el
# 8C t db % sHE dff o 1t
[Ba+5c =1 [a=2

, b+5d =0 : =-5/4 . L, 02 -5/4C

sistema: Eb . Resolviendo: @D .Asipues, A" =0 C-
fa+8c=0 c=-1 1 3/4r
Hib+8d =1 Hl=3/4

« METODO 2: (De Gauss-Jordan): Consiste en transformar la matriz: (A

,) en la matriz

equivalente: (I

A‘l) mediante transformaciones elementales por filas. También se

n

pueden hacer las transformaciones por separado, es decir, transformar la matriz A en la
identidad mediante transformaciones elementales y luego aplicarle esas mismas
transformaciones a la identidad, con lo que obtendremos la inversa de A.

. : B 1C .
Ejemplo 11: Calculemos la inversa de A= % 5 [ por este método:
L
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=1
B 1 1 Of:=FH3-B 1 1 OF=*R[B 0 6 -3'3'M 0 2 —1[

S5 201~ B -153~ B 15 341 -5 3F
02 -1C
Por lo tanto: A™ =] C
o5 3C
m -2 10

Ejemplo 12: Calculemos la inversa de B = % 0 4% por este método:

D o4 1t

M -2 110 0 m -2 1 1 0 00 3
=-3F,+F, F\'=3F,+F,
%304010§~E961—3105253

4 10 0 1 H 4 1 0 0 157"

04 0 10O ..
01 6 -2 3"

300 24 9 120100 8 3 AL 08 3 Ac
=H 60 9 3 35= 0 10 -3/2 12 -1/20-B =33/2 1/2 -1/2¢
o1 6 -2 3Hz'-r6FzB)01 6 —2 3 H He -2 3¢t

Se propone la actividad 14.

6.- RANGO DE UNA MATRIZ.

Existen varias definiciones equivalentes de rango de una matriz que veremos a lo
largo de esta y otras unidades cuando dispongamos de los conceptos previos necesarios.
Comenzaremos con la primera relacionada con la matriz reducida.

Definicion 15: Se denomina rango de una matriz A y se escribe rg A, al numero de filas
no nulas de una matriz escalonada por filas de A. Analogamente para columnas.

Nota 12: El rango de una matriz no varia cuando esta se somete a transformaciones
elementales, por tanto, los rangos de dos matrices equivalentes coinciden. Asi, se pueden
suprimir las filas o columnas nulas y las que sean combinacién lineal de otras para
determinar el rango.

Nota 13: Si una matriz es de dimension mxn, su rango no puede ser mayor que m ni

mayor que n. Asi, el rango de una matriz cuadrada de orden n es siempre menor o igual a
n. Evidentemente también es positivo por definicion.

Nota 14: Es evidente, a partir de la definicion, que el rango de una matriz coincide
siempre con el de su traspuesta.

Nota 15: Es también l6gico y evidente que el rango por filas y por columnas coincide, por
lo que podemos hacerlo escalonando por filas o por columnas.

Proposicién 5: (Condicion de existencia de inversa) Una matriz cuadrada de orden n
tiene inversa, si y solo si, su rango es maximo, es decir, Si Su rango es n.
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2 3 2:—2F2+F1|:2 3 % _|:3+|:2EE 3C

Ejemplo 13: Azgl 45 = 50 = BD —SE. Por tanto rgA=2.
e I : B
01 2 50, 02 50 02 5C

Ejemplo14: B= 11 3 25 = 5 35 = 05 3 rLuegorgB=3.
H3 1 o "™ -5 -15H H 0 -12-

Se propone la actividad 15.

/.- ECUACIONES Y SISTEMAS MATRICIALES.

Definicién 16: Se llama ecuacién/sistema matricial a toda ecuacién/sistema en el que

L . . @2X-Y =C .
la/s incognitas sean matrices. Por ejemplo: AX=B y [ , siendo A, B, C,
5X +6Y =D

D, X e Y matrices.

Solo analizaremos algunos casos concretos sencillos de ecuaciones y sistemas
lineales que nos proporcionaran las herramientas basicas para los demas casos que se
nos presenten. Ademas, en algunos casos, al final de la unidad dispondremos de
herramientas de célculo mas potentes (determinantes) para resolverlas.

e (CASO 1: Laecuacion lineal general AX =B

Si la matriz A es invertible, la ecuacion es equivalente a A7AX =A™B vy, por tanto
X=A"B.

En caso de que no sea invertible, o que ni siquiera sea cuadrada, se resuelve
considerando la matriz incognita X como una matriz genérica de m[h incognitas y
resolviendo el sistema lineal de ecuaciones. Es importante recordar que el producto de
matrices no es conmutativo, por lo que no debemos olvidar que no es lo mismo multiplicar
a derecha que a izquierda. Asi, si la ecuacion fuese XA =B, la solucion seria X =BA™
siempre gue A sea invertible.

02 —3D —3[
Ejemplo 15: Resolvamos la ecuacion AX +B =C, siendo A= D % 0 1
[
6 3 1C . . .
y C:E14 1 0[. Es evidente que la ecuacion es equivalente a AX =C-B. Para
C

despejar X, vemos primero si A es invertible. Un simple calculo nos lleva a que lo es,

. 4 [P 3C . , . - . . _
siendo A™ :Ell 2[. Asi pues, segun lo visto X =A 1(C—B). Sin mas que sustituir y
L

10 5 5LC
calcular, se tiene que X = [
06 3 2r¢

+bY =A
+dY =B

. . rax
e (CASO 2: El sistema lineal general pr
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Este tipo de sistema se resuelve utilizando los mismos métodos (sustitucion,
igualacion y reduccién) que en los sistemas numéricos con la salvedad de que no existe la
division de una matriz por un namero (ver nota 5).

O 5
X2y =fF OF
. _ . .0 D 30 .
Ejemplo 16: Resolvamos el sistema matricial: [ 0 _ar Por comodidad,
%x —ay =g o
® 2C
X +2Y =A

llamamos A y B a los términos independientes, con lo que queda: %X 3y =B

—— ) DX +2Y =A I 2X -4y =-2A
Si aplicamos el método de reduccion: N
%x—?,Y:B %X—SY:B

Sumando ambas ecuaciones queda: -7Y =B-2A, con lo que Y:%(ZA—B).

Sustituyendo en la primera ecuacion, operando y despejando X, se obtiene:

[7 917 3/7 13/7
X :1(3A+ZB), con lo que la solucién es: X = D D,Y =B E
= B/7 13/75 H4/7 4T

Se proponen las actividades 16 y 17.

8.- APLICACIONES DEL CALCULO MATRICIAL.

Existen numerosas situaciones reales en las que el calculo matricial tiene gran
utilidad (Sociologia, Transporte, Teoria de Grafos,...). Veamos uno de estos ejemplos:

Ejemplo 17: Una fabrica produce dos modelos de lavadoras: A y B, en tres
terminaciones: N, L y S. Produce del modelo A: 400 unidades en la terminacion N, 200
unidades en la L y 50 en la S. Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacién N,
100 unidades en la L y 30 en la S. La terminacion N lleva 25 horas de taller y 1 hora de
administracion. La terminacion L lleva 30 horas de taller y 1,2 horas de administracion. La
terminacion S lleva 33 horas de taller y 1,3 horas de administracion. Calculemos,
utilizando calculo matricial, una matriz que represente las horas de taller y administracion
para cada uno de los modelos.

(400 200 50C

La matriz P = %OO 100 30
C

, representa la cantidad de lavadoras para cada modelo y

terminacion.
@5 1°C
La matriz H = %30 lZE, representa la cantidad de horas de taller y administracion para

83 13f

cada terminacion.

5 10
400 200 50 0_[7650 705C

L

Asi pues, la matriz P[H = 0 12—=
P F300 100 05, isD H1490 459F
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Esta matriz representara las horas de taller (12 columna) y administracion (22 columna)
para cada modelo A (12 fila) y B (22 fila).

Se proponen las actividades 18 y 19.

9.- DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA.

Definicion 17: Llamamos permutacion de un conjunto a cada posible ordenacién de los
elementos del conjunto en funcién de una ordenacion de partida a la que se llama
permutacion principal. Cada dos elementos colocados en orden contrario al de la
permutacion principal, se dice que estan en inversion. Se llama indice de una
permutacion al nimero de inversiones que tiene. Diremos que una permutacion es par si
tiene indice par e impar si tiene indice impar.

Nota 16: Es inmediato ver que si un conjunto tiene n elementos, existen n! permutaciones
del conjunto.

Ejemplo 18: Consideremos el conjunto A={1,2,3}. En el siguiente cuadro se pueden
ver todas las permutaciones y su paridad:

Permutacion 1,2,3) | 1,3,2) | (2,1,3) | (2,3,1) | (3,1,2) | (3,2,1)
N° de inversiones 0 1 1 2 2 3
Paridad Par Impar Impar Par Par Impar

Definicién 18: Dada una matriz A, cuadrada de dimensién n, llamamos determinante de
A, a la suma de todos los productos de n factores que se pueden efectuar tomando un
anico elemento de cada fila y un Unico elemento de cada columna, precedido por un signo
gue es positivo si la permutacion correspondiente a los subindices de las columnas es par
y negativo si es impar, una vez puestos los subindices de las filas en el orden natural de

la permutacion principal. El determinante de A se escribe: |A| o bien det(A).

Nota 17: Lo primero que hemos de observar es que el determinante de una matriz es un
namero real y que Unicamente existe cuando la matriz es cuadrada.

10.- DETERMINANTES DE ORDEN 2 Y 3.

La definicion anterior correspondiente al concepto de determinante apenas se
utiliza en la practica debido a su complejidad. Durante los siguientes puntos veremos
métodos mas efectivos en la practica. Vamos a comenzar con reglas practicas para
calcular determinantes de orden 2 y 3 que son los mas utilizados.

Nota 18: (Calculo de determinantes de orden 2)

: . a, a
El determinante de una matriz cuadrada de orden 2 es: | ** "*|=a a,, —a,a,,
a21 a22
Ejemplo 19:
1 -2 senx CcosX
a) =-5-6=-11 b) =sen’x+cos’x =1
-3 -5 —COSX senx
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UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

Nota 19: (Calculo de determinantes de orden 3. Regla de Sarrus)

El determinante de una matriz cuadrada de orden 3 es:
a; 8y Aag

Ay @y Ay T A3 A585; TAYA5385, TARANA53 TAHARAG TA53, 85, T8538,85 T
A3, Qg Agg

=81,8,,853 T A1,85385 T 158585 ~81385,85 T A,8,855 ~a;;8,85,
Esta Ultima expresion se puede recordar =

facilmente con la llamada regla de Sarrus, que
graficamente se puede interpretar con el

siguiente diagrama: 71 5
+ -
3 25
Ejemplo 20: 02 ‘11 g=3m6+(‘2)[@—)E@—2)+0m5—5@‘[@—2)—0[@—2)E6—3DEG—1)=

=72-4+0+40-0+3 =111
Se proponen las actividades 20, 21 y 22.

11.- PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES.

Proposicién 6: (Propiedades de los determinantes). Para matrices cuadras se cumple:

a) |A| = ‘At‘ . Es decir, el determinante de una matriz y el de su traspuesta coinciden.

b) Si todos los elementos de una linea de A son nulos, entonces, |A| =0.

c) Si intercambiamos entre si dos lineas paralelas de una matriz, el determinante cambia
de signo.

d) Si una matriz tiene dos lineas iguales o proporcionales, su determinante es cero.

e) Si una linea es combinacion lineal de otras paralelas, el determinante es cero.

f) Si se multiplican los elementos de una linea por un namero, el determinante queda
multiplicado por ese numero, es decir, si B es la matriz que resulta de multiplicar A por A4,
entonces [B|=1|A|.

g) Si se multiplica una matriz A, de dimensién n, por un nimero A, su determinante queda
multiplicado por A", es decir, [1A| =1"|A|.

h) Si todos los elementos de una linea de un determinante (por ejemplo la j-ésima) son de
la forma a;; = bjj + cjj, entonces el determinante es igual a la suma de dos determinantes,
cuyas columnas coinciden con las del determinante dado, excepto la j-ésima que lleva
respectivamente cada uno de los dos sumandos. Esto es:

a, .. by+cy .oay| |ay - by oAy @y - €y oAy,
S T

a

nj " nn

a a

nj b nn nl

a., C

i) Si a una linea se le suma una linea proporcional o una combinacion lineal de otras
paralelas, el determinante no varia.

nn

b, +c,, .. a a, .. b
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j) El determinante del producto de matrices cuadradas es el producto de los
determinantes, es decir, |AB| =|A|[B|.

k) En general, la propiedad anterior no es cierta para la suma, es decir, |A+B| #|A| |B|

Nota 20: Conviene recordar el efecto que provocan las transformaciones elementales por
filas (o columnas) en un determinante y que se deducen de las propiedades anteriores (c,
fei):

a) Intercambiar las filas i y j, que lo escribiremos:F, -~ F,. Cambia el signo del

determinante.
b) Sustituir la fila i por el resultado de multiplicarla por un escalar a#0, que lo

escribiremos: F,’ =aF, . El determinante queda multiplicado por a.
¢) Sumar a la fila i una combinacion lineal de las demas filas: F,'=F taF +bF, +.... El
determinante no varia.

Nota 21: Es muy importante observar que, mientras para el calculo del rango la propia fila
cambiada podria ir multiplicada por cualquier nimero no nulo en la combinacion lineal, en
el caso del determinante, dicho escalar debe ser 1 ya que al multiplicar una fila por un
namero distinto de 1, el determinante queda multiplicado por dicho namero.

Se propone la actividad 23.

12.- DETERMINANTES DE ORDEN SUPERIOR.

Definicion 19: Sea A una matriz cuadrada de dimensiéon n. Se llama menor
complementario del elemento a; al determinante de la matriz de dimension n-1 que se

obtiene eliminando de A la fila i-ésima y la columna j-ésima. A dicho menor
complementario lo representaremos por a;.

Definicion 20: En las condiciones de la definicion anterior, llamamos adjunto del
elemento a; al numero A, = (—1)'” j - A la matriz de el mismo orden que A formada por

todos los adjuntos de los elementos de A situados en el mismo lugar se le llama matriz
adjunta de Ay se representa por AdjA.

3 [
Ejemplo 21: Vamos a hallar la matriz adjunta de A = % 1
-1

Para ello, calculamos los elementos adjuntos de cada uno de los de la matriz A:

= (—1)* =1 = -1 _ 121, _
Ay _( )m il Arz _( )m |_ . Asi pues, AdjA = E_; 12E
A21_( ) 3| Azz_(_) 1|_1 ol .
01 0 2C
O C

Ejemplo 22: Vamos a hallar la matriz adjunta de B=72 3 1. Los adjuntos son:

H4 6 5¢
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+ 3 1 . _2 1 . _2 3
By, (_1)1 ' 6 5‘ =9 B,, = (_1)1 i 4 5‘ =14 Bs = (—1)1 : 4 6‘ =-24
+ O 2 + 1 2 . 1 O
N R e
+ 0 2 + 1 2 . 1 O
B, (_1)3 ' 3 1‘ =-6 Bs, = (_1)3 ’ ) 1‘ =-5 B,; = (—1)3 s L 3‘ =3
09 14 -24C

Asi pues, la matriz adjunta de B sera: AdjB = 812 -3 -6 E

H6 -5 3 f

Como hemos comentado antes, el célculo de determinantes a través de la
definicion es sumamente complejo a medida que el orden se incrementa. Por ello, hemos
visto reglas préacticas para los casos de orden 2 y 3. Tales reglas no son facilmente
extensibles para 6rdenes superiores a 3 por lo que vamos a buscar un método alternativo
utilizando lo que se llama desarrollo de un determinante por los elementos de una
linea que vamos a describir a través de la siguiente proposicion

Proposicién 7: (Calculo de determinantes de orden superior a 3). Sea A una matriz de
orden n. Entonces, su determinante es igual a la suma de los productos de los elementos
de una linea cualquiera por sus adjuntos respectivos, es decir,

|A|=a, A, +a,A, ... ta, A (si desarrollamos por la fila i-ésima) o bien:

|A| =a; A ta A, e ta Ay (si desarrollamos por la columna j-ésima)

Ejemplo 23: Calculemos el valor del determinante de orden 4 siguiente:

4
: o0 9 2 1 4 8 6
09 2 1&
213 —4:59‘1“0@‘2”2%3“09‘41:5 3 4+2 2 1=50149+2[(-92) =561
0 2 3 0 2 3
0 0 2 3

Nota 22: Conviene hacer las siguientes observaciones en relacion a la proposicion 6:

a) Es evidente que el valor del determinante no depende de la linea utilizada.

b) Combinando la proposicion 6 con la proposicion 5 (i), podemos hacer ceros en una fila
o columna de la matriz antes de desarrollar y ahorrarnos bastantes calculos. A esto se le
conoce con el nombre de Método de Chio.

Veamos esto utilizando el mismo ejemplo 22 pero haciendo ceros antes de desarrollar:

548 6 548 2 5 4 12 2
0 9 2 1%<5%0 9 2 &G0 9 4 R > 4 12
= = =1 9 4|=561.
213 4 213 -7 2 1 17 -7
2 1 17
002 3 002 1 00 0 1
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Nota 23: (Calculo de determinantes por triangulaciéon) Una extension del método de
Chio consiste en triangularizar la matriz utilizando la misma propiedad, con lo que el
determinante se facilita bastante (aunque hay que hacer mas ceros). Veamos un ejemplo:

Ejemplo 24:
F,=2F;+F,

2 5 -3 =2 1 3 -2 2|m=2r+ |1 3 -2 2 1 3 -2 2|r=re
-2 -3 2 -5fi-k |-2 -3 2 -HRFA 10 3 -2 -1R-R0 -1 1 —6F=3
1 3 2 2| |2 5 -3 -2 0o-11 -6 0o 3 2 -1
-1 6 4 3 -1 6 4 3 0 3 2 5 0 3 2 5
1 3 2 2 1 3 2 2

, -1 1 -6
0 -1 1 -6|R=F*®0 -1 1 -6|% C 1 -19|c
= = =100 1 -19/=10{-1) =1{-1)1@=-4
0 0 1 -19 0 0 1 -19 0o 0 a4 0 4
0 0 -1 23 0 0 0 4

A partir de este ejemplo es muy facil entender la siguiente proposicion:

Proposicién 8: El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos
de la diagonal principal. Evidentemente el resultado también es valido para una matriz
diagonal.

2 0 0
Eiemplo 25: |7 -2 0|=2[{-2)3=-12
0 4 3

Se propone la actividad 24.

13.- CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA.

Proposicion 9: (Calculo de la matriz inversa). Una matriz cuadrada A es invertible si y
solo si su determinante es distinto de cero. Ademas, en tal caso, la inversa de la matriz A

L (AdjA)"

A

viene dada por la expresion: |A™ =

o

Nota 24: Es evidente, a partir de la proposicién 5 (j), que ‘A_l‘ = 1

Ejemplo 26: Vamos a calcular las matrices inversas en dos casos:

7LC . _
a) A= C. Es facil ver que: |[A|=1#£0 - [A™.
o1 -3C

_ ) L, 108 70 3 -7
Aplicando la formula: A™ == O

C
101 29 g1 ZE
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1 4 0L

b) B =% 3 1E. Es facil ver que: |B|=2#0 - [B™. Calculando la matriz adjunta y

o2 oF

2 0 40 0-1 0 2 C

aplicando Iaférmula:B‘lzlgl 0 —1B=SL/2 0 —1/2E

251 2 5H H/2 1 5/2¢F

Nota 25: Es curioso observar como en el caso de una matriz A de orden 2, la matriz
(Ade)t es la que resulta de cambiar de sitio los elementos de la diagonal principal y de
signo los de la diagonal secundaria.

Se proponen las actividades 25 y 26.

14.- RANGO DE UNA MATRIZ MEDIANTE DETERMINANTES.

Definicién 21: Se llama menor de orden de una matriz A cualquier determinante de
orden k formado por k filas y k columnas de A.

Definicién 22: Se llama rango de una matriz A al orden del mayor menor no nulo de A.

Nota 26: Evidentemente, el rango definido ahora por menores y el definido con la matriz
reducida (definicion 15) siempre coinciden.

Proposicién 10: Si A es una matriz de dimension mxn, su rango es menor o iguala my
menor o igual a n. Es decir, el rango de una matriz nunca puede superar ni al numero de
filas ni al nUmero de columnas de la matriz.

Para determinar el rango de una matriz utilizando menores existen basicamente
dos métodos, cada una de ellas con sus ventajas e inconvenientes. Vamos a describirlas
brevemente y haremos un ejemplo de cada una.

* Método 1: Consiste en buscar menores no nulos del mayor orden posible, es decir,
comenzar por los menores “mas grandes” de A.
o0 Ventajas: Si encontramos un menor no nulo “pronto”, se termina rapidamente.
Suele ser el mas rapido para matrices cuyo rango no puede ser mayor a 3.
0 Inconvenientes: Si el rango es pequefio, todos los menores “grandes” van a ser
nulo, con lo que hemos de seguir calculando menores. Ademas, si la matriz es
de orden elevado, el calculo de los determinantes es laborioso.

* Método 2: (Orlado) Consiste en lo contrario a la estrategia anterior, es decir, comenzar
por los menores mas pequefios e irlos Orlando (afiadiendo filas y columnas) a partir de
un menor no nulo de orden 1. Se utiliza la propiedad de que si todos los determinantes
gue resultan de orlar el de partida con una fila o columna son nulos, entonces esa fila
o columna es combinacién lineal de otra/as y, por tanto, para calcular el rango, se
puede suprimir.

0 Ventajas: Se parte de menores sencillos de calcular, ademas, al ir suprimiendo
filas o columnas, el rango de las matrices que se obtienen es mas sencillo que
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el de la matriz de partida. Por ello, suele ser aconsejable para matrices cuyo
rango puede ser mayor a 3.

o Inconvenientes: Si el rango es “grande”, no se suprimen filas o columnas por lo
gue hacemos bastantes calculos con los menores.

Veamos ahora un ejemplo de cada caso:

2 -1 0OC

Ejemplo 27: Hallemos el rango de la matriz A = El 7 4E utilizando el primer método:
B 5 4C

Lo primero es hacer el mayor menor posible, que es |A|:56—20+4—40:O. No ha

habido suerte. Tenemos que seguir con uno de orden 2, por ejemplo:

0 .
‘:—4¢0.ASI
4

pues, concluimos que rgA=2.

01 2 3 4C

Ejemplo 28: Hallemos ahora orlando el rango de Bzgz 4 6 QE. Elegimos un

H3 -6 -9 1f

] 1 2

Orlando con las fila 2 y columna 2: ‘2 4‘ =0
menor de orden 1: |1 =1# 0. Orlamos: E L o

%)rlando con la fila 3y la columna 2: ‘ 9‘ =0

Asi pues, concluimos que la 22 columna depende linealmente de la 12. Asi pues:

01 40

1
rgB:rgBZ 9%22 ya que 5

3 10

4
‘217&0
9

Ejemplo 29: Hallemos el rango de A en funcién de los valores de un parametro m:

m -2 1C 1
A= Bl m 3 E Lo primero que es claro es que rgA =2, ya que 1

$ -1 mp

Fécil Facil

Ahora bien, |Al = m?-3m-28=0 - m,=-4 6 m, =7. Asi pues, podemos concluir:

1
‘:2#-0.
3

» Casol:Simz-4y m#7 -|A#0 - rgA=3
e Caso2:Sim=-4 - |A| =0 - rgA =2 (ya que no hay otro valor posible)
e Cas03:Sim=7 - |A| =0 - rgA =2 (ya que no hay otro valor posible)

Se proponen las actividades 27 y 28.
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15.- ACTIVIDADES.

ACTIVIDADES INTERCALADAS EN LA TEORIA

Actividad 1: Escribe un ejemplo de cada tipo de matriz vista en la definicion 6

B 10 . 7 4C

Actividad 2: Determina las matrices traspuestas de: A= % 5 By B = D7 -1 0 E

7 -60 0 3r

Actividad 3: Calcula a, b,c,y d para que se cumpla la siguiente identidad entre matrices:

[a bO Oa 7005 a+bC
B aFH2 aafRea 4 F
—1D 04 00 [(F1 2C
Actividad 4: Dadas las matrices: A= B=0 oy C=p0 [, calcula:
E) 3f] o1 —20 02 3C

a)A+B  b) A-B-C ) 3A+5B-6C d) AB-BC  e) 2AB+3AC -5BC

M -10
- : # -1 2C
Actividad 5: Para las matrices A = % 3 E y B= BJ 5 3[, calcula ABy BA.
C

P 45

Actividad 6: Calcula los productos posibles de dos factores, sin repetir, de las matrices:

22 8L ? 1 orC
ASlllE,B %[yc%45E

_1E
Actividad 7: Si A y B son dos matrices cuadradas de orden n, ¢son ciertas, en general,
las igualdades siguientes?
a) (A+B)" =A% +2AB +B”
b) (A-B)* =A2-2AB +B?
c) (A+B)(A-B)=A?-B?

Actividad 8: Sea A una matriz de dimensién 2x3:

a) ¢ Existe una matriz B tal que AB sea una matriz de una sola fila?
b) ¢Y para BA?

L 0 OC
Pon un ejemplo para cada caso, siendo: A = % 1 O[

L
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Actividad 9: Sea A una matriz de orden mxn con m #n. Razona si se puede calcular la
expresion AA' - A'A.

Actividad 10: Si A es una matriz talque A>=A y B =2A-1, demuestra que B? =1.

a 3 30 o1r 1 2C
Actividad 11: Dadas las matrices: A = Sl 4 3% y B= 52 0 —1%, calcula 3A' -B?.

H 3 4 H6 -1 0F

C
Actividad 12: Para la matriz A= E}Ll [, calcula A* y A% . Encuentra los valores de a y

: . [ OC
b para que la matriz A conmute con la matriz % -
1rC
Actividad 13: Reduce por filas las matrices:
1[ L 2 3C 03 -5C
- C O C
a) A= b) B= 3 1 c) C=2 -3
) % 3k ) B=r? C ) €=¢ C
B 1 2t H4 1F
01 0 OC
-10 0 C

Actividad 14: Calcula las inversas de las matrices A—% Dy B=71 2 3¢

Ho 1 2F

utilizando el método de Gauss-Jordan. Comprueba después que los resultados son
correctos utilizando la definicion.

D—S 2 5¢LC
. . . o1 -20
Actividad 15: Determina el rango de las matrices: A =] 3 6 gy B= D6 -4 —1OE
o Jo 6 15[
Actividad 16: Resuelve las ecuaciones matriciales siguientes:
: 01 00 -1 2C
a) 2A = AX +B,siendo A= 0y B=0 C
1 10 T3 1
01 0 -10 +1 0 2C
_ : _0 [ _0 C
b) XA+X =2B,siendo A=0 1 OpyB=52 1 1¢
H1 1 -1H H3 2 -1
Actividad 17: Resuelve los siguientes sistemas matriciales:
U 5 0 1 U 1
oX-3v =[O X+v=g F ox+v =g OF
O # 2rC O 5 O D -2r
a) O b) O c) O
-1 0O 6 2C 01 O0C
-Y =q O -Y = C +2Y = C
H3 6f D1 Ho 4fF
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Actividad 18: En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3
tienen 4 ventanas pequefas y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeias y 4 grandes,
y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes. Cada ventana pequefia tiene 2 cristales y 4 bisagras, y
las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz A que describa el nimero y tamafio de ventanas de cada vivienda y
otra B que exprese el numero de cristales y bisagras de cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz C que expresa el numero de cristales y de bisagras de cada tipo de
vivienda.

Actividad 19: Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).
De cada tipo se hacen cuatro modelos: Mi, My, M3 y M,. La siguiente tabla muestra la
produccion semanal de bombillas de cada tipo y modelo.

T O

[\ 300 200

My 400 250

Ms 250 180

My 500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo My, el 5% en el My, el 8%
en el M3 y el 10% en el M4. Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas
transparentes y opacas, buenas y defectuosas, que se producen.

Actividad 20: Halla el valor de los siguientes determinantes de orden 2y 3:

L s - 1 3 -2 1 -1 0 1 2 1
a)25‘ b)‘8 7‘ Q-1 2 5 di o 1 el3 2 -
10 4 11 0 4 5 2

Actividad 21: Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

M o1 D0l 23C m11C [m 1 3C [m+l 1 O
a)d 1 0F b)0 3 4f ofl a 1f dpl -1 -1- g0 m+l 1 ¢

B 45 H4 1 5 H 1ar {5 -3 mt H1 0 m+it

Actividad 22: Resuelve las ecuaciones:

2 3 X x 1 -1
1+x 1-x X—-2 1-2x
a)ll -1 3|=0 b) |0 2 x|=2 C) =12 d) , | =
1-x 1+Xx X X
4 x 7 4 0 —-X

Xy z
Actividad 23: Sabiendoque |5 0 3[=7, halla, sin desarrollar, el valor de:
1 11

3x 3y 3z 5x b5y 5z X y z
all 1 1 b)|]1 0 3/5 C) 2x+5 2y 2z+3
5 0 3 -1 -1 -1 x+1 y+1 z+1
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Actividad 24: Calcula los determinantes:

1 3 25 1 0 2 1 2 2 2 o
0 3 1 13 2 0 )2( 2 2 Loxo it
- X
a) b) C) d-1 -1 x 1
2 5 6 3 0 1 -11 2 2 x 2
-1 -1 -1 X
-1 2 3 2 2 1 0 2 2 2 2 X
-1 -1 -1 -1
Actividad 25: Halla las inversas de las siguientes matrices:
1 ar o 3 2C L -2 3C
) A=p, of b)B=rb 5 4f )C=b 0 6f
4r B
b 7 8t B -6 9
o ; [k 2L _ :
Actividad 26: ¢ Para qué valores de k la matriz % 1-kE no tiene inversa?
—KL

Actividad 27: Calcula el rango de las siguientes matrices:

o1 3C

O 3 2 6C C
DAL, ¢ o oL )B=3 6 9r
- o 18 27F

Actividad 28: Determina el rango de las siguientes matrices en segun los valores de a:

2 3r B 1 -4 6
_ _ C
a) A=y 1 1t )B=fl 1 4 4

R 2 3f HL 0 -4 af

P R e i

ACTIVIDADES DE DESARROLLO

Actividad 29: Sean Ay B dos matrices regulares. ¢ Es regular el producto AB?

Actividad 30: Se dice que una matriz A es idempotente si A* = A. Sea A idempotente.

a) ¢Debe ser A cuadrada?

b) ¢ Es la identidad idempotente?

c) Calcula A%, A*, A®. ;Cuéanto vale A" para cualquier n?
d) Demuestra que la inversa de 2A -1 es ella misma.

Actividad 31: Sea A una matriz cuadrada. Demuestra que tanto A+ A’ como A-A" son

simétricas.

Actividad 32: Demuestra que si A es una matriz antisimétrica, entonces A? y A* son

simétricas mientras que A%y A° son antisimétricas.

Actividad 33: Sean A y B dos matrices simétricas. Demuestra que AB es simétrica si y

solo si Ay B conmutan.
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- . m OC -
Actividad 34: Determina los valores de m para los cuales X:%O 2[ verifique
L

xz—gx+|=o.

04 5 -1C
Actividad 35: Dada la matriz A = E—S -4 1 E calcula A% A3,..... A%,

H3 -4 Of

0s -4 2C

Actividad 36: Comprueba que A? =2A -1, siendo: A= 82 -1 1 Ee | la matriz unidad

H4 4 -1

de orden 3. Utiliza esa igualdad para calcular A*.

o . . [P C .
Actividad 37: Determina a'y b de forma que la matriz A= Eﬁ b C verifique A? =A.
C

b 2 00 @ b
Actividad 38: Sean las matrices dadas por: A:% 5 OD EF c
0

Dol

las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que A y B conmuten.

0
0

L
E Encuentra

2D 3 2L
Actividad 39: Dadas las matrices: A= B=0 [, calcula:
% 30” T d2 -r
a) %(A+B) b) (A-B) ) A
o 2 1C
Actividad 40: Obtén la matriz inversa de A+ A", siendo A = g) 1 OE.
? 0 3f
L . : : (b 12C
Actividad 41: Determina las matrices A y B, sabiendo que: 2A+B-= %4 o O
L
1 25
3A+2B = & [
20 10F

m 1/7 1/70 a or
Actividad 42: Calcula A" y B" siendo: A = %) 1 0 E B= L.
D 3r

P oo 1p

Actividad 43: Determina las matrices A y B que son solucion del siguiente sistema

oo 5 -4Qg o7 1 2C
<. _0O O _ 0 C
matricial: 3A-2B = D5 9 O 0 2A+B = D_6 6 7 C-

H5 -4 4H HoO -5 -2f
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- . 2 1C ,
Actividad 44: Dada la matriz A:% 3[, halla dos numeros reales m y n tales que
L
A+mA+nl =0

01 0 oC
Actividad 45: Dada A = 81/10 1 OE:

H/10 0 1f

xO [ROC
a) Calcula A+A”. b) Resuelve el sistema: A°® 5/ B: 55 E
%0 0Lt

Ox 10 Oz O 01C

Actividad 46: Sean las matrices A = %x 18, H/ D’ B y D= B 0 E

Tx 1 Tzo d/3E

a) Sabiendo que AB +C =3D, plantea un S|stema de ecuaciones para determinar X, y, z
b) Encuentra, si es posible, una solucién.

Actividad 47: Calcula, si existen, las matrices inversas de las siguientes matrices
utilizando el método de Gauss-Jordan:

-1 1 2C (2 -1 OC
L 2C 0 C L 2C C
DG b b) gl 0 3¢ 90, of d B 1 2f
- Ha 1 1fF - oo 1
o 3 OD
Actividad 48: Calcula la matriz B *A’B, siendo A=
0o -3 %3 at

Actividad 49: En una academia de idiomas se imparte inglés y aleman en cuatro niveles
y dos modalidades: grupos normales y grupos reducidos.
130 160[
E

20
La matriz A= ET[ 0c expresa el nUmero de personas por grupo, donde la primera
(P10 130E

L
%100 60 [
columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de aleman vy las filas, a los

niveles primero, segundo, tercero y cuarto, respectivamente.

_ 0.2 0.25 0.4 0.75C . ,
Las columnas de la matriz B=  reflejan el porcentaje de
.8 075 0.6 025F
estudiantes (comun para ambos idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso

normal (segunda fila) para cada uno de los niveles.

a) Obtén la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 18 € por persona en los grupos reducidos y 12 € por
persona en los grupos normales, halla los ingresos de la academia por cada idioma
utilizando matrices.
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Actividad 50: Tres escritores presentan a un editor, al acabar una enciclopedia, la minuta
gue se recoge en la tabla:

Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 45 €, la conferencia a 18 € y el viaje a 30 €. Si s6lo
piensa pagar, respectivamente, el 30%, el 20% y el 10% de lo que corresponderia a cada
escritor, ¢ qué gasto tendria el editor? (hacer el ejercicio mediante calculo con matrices).

Actividad 51: Una compafiia de muebles fabrica butacas, mecedoras y sillas, y cada una
de ellas en tres modelos: E (econdmico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produce 20
modelos E, 15 My 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 My 5 L de mecedoras, y 18 modelos
E, 20 M y 12 L de sillas. Representa esta informacibn en una matriz y calcula
matricialmente la produccién anual.

1
Actividad 52: Calcula el determinante dando el resultado factorizado: | x vy
x 2 yz 72
a b c
Actividad 53: Sabiendoque |p q r|=7, calcula el valor de los determinantes:
Xy 2z
c ab 3a 3b 3c a+2x b+2y c+ -b c+b b5a
a)ir p q b) ja+p b+q c+r )| p q r d|-q r+q 5p
zZ Xy —Xx+a —y+b -—z+ X+p 2y+q 2z+r -y z+y 5X

Actividad 54: Determina el valor de x para el cual el determinante de la matriz 2B vale

0 x 3 1C

. B C
160, siendo B=k+1 4 2.

Hx 2-x* 1f

a’ ab ab
Actividad 55: Calcula |ab a® b?| sin utilizar la regla de Sarrus y dando el resultado
ab b* a®

factorizado.

Actividad 56: Sea B una matriz cuadrada de orden 3. Justifica si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas:

a)SirgB=2 - rg(B*)=2
b) SirgB=3 - rg(B*) =3
c)SirgB=3 - rg(B™*)=3
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a a a
Actividad 57: Obtén, en funcidén de a, b y c, el valor del determinante |a+b a a|.
a at+c a

Actividad 58:
a) La matriz A verifica A? = A. Halla los posibles valores del determinante de A.
b) La matriz A verifica AA' =1 . Halla los posibles valores del determinante de A.

Actividad 59: Sean C,,C,,C, yC, las columnas de un determinante que vale 3.
¢ Cuanto vale el determinante que tiene por columnas 2C, -C, ,C,,-C,,C,?

Actividad 60: Sea A una matriz cuadrada regular de orden n y sea AdjA su matriz
adjunta. Halla el valor de |AdjA| en funcion de |A|.

Actividad 61: Sean A y B matrices cuadradas de orden 3, inversas una de la otra. Si
|A|=4, ¢cuanto vale |B|? ¢Y [3A|?

a b c =i -g -h
Actividad 62: Si|d e f|=3, calcula, sindesarrollar: |f +c d+a e+Db|.
g h i 3c 3a 3b

Actividad 63: Si A es una matriz cuadrada de orden n tal que |A|:2, calcula:
IMAM™|, [5A] y [2A7].

Actividad 64: Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

? 1 or o 0 2C
% 3C m -2r
DG DB L c)% 3 OE d)% 0 —1%
01 2 0
@ 1 0C

Actividad 65: Para la matriz A = %) 1 1E, halla el valor o valores de a para los que la

i a Of

matriz A no tiene inversa. Halla A™ para a=2.

. : . A 2C : tn-1)2
Actividad 66: Si A es la matriz A:H , [ caleula la matriz B=(A'A")". Halla el
L

) ) ¢ n 11276
determinante de la matriz B = (A A )

01 1 2C

Actividad 67: Dada A = 52 0 —1%, calcula, si es posible:

H6 -1 0F
oL 0 1C

a) Una matriz X tal que XA=(1 0 -1). b) Una matriz Y tal que YA = %) L O%'
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DZ 0O 5 ED(E B—BE 54 E
Actividad 68: Resuelve matricialmente la ecuacion: D1 1 —2%/ B D 0O 1[
01 1 1feH §2Q olc

Actividad 69: Calcula el rango de las siguientes matrices:

12 4
01 -4 2 0C 513102E
A=H3 0 —2 1k B = C
Eh 8 _SE 3 2 2 2 6L

5 1 3 4 2f

Actividad 70: Calcula el rango de las siguientes matrices en funcion del parametro:

M 1 oC B 3 -IC m 1 1°¢C
a) A=l 1F ) B=p +1 2 oC=g 1 -1
Ho1o1F M0 1f H oA 1
ACTIVIDADES DE SELECTIVIDAD
@1 0 OD 1 10 @M 0 OC
Actividad 71: (2003) Considera las matrices: A :ﬁ ﬁ % 0 OD C:% 1 O[
000 o1

a) ¢ Para qué valores de m tiene solucién la ecuacion matricial A-X +2B =3C ?
b) Resuelve la ecuacion matricial dada por m =1.

Actividad 72: (2003)

a) Se sabe que el determinante de una matriz cuadrada A de orden 3 vale -2. ¢;Cuéanto
vale el determinante de la matriz 4A?

1 2 O0C
b) Dada la matriz B = E} 0 1[, ¢para qué valores de A la matriz 3B +B? no tiene
s

inversa?

+1 1 00 5 0 3C
Actividad 73: (2003) Dada las matrices:A=E3 OD y B= U 1 -1 1[, halla la
1 —1@ @rz 4 —3E

matriz X que cumple que A-X = (B-A‘)t.

01 1 1C
Actividad 74: (2003) Dada la matriz A = gﬂz 1 15 se pide:
m O 1E

a) Determina los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de Apara m=2.
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Actividad 75: (2003) Sean C,,C, yC, las columnas primera, segunda y tercera,

respectivamente, de una matriz cuadrada A de orden 3 cuyo determinante vale 5. Calcula,
indicando las propiedades que utilices:

a) El determinante de A°.

b) El determinante de A™.
c) El determinante de 2A.

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda y tercera
son, respectivamente, 3C, -C,, 2C, y C,.

(2* 0 0oL
Actividad 76: (2003) Considera la matriz M (x) = BO 1 XE, donde x es un namero real.
Ho o 1f
a) ¢Para qué valores de x existe (M(x))_l? Para los valores de x obtenidos, calcula la
matriz(M(x)) .
b) Resuelve, si es posible, la ecuacién M (3)-M (x) =M (5).

X'y z
Actividad 77: (2004) Sabiendo que |t u v|=-6, calcula, indicando las propiedades
a b c
gue utilices, los siguientes determinantes:
-3X -y -z -2X 'y z X y
a | 3t u v b)| -2t u v c)| t u %
3a b c -2a b c 2x—-a 2y-b 2x-c

Actividad 78: (2004) Denotamos por M' la traspuesta de una matriz M .

. b . :
a) Sabiendo que A = Sﬁ d Ey que det(A) =4, calcula los siguientes determinantes:
[t drC

2b 2a
-3d -3c
b) Sea | la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que B®=1I.
Calcula det(B).

c) Sea C una matriz cuadrada tal que C™*=C' ;Puede ser det(C)=3? Razona la
respuesta.

det(-3AY) y ‘

a'11 a'12 al3
Actividad 79: (2004) Se sabe que |a,;, a,, a,|=-2. Calcula, indicando las propiedades
a31 a32 a‘33
gue utilices, los siguientes determinantes:
3a’ll 3a12 15a13 3all 3a'12 3a13 all a12 a13
a) a Ay Ay b) a Ay 83 C) & 78y 8y T8y Ay Ay
a31 a‘32 a33 a31 a32 a‘33 a31 a32 aS3
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a1 o 1D 01 OD 1 0[
Actividad 80: (2004) Considera las matrices: A_H) 1 o @ y C= Eﬁ
T o :
0 10

a) Calcula AB,AC,A'B'y C"A', siendo A',B'y C' las matrices traspuestas de
A,B y C, respectivamente.

b) Razona cuales de las matrices A,B,C y AB tiene matriz inversa y en los casos que
la respuesta sea afirmativa, halla la correspondiente matriz inversa.

1 10 120
Actividad 81: (2005) Sean las matrices: A = = nB= 0 Ey C= E E
% 20 B -1 2 1 1 4F

a) ¢ Tiene A inversa? En caso afirmativo, calculala.

b) Determina la matriz X que cumple que A-X +C-B'=B-B' tiene matriz inversa y en los
casos que la respuesta sea afirmativa, halla la correspondiente matriz inversa.

0
Actividad 82: (2005) Halla la matriz X que cumple que A-X-A—B:Eg 05 siendo
U

A=53 153/ B=55 _ZE
02 -10 01 3C
00 0 -1C
Actividad 83: (2005) Sea | la matriz identidad de orden 3y sea A = D—1 1 —1[.
10 bE

a) Determina el valor de b para que A*-2A+1 =0.

b) Para b=2 halla la matriz X que cumple que A-X -2A'=0, donde A' denota la
traspuesta de la matriz A.

1
Actividad 84: (2005) Sea | la matriz identidad de orden 2y sea A = Elll 2[.
L

a) Halla los valores de x para los que la matriz A - xI no tiene inversa.
b) Halla los valores de a y b para los que A*—aA+bl =0.

a b c
Actividad 85: (2005) Sabiendo que |Al=|d e f|=2, calcula, indicando las propiedades
g h i
gue utilices, los siguientes determinantes:
c b a a b a-c
a) [-3Al y |A7Y b[f ¢ d cld e d-f
2i 2h 29 g h g-i

Actividad 86: (2006) Resuelve AB'X =-2C siendo B' la matriz traspuesta de B y

00 30 1 3 00 o 4ar
= B=0 gy C= C
Elz -1 o’ " "Ho 2 -2H B -1F
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1
Actividad 87: (2006) Considera A = EE E siendo a un namero real.

2 -1
a) Calcula el valor de a para que: A* —A = Eﬂ' E
00 20

b) Calcula, en funcion de a, los determinantes de 2A y A' siendoA' la traspuesta de A.
c) ¢ Existe algun valor de a para el que la matriz A sea simétrica? Razona la respuesta.

2
Actividad 88: (2006) Sea A = %4 3 E y sea | la matriz identidad de orden dos.
C

a) Calcula los valores de A0 R tales que [A- |=0.
b) Calcula A* -7A+10I

3 1 -2
Actividad 89: (2006) Considera las matrices A = S_ B B=(2 1)y C= S_ E
020 06 6r

a) Halla, si existe, la matriz inversa de AB +C .

b) Calcula, si existen, los niumeros reales x e y que verifican:C X E: 3 =X E
o o

- . . 1 mC
Actividad 90: (2007) Sea | la matriz identidad de orden dosy A = %L 1 C
L

2
a) Encuentra los valores de m para los cuales se cumple que (A-1)" =0

b) Para m=2, halla la matriz X tal que AX-2A'=0 dondeA' denota la matriz
traspuesta de A.

-1
Actividad 91: (2007) Considera la matriz A = El )\[
L

a) Determina la matriz B = A* —2A.
b) Determina los valores de A para los que la matriz B tiene inversa.

c) CalculaB™ para =1.

1 2 0
Actividad 92: (2007) Considera las matrices A = E y B D E
% 30 TH1 -

a) Determina los valores de a para los que la matriz A tiene inversa.
b) Para a =1, calcula A™ y resuelve la ecuacion matricial AX =B .

Actividad 93: (2007)

1 OC
a) Calcula el valor de m para el que la matriz A= %L C verifica la relacion 2A* -A =1y
mp

determina A™ para dicho valor de m.

Matematicas Il. 2° de Bachillerato A. Prof.: Santiago Martin Fernandez Pagina 29



UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

b) Si M es una matriz cuadrada que verifica la relacion 2M?-M =1 determina la
expresion de M™ en funcién de M y de 1.
03 0 AC
Actividad 94: (2007) Sea la matriz A = E—S —5[ e | la matriz identidad de orden 3.
A O BE

a) Calcula los valores de A para los que el determinante de A-2l es cero.
b) Calcula la matriz inversa de A—2l para A =-2.

1 1 10 I:U.OD

2 0 -1
Actividad 95: (2008) Dadas las matricesA=0 1 05, B=-0 18y c= Erl 4 1E
- i -
Calcula la matriz P que verificaAP-B=C" (C' es la traspuesta de C).
D 0O -1 -2 [

Actividad 96: (2008) Sea | la matriz identidad de orden 3y A = —1 0
O

. . 2
Calcula, si existe, el valor de k para el cual (A-klI)" es la matriz nula.

A 1 20 01l 0 2C
Actividad 97: (2008) Dada las matrices A :a 2 1Dy B= J 2 0 4[.
11 11 1E

a) Calcula, si existen, la matriz inversa de Ay la de B.
b) Resuelve la ecuacion matricial AX +B = A+1 donde | denota la matriz identidad de
orden 3.

M 3 kC
Actividad 98: (2008) Dada la matriz A = % 1 3k
7 kb

a) Estudia el rango de A en funcioén de los valores del parametro k.
b) Para k =0, halla la matriz inversa de A.

Actividad 99: (2009) Sean A,B,C y X matrices cualesquiera que verifican ABC = X .

a) Si las matrices son cuadradas de orden 3, y se sabe que el determinante de A es 3, el
deBes-1 y el de C es 6, calcula el determinante de las matrices Xy 2X.

1 1 -2 3
b) Si A= D B=D By ED Bcalculalamatrizx.
EQ 2 - Tt o2g
01 -2 10 a3 1 o0 1[
O

Actividad 100: (2009) Sean las matricesA:D—Z -1 15, B Dy C—
1 0 af 012 ﬁo 3E

Determina X para que: AX -B'=2C (B' es la matriz traspuesta de B).
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Actividad 101: (2009) Sean F, ,F,,F, las filas primera, segunda y tercera,

respectivamente, de una matriz cuadrada B de orden 3 cuyo determinante vale -2.
Calcula, indicando las propiedades que utilices:

a) El determinante de B™.

b) El determinante de (Bt)4 (B' es la matriz traspuesta de B).

c) El determinante de 2B.

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas filas primera, segunda y tercera son,
respectivamente: 3F, -F, , 3F, , F,.

. : 7 1 -3
Actividad 102: (2009) Dada las matrices A = 5 Ey B= E E
d 2H o4 2C

a) Calcula si existe la matriz inversa de A.
b) Calcula las matrices X e Y que satisfacen las ecuaciones XA=A+2B y AY =A+2B.

. . , 3 1
Actividad 103: (2009) Se consideran las matrices A = 8_2 l%y B =A-kY, donde k
N —U

es un numero constante e | es la matriz identidad de orden 2.

a) Determina los valores de k para los que B no tiene inversa.
b) Calcula B™ para k = -1. -
c) Determina los valores constantes de a y B para los que se cumple A>+ = '
m o0 -0 01 00
Actividad 104: (2010) Sean las matrices A= m 32 B=H3 2Dy C :B > 3 4E
1 —m@ @1 1 08 =2 2

a) Indica los valores de m para los A es invertible.
b) Resuelve la ecuacion matricial XA-B' =C para m=0 (B' es la traspuesta de B).

. : . : -1 20 3 0L
Actividad 105: (2010) Considera las siguientes matrices A =] oy B=0 C
00 10 02 -1¢

a) Calcula A™.
b) Resuelve la ecuacion matricial AXA' =B =2l , donde | es la matriz identidad de orden 2
y A' es la matriz traspuesta de A.

Actividad 106: (2010) Obtén un vector no nulo v =(a,b,c) de manera que las matrices

1 1 aQd [ 0 aC
siguientes tengan simultaneamente rango 2. A = 0 bDy B= -1 b[.
1 c@ 1 CE

Oo5 -4 2C

Actividad 107: (2010) Sea la matriz A = Erz -1 1k
PR

4 -1
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a) Comprueba que se verifica 2A - A? =1.
b) CalculaA™. (Sugerencia: Puedes usar la igualdad del apartado (a)).

1 0 OD
. : 01 00 B 1 2C
Actividad 108: (2010) Sean las matrices A=[] 0, B= -1 - y C= C.
0ol 10 1 2@ %) 1 -2

Calcula la matriz X que cumpla AXB =C.

bC
Actividad 109: (2010) De la matriz A= % [ se sabe que el det(A) =4. Se pide:

. O2b 2aC _ . .
a) Halla det(-3A") y det . Indica las propiedades que utilizas.
m3d -3c[
b) Calcula det(A™A").

c) Si B es una matriz cuadrada tal que B® =1, siendo | la matriz identidad, halla el det(B).

m o oo M 0 1r

Actividad 110: (2011) Considera las matrices A :@ 1D :% 0 O[.
1 s

10

a) ¢Hay algun valor A de para el que A no tiene inversa?
b) Para A =1, resuelve la ecuacion matricial A™XA =B.

Oa 1 —1[
Actividad 111: (2011) Dadas las matrices A = D1 1[ y B= Bl[.

H—l -1 af

a) Calcula el rango de A dependiendo de los valores de a.
b) Para a =2, resuelve la ecuacion matricial AX =B .

. . Oo 1C Dl 3 1C
Actividad 112: (2011) Sean las matrices A=[; CyB C
o 3[C [1—1 4 2r

- 1
a) Calcula los valores de a para los que la matriz inversa de A es EA .

b) Para a = -3, determina la matriz X que verifica la ecuaciéon A'X =B, siendo A' la
matriz traspuesta de A.

4 20 [P 40
Actividad 113: (2011) Sean A y B dos matrices que verifican: A+B= 0O AB=
3 2 1 2

a) Halla las matrices (A+B)(A-B) y A* -B>.
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b) Resuelve la ecuacion matricial XA - XB —(A+B)t =2l, siendo | la matriz identidad de

orden 2y (A+B)' es la matriz traspuesta de (A+B).

03 0 AC
Actividad 114: (2011) Sea lamatriz A= -5 -5

Hx o 3F

a) Determina los valores de A para los que la matriz A-2I tiene inversa, siendo | la
matriz identidad de orden 3.
b) Para A = -2, resuelve la ecuacion matricial AX =2X +1 .

. : 1 1C
Actividad 115: (2011) Dada la matriz A= > _qF
O< —iC

a) Demuestra que A*>+2A =1 yque A" =A+2l, siendo | la identidad de orden 2.

b) Calcula la matriz X que verifica la ecuacién A% + XA+5A =4I,
Actividad 116: (2011) Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 cuyos

determinantes son |A| :% y |B|=-2. Halla:

a) |A°| b) |A ™Y c) |-2A| d) |AB'| e) rgB
00 3 4C
Actividad 117: (2011) Dada lamatriz A== 1 -4 -5-.
@1 3 4E
a) Demuestra que se verifica la igualdad A® = -I siendo | la matriz identidad de orden 3.

b) Justifica que A es invertible y halla su inversa.
c) Calcula razonadamente A'®.

- : A+1 OC
Actividad 118: (2011) Dada la matriz A=[; L 1[.
5 —

a) Determina los valores de A para los que la matriz A” +3A no tiene inversa.
b) Para A =0, halla la matriz X que verifica la ecuacion AX+A =2, siendo | la matriz
identidad de orden 2.

5.0 10 G120
ﬁ’ B 1HY “TH1 1 2F

Determina, si existe, la matriz X que verifica AXB =C', siendo C' la traspuesta de C.

N P N
N

Actividad 119: (2012) Considera las matrices Azﬁ

Actividad 120: (2012) Encuentra la matriz X que satisface la ecuacion XA+ A’B = A,
O 0 10O 02 -1 00

siendo A= 1 ODy B:DO 2 —1D
00 @1 0 2@
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[0 0 1C

Actividad 121: (2012) Sea la matriz A :% 1 ZE

k 1

a) ¢Para qué valores del parametro k no existe la inversa de la matriz A? Justifica la
respuesta.

b) Para k =0, resuelve la ecuacion matricial (X +1)A=A"', donde | denota la matriz
identidad y A' la matriz traspuesta de A.

- _ B -2C _ -
Actividad 122: (2012) Dada la matriz A:% 1[, sea B la matriz que verifica que
C

+2 10
B=0 E
07 30

a) Comprueba que las matrices A y B poseen inversa.
b) Resuelve la ecuacion matricial A™X —B =BA.

16.- SOLUCIONES A LAS ACTIVIDADES.

Actividad 1: Respuesta libre

. 7 4C
2 7
Actividad 2: A‘—é‘i %y BI—D7 -1 OE.

S0 H o et

Actividad 3: a=5,b=12,c=-6y d=-4

Actividad 4:
T )&2 -3r )529 -5C 09 6L D33 -39
Hi1 1F Hs 2F Hz -19F He 2Ff Ha9 s55F
% -6 -10
0 02 1[

Actividad 5: AB=(8 13 13y BA

b 20 12H “Ho 27t

8
Actividad 6: AB = 4

[
0 B 70
, CA= CB =
] 7 15 sH” ~° "Hef

ne

Actividad 7: Ninguna de las tres es cierta en general debido a la no comnutatividad del
producto de matrices.

Actividad 8:
a) No, ya que, sea cual sea B, AB tendréa dos filas.

b) Si, tomando B de dimension 1x2.
Lo siguiente es de respuesta libre.
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UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

Actividad 9: No se puede, ya que el primer factor resulta una matriz cuadrada de
dimensiéon m y el segundo de dimension n. Para que se pudiesen restar, tendria que ser

m = n, Yy, por hipdtesis, son distintos.

Actividad 10: Basta hacerlo

02 4 2°C
Actividad11: 11 9 5
H7 15 23F

Actividad 12: a=1y b=0

Actividad 13: Respuesta libre.

/4 -1/40 gt 9 0L
Actividad 14: A™ = Oy B'=2 2 -3F
B/4 -1/40
H1 -1 2F
Actividad 15: rg(A)=1 y rg(B)=
Actividad 16:
04 3 -6C
B -2C
) X=0, f b) X=(2 5 -8¢
&t Hz 3 -2F
Actividad 17:
o -4 -5C 04 320
N 45 16F ) B2 12F
y 03 -50 _p-2 -1/2rC
H2 10H B2 -1/2F
Actividad 18:
4 30 D ar [P0 34LC
a)A=%> 4By B=0, oF b)C=%6 44E
% 50 o 82 54F
354 869,1
Actividad 19: %l E
H96 609F
Actividad 20:
a) 11 b) -19 c) 39 d) -2 e) 36
Actividad 21:
a) 2 b) 79 c) a®-3a+2 d) -m*-4m+1
Actividad 22:
a) x=1 b) x,=-1 x,=3 c) x=3
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[5/3 2/30
B3 -8/30

D—1/3 —1/3[
D‘4/3 10/3[

e) m®+3m*+3m+2

d) x,=0

X, =1 X,=-1
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UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

Actividad 23:
a) -21 b) 7 c)7
Actividad 24:
a) -295 b) 2 c) (x-2)°(x +6) d) (x+1)°
Actividad 25:
+2/5 1/3 -1/15C
L 2 3/2C 40O C : .
a) AT = C b)B"=72/5 1/3 -4/15¢ c) No tiene inversa.
0l -1/2r¢

HI/10 -2/3 13/30F

Actividad 26: No tiene inversa para k;, =4 y k, =-3

Actividad 27:

a) rgA=2 b) rgB =2

Actividad 28:
Siazl-rgA=3 b) Siazl-rgA=3
Sia=1-rgA=2 Sia=1-rgA=2

Actividad 29: Si.

Actividad 30:

a) Si b) Si c) Todos dan A d) Hacer

Actividad 31: Hacerlo.

Actividad 32: Hacerlo.

Actividad 33: Hacerlo.

Actividad 34: m, =2 m,=1/2

04 4 1C
Actividad 35: A=A’ =33 -3 -1-
Ho 1 -1f
017 -16 8L
Actividad 36: Lo primero es trivial. A* :S 8 -7 4 E
H16 16 -7f

Actividad 37: a=2 y b=-1

Actividad 38: a=b=c

Actividad 39:
a) -1 2C b) 16 O°CL 0 +3 2LC
Ho 1F Ho 16f Ho -
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32/3 2/3 1/3C
Actividad 40: 2/3 -1/6 -1/3F
H1/3 -1/3 0 F

0-1 -10 07 14C

Actividad 41: A= B =
H12 -6H = fps 14f
M n/7 nl/70 a or
Actividad42: A"=0 1 0 O B"= .
H) 3"F
D 0 14
02 1 00 03 -1 2°C
0 0 .. 0O C

Actividad 43: A:D—l 3 2D B:D—4 0 3 C

Hs -2 o Ho -1 -2f

Actividad 44: m=-1 n=0

Actividad 45:
Oo2 0 0C
a) /10 2 OF b) x=20,y=-5,2=-9
B/10 0 2f
Actividad 46:
(X+y+z=3 X=1-4
a) sz—y+2220 b) Eyzz
H~x +ty-z=1 Bz =1
Actividad 47:
3/16 116 3/16[ +1/3 -1/3 2/3C
a) %722 —;2E b) %_’I!ZI.G -9/16 5/16E ¢) Sin solucion.  d) 5—5/3 —2/3 4/3E
: HI/16 5/16 -1/16f H4/3  4/3 -5/3f
O OC
Actividad 48:
ivi E) 9E
Actividad 49:
15 149
a) = Eé% 281% b) 8010 en inglés y 6054 en aleman.

Actividad 50: 1986 €
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20 15 10C

Actividad 51: SLZ 8 5 E Se producen un total de 1440 articulos.
H8 20 12r

Actividad 52: (y -x)(z-x)(z-y)

Actividad 53:

a)7 b) -21 c) 14 d) -35

Actividad 54: x =3

Actividad 55: a*(a+b)’(a-b)’

Actividad 56:
a) Falso b) Verdadero c) Verdadero

Actividad 57: abc

Actividad 58:
a) Oy-1 b) 1y-1

Actividad 59: 6

n-1

Actividad 60: |A

Actividad 61: [B|=1/4 [3A|=108

Actividad 62: 27

Actividad 63: Son 2 , 5" y 2" respectivamente.

Actividad 64:

1 s Cois st 012 -1/6 OC U5 2/5 0 L
a) 0, 4C b) 0410 1/10F c)pg0 13 0 dp0 0 -2
i o - J1/2 116 1F  [Brs s o [
02/3 0 -1/3C
Actividad 65: a,=-1 a,=1. A*=1/3 0 2/3F
H1/3 1 -2/3F

. [(6/4 -3/4LC :
Actividad 66: B=[; . El determinante es 1.
o3 -1¢C
Actividad 67:
3 -7 3
a) X=(1 3 1 b)ng_ E
06 12 5

Matematicas Il. 2° de Bachillerato A. Prof.: Santiago Martin Fernandez Pagina 38



/3 2/3 0C
Actividad 68: X =1/3 1/3 0 ¢
Ho -1/3 1/3F

Actividad 69: rgA=3 y rgB=3

UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

Actividad 70: .
. . Si #1l-rg =3
a)Si =1-rg =1 b)gB=30 OR c)S_ 1.t
| =1 =
Si =-2-rg =2 g
Actividad 71:
03 -2 -2C
_0 C
aym#0 b) X=55 5 2
Hs -3 3
Actividad 72:
a) -128 by 4,=4 , 1,=1/4
b 1 -2C
Actividad 73: X =D -1 4 ¢
B 1 -3f

Actividad 74:

aym =1, m,=-1

+1/3 1/3 O0°C

4 _0 C
b) A _D2/3 1/3 —l[

H2/3 -2/3 1F

Actividad 75:
a) 125 b) 1/5 c) 40 d) -30
Actividad 76:
(™ 0 OL
a0 L
a) OxOR by x=2, M(x) =g0 1 -x[
Ho o 1F
Actividad 77:
a) 18 b) -12 c) 6
Actividad 78:
a)36y24 b) 1 c) No
Actividad 79:
a) -30 b) 6 Cc) -2
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Actividad 80:

(L 0 0O
0 0 2
aﬂB=%JﬂACﬁ§2%N92% 10%ON:§ ﬁ
W i Hl 2 OE L
Actividad 81:
L, @/7 1/7C +4/7 6/7 [
a) AT = C b) X =g C
BI17 217 Hi7 -26/7F
4 3
Actividad 82: X :B E
03 2C
Actividad 83:
2 -6 8°LC
a)b=2 ) X=g2 2 6F
Ho 2 -2F
Actividad 84:
a) x,=1, x,=3 b)a=-4,b=3
Actividad 85:
a) |-3A|=-54 , \A-l\ =1/2 b) -4 c) -2
1/7 -1
Actividad 86: X = = E
5714 3/2F
Actividad 87:
a)a=4 b) [2A|=-4a% , |A!|=-a’
Actividad 88:
0
a) 1=5 b) D E
D or
Actividad 89:
4/3 -5/6
ag_ E b) x=4 ,y=-24
05/3 716
Actividad 90:
6 2
a)m=0 b) X :E E
02 OC
Actividad 91:
-2 1-2
a)% ) E by Az-1y 1#3 c)B'=
-1 A2-21-1F
Actividad 92:
3 -1 7 -1
a) a#2/3 b At=0> g, x=n. T
T2 10 > 1[C
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c) No

L O oC
b) (AB) =) I F
F1/2 0 T
o -1/2F
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UNIDAD 5: MATRICES Y DETERMINANTES

Actividad 93:

0
aym=-1/2 , Al=o = b) M =2M -
H -1/2F

Actividad 94:

-1/3 0 -2/3C
a) A=-1 b) 05/4 -1/4 514 ¢
H2/3 0 -1/3fF

3 0C
Actividad 95: 10 -2
H2 3t
Actividad 96: k =1
Actividad 97:
1 -1 30
a0 0 - -1
a) A =0 1 -1, Noexiste B
H1 o -1H
Actividad 98:

or/4 0 -3/4C

) AT=1/4 0 1/4

H/12 1/3 -1/12F

k #/3 y k#—/3 ->rgA=3
k=3 0 k=—V3 ~rgA=2

Actividad 99:
14 8
a) |x|=—2 , |2x|=—16 b) X :9 E
08 -5C
+7/4 -1/2 C
Actividad 100: X = -5/4 -9/2 |
H7/4 -15/2F
Actividad 101:
a) -1/2 b) 16 c) -16 d) 30
Actividad 102:
. 2 7C 9 320 [F59 40 [
a) A7 =Q C b) X = 0. Y =0 C
Hi -3fF o -670 Hoe -17F
Actividad 103:
1/2
a)kz—2+J3 y kz-2-43 b)B‘lzé'i 1E )a=4, f=-1
C
Actividad 104:
6 3 0
agm#zl y m#3 b)X:E E
3 0 0
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Actividad 105:

12
a) AT=p
00 1r

Actividad 106: v =(c,c/2 c)

Actividad 107:

a) Hacer

Actividad 108: X =
B -4 -2F

Actividad 109:

a)36y24

Actividad 110:

a) No

Actividad 111:

1 2r
b) X =
) X=0, 1F
03 4 -2r
b) At=2 3 -1t
H4 -4 3
B 0 1T
b) 1 c)1

0o 1/2 1/2C

b) X =01 1/2 -1/2f

H1 1/2 -1/2F

Si azly a#-2 - rgA=3 [OC
a)Si =1 - rgA=1 b) X = FLE
Si a=-2 - rgA=2 BlE

Actividad 112:

orl/2 14 14cC

a) a=-3 b) X =
)@ )X=01/6 15112 7/12F
Actividad 113:
6 200 [13 16C [15/8 -9/4C
a) (A+B)(A-B)=p 0, A>-B® = C b) X = C
% 16 03 9C 01 0 C
Actividad 114:
+1/3 0 -2/3C
a) 122 , AZ1ly A#-1 b) X=(5/4 -1/4 5/4¢
H2/3 0 -1/3F
Actividad 115:
3
a) Hacer b) X:[O E
% OC
Actividad 116:
a) 1/8 b) 2 c) -4 d) -1 e)3

Matematicas Il. 2° de Bachillerato A. Prof.: Santiago Martin Fernandez Pagina 42
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Actividad 117:

01 0 -ir 00 -3 -4C
a) Hacer b) At= 1l -4 -4F )A®=11 4 5
Hi 3 3 H1 -3 -4t
Actividad 118:
a) A=-10 A=-4 oy x = OF
B -3
03 -1C

Actividad 119: X = -1 0 ¢

0L 1t

1 0 1r
Actividad 120: X =01 -1 OF

Ho 1 -1f

Actividad 121:

0 2 -4C
a) k=1/2 b) X=r0 0 -2F
D 2 -at
Actividad 122:
a) Hacer b) X = B_l _4E
29 14

NOTA IMPORTANTE: Las actividades de la 71 a la 122 son de Selectividad. En las dos paginas web
siguientes se encuentran las soluciones de todos los examenes de forma detallada:

* http://emestrada.wordpress.com/2010/02/20/matematicas-ii-problemas-selectividad-resueltos/
* http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Ademas de estas, una web con actividades interactivas que puedes utilizar es la siguiente:
http://ntic.educacion.es/w3//eos/MaterialesEducativos/mem2000/algebra/index.html
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