LITERATURA Y MATEMATICAS

Los jardines cifrados

De la pared del fondo partia un largo pasillo débilmente iluminado; lo
recorri y, al final, me encontré ante una puerta con apertura de combi-
nacion: junto a la puerta, bajo una pequena pantalla cuadrada, habia
nueve botones numerados, dispuestos en tres filas de tres. Me acordé
del cuadrado magico. El enano me habia dicho que el contenido de la
cajita me abriria mas de una puerta, y no tenia por qué referirse solo a
la musica. Saqué el cuadrado de metal [una reproduccion del cuadra-
do de ntimeros que aparece en el grabado de Durero titulado Melanco-
lia] y lo examiné a la débil luz del pasillo. Las combinaciones de las
puertas solian tener cuatro cifras, y los numeros mas significativos de
aquel cuadrado eran el 15 y el 14 del centro de la ultima fila: 1514 era
el afio en que Durero habia realizado su Melancolia, y El Bosco habia |
muerto por esas fechas, tal vez ese mismo afio. Marqué el 1514 y las
cifras fueron apareciendo en la pantallita cuadrada: las tres primeras en
la fila superior y el 4 debajo del primer 1. Tras unos segundos, las ci-
fras desaparecieron sin que ocurriera nada. Entonces pensé que tenia
que llenar la pantalla y marcar, por tanto, nueve cifras. La probabilidad
de acertar era remotisima. Marqué las nueve primeras cifras de mi cua-
drado magico, y luego las nueve tltimas. Luego probé con los nimeros
del 1 al 9 en el orden en que aparecian en el cuadrado: 3, 2, 5, 8,9, 6,
7,4, 1. Probé varias combinaciones mas, pero sin éxito.

Entonces, cuando estaba a punto de renunciar, se me ocurri6 otra posi-
bilidad: el cuadrado magico que tenfa en la mano podia ser simplemen-
te un modelo, un referente. Puesto que tenia que llenar una pantalla de
tres por tres y habia nueve botones numerados del 1 al 9, tal vez tuviera
que componer con ellos un cuadrado magico de orden tres: disponer
los nueve digitos de forma que todas sus filas, columnas y diagonales
sumaran lo mismo. [...] Estaba cansado y aturdido, y mi primer impul-
so fue intentar resolver el cuadrado magico por tanteo. Pero mi reduci-
da pizarra manual no permitia muchos ensayos... De pronto me acordé
del método de Holmes: descartar lo imposible. ;Qué pasaria si el 1 es-
tuviera en la primera casilla?, me pregunté. En ese caso, como todas las
filas y las columnas tenian que sumar 15, habria que poner en la prime-
ra fila dos numeros que sumaran 14, y... [...]

Marqué los ntimeros en ese orden y el cuadrado magico se formo en
la pantalla. Con un suave zumbido, la puerta se abrio.

CARLO FRABETTI




SOLUCIONARIO 1

Los jardines cifrados Carlo Frabetti [
Carlo Frabetti Los jardines cifrados
El narrador de esta novela es un hombre de mediana £ ORI oraes .@um.um TRAPO

edad que ha sido abandonado por su mujer Nora.

Un dia conoce a otra mujer, Elena, de la que se enamora

a pesar de que un amigo, que es profesor de matematicas,
le dice que esa mujer no le conviene porque también

va a dejarlo. El contesta:

—Al menos quisiera tener la oportunidad de comprobarlo.
No hay muchas mujeres asi; ni una en un millon...

—jAlto ahi! —exclam¢ el amigo levantando las manos
con gesto alarmado—. Si empiezas a tergiversar
los aspectos matematicos de la cuestion, estas perdido.

—¢Qué tienen que ver las matematicas con esto?
—Mucho. Estas cayendo en la falacia en la que caen todos

los tontos enamorados, valga el pleonasmo, la absurda

falacia de pensar que el objeto de su amor es tnico e irrepetible, o cuando menos un bien escasisimo.
—En toda mi vida s6lo he conocido a dos mujeres como ellas.

—Supongamos, y es mucho suponer, que eso sea cierto. ¢A cuantas mujeres has conocido?
—Depende de lo que se entienda por conocer.

—;Qué entiendes tu cuando dices que en toda tu vida s6lo has conocido a dos como ellas?
—Bueno, he conocido a muchas mujeres lo suficiente como para darme cuenta de si,

en principio, me interesaban o no.

—¢A cuantas?

—No las he contado, pero muchas... Varios cientos...

—Seamos gernerosos y consideremos que has conocido a mil mujeres lo suficiente como

para darte cuenta de su posible adecuacion como objeto amoroso. Bien, eso significa

que la frecuencia estadistica del tipo Nora-Elena es del dos por mil. Asi que, para empezar,

lo de «una en un millén» es pura hipérbole.

—Pero...

—D¢jame seguir. Hay unos tres mil millones de mujeres en el mundo, de las cuales aproximadamente
un tercio tendran entre veinte y cincuenta anos (por tu bien y el de ellas. espero que no te
interesen las nifias ni las ancianas). Es decir, hay unos mil millones de mujeres con las que,

en principio, podrias relacionarte. Si la incidencia del tipo Nora-Elena es del dos por mil,

eso significa que hay unos dos millones de candidatas que se ajustan a tu concepto de mujer ideal.
Como veras, es matematicamente absurdo que te obsesiones con una de tan dudosa moralidad

y oscuras intenciones como Elena, habiendo otros dos millones esperandote. [...]

Construye el cuadrado mégico que le permitié al protagonista de esta novela abrir la puerta.
Un cuadrado o un rectangulo de nimeros como el anterior (aunque no cumpla ninguna
propiedad especial) se lama matriz. Hay situaciones que se pueden representar mediante
una matriz. Descubre alguna.

Siel 1 estuviera en la primera casilla harfa falta encontrar tres parejas de nimeros cuya suma
fuera 14, y esto es imposible. Solo hay dos parejas que suman 14:9 +5=8+46=14.

Siguiendo el razonamiento si el 1 estuviera 61118
en la segunda casilla el cuadrado 71513
que formarfa es:

21914
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Matrices

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.

a) x+ y+3z=0 b) —2y+ z=—1
2X—2y— z=4 2X+ y—3Z:0
X—3y+2224 X_Sy =7
32=0
’ 2it2§t §:4 x=—y=3z A=y =32)=2y—z=4| = —4y-7z=4
—y—3z-3y+2z=4) = —4y- z=4)

X —=3y+2z=4

=0
—4y—z:4z—>y:—1

Xty+37=02=12=0% vy
La solucién del sistemaesx=1,y=—1yz=0.
b) —2y+ z=-1
—oy— _ N = 2x —5y =-3
4 y—3z=0 [y =30y O} _ Sy_7}
x—5 =7 X75y27 L
y X =-10
x—5y=7221%y = %
-7
S 34 39
=2y 1—>7=——-1=
5 5
La solucién del sistemaesx = —10,y = —% yz= —%.
002 | Resuelve estos sistemas.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x+ y=3
2x —3y =1 3x —4y = —1
—X —2y =-3
a) —x+2y=0 x =2y| x=2y
N — 4 =5->y=1
2+ y=5} 2x+y=5 yty Y
y:]ﬂx:
2x—3y=1 % 4 — 3 =1.Eneste caso, la solucién del sistema es vélida.
b —y=0
) L XY }
2X+y=3
3x =3-sx=1->y=1
W—dy=—12 2173 4o
x—y=—3X2MEL g3

En este caso, la solucién del sistema es valida.

—6z=0—>2z=0
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SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Escribe una matriz que cumpla las siguientes condiciones.
» Sudimensién sea 3 X 2.

e dp=—0y=0a,=1
* Oy =0y = —03 = —2
1 =2
Lamatrizes:|—1 —2|.
2 1

Se venden listones con dos calidades y de dos longitudes. Los listones grandes
de baja calidad cuestan 0,75 € y 1 € los de alta, mientras que los listones
pequefios de baja calidad cuestan 0,45 €y 0,60 € los de alta. Anota estos datos
en forma de matriz.

La matriz serd de dimensién 2 x 2. Las filas indican la calidad; las columnas,
el tamafo y los elementos de la matriz, el precio:

0,45 0,75
0,60 1

Halla el valor de cada incégnita para que las dos matrices sean iguales.

X +1 3 0 2 y+1 0
z+1 x+2 z-1 y+2 3 vy

Para que las matrices sean iguales deben tener la misma dimension y ser iguales
todos sus elementos.

Las dos matrices son de dimension 2 x 3.

X+1=2-x=1 Z+1=y+2>z=y+1—>2z=3
3=y+1->y=2 X+2=3->x=1
0=0 Z—1=y—>z=142=3

Es decir, lasolucidonesx =1,y =2yz=3.

Escribe un ejemplo de las siguientes matrices.

a) Una matriz fila con cuatro columnas.
b) Una matriz columna con cuatro filas.
¢) Una matriz cuadrada de orden 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Q) A=(1 3 —1 0
1
2
b) B=| |,
1
12 -3 4
0 -2 3 1
AC=ls 5 35 9
11

33
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005 | Escribe matrices que cumplan las siguientes condiciones.
a) Matriz diagonal de orden 4 que cumple que a;; = 7.
b) Matriz identidad con tres filas.

a A= b) B={0 1 0
0070 00 1
0 0 0 7

006 | Escribe matrices que cumplan estas condiciones.
a) Diagonal de orden 3.
b) Triangular superior con tres columnas, de forma que los elementos distintos
de O cumplan que g; =i +}.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2 00
a) A=[0 -1 0
0 0 8
2 3 4
b)B=[0 4 5
0 0 6

007 | Realiza la siguiente operacion con matrices:
12N (2 =2 3) (-1 40
0 —3 1 1 0 —1 2 21
-1 20 (-2 =2 3+714070 8 =2
0 =3 1 1 0 -1 2 2 1) 11 =1 3

008 | Averigua los elementos que faltan siA + B = C.

3 45 2 ¢ d f 7 6

A_[S a b] B_[e 3 —1] C_[1 —1 0]
304 5, (2 ¢ d)_(f 76 (5 4+c S5td|_(f 7 6
5 a b e 3 =1 |1 =10 54e a+3 b-—1) |1 =1 0
f= 44c=7—>c=3 54d=6->d=1
S54+e=1—-e=—-4 a+3=—-1—>a=-4 b—1=0—>b=1

009 | Haz la siguiente operacién con matrices:

3 3 1 4 0 4 -1 0 2

211 2 0]—3-—1 1T =2]— 2 3 1

-1 5 =2 0 —2 3 -1 10
3 3 1 4 0 4 -1 0 2 -5 6 —12
2-/=1 2 0|—=3-] -1 T =2|—-] 2 3 1|=|-1 =2 5
-1 5 =2 0 =2 3 -1 10 -1 15 —13



SOLUCIONARIO 1

010 | Realiza las operaciones indicadas con estas matrices.
13 2 0 -2 3
S B I I

a) 2(A—B)+3C
b) (=2)(A—C) —3(B+20)

-1 3 —2 3 -8 15
2 Z(A—B)+3C:2-[ ! 3]+3.[ 1 _2]:[7 O]

b) (=2)(A-C)—=3(B+20) = (—2)-[

-2 4 -1 =5 7 7
011 | Calcula la siguiente operaciéon con matrices:
0 5
2-3 1 4)-51 11—-3-3 1 4)-|—1
—2 0
0 5 0 5
2.3 1 4)-5- 1|=3-3 1 4)-|=1|=@6 2 8 5/—-© 3 12)-|-1|=
—2 0 —10 0
=6-0+2-5-8-10—-9-543-1-12-0=10—-80—45+3=—-112

012 | Halla el valor de x en esta igualdad de matrices.

3
a —1)-[’1(]—(1 x 9:=1|=0
0
3
(1 —1).[§]—(1 X 9 |-1=05x-1-3-x)=052=4—>x=2
0
013 | Realiza los productos que sean posibles entre las matrices A, By C.
3 0
10 2 -1 4
A:[ ] B=|1 2 c:[
-2 1 =3 [ 5 3 32
30 6
A-B:[ 15 ?16] B-A=|-5 2 -8
B 8 —3 13
2 9 4 —14
B-C=| 7 0 C.A:[_1 5 _o]
-1 2 a

A - Cno se puede multiplicar, ya que la dimensién de Aes 2 x 3ylade Ces2 x 2.
C- B no se puede multiplicar, pues la dimensién de Ces 2 x 2y lade Bes 3 x 2.
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014 | Determina la dimension de la matriz resultante de esta operacién y, después,

compruébalo efectuando las operaciones.
2 -1 0 2 1) (4 5 1
2'[3 0 1]+3'[3 o]'[z 1 3]
La dimension de la matriz resultante es 2 x 3.
2_271O+3.271_45174—2 O+3 6 9
3 0 1 3 0j 12 1 3] |6 0 2 12 15

(2 25 -3
42 45 M

015 | Comprueba si se cumple que A-(B+ C)=B-A+ C - A, siendo las matrices:
11 -3 1 30
e R e
Si no es cierto, aplica correctamente la propiedad.
(R T U (R B | Y R B (R I A
-2 3 2 -1 -1 1) =2 3J |11 o) (3 =2
-3 1 11 30 T 1 _[-5 0 3 3| _[-2 3
[ 2 —w]'[—z 3]+[—1 1]'[—2 3] [ 4 —1]+[—3 2]_[ 1 —1]
Laigualdad correctaes:A-(B+C)=A-B+ A-C
1T 1) (=3 1 17 300 (-1 o 2 N (17
[72 3][ 2 71J+[72 3]'[71 1]*[12 75J+[79 3]*[3 72]
016 | Realiza la operacion B+ A + C - A, sacando previamente factor comun a la matriz A.
2 0 2 0 4 —1 3 2
A=|—-1 -3 B=|-1 3 -5 C=| 2 0 3
0 2 31 1 1 —1 5
;Qué propiedad has aplicado al sacar factor comun?
Para sacar factor comun aplicamos la propiedad distributiva por la derecha.
B-A+C-A=B+0C)-A
2 0 4 —1 3 2 2 0 —1 3
B+C)-A=]||—-1 3 =5|+| 2 0 =3|-|-1 =3|=|—-1 =25
31 1 I 5 0 2 8 12
017 | Calcula (A - B), siendo Ay B las siguientes matrices.
! ’ 4 1
A=|0 3 B:[_S 8]
5 —4
7 ' 7\

(1) ; _[—4 5]‘[1 0 5]_[31 15
s . 1 8)(7 3 —4) (57 24

—40
—27

|



SOLUCIONARIO 1

018 | Realiza esta operacion con matrices:

-3 7 2 3 8 20
50‘01517f5]3o158
N 4+[8 E o] :[o 9 _7] IS I R
-3 7 2 3 2 =3 7 0

:[5 1 —3]'4? 9:[—6 60]
0 9 7 9 3 27 33
019 | Completa la siguiente matriz para que sea antisimétrica.
a1l b
c 0 =3
2 d e
a 1 b
¢ 0 —3|esantisimétricasia=0b=—-2c=—-1,d=3,e=0.
2 d e
020 | Estudia sila matriz A + B es simétrica.
3 4 1 1 4 1
A= 2 =2 1 B=|0 —2 1
-3 -3 0 3 30
3 4 1 1 4 1 4 8 2
A+B=| 2 =2 1|4+|0 =2 1|=|2 —4 2|noessimétrica.
-3 =3 0 3 =30 0 -6 0
021 | Completa los elementos que faltan en la matriz para que sus filas sean linealmente
dependientes.
3 -1 b 2
—9 a 0 ¢
Para que sus dos filas sean dependientes tienen que ser proporcionales, F, = NF,.
-9 =3\ A=-3
a=-—x a=3 3 -1 b 2 3 =10 2
- - -
0=0bx 0=0» -9 a 0 c —9 3 0 —6
c=2\ c=-6
022 | Determina el rango de las siguientes matrices.
1 =1 3 0 1 —1 3
al2 1 =1 1 by[2 —2 6

5 0 0 1 :
1 9|3 4+[5 ! 7]

0 -3 7 -1 3 -39



Matrices

a) Ninguna de las tres filas es proporcional a otra.
Comprobamos si alguna fila es combinacion lineal de las otras dos:

e - N

2 2
1=2x N o3

=6 tph o 1 TATH 2 - 2
3=-X+p 3_7i+u u_l

O=Xx—p 2 2

1 1

0=—— .

2 " " 2

Como los valores de . son diferentes, el sistema no tiene solucién. Ninguna fila
es combinacion lineal de las otras dos, entonces las tres filas son linealmente
independientes y, por tanto, el rango de la matriz es 3.

1T =1 3 0
Rango |2 1T =1 11=3
0 -3 7 -1

b) Como f, = 2F, y F3 = 3F,, todas las filas son proporcionales. Luego el nimero
de filas linealmente independientes es 1y, por tanto, el rango de la matrizes 1.

1T -1 3
Rango |2 —2 6|=1
3 -3 9
3 2 7
023 | Calcula el rango utilizando el método de Gauss:| 0 —1 2
-5 30
3 ) 7 3 2 7 3 2 7
o -1 2 o -1 2
0 -1 2 5, 19 35 73
5 3 0) A=RT3h o e e
3 3 3
3 2 7
Rango| 0 —1 2|=3
=5 30
1 =3 5 7
024 | Halla el rango mediante el método de Gauss:|8§ —3 —2 14
2 1 —4 0
1 -3 5 7 1 =3 5 7 1 =3 5 7
8 ~3 2 14|———2|0 21 —42 —42|——"|0 21 —42 &
2 1 -4 0Jf_f 0 7 -4 —14fh=E3h o 0 0 0

T -3 5 7
Rango |8 —3 =2 14|=2
2 1 —4 0
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SOLUCIONARIO 1

Calcula, si es posible, la inversa de estas matrices utilizando la definicién.
a) 1 2 b) 3 =5
2 4 —1 2
a+2c=1 a+2c=1
2 [1 2]_[0 b]:[1 o]_> b+2d=0| , b+2d=0

2 4)\c d 0 1 20+ 4c=0 2(a+2c)=0
2b+4d =1 2(b+2d)=1

El sistema no tiene solucién, luego no existe matriz inversa.

ol

3a—5c=1 3a—5c=1 a=2
3b-5d=0| 3b-5d=0 6C—SC:1}% b=5
—a+2c=0 a=2c 6d —3—5d =0 c=1
—b+2d=1 b=2d—1 d=3

2 5
1T 3

25 9k )

Comprobamos que [ ] es la matriz inversa:

FIEE N

2 =3 1
Halla, si es posible, la inversa de esta matriz: | 3 11
0 10
2 =3 1) (a b c 170 0
3 T 1||d e f{=|0 1 0
0 1 0) g h i 0 0 1
20—-3d+g=1
;?:;?iﬁg 204+g="1 204+g=1 a=-1
a4 d + :O 2b+h=0 3a4+9g=0 b=1
9= a4+ i=3 b+h=0 c—_4
-3+ e +h=1 - -
34 f 4 iz0 3a4+9g=0 3b+h=1 g=3
3b+h=1 2c+i=3 h=-2
d=0 . ) .
3¢+ i=-1 3¢+ i=-1 =11
e=0
f=1
-1 T -4
Comprobamos que| 0 0 1] es la matriz inversa:
3 =2 1N
2 =3 1| [—1 1 —4 100
3 T 11 0 0 =10 1 0
0 70 3 =2 1 0 0 1
-1 1T —4] (2 =3 1 170 0
0 O 113 T 1/=0 1 0
3 =2 11} 10 10 0 0 1
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027 | Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de estas matrices.

6 2 -3 7
2 [12 5] b)[ 2 —5]
3 6 2[1 0 6 2
12 5/0 1)E=FK-27{0 1

e

% 6

F=eh o 1] -2

b)*3 711 0 -3

2 =500 1r—g4+26| O

028

@:a_gg
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Halla, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz:

30
2 3

— #‘G&\\o

slor|on|w

5
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SOLUCIONARIO 1

Clasifica las matrices y determina su dimensién.

0 0 —2 3
A=(1 2 2) B=]1 C=|—-4 31
7 2 0 1
300
2 0
D:[o 2] E:[; ?] F=]0 1 O
0 1 1
11 1
1 2
I IRE 1 | S
00 2
A=(1 2 2)— Matrizfilade dimension 1 x 3
0
B =|1| — Matriz columna de dimensién 3 x 1
7
0 =2 3
C=|—4 3 1| = Matriz cuadrada de orden 3
2 0 1
2 0 -
D= [O 2] — Matriz diagonal de orden 2
1 0 . .
E= [O 1] — Matriz unidad de orden 2
300
=10 1 0|— Matriz triangular inferior de orden 3
0 11
0 1 2 . . -
G= [_1 0 3] — Matriz rectangular de dimension 2 x 3
11 1
H=]0 1 —3|— Matriztriangular superior de orden 3
0 0 2

3 0
/= [4 —8] — Matriz triangular inferior de orden 2

Una empresa de autobuses tiene tres lineas: A, By C.

El lunes salieron 5 autobuses en la linea A, 3 en la By 4 en la C. El martes salieron
2 autobuses en lalinea A, 1 enla By 4 en la C. El miércoles salié 1 autobus
enlalineaA,3 enlaBy5en la C. Represéntalo en forma de matriz.

Lo representamos en una matriz de dimension 3 x 3.

Las filas representan los dias de la semana: lunes, martes

y miércoles. Las columnas corresponden a las lineas A, By C,
respectivamente. Cada elemento de la matriz

es el nimero de autobuses.

NN
w — W
(G2 I AN

1
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Una fébrica elabora dos tipos

de productos, X e Y, que vende a tres
empresas A, By C. Inicialmente
distribuia 1.000 unidades de cada
producto a cada una, pero en este

mes la empresa A recibié 600 unidades
de Xy 300 de Y; laempresa B

recibié 400 unidades de Xy 800 de Y,

y la empresa C recibié 900 unidades
de Xy 700 de Y. Representa mediante
una matriz las disminuciones porcentuales que se han producido en la distribucién
de los productos a estas empresas.

Las filas corresponden a cada tipo de empresa, A, By C, y las columnas
corresponden al tipo de producto, X e Y. Cada elemento de la matriz
es la disminucion porcentual de la produccion.

100f100‘ﬂ=4O 1007100-ﬂ:
0 0 070
100 —100- —— =60 100 =100 —— =20 60 20
1.000 1.000 10 30
1OO—1OO-9.;O=1O 100—100-ﬂ:30
1.000 1.000
¢Son triangulares las siguientes matrices? ;Por qué?
320 300
01 4 [? 3 ;] 0 10
01 1 9 0 1
3 0
0 1 4|No, porque ni todos los elementos situados por encima de la diagonal
0 1 1) principal, nitodos los situados por debajo, son cero.
0
1

No, porque no es cuadrada.

Si, porque todos los elementos situados por encima de la diagonal
son cero.

O O w
SO - O O N

Pon dos ejemplos de estas matrices:
a) Matriz columna c) Matriz diagonal e) Matriz triangular superior
b) Matrizfila d) Matriz cuadrada f) Matriz triangular inferior

Respuesta abierta. Por ejemplo:

-8 2 00 3 -2 3
a | 1 910 50 e 10 31
0 00 7 0 0 1
300

b) (3 —2 9 d) [‘4 0 fHlo2 3 0
02 311
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SOLUCIONARIO 1

Halla los valores de a 'y b para que las matrices sean iguales.

1 b 3 1
A=|3 1 0 B=|1
9 4 1

- O W

5
—a 1
9 4

© w —

N -

- O W
Il

5 3
a 1 0l->b=5a=-2
4 1

Considera las matrices:
01 6 9 1 6
A‘[—1 4 3] B‘[1 8 —9]
Comprueba con esas matrices la propiedad conmutativa de la suma.
0 1 6 n 9 1 6l |9 2 12
-1 4 3 1 8 =9/ o 12 -6

916+O16:9212
18 =9 -1 4 3 0 12 -6

0 5 5 5
Considera las matrices A=|—4 1|yB=[4 —2|.
13 2 3

{Qué relacion hay entre A— By B — A?

05 (5 5 (-5 0
A-B=|-4 1|—-|4 —2|=|-8 3
13 (2 3 (=10
5 5 05 (5 o
B—A=|4 —2|-|-4 1|=|8 -3
2 3 13 1 o

A — By B — A son matrices opuestas.

(=3 7
Q) —A—B+C—[ 0 5 _3

Considera las matrices: A:[1 -1 4] B:[ 01 2] C:[

0 —1 3 10 3

Calcula.

a) A+B—C 0 —A—B+C &) A—(B—C)

b) A—B+C d) —A+B+C f) C—(A+B)

(3 -1 4 - (-3 30
a) A+B—C_[O s 3] d) A+B+C_[_2 .
o) AmBC=|" 14 & A—(B—C)=A—B+C =
0 33

¥

‘4] f) C—(A+B):—A—B+C:[_

3
0

1
3

1
5
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038 | Determina una matriz X que verifique: A + X =B, siendo A = [:6 ! 2]

0 1 2 10 4
B: .
Y [193]

R TR LCIE R B

039 | Considera las matrices:
3.0 2 1 1 41 =2
A= B=|" c=|0 5 =3
4 -8 -1 0 3 1

Realiza, si es posible, los siguientes productos.
a) AB b) BA ) AC d) BC

30 (=2 1 1) (-6 3 3
2 AB:[4 78]‘[71 0 3]:[ 0 4 720]

b) No se pueden multiplicar By A, ya que la dimension de Bes2 x 3y lade A

es2 x 2.
c) No se pueden multiplicar Ay C, ya que la dimension de Aes 2 x 2y lade C
es3 x 3.
SRR S 7 33
d)B'C:[} 0 3]'0 > :[71 1 8]
N 0 0 2 o

040 | Comprueba que, en general, el producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa multiplicando estas matrices:

2 0 =2 1 2 1

A=|1 5 =3 B=([5 1 =3

2 0 2 0 0 2
2 4 =2 6 10 -6
AB=|26 7 =20 BA=|5 5 =19
2 4 6 4 0 4

041 | Comprueba que se cumple la propiedad distributiva del producto de matrices
con respecto de la suma utilizando estas matrices.
(=2 1
=10

SR

3 01(12) (3 6
A(B+C):[4 —8]’{—1 2]:[12 —8]

e N T

=l )+ -1 )
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045

SOLUCIONARIO 1

Expresa la condicion que tienen que cumplir dos matrices My N para que pueda
realizarse su suma.Y, si lo que pretendemos es multiplicarlas, ;qué condicién deben
cumplir las matrices?

(Galicia. Septiembre 2004. Bloque 1. Pregunta 2)

« Para que se puedan sumar dos matrices estas deben tener la misma dimension.
- Para que se puedan multiplicar dos matrices el nimero de columnas
de la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda.

Con las matrices: A = [1 _1], B= [2 0] yC= [_1 ?] calcula, si es posible:

3 =2 1 4 —4
a) 2A—3B b) 2A-3B ) AB+C) d A—3B
—4 -2 (4 =5
2) 2A—3B:[ : _16] 9 A(B+C)f[9 _10]
| 6 =24 a5
b) 2A-38—[24 —48] d) A 38—[ 0 _14]

1 2
Con las siguientes matrices: A = [1 -! 0], B=| 0 5|yC= [0 _1],
3 8

. . 0 —2 3 2 6
calcula, si es posible:
a) ABC b) 2AB o AB—C) d) B-3C
-1 =3} (0 -1 -6 =17
3 ABC_(AB)C_[ 9 14]’[2 6]_[28 75]
-1 2
2 =2 0 -2 -6
) 2AB‘[0 —4 6]' 2 2_[18 28]

c) No se puede realizar esta operacion ya que By C no se pueden restar
por no tener la misma dimension.

-1 2 0 3 12 39
d B-3C=| 0 5-[6 78]: 30 90
3 8 48 135
3
Calcula ABy BA, siendo las matrices: A=(1 —3 —1 2) B= (1)
(La Rioja. Septiembre 2000. Propuesta A. Ejercicio 2) )
3
1
AB=(1 =3 —1 2 =—4
( ) 0
—2
3 3 -9 -3 6
1 1T =3 -1 2
BA = -1 =3 =1 2)=
0 ( 3 ) 0 0 0 0
—2 —2 6 2 —4
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046 | Sea A unamatrizm X n.
a) ¢Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila? Si existe, ;qué dimensidn

tiene?

b) ;Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila? Si existe,
;qué dimensidn tiene? 1 1

c) Buscauna matrizBtalque BA=(0 0),siendoA=]0 1]|.

00

a) Para que BA sea una matriz fila, la matriz B tiene que ser una matriz
de dimensién 1 x m, y la dimensién del producto es 1 x n.

b) El nuimero de filas de la matriz AB no depende de la matriz B, sino que es igual
al nimero de filas de la matriz A, que es m. Solo es posible obtener una matriz
fila si A es también una matriz fila.

¢) LadimensiondelamatrizBes1 x3—B8=(@a b o).

1 1
BA=(a b ¢)-|0 1|=(a a-+b)
0 0

(@ a+b)=0 0 —a=0b=0
B=(@ b ¢)=(0 0 cconceR.
. 1T -1 1 1
047 DadaslasmatncesA:[ ]yB:[ ]:
2 —1 4 —1

a) Calcule ABy BA.
b) Compruebe que (A + B> = A> + B2

1T =1 (1 1 -3 2 1 n(r -1 3 =2
3 AB’[z —1]'[4 —1]’[—2 3] BA’[4 —1]'[2 —1]’[2 73]
b) (A+B)> = A2+ AB +BA+ B?
Como en este caso, AB= —BA, entonces se cumple (A + B)> = A? + B,

0 0 —2 0 1 1
048 | ConlasmatricesA=|1 4 —1|yB=|5 1 =3|,
2 0 0 00 2

calcula (A + B)*y A> + 2AB + B ;Por qué no coinciden los resultados?
{Cual seria la formula correcta para el cuadrado de una suma de matrices?

01 —=1](0 1 —1 4 5 —6
(A+B?=|6 5 —4|-|6 5 —4|=[22 31 —34
20 212 0 2 4 2 2
-4 0 0 0 0 -8 5 1 —1
A +2AB+B*=| 2 16 —6|+|40 10 —26|+|5 6 —4|=
0 0 —4 0 4 4] 0 0 4
T 1 =9
=147 32 -36
0 4 4
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SOLUCIONARIO 1

Como el producto de matrices no es conmutativo, el célculo correcto seria:
(A+BY =A + AB+BA+ B’

Lo comprobamos calculando de nuevo el sequndo miembro:

-4 0 0 00 —4
AP+ AB+BA+B*=| 2 16 —6|+|20 5 —13|+
0 0 —4 0 2 2

3 4 -1 5 1 =1 4 5 -6
+|-5 4 —11|+|5 6 —4|=|22 31 —-34
4 0 0 0 0 4 4 2 2
2 2 =1 1 00
Se consideran las matrices: A =| —1 —1 1 I=]0 1 0
Se pide: -1 =22 001
a) Hallar (A —1)%
b) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.
(Madrid. Afio 2006. Modelo. Opcion B. Ejercicio 4)
1 2 =1 1 2 =1 0 00
a (A-D*=|—-1 =2 "Nl-1 =2 11=10 0 O
-1 =2 l-1 =2 1 0 0 0

b) (A—IP =A—2A+ P =0 A =2A—1 > A* = (2A—1I)
3 4 =213 4 -2 5 8 —4
At=QA-IP=|-2 -3 2| |-2 =3 2|=|-4 -7 4
-2 -4 3|2 -4 3 |-4 -8 5

0 11
SeanM=|0 0 1|yN=M+ I dondeldenotala matrizidentidad de orden n.
0 0O
Calcula N*y M3,
(Galicia. Junio 2001. Bloque 1. Pregunta 1)
L T I B T2 3
NZ=|0 1 1{-[0 1 1|=|0 1 2
0 0 10 01 0 0 1
0 1 11{0 1 110 11 0 0 110 1 1 0 00
M*=[0 O 1[-]0 0 1|0 O 1|=|0 0 O|-|0 O 1|=|0 0 O
0 00 [O 0 00 0O 0 0 0J{0 0O 0 00

Sean A una matriz de dimension 5 X 3, B una matriz de dimension m X ny C
una matriz de dimensién 4 x 7. Si sabemos que se puede obtener la matriz ABC,
icudles son las dimensiones de By de ABC?

Para poder obtener el producto, B tiene que tener tantas filas como columnas
tenga Ay tantas columnas como filas tenga C. Es decir, la dimensién de Bes 3 x 4

y la dimensién del producto ABCes 5 x 7.
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052 | Dadas tres matrices A, By C, se sabe que ABC es una matriz de dimensién 2 x 3
y que BC es una matriz de dimension 4 x 3. ;Cudl es el orden de A?

La dimension de ABC es 2 x 3 — El nimero de filas de A es 2 y el nimero
de columnas de Ces 3.

La dimension de BCes 4 x 3 — El nimero de filas de Bes 4y el nimero
de columnas de Ces 3.

Las matrices se pueden multiplicar si el nimero de columnas de A es igual
al nimero de filas de B— La dimension de Aes 2 x 4.

053 | SealamatrizA = [(1) :] Calcular A™.

0
1

Encuentra el valor de A" para cada ny halla A**° — A®°,

SRS ARSI

10 10l (1 0] (0 o
E [ A" = ASSO _ AZSO — _ —
ngenere [Sn 1] ~ [1.050 w] [750 1] [300 0]

054 | SealamatrizA = [; ] y sea n un nimero natural cualquiera.

055 | Seala matrizA = . Encuentra la regla del célculo de las potencias sucesivas

- O O

1
0
0

o = O

de A, es decir, de A” para cualquier nimero natural n.

010 0 10)(0 10 001
A=10 0 1 A=10 0 1[-|0 0 1|=|1 0 0

100 170 0/|1 00 010

00 1010 100
A=[10 0[]0 0 1|=|0 1 0|l=1 A =IA=A

0 10(1 00 0 0 1

Asi, si dividimos n entre 3 tenemos n = 3p + g, donde g, el resto al dividir n entre 3,
es un numero natural menor que 3.

A sig=1
AT = AT = APAT =TAT= AT y AT ={A’ sig=2
I sig=0
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b) A® = 2A°
At = AAT = AA? = 2A° =2 . 2A7 = 27
A =234
4 4 —4
Engeneral: A" = 2"2A2 =272 .14 4 —4|=2".
4 4 —4
1 1
059 | SeaA= 0 2 . Calcula A™.
(1 , (11
A=[o ) =0,

verasll 30 00 )

En general: A" = .
0 2"

060 | SealamatrizA = [(1) ‘11]:

a) Para cada nimero natural n, hallar A".
b) Calcular A2 — 12A% + 2A.

s_ g |1 2a) (1 a) _ (1 3a
A_AA_& 1) 170 1

En general: A" = [1 na]

A4:A3A:[

It

1

2a

|

=1
—1
-1

0 a O
061 | DadalamatrizA=|0 O a].Hallar A" para todo entero positivo n.
0 00

0 a 00 a O 00 a
A’=10 0 al-|0 0 al=]|0 0O 0
00 o0floo J 00 0
0 0 d|(0 a O 0 0 0
A=[0 0 0 -[O 0 CI:[O 0 0
00 0Jl0O O O 0 0 0
A sin=1
A" =1A% sin=2
0 sin>3
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SOLUCIONARIO 1

062 | SealamatrizA=| 0 a 0l.
-1 0 =2

Halla el valor o los valores de a para que se cumpla la identidad A + 2A + 1= 0,
siendo I la matriz identidad de orden 3 y 0 la matriz nula de orden 3.

(Aragon. Junio 2000. Opcion A. Cuestion 1)

-1 0 =2
A=| 0 da O
2 0 3
0 O 2
2A=| 0 2a 0
-2 0 —4
-1 0 =2 0 0 2 (100 (000
A 4+2A+1=0-| 0 a* O0|+| 0 2a O|+|0 1 0|=|0 0 O
2 0 3 -2 0 —4 0 0 1 000
0 0 0] (0 0O
—10 a’+2a+1 0|=|0 0 O0|=>d*+2a+1=0—>a=—1
0 0 0 000
Sean A, Iy B las matrices dadas por:
0 1 1 100 6 —3 —4
A=]1 1 0 I=(0 1 0 B=|-3 2 1
100 0 0 1 —4 1 5

Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ;Existe algun valor de \ € R tal
que laigualdad (A — XI)? = B sea cierta?

En caso afirmativo, hallar dicho valor de \.
(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque A. Cuestion A)

- 1 1
A-XN=|1 1-X 0
1 0 =X
X 1 Y (X 1 1 N+2 =2 +1 0 =2\
A=XD"=|1 1=X 0|1 1=X 0 |=|-2Dx4+1 N2=2D+2 1
1 0 2|1 (SN -2\ 1 N +1
N +2 =23 +1 =2\ 6 —3 —4
(A=N) =B—>|—-2x+1 N =2x+2 1 |=|-3 2 1
-2\ 1 N +1 —4 1 5

Igualando el elemento g3 de las dos matrices: —2x = —4 > X =2
Comprobamos el resultado para los demas elementos.

NA2 o T = (63 4
N1 N =2A+2 1 =3 2 ]

-2\ 1 A +1 —4 1 5



Matrices

2
determinando o y 3 (I denota la matriz identidad).

SRS
AZMM@:oﬁ[i g]w.ﬁ ;]%[; ?Hg 8]
[5+20L+B 4+ ]:[o o]

064 | Demuestra que la matrizA = [2 1]verifica una ecuacion del tipo A+ oA + 31 =0,

4+ 542a+8 0 0
542a+p3=0 oa=—4
44+a=0] |p=3

065 | Sean Iy A las matrices cuadradas:

= 10 A= 17 29
0 1 —-10 —-17
Calcular, escribiendo las operaciones necesarias:

a) Las matrices A%y A°.

b) Los numeros reales o y 3 para los que se verifica (I + A)> = ol + BA.

oo 7 B 17 W (-1 o
—10 =17} (=10 =17 0 -1
17 p]

A= AARA=(-D)-(-])-A=A=
-10 —17

b) I+AP=U+A)-I+A)-I+A=I+A)-I+2A+A)=1+3A+3A +A =

=I14+3A+3A —A=142A-31=2A-2I
(I+ AP =al+pA siendoa=2yB=—-2

066 | Calcula la matriz traspuesta de cada una de estas matrices:

0 5 —4 3
A=017 2) B=|1 C=|—4 3 1
7 2 8 9
4 0 0o 1 7
D= -
5 9 2]
: 5 —4 2
A =7 B = 1 7) c=|l-a 38
) 30019
0 —1
Df:[g 2] F=|1 o9
73



067

068

SOLUCIONARIO 1

Con las matrices A = [(2) _l] yB= [(3) _1] comprueba que se cumplen

las siguientes propiedades.
a) (A)Y=A

b) (A+B)=A"+8"

c) (AB)'=BA

Determina qué matrices son simétricas o antisimétricas, y realiza los célculos
que se indican, si es posible.

2 1 =2 01 =2 10
A= 1 5 3 B:[(z) g] C=|-1 0 =3 D=1]0 1 E:[_: :
-2 3 2 2 3 0 1T 1
a) AC < (B+E) e) AC
b) CD! d) DD! f) (3E)

Son simétricas las matrices Ay B,y es antisimétrica la matriz C.

21 =2 01 =2 -5 —4 =7
a) AC=| 15 3||=10 =3|=| 1 10 =17
-2 3 2 23 0 1 4 =5
b) No se puede multiplicar CD"ya que la dimensién de Ces 3 x 3ylade D’
es2 x 3.
N (3 -1
o —
o wrer=2 ) -( 7)
10 101
d) DD =|0 1[(]) ? 1]=O11
11 112
21 =2 0 —-12 5 4 7
e) A'C' 75 3] 1 03|=[=1 =10 17
-2 3 2/|-2 =30 -1 -4 5
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069 | Responde a estas preguntas.
a) ;Existe siempre el producto A’ - A, siendo A una matriz cualquiera? ;Por qué?

b) ;El producto de dos matrices simétricas de la misma dimensién es también
una matriz simétrica? ;Por qué?

a) Si,porque sila dimension de A es m X n entonces la de A" sera n xm,
y por tanto, la dimensién de la matriz producto A’A serd n x n.

b) En general, no, porque (AB)" = B'A" = BA.

070 | Sean A, By C tres matrices tales que su producto ABC es una matriz de dimensién
3 X 2y su producto AC' es una matriz cuadrada, siendo C'la traspuesta de C.
Calcula, razonando la respuesta, las dimensiones de A, By C.

dimensiéon (A) =mxn dimension (B) =p x q dimension (C) =rxs
dimension (ABC) =3 x2—->m=3ys=2,n=pyqg=r
La matriz AC" es una matriz cuadrada > n=sym=r.

dimension (A) =3 x 2 dimension (B) =2 x 3 dimension (C) =3 x 2

071 | En cada una de las matrices, determina mentalmente cudl es el mayor nimero
de filas y de columnas linealmente independientes.

0 1 4 5
A=(1 2 3) B=11 C=|2 5 7
3 36 9
1 3 4
2 0 2 0 6

D= E= _
[02] [—10—3] F=10 00
2 6 8

A= 2 3)—>1filay1columna

0
B=|1]—1filay 1 columna
3

1 4 5
C=12 5 7|—2columnas(12y 22y 2filas
36 9
D= 20 — 2 columnasy 2 filas
0 2
2 0 6
E= i
[_1 0 _3] — 1filay 1 columna
1 3 4
F=10 0 0|—1columnay 1 fila
2 6 8
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SOLUCIONARIO 1

Calcula el rango de las siguientes matrices.

1 =2 140 0o 1 =2
A=|-2 4 B=]—-1 3 2 C=|—-1 0 =3
3 6 2 20 2 3 0
2 10 1 2 3405
D=|—-1 0 1 E=[0 1 12 3
340 12 —1 3 4

El rango de A es 2 porque la segunda columna es proporcional a la primera.

10 0
140 100 1 7 0
i A Irceareroad Rl N iy g 12
220 77 7| 26067636 2 -6 -

Como esta matriz es escalonada por columnas, Rango (B) = 3.

01 =2 1T 0 =2
C=({-10 -3|——> |0 =1 =3
23 09?913 2 o
1 0 =2 1T 0 =2
EE—- 0 -1 =3 m) 0 —1 —3],luegoRango (C) = 2.
3 3 1 O 2 6 3 3 2 O O O
210 1 20 120
340 77714 3077 "|l0-50
12 0
——>|0 =1 1|—>Rango(D)=3
F=F+5f,
0 0 =5
1 2 3 45 1 2 3 4 5
E=]0 1 12 Bﬁo 1 1 2 3
172 =1 3 4} 2 10 0 -4 —1 -1

Como esta matriz es escalonada, Rango (F) = 3.

;Cudl es el mayor nimero de columnas linealmente independientes

1 0 2
delamatrizA=|0 1 1f?
2 —1 3
1T 02 1T 00
2 =137 2 "2 =10

Como el rango por columnas es 2, solo hay dos columnas linealmente
independientes.
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074 | Sabiendo que el rango de la siguiente matriz es 2, determina el valor de a.

1 0 1

A= 7 2 —1

—11 —4 a
1T 0 1 1 0 0 1 0 O
11 =4 a2 2 7V|=1 =4 ag+11] 2 > =1 —4 ag-5

Para que el rango sea 2, como esta matriz es escalonada por columnas, el término
a— 5 debe ser cero; luego a = 5.

075 | Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 -2 3 0

A=]2 30 —1

4 -1 6 a
1 -2 3 0 1 -2 3 0 1 -2 3 0
4 -16 aliZgTyp o 7 -6 a0 0 0 a4

Para que el rango sea 2, el término a + 1 tiene que ser cero, luego a = —1.

-3 1 6
076 | Halla el valor de k, si existe, para que el rangode lamatrizA=| 5 k —10]|seal.
113 =2

La tercera columna es proporcional a la primera, luego el rango es, a lo mas, 2.
Para que sea 1, la segunda debe ser proporcional a la primera, pero esto
! . 1 1/3
es imposible porque: — = ——.
-3 1
Luego no hay ningun valor de k para el cual el rango sea 1.

077 | Discutase, segun el valor de g, el rango de la matriz:

1T 2 1 1 2 1 (1) ?2> 1
01 a0 1 a 6=6t3% 0 0 a+—
1
« Sia= f; — Rango de lamatrizA es 2.

« Sia= —% — Rango de la matrizA es 3.
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SOLUCIONARIO 1

Calcula el rango de A, segun los valores 123 a
del parédmetro a. A=12 4 6 8
(Extremadura. Junio 2007. Opcién A. Ejercicio 3) 369 12

12 3 a 12 3 a

2 4 6 8 m) 0 0 0 8—2a

36 9 12)f-¢ 5 0 00 12-3a

3
« Sia=4—>RangodelamatrizAes 1.

« Sia =4 — Rango de la matriz A es 2. El rango no puede ser 3, pues las dos
Ultimas filas de la matriz son proporcionales.

Calcule el rango de la matriz A en funcién
de los valores del parametro k.

>
I
N
o
[
-
-

(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 1. Cuestion A) -1 1 10

1 k 1 2 -1 1 10 —1 1 10

2 0 -1 1? 0 —1 1 m 0 2 11

-1 1 1 0) "¢ 1 k 1 ZFZ:FZ+F‘ 0 k+1 2 2

3 3 1

-1 0 1 1 -1 0 1 1

W 0o 11 2 ﬁ 0o 1 1 2

2 ¢ 0 2 2 k+1 * = 2 0 0 0 k-1

+ Sik=1—Rango de la matriz A es 2.

« Sik=1-—Rango dela matrizAes 3.

k

Discute el rango de lamatriz A=| 1

1
2 segun los valores de k.
3

o x -

—1
(Baleares. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 4)

kK 11 -1 3 0 —1 3 0
—1 30 "5 Lk 1) pZEie Lo 143k
-1 3 0
0 5 k
A== | o 0 3k - et
5 5
3 im0 kos=0m k= T1EYED
5 5 6
.« Sik= _H_6\/a o k= _1_6\/a — Rango de la matrizA es 2.
« Sik = _1+6\/a y k= _1_6\/6_1 — Rango de la matrizA es 3.

57



58

Matrices

081 | Calcula el rango de A segun los distintos valores del pardmetro real a.
2 0 a 2
A=[—-1 0 —1 3
5 a+4 —4 =3
2 0 a 2 2 2 a 0
5 a+4 —4 3/ 7 | 5 3 —4 a+4
-1 3 -1 0
FeF 22 a 0 F,=F, +2F,
190 =N i
53 —4 a+4)F {1
-1 3 —1
0 8 a—?2
9 9
F=b=3h | 0 0 —=(a—6) a+4
4
El rango de la matriz A es siempre 3. El pardmetro a no puede ser al mismo
tiempo igual a 6 e igual a 4, entonces los elementos de la Ultima fila nunca
seran todos cero.
082

Discutir, en funcion del nimero real m, el rango de lamatrizA = |1+ m

1 m 2 1T m
T+m 2 3 ? -2 -1 2 W —1
-2 1T 2 272 1+4m 2 3) 1 2
1 2 m
—— >0 0 m+2|——0 m—3 3—2m
F=F+F, oF,

FAadF
£=F —2F 0 m—-3 3-2m

+ Sim=—-2ym=3—>Rango(A) =3

1T 0 —1
083 | SealamatrizA=14 1

0Om 3

Rango (A) < 3. jPuede ser Rango (A) = 1 para algun valor de m?

1T 0 -1 1 0
4 1 —m|l——>10 1 4
0Om 3] 2 770 m

—m|. Determine los valores de m para que los

m+2
« Sim = —2 —Rango (A) = 2, todos los elementos de la ultima fila son 0.
« Sim =3 —Rango (A) = 2, las filas 2. y 3.7 son proporcionales.
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« Sim=10om=3—Rango (A) =2
« Sim=1ym=3—Rango (A) =3

El rango de la matriz no puede ser 1, ya que sus tres filas no son proporcionales
para ningun valor del pardmetro m.

1 1 1
ConsideralamatrizA=|m m? m?|. Hallalos valores de m para los que el rango
2
deAesmenorque3. M m m
(Andalucia. Junio 2008. Opcién B. Ejercicio 3)

1 1 1
—— |0 m-m m’—m
2| HERTMA 2
F,=F,—mf, 0 0 m-—m

« Sim=0om=1—Rango (A) =1
+ Sim=0om=1—Rango (A) =3

a 0 b 0
b+1 a 00

A= .
Sea 0 b+10 a
0 0 a b

a) Prueba que, para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales de a y b para que Rango (A) = 3, y otro par
de valores ay b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcién A)

o b o a O b 0
a
b(b + 1
b+1 a 0 0 0 a — (b+7 0
0 b4+1 0 a7 ba1. a
0 0 a b fo=h— a A 0 b+1 0 a
0 0 a b
a 0 b 0 a 0 0 b
0 bbb+ 0 0 a0 b6+
a a
b1 2 G0, 2
O el [ CR U] Bl VN R U
a a
0 0 a b 0 0 b a
a 00 o a 00 b
0 a0 -2bED b(b+1)
a 0 a 0 -
a
E— bb+17
v (N e L PP (RS
a
2 2
0 0 0 —b(bj]) 0 0 0 a*—=bb+17
a
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086

a) « Sia=0—Rango (A) > 3.

0 0 b 0
« Sia=0—->A= b(—)H b(-)H 8 8 para cualquier valor de b al menos
0 0 0 b

hay 2 filas distintas de cero y que no son proporcionales — Rango (A) > 2.

b) -Sia=ﬁyb:1

a 0 0 b
0 a0 b+ J2o0 o 00
R a a=J2,b=1| 0 2 0 2
2
0 0 g |bo+D 0o o0 J2 2
a’ 0 0 0 0
0 0 0 a*—0b*b+1?
Rango (A) = 3, pues a* — b* (b + 1) = 0.
a 0 0 b
0 g 0 _bb+D 1000
o B a a=1b=0_10 1 0 O
Sa=Tyb=0- - bbb+ | |0 0 10
a T 00 0 1

0 0 0 a*—b*b+1?
En este caso el rango de la matriz es 4.

Sean las matrices A= [ | ] yB= 1o
4 2 4 —1

Vemos que ambas tienen rango maximo, o sea 2. Determinar los valores de c tales
que la matriz A + ¢B no tenga rango 2. ;Cudl es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

1 10 (14c -
[4 2]+C.[4 —1]_[4(1+c> 2—c]

T+c¢ —1 T+c¢c -1
—_—

4(14c¢) 2—c)R=H-4F"| 0 6—C

+ Sic=—10c=6,elrango de la matrizno es 2.

- Sic=—1—-Rango de la matriz [8 7;] es 1.

. 7 =
-Sic=6—>Rangodela matnz[28 74] es 1.

. | T+c -1
. S|c:¢4yc¢6—>Rangode|amatr|z[4(1+c) 27C]e524
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Sean Ay B las matrices:

10 1 0 1 1
A=[0 2 O B=|1 1 0
110 0 0 2

Es facil comprobar que ambas tienen el maximo rango, o sea 3. Pero ;qué ocurre
si las combinamos linealmente? En concreto, estudia el rango de la matriz A + X\B
segun los valores del parametro A.

(Aragon. Septiembre 2002. Opcion A. Cuestion 1)

1 0 1 0 1 1 1 N T+ X
0 2 O[+X(1T 1 0|=[XN 24X O
1T 10 0 0 2 1 1 2
1 P E DN 1 X T+ X
1 22N (L PN
T 142X T+ X
ﬁ) 0 2—2>\2 —>\—>\2
e (I =1
T 142X T+ X 1 142X\ T+ X
0 2=2X X=X [=[0 204+N0=XN) =X1+N)
0 0 x—1 0 0 A—1
1 3 2
« Six=1->Rango|0 0 —-2|=2
00 O
1T =1 0
+ SiA=-1—>Rango|0 0 0|=2
0O 0 -2
1 P BN
+ Six=1yx=—-1—->Rango(X 24+X 0 [=3
1 1 AN
1 0
. -2 20 .
Dadas las matricesA=|1 —1{yB = , ies cierto que
2 2 3 =1 1

Rango (AB) = Rango (A) - Rango (B)? Justifica tu respuesta.

(Canatrias. Junio 2002. Opcion A. Cuestion 3)

Rango (AB) < 3, Rango (A) = 2y Rango (B) = 2 — Es imposible que se verifique

laigualdad.

61



62

Matrices

089 | DadalamatrizA = 10 0.
010

Encuentra dos matrices, By C, de tamafio 3 X 2y de rango 2, tales que el rango
de ABsea2yelrangode ACsea 1.

(1 00
A‘[o10]

oo 7% (a0
dec d|l=
010 c d
e f
Respuesta abierta.
1 2 -
«SiB=(0 3 —>AB:[ ]—>Rango(AB):2
0 3
5 6
1 2

«SiC=[0 0 —>AB:[] 2]—>Rango(AC):1
31 0 0

090 | Una matriz cuadrada de orden 3 tiene rango 2.
a) ¢Cual es el rango de la matriz que resulta al quitar una fila?
b) ;Cudl es el rango de la matriz que resulta al eliminar una columna?
¢) ;Qué sucederia en los casos anteriores si el rango de la matriz inicial fuera 3?

a) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una fila que depende linealmente
de las otrasy es 1 si las dos filas que dejamos son proporcionales.

b) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una columna que depende linealmente
de las otrasy es 1 si las dos columnas que dejamos son proporcionales.

c) Eneste caso, el rango siempre seria 2, porque las dos lineas que dejamos
son siempre linealmente independientes.

091 | Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

10 1 100
A:[?_j] B=|-1 2 3 c=lo 1 0
- 2 0 —1 0 0 1
Aplicamos el método de reduccién o de Gauss-Jordan:
2 =411 0 T =2112 0 1T =212 0
a) — _—
~1 4|0 1) 1. =1 4|0 1) E=R+R |0 2|12 1
1 21
1T =2112 0 1T 01 1
—_— —_—
5:%5 0 11/4 12 F=F+2r |0 1]1/4 12

' A
La inversa de la matriz A es: [1/4 1/2]
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10 111 00 10 1 100
b) -1 2 3010?)024110
20 1100 1) o0 =3]-20 1
T 0 111 0 0 100013 0 1/3
F=5f 00 1123 0 —13) g 00 1] 23 0 —1/3
1
FF*;@
/3 0 1/3
La inversa de la matriz Bes:|—=5/6 1/2 2/3
2/3 0 —=1/3
¢) Como la matriz C es la unidad, su inversa es ella misma.
1T 2 1
HallalainversadelamatrizA=|0 1 1|
2 10
(Navarra. Junio 2004. Grupo 1. Opcion B)
1 2 111 00 1 2 1 1 0 0
0O 1 110 1 0 ﬂ)O 1 11 0 1 0
2 1 0/0 0 1) 70 =3 =2/-2 0 1
1T 0 —1 1 =2 0 1 0 0] —1 1 1
fi oo a2 3 1) oo -2 3
—1 1 1
Lamatrizinversade Aes:| 2 -2 -1
-2 3 1
1 2 =2
Calcular, si es posible, la inversa de la matriz: A = | —1 3 -1
(Murcia. Junio 2008. Bloque 1. Cuestién A) 0 =2 1
1 2 =211 00 1 2 =21 00
=13 =110 1 0j———>10 5 3|1 10
0 —2 100122 o2 1001
1 0 —4/5|3/5 =2/5 0 10 0 |—-1 =2 -4
—2>05—31 1OF_F4F050—5—5—15
Fi=h="h 0 —1/512/5 2/5 1JF—f 155 \0 0 —1/5]2/5 2/5 1
A=h+2h
10 O |—-1 =2 —4
—1> 0 1 0 [—-1 =1 =3
Fz:*SFz 00 —1/5|-2 -2 =5
F,==5F,
-1 =2 —4
Lamatrizinversade Aes:|—1 —1 =3
-2 =2 =5
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10
{Por qué se obtiene este resultado?

094 | Dadas las matrices A = [_1 2] yB= [ (1) _§] calcula (A™)""yB™'B.

Por la definicion de matrizinversa: (A™")'A~' = I, multiplicando a la derecha
por A los dos miembros, se obtiene (A7)~ = A.

Por definicion de matrizinversa: B~'8 =1

. 2 —4 1 2
095 | A= B= .
Sean las matrices [_1 4] y [O 1]

a) Compruebaque (AB)"'=B""A"".
b) Calcula (B%)~', de la manera mas rapida posible.

L (20 (12 0 (1= (1 1Y _(12 0
@ (48) _[—1 2] Y EA =0 1 lie 2"l e

096 | Dadala matriz A = [1 i] calcula (A'A7")? A.

3

(AA TV A= AATAATA = AATA

1 0|-2
0 —-2|-3

)

T 2{1 0 1 210
3 4|0 1) R=R-37 (0 —2|-3 1) fA=R+f

=2 1| 2
32 =172 132 -2

A[A"Af:] 3112 VoY 3 52 —12) [ 3| (32 12
2 4) 132 =172) (2 4 2 0 )12 4 2 6

10
_—
[01

1 =1 2
097 | Comprueba que lainversadelamatrizA=[0 2 1|eslamatriz
-1 —3 5 1 11
Al = ! =1 1 1]

412 2 =2

Para comprobar que una matriz es la inversa de otra, basta con multiplicar
las matrices y ver que el resultado es la identidad.
T =1 2 3 5 4
AAT =10 21 1 1=
1 1

o o
N O
o o
I
o —
- o
o o

]

1 1
Y _
1 41 2 2 —2] 4

o
N
o
o

(13 51 -1 2) (400 (100
AlA=—|-1 1 1|lo 2 1=—lo 4 o|=|0 1 0
4122 =2Jlr 11 4o o 4] lo o
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1 2 m
ConsideralamatrizA=|1 1 m| dondem € R. Determina para qué valores
m 0 1

de m la matriz A es regular (inversible).
(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcién B)

1T 2 m{1 0 O 1 2 m 1 0 0
11 mo 1 0)]————0 -1 0 | -1 1 0
h=FK-h 2
m 0 1[0 0 1) 7Z¢ pelo —2m 1-m?|-m 0 1
1 0 m —1 2 0
—> —_ —
P 0 1 0 i 1 1 0
F3:F3—2mF2 0 0 1—m m =2m 1
1 0 0 |=1/(0—=m?) 2/(1—m*) —m/(1—m?)
—m> 0 -1 0 —1 1 0
=i h o 0 1=—m? m —2m 1
10 O|=1/(0=m?* 2/0—=m?) —m/(1—m?)
Fj: g ‘ 0 0 1 m/0—m?) —2m/(1—m?) 1/(1—m?)
1—m?

La inversa, si existe, de la matriz A es:
—1/0=m?)  2/(1—m*)  —m/(1—m?)
Al = 1 —1 0
m/(0—m?) —=2m/(1—m?)  1/(1—m?)
Para poder calcular la inversa tenemos que dividir entre (1 — m?), luego esta

expresion no puede ser cero. Es decir, la matriz A es invertible cuando
I—m)=0—-m=lym=—1.

Estudia para qué valores de m la matriz siguiente tiene inversa:

m 0 1
0o 1 1
m 0 m
En caso de ser posible, halla su inversa param = —1.

(Castilla-La Mancha. Afio 2005. Supuesto 4. Bloque 3. Pregunta B)

m 0 1|1 0 O m 0 1 1 0 0
m 0 m{oO 0 1] 2 "0 0 m=1—-1 0 1
m 0 0 [m/(m=7) 0 —=1/(m-=1)
P E— 0 1 0o | /im=1 1 =1/(m="1)
A=h-—76 0 0 m—1 —1 0 1
F=F-——F
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ro k 0 —1
100 | Seanlas matricesA=([2 k|yB= .
0 1 11 2

a) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz BA tiene inversa.
b) Hazlo mismo para la matriz AB.

1 0
[k 0o = _[k =T
3 BA‘[] ] 2] 2k _[3 /<+2]
0 1
3 k42
k-1 3 k42 Kk
3 k+2) foR k1) p g k|0 —
2 2 31 3 3
2
7%,%,1:o_>k2+2k+3:0

— k — No tiene solucion.

_ —2+~N4-12
2

Como BA es una matriz de orden 2 y su rango siempre es 2, tiene matriz inversa

siempre.
10 kK 0 —1
b) AB=|2 k[f ? *;]: 3k k 2k—2
01 11 2
Kk 0 —1 112 1 2
%k 2k—2|—— |3k k A—2|——[0 —2% —4k-2
10 _ ,=h = 3kh _ ok —
112 L ol (U s T
11 2
— 5|0 -k —4k—2
F;:Frfﬂ 0 o 0

Como AB es una matriz de orden 3y su rango es 2 < 3, esta matriz
no tiene inversa.

1 2
1 2
101 | Se consideran las matrices: A = [1 1 r_nl] y B=|m 0}, donde mes un nimero
0 2

real. Encuentra los valores de m para los que AB tiene inversa.

1 2 m P2 14+2m 24 2m
el FRET b LU el P
0o 2
. 3 4 ' :
+ Sim=1-— 0 no tiene inversa ya que surango es 1.
. -1 o
« Sim=-1 —>[ 5 O] no tiene inversa ya que su rango es 1.

+ Sim=1ym=—1elrango de la matrizes 2, y por tanto, la matriz tiene inversa.
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1 0 0
En la matriz A determinaa, by cparaque sutraspuesta A =[0 142 1/+/2
coincida con su inversa. a b c
A=A 5 AA = AATT 5 AA =1
1 0 0 1 0 g 100
0 12 182|012 bl=lo 10
a b c 0142 ¢ 001
1 0 a
0 1 b+c 1 0 0
NG =0 1 0
b+c L, 5 5 0 1
a+b°+c
NP}
Multiplicando e igualando términos se obtiene este sistema de ecuaciones.
a=20
b+c a=0 b=—c| a=0b=—c 1
=0} —> — s 4=l c=+—
7 b e = } 7
>+ 4 =1
Hay dos soluciones: ¢ = ] b——L a=20 c——L b—L a=0
' J2 J2 ! V2
Comprueba y contesta.

a) SiAesunamatrizno singulary (B — C)A =0, siendo 0 la matriz nula, comprueba
queB=C.

2
b) Segun el resultado del apartado anterior, cuando A = [_1 _S] la Unica matriz X

que verifica la ecuacion XA = 0 es la matriz nula. ;Es cierta esta afirmacion? ;Por qué?
Nota: Matriz singular es aquella que no tiene inversa.
(Asturias. Junio 2003. Bloque 2)
a) B—OA=0—->BA-(A=0—>BA=CA—-BAA ' =CAA"' 5 B=C

b) La afirmacidn es falsa, pues el apartado a) requiere la condicion de que la matriz A
sea no singular, sin embargo, en este caso Rango (A) = 1, con lo que la matriz
es singular.

2 —6 2 —6
—1 3 1 0 0
FZ:FzJF?Fw

Despeja la matriz X de la ecuacién AX = By calculala siendo A = [; _?]
g1 23
Y2=lo =1 1)
Se multiplican por la izquierda por la inversa de Alos dos miembros de la ecuacion,
que existe por ser Rango (A) = 2.

ATAX =ATB—> X =A"B

(oY (v 23y (1 2y (1 23] (1o 5
Porlotanto.X—[o _1] '[O 1 1]—[0 _1]'[0 —1 1]_[0 1 —1]
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68

1 1

Dadas las matricesp = | —1
-1 -1
la matriz B sabiendo que BP = A.

0

—1

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Cuestion 1)

—1

BP=A— A

B=
0
1
1

o—-o ¢

1
0
—1

I
o o —
Pats

—_——

B= AP =

N O O

1
Calcula la matriz A que haga que: {

O — O Jnom

—

3

4 2

— O O

-+

21
5 3

(La Rioja. Septiembre 2006. Propuesta A. Ejercicio 3)

[4 3= 3> 2=L:

2 1110
—_
[5 3‘0 1]5

Calcula la matriz X tal que A2X = A, donde A = [1

1
T

2
0
1

d

{4

i

(Extremadura. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

AX=A>AX=1—>X=

1210 1
e —
1110 1) A=r-F" (0

A—W

o — O

]

e —
1] F=F+2F,

00

0|, hallese razonadamente

0 2

— O O

STom
nl
-om
|+
Fattal
o - O
- O O
o O =
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Hallar una matriz X tal que A~'XA = B, siendo:
1
e

(Madrid. Junio 2005. Opcion B. Ejercicio 2)

|

3
—2

AXA=B— XA=AB— X = ABA™!

3 11 o 3111 0 3
112 —_—
=2 —1O1F F+2FO——§1F5+3FO
3 1
3 03 3 ]
2 _
R=FR+3F |0 ——|= 1| (_1, [0
313 13
F, =—3F
Y — ABA- I | e | O O A I
-2 =12 1yl-2 =3 —4 1) (=2
-1 1 1
Determina, si existe, una matriz A que verifique o 37|~
—1
-1 1 12 0 2 11 0 2
CA- — A= .
0 [—2 o] [2 o]_> [ 0 3] [2 o]
-1 111 0 -1 0|1 =173 10
_
0 310 1) r_fp_1f 0 3|0 T ) r—_f (O 1
1 1 32 1 1
F2:%F2
1T 2/1 0 T2 0 1 0]0
-2 0|0 1) A=K+27 (0 4|2 1) _p_1. |0 4|2
1 1 22
T 000 -—172
F=1F 0o 1112 1/4
4
A 2”: -1 13} (0 2
0 0 0 1/3) |2 0} (172
_[2/3 12 _[-1 =5/6
(23 1/2 174) | 0 =173

Encuentra una matriz X que verifique AX+ B =1, siendo A = [

e I la matriz identidad.

AX+B=T->AX=1-B—>X=A"(-

0 —1|1
1T 0|0

X:A"(I—B):[

0
1

7=
feh (0

0 1
-1 0

0

-1

I

1
0

0
1

0
1

1
)

Rt

B)

SOLUCIONARIO 1

Wl w

1/3
1/3

|

2
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1
1
1

1T =1
Considera las matrices: A = |2 1
0 0

111

- O O
N

1
2 B=
1

Calcula la matriz X que verifica AX + B=1, donde I representa la matriz identidad.

1 =1 11 00 1T =11 100
2 1.2[0 1 0f—=>0 3 0/-2 10
0 0 110 0 1] 2>2>2""lo0 0 1 001
10 1113 13 0 1.0 0[13 113 =1
fi=htshl0 0 110 0 1) "> lo o0 110 0 1
1.0 0] 173 173 —1
———[0 1 0/-23 13 0
F=3H 0 0 1] 0 0 1
173 13 =1 |1 0 o) (0o 0 1
X=A' -8B =|-2/3 173 0|0 1 o|=|0o 1 1f|=
0 0 o o 1) (1 11
13 173 =1 1 0 —1 43 1 —2/3
=|-23 13 0 0 0 —1|=|-23 0 13
0 0 1l=1 =1 0 . 0
0 30
112 | Resuelve la ecuacion matricial XA + B=C,donde A =2 0 1},
st =2 )y co[ 10 9 0 =32
5 1 =3 -1 4 —6
XA+B=C—>XA=C—B— X=(C—B)A"
0 30/1o00 2 01010 20 10 10
2010 1 0/——=>10 3010 0f———>103 0100
0 =3 2(00 1" o =3 2000 1) "™ |00 2[1 01
20 0[=12 1 =12 10 0l=1/4 12 —1/4
———030/ 1 0 0|—=]010 13 0 0
F=hi-Rl002f 1 0 1 )i=3floo 1] 12 0 12
F=3f
F=2F,
—1/4 1/2 =1/4
x=c-oa=[ 10 2 e o)
- - - 12 0 2
—1/4 12 —1/4
:[72 ; 43]7 50 0 :[41112 —322 110/4]
B N 72 0 12 N
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Resuelve la ecuaciéon matricial AX + C = B, siendo:

4 1 1 2 0 -1 0 —1 2 1
A = = C =
[—1 0] B [—2 -1 1 0] [1 0 -3 O]
(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 1. Pregunta 1)

AX+C=B>AX=B-C—o>X=A"B-0)

4 101 0 —1 0]o 1
— —_—
—1 0/0 1 For | 4 1|1 0)Jf=R+4r | O 1|1 4

-1 o‘o 1]

X:A’W(B—C):O —1 1 2.0 =1 [0 -1 2 1 _
1 4) |-2 -1 1 0 1 0 -3 0
(o =1 1 3 =2 =2} (3 1 -4 0
14 (=3 =1 4 o) (=11 =1 14 2
11 0
Razona si existe la matrizinversade A=|0 1 0|y, en caso afirmativo, calculala.
2 0 —1

Resuelve la ecuacion matricial AX + 2A =1, donde X es una matrizde orden 3 e |
es la matriz identidad de orden 3.

(Castilla-La Mancha. Afio 2007. Supuesto 3. Bloque 3. Pregunta A)

11 0 11 0
0 1 0 H—ZC> 0 1 0| — Rango (A) = 3 — La matriz A tiene inversa.
20 1) o 0 1
11 0oj1m 0 0 1 1 0 10 0
20 1o o 1T 0 2 —1]=2 0 1
10 0 T =10 10 0|1 —1 0
T 0 1 0| 0 1 oﬁo 17 0/0 1 0
1=hTh 11 = 373 _ _
F—F, +2F, 0 0 1 -2 2 1 0 0 12 2 1
I 0
—A'=[0 1 O0
2 =2 -1
AX+2A=T—->AX=1-2A— X=AT1-2A)
I ol|f1r 0 0 11 0
X=A"I-2A)=|0 1 offjo 1 0f—=2-10 1 Ofl=
2 =2 —=1J)l0 0 1 2 0 -1
1 =1 ol -1 -2 0 -1 =1 0
=10 1 0 0O —1 0|=| 0 —1 0
2 =2 1) (-4 0 3 2 =2 =3
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1 7 0 00 2 X
115 | Sean las matricesA=|2|,B=| 2|,C=|0 1 O0|yE=|5]|.CalcularM =]y
3 —2 0 0 1 3 z
para que verifique la ecuacion (AB' + C)M =E.
(AB"+CM =E
1 0 0 O 2 7 2 =2 0 0 0 2
21-(7 2 =2)+|0 1 Of|-M=|5|—>||14 4 —4|4+|0 1 O||-M=|5
3 0 0 1 3 21 6 —6 0 0 1 3
7 2 =2 2 7 2 -2}
S|4 5 —4|-M=|5|->M=]14 5 —4
21 6 =5 3 21 6 =5
7 2 =2|1 0 O 72 =21 100
4 5 —4/0 1 0|——=>/0 1 0/-2 10
—F—
21 6 =5|0 0 1 Fz:@_gﬁ‘ 0 0 11-3 0 1
70 =21 5 =20 7 0 0|—-1 =2
— (0 1 0 —2 1 0|l ——|(0 1 0|-2 1
=it 0o 0 1]=3 0 1] TR o 0 1]=3 o
10 0|=1v7 =2/7 2/7
ﬁ 0 1 0 =2 1 0
f=zf o 0 1| =3 0 1
7 2 =2\ (2) (=7 =27 w7\ (2) (=127
M=14 5 —4 5|=| =2 1 01-15|= 1
21 6 =5 3 -3 0 1 3 =3

116 | Sean X'una matriz2 X 2,Ila matrizidentidad2 X 2y B = [2 1]. Hallar X sabiendo
que BX+B=B+1. 01

BX+B=B4+1—-BX+D=B 41> X+I1=BT"B+1)—> X=B"B>+1)—

2 01 —1 1 0012 =112
F=f—F, |0 1[0 1F,on1o 1

TR RN
TN T

|

|

[1/2 -1/2 [ ] [

[
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118

119

120

SOLUCIONARIO 1

Resolver la ecuacién matricial B(2A +I) = AXA + B, siendo:

A:[1 —1

T2
0 1 B‘[—1 —1]

(Canatrias. Septiembre 2007. Opcién A. Cuestion 3)

10

BRA+1) = AXA+B —>2BA+B—B=AXA—2B=AX - 2AB=X
T =111 0
0 1

11
0o 10 1] R=F+h ‘o 1]

(R R

11
01

X:2A’1B:2‘[

Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA? 4+ BA = A?, siendo:

0 0 -1 0 0 -2
A=| 0 —1 0 B=| 0 -2 0
—1 0 0 —2 0 0

(Madrid. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 1)

XA +BA=A 5> XA =A -BA>XA=A-B—> X=1-BA"

0 0 -2 0 0 -1
B=| 0 =2 Oj=2-| 0 -1 0]=2A
-2 0 0 —1 0 0

1 0
X=1-BA" 5 I1-2M"=1-2A=-1=| 0 -1 0
0 0

. . 1 x 01
onsidera las matrices [2 _I] y B [1 2]

Halla x para que se cumpla A> + B> = [2 12]

ool 3-(1H 96 I 3

SEAEANE N

4 T+ 2x 2 5 6 12
2x+2 2x+2|_|8 8%2)(—&—2:8 x—3
6 2x +6 6 12 2x+6=12

Resolver los sistemas matriciales.

10 2 4

a) 2X+Y—[_1 1] b) X+Y_[_4 2]
(1 3 (-2 8
X_Y_[s —4] 3v X‘[12 2]
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Matrices

121

122

J’_
X7Y:[1 3]
5 4
(2 3 (23 1
X ’[4 —3]_’X*[4/3 —1]

2 4
b) —
+X+ v=|_, 2]
2 8
—X+3Y7[12 2}
0 12 1 0 12 0 3
4Y’[—16 4]%Y72[—16 4]’[—4 1]

Resolver el siguiente sistema matricial:

4 8
2A+3B=
+ [7 11]
5A—28=|10 ]
8 18
4 s
2A+38 =
+3 [7 11]
01
5A— 28 =
5 )
4 8
4A4 6B =2
. + [7 m]
154—68=3.]'0 |
18
4 8 10 1) (38 19 2
194 =2 . _ _
? [7 11]+3[8 18] [38 76]%%\ [2 4]

101 2 1) (10 1) (o 4 0 2
28— 54 —5. _ -
° [8 18] ° [2 4] [8 18] [2 2]%8 {1 1]

Razona si las soluciones de las siguientes ecuaciones matriciales son correctas.
Consideramos 0 como la matriz nula.

a) X*=0 — Soluciéon X=0
b) XA=0 — Solucion X=20
) X’=AX — Solucion X=A



SOLUCIONARIO 1

a) No es correcta porque hay matrices no nulas que multiplicadas por si mismas

dan la matriz cero; por ejemplo, las matrices de orden 2 del tipog g]y[g 8]
0 k) [0 k)_(o o 0 0) (0o 0)_{0 o0
0 0/ o of oo k o)k o) 00

b) Sila matriz A tiene inversa, la Unica solucién es X = 0. Si no existe A™' puede

haber otras soluciones, tal como sucede en el caso anterior.

c) Escribiendo la ecuacion en la forma:
X2P—AX=0—>XX—-A)=0
se ve que puede haber otras soluciones.

123 | Si una matriz cuadrada A verifica A> 4+ 7A = I, siendo I la matriz unidad, calcula A=’

en funcién de A.

A+ TA=IAA+TN) =1A"=A+71

124 | Sean A una matriz cuadrada de orden n tal que A* = A, I la matriz unidad

125

de orden ny B=2A — I. Calcula B

B=2A—1-B=QA-NQA-1)=4A"—2A - 2A+1=4A—4A+1=1

Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden 3 y A es diagonal, ;se verifica AB = BA
para cualquier matriz B? ;Cdmo deberia ser A para que se cumpliera esta igualdad?

No siempre se verifica AB = BA; por ejemplo:

a 0 0} 1 0 a
AB=10 b 0Of-|1
00c

n O O o o
Q

o o o [cNoNe)

o O O loNeoNe)

Veamos cdmo debe ser A para que se verifique siempre la igualdad:

a 0 0| (b by bis ab,, ab;, ab
AB=10 b 0|-|by by, by|=]|bb, bb,, bby
00 c¢f by by by by by, by

by by b {a 00 aby, bb, cby;
BA - bﬂ bzz bzg -10 b 0= abp bbzz Cbzg
by by by) |0 0 ¢ aby bbsy, by

La igualdad de estas matrices implica a = b = ¢. Luego la matriz A debe ser
delaforma A=al
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PREPARA TU SELECTIVIDAD

—_

1 | Dadas las matrices: A =

o O o
o o x
O X ~+
<
o]

Il
o o
o = x
—_ X~

a) HallarA™.
b) Calcular la matriz inversa de B.
¢) Enel caso particular k = 0, hallar B™.

0 k t] {0 k ¢t 0 0 K
a A2=|0 0 k|[-|0 0 k|=]|0 0 O
0 0 0J({0 0 O 00 O
0 0 k*| (0 k t 0 0 0
A=|0 0 0|0 0 k|=]|0 0 O
00 0)Jl0O 0 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Engeneral: A" =|0 0 O|paran>3—>A°=[0 0 O
0 0 0 0 0 0
T k t|1 0 O 1T 0 t—k*1 —k O
0 0 10 0 1) "7 "21l0 0 1 0 0 1
T 0 0|1 —k k*—t
— |0 1 0|0 1 —k |—>B
F=hi=@=% 1o 0 10 0 1
F,=F,—kF,
1T 0 t] (1 O ¢ 1 0 2t
o B°=|[0 1 0[]0 1 0|=|0 1 O
0 0 11{0 0 1 0 0 1
1 0 2t) (1 O ¢t 1 0 3t
B=|0 1 0}-{0 1 0|=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 nt 1 0 10t
Engeneral:B” =0 1 0|—B°=[0 1 0
0 0 1 0 0 1

2 | SeaAlamatrizA = [(1) ?] Para cada nimero natural n, hallar A"

Calcular A2 — 12A% + 2A.



SOLUCIONARIO 1

A4:13a.1a:14a
0 1 0 1 0 1

1

E A" =
ngenera [O

1 22a 1 2a 1 a)_(-9 o
AZ —12A 4 2A = ~12. 2. = T

Dadas las matrices: A = |1 , hdllense las matrices X
10
que satisfacen XC+ A = C+ A%

(Castilla y Leén. Junio 2005. Prueba B. Cuestion 1)

170 0](1 0O
A’={1 0 0|-|1 0 0O|=

17001 0O
La matriz Ctiene inversa por ser de rango 3.
XC+A=CHA S XC=CH+A A X=(C+A -AC"
0
1
0

100
170 0|=A
100

— O O

1
S X=CC"=1-5X=|0
0

Encuentra las matrices A y B, sabiendo que verifican las ecuaciones matriciales:

8 4 7 9 -2 6
22+3gi;\\7},siendo M=118 11 —6|yN=|17 1 —10
—A+ B= 8 3 13 9 4 13

(Castilla-La Mancha. Ao 2005. Supuesto 3. Bloque 3. Cuestion B)

8 4 7
2A+38=|18 11 —6
8§ 3 13
9 =2 6
—A+ B=|17 1 =10
9 4 13

8 4 7

2A+38=|18 11 —6

8 3 13
+ 9 =2 6
—2A+2B=2-|17 1T =10
9 4 13
8 4 7 9
56=|18 11 —6|+2-{17 1
8§ 3 13 9 4 1

26/5
B =152/5
26/5

0
13/5
1/5

19/5
—26/5
39/5



Matrices

8 4 7
2A+3B=|(18 11 -6
g8 3 13
9 =2 6
—3A+3B8=3-|17 1 =10
9 4 13
8 4 7 9 =2 6 —-19 10 -1
5A =18 11 —6[(—3-(17 1 —10|=|-33 8 24
8 3 13 9 4 13 -19 -9 =26
—=19/5 10/5 —=11/5
A=|-33/5 8/5 24/5
—19/5 —=9/5 —26/5
-1 -2 =2
5 | SealamatrizA=| 1 2 1}
0o —1 —1
a) Comprueba que verifica que A*> — I = 0, con I matriz identidad y 0 matriz nula.

b) Calcula A™.
c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al calculo de inversas,
halla la matriz X que verifica la igualdad A2X + 1= A.

-1 72 -2 —1 0 2
1 = 1 [
0 -1 -1 -1 -1 0
2) (=1 =2 =2 100
—1 1 2 11=10 1 0
0 0 -1 -1 0 0 1

—1 72
a Al=| 1
O —

-1 0
A =AA=| 1 1
-1 =1

Luego se verifica que A* — I =0.
b) A=1-A"=1-A"=AA=A

O AXHI=AAX=A-T>AX=AA-])

—1 0 2 -1 =2 =2 0 2
X=A—-A=]| 1 1T —=1|— 1 2 MW= 0 -1
-1 =1 0 0 -1 -1 —1 0
6 | Sean A, B eIlas matrices:
0 1 1 6 —3 —4 1 00
A=]|1 1 0 B=1|-3 2 1 I=]10 1 O
1T 00 —4 1 5 0 0 1

Estudiar si existe algun valor de X € R para el cual se satisfaga (A — X\I)*=B.



SOLUCIONARIO 1

0 1 1 100 6 —3 —4
1T 1 0|=X-l0 1 0|l =|-3 2 1
100 0 0 1 -4 1 5

2
- 1 1 6 —3 —4
T 1=\ 0| =[-3 2 1
1 0 =X —4 15
- 1 1) (X 1 1 6 —3 —4
T 1=X 0 T 1=X 0]|=|-3 2 1
1 0 X\ |1 0 -X —4 15
N +2 T—2X) N 6 —3 —4
T—2N 2—=2N+N\° 1T |=|-3 2 1
-2\ 1 N +1 —4 15

Igualamos elemento a elemento y resolvemos las ecuaciones que resultan.

N +2=6
1—2x=-3
“N=—4f > XN=2
2-2N+ N =2
N +1=5
m 0 0
DadalamatrizA=1|0 0 m |
0 —1 m+1

a) Estudia, segun los valores de m, el rango de A.

b) Param = —1, calcula la matriz X que verifica XA + A = 21, siendo I la matriz unidad
de orden 3.

(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 1. Opcion 1)

m 0 0 m 0 0
0 -1 m+1 "% o 0o m
Sim=0—Rango A =1, solo hay una fila con elementos distintos de 0.

Sim=0-—Rango A =3.

0 0
0 —1|. Existe A~ por ser Rango (A) = 3.
—1 0

b) A=

o O —

XA+A=2>XA=20—-A—>X=020—AA"

—1 0 0 10 0 -3 0 0
> X=2A"-1=2- 0 0 —-1|—l0 1 0|=| 0 =1 =2
0 -1 0 0 0 1 0 -2 -1
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