TASA DE VARIACION MEDIA

La tasa de variacion media de una funcién nos da una idea de la rapidez con que crece o decrece en ur
intervalo.

Sea y = f(x) una funcion que relaciona la variable dependiente (y) con la variable independiente (x), se
llama:

+ Incremento de xy se denota por)a la diferencia que existe entre los valores de la variable
AX =X —X
# |ncremento de la funciény se denota ponfa la diferencia que existe entre los valores de la fungién:
Ay =y1 — Yo = f(x1) — f(x0)
+ Dada una funcion y = f(x), leasa de variacion media de una funcion f en el intervalg)y viene
dado por el cociente:

By _ f(x) —f(x,)
AX X, =X,

La tasa de variacion media puede ser negativa, positiva o nula, dependiendo del incremento de y.

La variacibn media en el intervalog[x;] representa graficamente la pendiente de la recta que pasa por
P(%,f(X0)) y Q(x, f(x1))

Ejemplo 1
Un comerciante, tras muchos afios de experiencia, establece la siguiente relacion:
V=-02.-p+100

Siendo: V = n° de unidades vendidas de cierto producto p = precio unitario en €

Para un precio p = 10 € las ventas ascienden a V = 98 €.
Si el precio aumenta en 10 €, las ventas descienden a 96 €.
La tasa de variacion media en dicho intervalo es:

Av_96-98 _ .,
Ap  20-10

Este cociente indica cémo desciende las ventas al aumentar el precio en una unidad.

La tasa de variacion media no es igual aunque el incremento de la variabkg Al mismo.

Ejemplo 2
Sea f(x) = x° en los intervalos |, = [2,4], I, = [4,6], |5 = [6,8]

_ DAy 42-22 16-4 12 _ _ Ay 6°-4> 36-16 _20
Ax  4-2 2 2 AX  6-4 2 2

2 _n2 _
T|3:ﬂ:8 6 :64 36:@:14
AXx 6-4 2 2




TASA DE VARIACION INSTANTANEA

La tasa de variacion media permite estudiar el comportamiento de una magnitud en un intervalo, pero en
ocasiones es interesante conocer su comportamiento en un instante.

Por ejemplo, si se trata del movimiento de un coche, lo que nos interesa es conocer qué velocidad lleva en
cada momento.

La solucidén se reduce a estudiar la variacién instantdnea en un punto cualguiera ello basta tomar
intervalos de la forma [xx, + h] cada vez mas pequefios, es decir, determinar la variacion cuando h se
aproxime a 0.

Seay = f(x) una funcién que relaciona la variable dependiente (y) con la variable independiente (x):

+ | atasa de variacion instantane&s el limite de las tasas de variacion media cuando los intervalog de la
variable independiente se hacen cada vez mas pequefios.

||m f(XO +h) _f(XO)
h-0 h

La tasa de variacion instantanea representa graficamente la pendiente de la recta tangente de una funcion e
un punto dado.

Las siguientes situaciones son otros ejemplos en los que se presenta el concepto de tasa de variacior
instantanea:

- Presién del agua en cada uno de los puntos de una presa.

- Pendiente que tiene una carretera de montafa en cada punto.

- Aceleracion y velocidad de un mévil en un instante dado.

Ejemplo 3
El espacio recorrido por un mévil viene dado por la ecuacion f(t) = 2t* (expresado en m)

¢,Cudl es la velocidad en instante t = 4s?

Calculamos la tasa de variacién instantanea para t = 4:

f(4+h)-f(4) . 2-@+hy-2.47 . 32+16h+2h°-32 . 16h+2h’ _0O
h - h Theo h Theo "o

V(4) = LI m -

h-0

Descomponiendo y simplificando, obtenemos:

h-o0 h h-0

2
iql6h+2n” _ . (16 +h2h) h =lim(16+2) =16

Por tanto, la velocidad en el instante t =4 es v=16 m/s



EL PROBLEMA DE LA TANGENTE

Uno de los problemas que ha dado origen al estudio del célculo diferencial es el de la determinacion de la
tangente a una curva en uno de sus puntos.

Como al conocer la pendiente de una recta y un pentdla, la recta queda completamente determinada, se
tiene que el problema de trazar una recta tangente a una curva dada, por un punto de ésta, se reduce
encontrar la pendiente de la recta.

Intuitivamente la tangente en un punto P se suele considerar como la recta hacia la que tienden las rectas que
pasan por P y Q cuando Q se mueve libremente hacia P.

Sea P(xYo) un punto fijo de la curva correspondiente a la grafica de la funcion y = f(x).
La ecuacion de la recta es yg=ym(x — %), siendo y = f(Xq)
Vamos a ver como determinar la pendiente m, pero primero veamos un ejemplo:

Ejemplo 4

Sea la curva correspondiente a la gréfica de la parabola y = x*
Calculamos la tangente a dicha curva en el punto P de abscisa x = 1.

Sea un punto Q de la curva, dicho punto tendra coordenadas (b,b?),
donde b es un n° real.

Intuitivamente, la tangente en P se suele considerar como la recta
hacia la que tienden las rectas secantes que pasan por los puntos P
y Q cuando Q se mueve hacia P.

La ecuacion de la recta secante que pasa por Py Q es:

b%-1 . b? -1
= X=1 , Cuya endiente es m =
b_1( ), cuyap ]

y-1

Dicha pendiente m es la tangente del &ngulo a que forma la recta
secante con la direccién positiva del eje X, es decir:

b* -1
b-1

tga =

¢, Qué ocurre cuando el punto Q se mueve aproximandose a P?

Si el punto Q se aproxima a P, las sucesivas secantes se van aproximando cada vez mas a la recta
tangente, con lo cual, las pendientes de las rectas secantes se aproximaran al valor de la pendiente de la
tangente.

Decir que Q tiende a P equivale a decirque b - 1

b’-1_ . (b-D(b+D _

b-1 51 b-1

Pendiente de la tangente: m = It!rr} Igml(b +) =2

Luego la tangente a la curva en el punto P(1,1) es la recta cuya pendiente es 2.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es: y-1=2- (x-1)



Generalizando

Sea y = f(x) una funcion, vamos a determinar la recta tangente a la curva correspondiente a una funcion en
un punto P(¥ f(Xo)).

La recta tendra por ecuacion: y —j(x m(x — %)
Sea Q un punto de dicha curva distinto de P, cuyas coordenadas g6 QG(% + h))

La tasa de variacion media en el intervalg pg + h] coincide con la pendiente de la recta secante a la curva
que pasa por Py Q.

Ademas, la pendiente de una recta es igual a la tangente del &ngulo que forma la recta con la parte positiva
del eje X.
Por tanto, si consideramos qug es el angulo que forma la recta PQ con el eje OX, tenemos:
— f(xo +h) _f(xo)
h

A este cociente se le denomina “cociente incremental en el pyintste cociente incremental
indica la rapidezpromedio de variacién de la funcién en el intervalg ks + h].

tg an

Cuando h tiende a cero, la recta secante se convierte en la recta tangente a la curva en el punto P, por tanto, |
pendiente de la recta secante en la pendiente de la recta tangente.

Si denotamos por m la pendiente de la recta tangente a la curva en el pyf{ie)p(8ntonces
f(xo +h) =f(x,)

m = tga =lim .
Si denotamos como X % h, entonces h = x 5.x
Sih - 0, se verifica que X ¥ 0, con lo cual x> Xg
De esta forma, el limite anterior quedaria:
m = Lim)f(xo +hr)]—f(x0) _ X"mo f(x::l;(oxo)

Ejemplo 5
1. Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva con ecuacion f(x) = x* — 3x, en el punto (1,-2)

La ecuacidn de la recta tangente es: y — yo = m(X — Xo).

Utilizando la definicién anterior vamos a averiguar la pendiente en el punto (1,-2).

X =3x—(-2) _ lim x*-3x+2 _0_ im (x=2)(x-1)

12 forma: m(1) =lim XX =@ _ iy =lim(x-2) = -1
x-1 X—-1 x-1 X—-1 x-1 X—-1 0 x-1 X—-1 x-1
— 2_ (= 2 _
22 forma: m(1) = lim fL+h)-f(1) =1lim (L+h) -3(1+h)~(-2) im0 i (h-1)=-1
h-0 h h-0 h h-0 | h-0

Luego m(1) = -1, por tanto, la ecuacion de la recta tangente es:

y+2=-x-1)=y=-x+1-2 =>y=-x-1



¢ Dada una funcién y = f(x) la pendiente de la recta tangente a la curva en el p@xqttixo)) es:

F (xo) = lim o T 710) _ iy 1O =1(x,)
D=0 h X = Xo X=X,

La ecuacion de la recta es:
y = f(x0) = ' (X0) (X — o)

# Se dice que laecta normal a una curva en el punto P{xy,), es la linea que pasa por el punto P ¥ es
perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

La ecuacion de la recta es:

y—f(x)=-

1
f’(XO) '(X_ XO)

Recordemos que dos rectas son perpendiculares, si y solo si el producto de sus pendientes es -1, es decir:
, : 1
Si mr es la pendiente de la recta tangenteg,yame la recta normal, entonceg, = ——

m;

Ejemplo 6

1. Determinar la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva con ecuacion f(x) = 2x* — 5 en el punto de
coordenadas (1,-3).

Averiguamos primero la pendiente de la recta tangente:

_ 2 _E_(_ 2 _ —
my = lim fO) - _ im 2x"-5-(=3) _ im 2x° -2 —lim 2(x—D(x+1)
x-1  x-1 x-1 X=1 x-1 x=1 = x-1 X=1

= Iim1 2A(x+) =4
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente: y + 3 = 4-(x — 1).

. . 1 L 1
Si mr = 4 = Pendiente de la recta normal es my = _Z = Ecuacién de larecta: y + 3 = —Z (x=1).

2. Determinar en qué puntos la recta tangente a la curva y = x> — 3x + 1 es paralela al eje OX. Encuentra la
ecuacion de las rectas.

La derivada de la funcién y = x> = 3x + 1 es y'= 3x* — 3.
La recta tangente es paralela al eje OX — su pendiente es 0
Imponiendo que y'=0:3x*—-3=0 — x = 1

0 Six=1-y=-1- Punto (1, -1) — Recta tangente:y =-1

0 Six=-1-y=3-— Punto (1, 3) » Recta tangente: y =3

3. Determinar la ecuacion de la recta tangente a la parabola con ecuacion y = X, y que es paralela a la recta
con ecuacion y = 4x.

Recuerda que dos rectas paralelas tienen sus pendientes iguales.
Como no nos indican el punto de tangencia en la curva, suponemos que sus coordenadas son (a,b).

Como la recta tangente es paralela a la recta de ecuacion y = 4x, entonces m(a) = 4.

=2a=4=a=2 = b=2°=4

m(a) = 4 = fim Q1@ _y, X 7a” 0, (x=a)(x+a)
x-a  X-a x-a x—a 0 x-a X-a

El punto de tangencia es (2,4) y larectaesy—4 = 4(x —2) = Ecuacion:y =4x -4



CONCEPTO DE DERIVADA EN UN PUNTO

En la resolucion del problema del trazado de una recta tangente a una curva se obtuvo como resultado el
siguiente limite:
f(xo +h) =f(X,)

h

Pendiente: m =fim 10~ (Xo)
X=X X=X,

=lim
h-0

La pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva con ecuacion y = f(x) en elopét)) (es
precisamente la derivada de f evaluadagsen x

# Se llama derivada de lncion y = f(x) en un punto xO Dom(f) al limite (si existe), y se simboliza ppr
f'(Xo):

=g 1)

Se suele representar piofix,) =D| f(x,)]===(x,)

# Llamando x = ¥+ h, se puede definir la derivada en un pugtcoxno:

F(x,) = lim 1) 71X
X=X X=X,

Si el limite existe, se dice queflacion es derivablesn el punto x

# Se dice que unfuncion esderivable en un intervalo (a,b) si es derivable en todos los puntos de digho
intervalo.

Siy = f(x), con f una funcién derivable, entonces la derivada de f puede denotarse por:
a) Df(x) que se lee: derivada de f(x) respecto a x.

b) D,y que se lee: derivada de “y" respecto a x.

c)y =f(x) que se lee: “y” prima".

Ejemplo 7

1) La derivada de la funcidn constante f(x) =3 en el punto de abscisa x = 1 es:

r(@ =lm f(“hr)] ~f)

—im>"3-0 f(1)=0
h-0 h

2) La derivada de la funcion f(x) = x> en el punto de abscisa x = 1 es:
. 1+h*+2h-1
m =

Cfae-f@ @’ -1 imer2h L H(he2)

f(l):Liﬁo h h-0 h h-0 h h-o h ho H

2 - f)=2

3) La derivada de la funcion f(x) = 3x — 2 en el punto de abscisa x = 2 es:

f,(2):”ml‘(x)—f(2):"m?sx—z—4:”m3x—6:"m3(x—2)
x-2  X=2 x-2  X=2 x-2 X—=2  x-2 X-=2

=im3=3 —>f(2)=3



4.1. Derivadas laterales. Funciones no derivables en un punto.

¢ Se dice que una funcion f es derival#e », xo 0 Dom(f), por la derecha si existe el limite:

h-o* h x=% X=X,
# Se dice que una funcion f es derival#de %, xo 0 Dom(f), por la izquierda si existe el limite:

(% +h) %) _ . (x)=f(x,)
h X=X X=X

f'(x7)=Iim
® h-0"
Ambos limites se llamaredvadas laterales de f en.x

# Una funcion es derivable en un punto si, y solo si, es derivable por la izquierda y por la derecha
dicho punto y las derivadas laterales coinciden:

f es derivable engxsi y solo sif ‘(x;) =f "(x;)

Teniendo en cuenta esto, una de las razones por la cual no existe la derivada en un punto seria que nc
coincidan las derivadas laterales.

» Se dice que unfancion es derivable en un intervalo [a,b] si:
0 EsderivabledxO(a,b)

0 Existen las derivadas lateralega®™) y f(b7).

Ejemplo 8

X si x=20

. , veamos que no es derivable en x = 0.
-X si x<0

1. Seaf(x) = |x| = {

=1= f'(0") =1

h-0*

e Derivada por la derecha: f(0") = lim f(0+hz ~f(0) =lim h ;0
h-o*

lim "hh"o =-1= f(07)=-1

h-0*

e Derivada por la izquierda: f’(07) = hIim f(0+hr)] ~f0) =
-0

Como f’(0") #f"(07), entonces no existe f(0), luego la funcién no es derivable en x = 0.

2-x* si x<0

2. Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x ) = { enelpuntox =0

x>+2 si x=0

-— 2 —
¢ Derivada por la derecha: f(0*) = lim M = lim x*2-2 limx=0 = f°(0")=0
x-0" X - x-0" X x-0*

_ 2
e Derivada por la izquierda: f"(07) = lim 1) =10 =lim 2-x+2 =lim (—x) =0= f’(07)=0
X0~ X

x-0" X x-0*

f '(0*) =f '(0’) =0 = f(0) =0, luego la funcién es derivable en x = 0.



4.2. Continuidad de las funciones derivables

“Si una funcion es derivable en un punto X = a, entonces es continua para x = a”.

Demostracion

Si f es continua en x = a se verifica f(a) =limf(x), o bien, Iim[f(x) —f(a)] =0
Si f es derivable en x = a, entonces existe el limite f'(a) =Ilim 1) -f(a)

x-a  X-—a
Vamos a demostrar que lim[f(x) —f(a)] =0 :

lim[f(x) -f(a)] = IimM(x—a) —im 1) =), lim(x-a) =f(a)-0=0
X-a X—-a X—a X-a X—a X-a

Consecuencia inmediata

“Si una funcién no es continua en un punto x = a, entonces no es derivable en dicho punto”

El reciproco no tiene por qué ser cierto, es decir, hay funciones que son continuas en un punto y que, sin
embargo, no son derivables.

Ejemplo 9

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion f(x) en x = 1

-X+3 si x=1
f(x) = .
Xx+1 si x<1

e La funcién es continua en x = 1:
lim f(x) =lim(-x+3) =2
x -1 x-1
lim f(x) =lim(x+1) =2
X1 X1
Coinciden los dos limites laterales, por tanto, existe Iimlf(x) =2
X -

Ademas, f(1) =2 = Iimlf(x) = la funcién es continua en x = 1.

e La funcion no es derivableenx =1

lim =-1=f'(1")=-1
x -1

£(1*) = lim f(x)-f(1) — lim -X+3-2 ey TX*1
x-1 h-0o  x-1 x-1" X =1

) = lim T _j XH172 oy X71 gy =g
X1 X — x-1 X-—1 x-1 X—=1

Como f’(17)#f’(1"), entonces no existe (1), luego la funcién no es derivable en x = 1

Luego, se ha comprobado que aunque f es continua en x = 1 se tiene que f no es derivable en x = 1.



FUNCION DERIVADA. DERIVADAS SUCESIVAS

A partir de una funcion y = f(x) podemos calcular su derivada en los puntos de su dominio en los que es
derivable, obteniendo como resultado un ndmero real. Por este motivo, tiene sentido considerar una funcién
gue llamaremos funcién derivada.

La funcién derivada de una funcion f, que simbolizamos poe$ la funcién que a cada valodel
dominio de f, donde f es derivable, se le asigna el valor de la derivada de f en dicho”pgnto, f

f"ROG R
x OO f7(x)
Siendo:

#(x) =lim X =100
h-o0 h

La funcion derivada de f se simboliza también con D(f) o y’.

Derivadas sucesivas
Si una funcion f es derivable, la funcion derivada de f o primera derivad@siéaffuncion f.

Sif” es derivable, la funcion derivada deoffuncionderivada segunda de f es la funcion)(f que se
simboliza con f (x).

La funcion derivada de la derivada segunda f "’ (x), si existe, se llama derivada tercera de f y se simboliza
con f (x).

Procediendo analogamente, podemos definir las derivadas cuarta, quinta, ..., enésima de la funcion y = f(x),
que representamos, respectivamerité)f, f3(x), ..., f(x).

Ejemplo 10

Calcular las derivadas sucesivas de f(x) = x>

f'(x)= thrg

lim =lim (3x2 +3xh+h2) =3x2

h-0 h h-0 h h-0

f(x+h)=f(x) — lim (x+h)®—x* _ . x*+3x*h+3xh’ +h’ -x°
h

. g 2 _ny2 2 2 —2y?

£ (x) = fim O =T iy SHR)T =3 3T+ HOXN 3K _ o (3h+ 6x) = 6x
h-o0 h h-0 h h-0 h h-0

£ (x) = Iimf (x+h)-f (x)=|im 6(x+h)—6x:Iim 6x +6h —6x -lim (6 =6
h-o0 h h-0 h h-0 h h-o0

£90x) = fim X+ =T70) 676, 0
h-o0 h h-0 h h-0 h

Las derivadas sucesivas de esta funcion son f2(x), ..., f(x) = 0.



n DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

6.1. Derivada de la funciéon constante

La derivada de una funcién constante es cero.

Demostracion

x+h)-f(x) _

f(x) = k, k (R = f (x) = Ihingf( = lim ;" 0= F(X) =0

6.2. Derivada de la funcién identidad

La derivada de una funcion identidad es 1.

Demostracion

fx) = x = F (x) = im &N ZIC) _ i, X+ =X =im N s r =
h-0 h h-0 h oh
6.3. Derivada de la funcion lineal
Sif(x)= ax+b=f"(x)=a
Demostracién
fim XFN =10 _ iy 8+ #b=(@x+b) _ 8 o g =
h-0 h h-0 h h-0 h

6.4. Derivada de la funcion potencial de exponente real
Sifx)=X"=f(x)=n-x"""

Demostracion

n

f'(x) = lim f(x) f(a) = lim X -a =lim(x"* +ax"? +a2x" % +. +a")=na"' = f(x)=n- xX"7*
X-a X-a X a X-a
Ejemplo 11
Dfx)=2x+3 =1 (x)=2 2)f(x)=-3x+2=1f"(x) =-3
3) f(x) = x> = f'(x) = 3x° 4)f(x) =x® = f(x) =
5) f(x) = X—lzzx‘2 =fx)=-2-x° =—X—23 6) f(x) = X—24: 2x Y= f(x)= -8-x7° =—%

1

i
DX = Jx= %2 = (X = %x2 l=%x

2 2 21 2
8)f(x)= x> =x® =>f(x)= =x3 ==X
) f(X) ) 3 3




OPERACIONES CON FUNCIONES DERIVABLES

Aunqgue dada la ecuacion de una funcion es posible obtener su respectiva funcién derivada utilizando la
definicién, para algunas funciones este procedimiento resulta sumamente tedioso.

Surge entonces la necesidad de simplificar este proceso, lo cual puede lograrse al estudiar las reglas de
derivacion.

7.1. Derivada de la suma de funciones

Si fy g son derivables en un punto, entonces la suma de las funciones también es derivable en dicho punto.
La derivada de la suma de funciones es la suma de las derivadas de dichas funciones:

(f+9) () =) +g(x)

1-Sif(x)=2x yg(x)=1-3x - (f+g)(X)=f(x)+g(x)=2x+1-3x=1-X

2-Sif)=x> ygix)=x* - (F+g)(x) =f(X)+g(X) = 3% + 2x.

7.2. Derivada del producto de un n?° real por una funcién

Si f es derivable en un punto y k es un n° real, entonces la funcion k-f(x) es derivable en dicho punto:
k-fYX)=k-f(x)

1.Sif(x)=5x° = f(x)=5- 2 - x=10x

2.Sifx)=2=>f(x)=2-3- ¥ =6X°
2

3. Sif(x) = X? S F(X) = Z—ZX:x

3 2 2
2X P = 6X 2;(

4. Sif(x) =

Consecuencia: Derivada de una funcion polinémica
Toda funcién polinémica f(x) =pa ax + ax® + ... + ax" es derivable y su derivada es:

1

Sifx)=a+ax+ax’+..+ax" = f(X)=a+ax+..+n ax""

1. Sif(x) = 4x* +3x — 2 = f'(x) = 8x + 3

2.Sif(x) =x>+2x° = 2x + 6 = f(x) = 3x* +4x — 2

3.Sif(x) = 6x° - 7x° =2 = f(x) = 30x" — 14x




7.3. Derivada del producto de dos funciones

La derivada del producto de dos funciones derivables en un punto es una funcién derivable en él.

La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera funcién por la segunda sin
derivar mas la primera funcion sin derivar por la derivada de la segunda. Es decir:

(f- 90 =) - g(x) +f(x) - g°(x)

Ejemplo 15

1.Sif(x) =x* (3x—2) = F(x) =2x - (3x—2) + 3 - ¥ = 6x* — 4x + 3x* = 9x* — 4x
2.Sif(x)=x(x*-1)= F)=(C-1)+x-2x=xX-1+2x*=3x" -1

3.Sif(x) = (6 +3x—1)(x*+ 1) = f(x)=(2x +3)(x* + 1) + (x* + 3x — 1)-2x =

=2+ 2x+ 3+ 3+ 23 + 6 —2x = 4X3 + 9% + 3

7.4. Derivada del cociente de dos funciones

Si fy g son funciones derivables en x = a y g(8) éntonces el cociente f /g es una funcion derivable en
él.

La derivada de un cociente de dos funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador sin
derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, dividido todo por el denominador

sin derivar elevado al cuadrado. Es decir:

(f_j,(x) _F()-9(x)-f (ZX) -g'(X)
g [9(x)]

Ejemplo 16
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7.5. Regla de la cadena: Derivada de una funcion compuesta.

Sea la funcién f(x) = (B¢ 4), ¢como calcular f “(x)?

Esta funcion es una composicién de dos funciones:

x0T 23 +401. (2¢+4)° , donde gx)=F+4 y h(x)=%

Ambas funciones, g y h, son derivables, con lo cual la funcién compuesta f también lo es:

“Si f es una funcién derivable en x = a 'y g es derivable en f(a), entonces la funcién corgpliesta
derivable en x = a”

Regla de la cadena:

La derivada de la funciégo f , f compuesta con g, es igual a la derivada de la funcién g por la derivada de
la funcién f. Es decir:

SiF() =(gof)(x) = F () =(gof)(x)=g(f(x) f(x)

Ejemplo 17
1. Sea F(x) = (2x° + 4)°
F(x) = (gof)(x), donde f(x) = 2x> + 4 y g(x) = x°

F )= (gof)(x)=g(f(x)) f(x)=3@x +4)° - (6x) =18x" - (2 + 4)°

2.Sea F(x) = /2x+5
F(x) = (gof)(x) ,donde f(x) =2x+5 y g(x) = Jx

P00 = (901 (x) =g (f (x)) F(x)= J21X_+5.z= sz1—+5

3.SiF(x)= Vx*-1

F(x) = (gof)(x) ,donde f(x) =x* -1 y g(x) = Jx

0= (020901 () 1= 2y oxe 2

4. SiF(X) = /XTH-:> F(x) = (gof)(x), donde f(x) = XTH y g0 = Vx

. . . , Y = k \/; -1 X
F'(x) = (gof)(x):g(f(x)).f(x): 1 1x (>§+1)1: 1o 2,/’
2 X;(“l X 2Jx+1 X 2x3x+1



BBl 1/BLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES

REGLAS DE DERIVACION
1.- Derivada de una constante/JR: Si f(x) =k = f'(x) =0

2.- Derivada de una sumdf(x) + g(x)]'=f'(x) + g (X)
3.- Derivada de un producto de funcioge

SikOR, [k- I =k - F(x) [f(x) - 90T ='(x) - g(¥) + f(x) - § (X
4 .- Derivada de un cociente de funciones
si mR[ k } _Zkf'9 [ux)}' _1109-900-f () g
f(x) [f(x)] g(x) [9(x)]

5.- Derivada de una composicion de funciaég(f(x))]'= g'(f (x)) - f'(x)
6.- Derivada de la funcion inversa: Si f y g son funciones inversas

[g(x)]':f,z—x) ,siendoge f=fog=1
DERIVADA DE FUNCIONES ELEMENTALES
1.- Derivada de una potencia:
[f)"'=n - f)" ! - (), siendondR
2.- Derivada de una funcion irracional:

') . X .
(Vi) = 2 [ (%/769) e  siendonlR
3.- Derivada de una funcion exponencial:
[a®] =f(x) - 49 - Ina [€®] = (x) - &9
4.- Derivada de una funcion logaritmica:
o f'x) 1 (%)
[loga 0] = 35 1na [Inf (x)] =T
5.- Derivada de las funciones trigopnométricas e inversas:
sen f(x) =f (x)-cos f(x) arcsen f(x S
[sen F(x) | y =
1-[f(x)]”
[cosf(x)] = - f (x)-sen f(x) [arccos f(x] =- 09
1-[f (0]
o P . A 0%
tg f = ————=f'(x)-| 1+ tg"f tg f = ¥
[tg ()] eos 107 09-[ 1+ 1 (x)] [arctg f(x) L1007
[cosec f(x]' =—w= —f'(x)-cosec f(x)-ctg(x
[sen f(x)
[secf(x] :sz'(x)-secf(x)-tg(xj
[cos f(x)]
[cotg f(x)]' 0 '%)-[ 1+ cotd ()]

[senf(x)’




Ejemplo 18

. 2 . 1 2X
. = + N = . =
1. Sifx)=In(x"+1) f(x) 11 2X 711

2. Sifx)= eV L f(x)= e* Y. 2(x—1)

3. Sif(x) =cos (3x° + 1) = f(x) = - sen (3x” + 1) - 6x = -6x - sen (3% + 1)

4. Sif(x)= ser(x—_lj S () = co{x_lj xtl-x+l 2 2cos( X~ 1}
X+1 x+1) (x+1) (x+2) X+1

5. Sif(x)=tg (X* +1) = f(x) = [1 +tg® (x* + 1)] - 2x

6. f(x)=sen X = f'(x) = cos X% - 2x = 2x cos X

7. fx)=Incosx = f'(x) =TSenx =—tgx
8. f(x)=secx= f(x)=i f'(x) = ser;x =tgXx-secx
COS X S% X
_ 2
9. f(x)=2XCOSX . px) =1(cosx .COX — Senx senx) = cos' x —sen’x _ cos2x
2 2 2 2
2 2 1

10. f(x) =arctg(2x+1) = f'(x) =

1+(2x+12  4x2+4x+2 2x2+2x+1

11. Calcular la derivada de la funcion:
Xx+6 si x<-3
f(x)=<x*-x si -3<x<3
6-x si x>3
Calculamos la derivada de cada una de las funciones:
1 si x<1
ff(x)=4 2x-1 si 1l<x<3
-1 si x>3
Comprobamos si las derivadas laterales en los puntos x = 1 y x = 3 esta definida:
of M)=1y f'@Q)=2-1=1—->f(1)=f"(")=1—fesderivableenx=1
0f’(83)=6-1=5 y f'(3)=-1—->f'(X")#£f’(X") — fnoesderivableenx=3
Por tanto, la funcién derivada es:

1 si x<1
ff(x)=9 2x-1 si 1l<x<3
-1 si x>3



IEl OTRAS TECNICAS DE DERIVACION

9.1. Derivacion logaritmica

La derivacion logaritmica es un procedimiento aplicable a ciertas funciones complicadas.
Consiste en tomar logaritmo neperiano de dicha funcion y aplicar a éste el proceso de derivacion.

Una vez realizada la derivacién, se despeja la derivada de la funcién buscada.

Ejemplo 19

1. Derivada de la funcién potencial de exponente real f(x) =x" = f'(x) =r - x"1

Seay=1f(x)=x".
Tomando logaritmo neperiano: Lny =r - Ln x
. . y 1
Derivando los dos miembros: — =r-—
X

Despejando y’: y=y- r1
X

. , 1 1
Sustituyendo y por su valor: f'(x) = X" -r—=r—
X X

X

2. Derivada de la funcién exponencial f(x) =a* = f(x) =a*- Lna
Seay=a".
Tomando logaritmo neperiano: Lny=x - Ln a
Derivando los dos miembros: Yy =1-lna
y
Despejando y’: Y=y-Ina
Sustituyendo y por su valor: f'(x) =a* - Ln a
n/,,n-1

1
3. Derivada de la funcién radical f(x) = Ux = f(x)= —VX
n

1
Tomando logaritmo neperiano: Lny =Ln X"

Derivando los dos miembros: Yy :1—1
y nx
. . 11
Despejando y': y=y-——
n X
- ’ 1Ux 1 .o
Sustituyendo y por su valor: f'(x) = —-\/_ =Z.4xt
n x n





