1. Calcule a para que las siguientes funciones:

sen ax cos’ X —1 . -
f(x) =T g(x) = — tengan el mismo limite en el punto 0.

SOLUCION

Calculamos cada limite:

lim f(x) =tim 3808 _ 0 ) pplepndoHapigiy, fjm SEN X _ i, BCOSAX _
X0 X0 X 0 X0 X X0 1

im o) =lim S X120 ppleppdorsHept, jim SOS XLy T200SKSENX _ ), ZSeN2x
X0 X0 X 0 X0 X X0 2X X0 2X

0 PRSP, im 22X = g

Para que los dos limites sean iguales debe verificarse que a = -1.

2. El perimetro de una cara lateral de un prisma recto de base cuadrada es de 60 centimetros.
Calcule sus dimensiones de forma que su volumen sea maximo.

SOLUCION

| Volumen = 4rea base - altura — V=x"-y

s Perimetro de una cara lateral =60 - 2x+2y=60 - x+y =30
Expresamos una de las variables en funcién de la otra: y = 30 — x
La funcién a maximizar es : V(x) = x* - (30 — x) = 30x° — x°

¥ V “(x) = 60x — 3%

V' (X)=0 - 20x=x*=0 - x=0,x=20

o V(X)=60—6x — V '(20)=60-120<0

Descartamos el valor x = 0 porque no se tendria prisma.

Aplicando el criterio de la segunda derivada, si V ""(20) < 0, la funcién presenta un maximo en x = 20.

Por tanto, las dimensiones del prisma son base cuadrada de 20 cm y altura 10 cm.

1. Seala funcién f: R — R definida por
4 six =0
f(x)= X _
M six 20

Usando la definicién de derivada, demuestra si la funcion f es derivableen x =0

SOLUCION
La funcion es derivable en x = 0 si se verifica que existe f'(0) = |irT(1) 19 =10)
X= X
M -4
#(0) = lim 1 =TO) _ iy x = fim M D7 AX iy AT XD O ey,
x-0 X X-0 X X-0 X Xx-0 X
4le* -1 o X
|imu=9 0 e fim 2 =2,
x-0 2X 0 X-0



2. Calcule:

SOLUCION

Iim( 1 _1 J:oo—oo . |im(i—i):|im'nx—“l O 1 pplepndosiHapiay,

x-1 Inx x-1\x=1 Inx) x-1(x-1)Inx
1
— + -_— N - . - —
lim Inx-x = lim —X — =lim X0 o PP, im L =im =2
1 (x=1)Inx e - x-1xInx+x-1 0 x- Inx+x-;+1 x-1lnx+2 2
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1. Se considera la curva: y = 5
1+x

a) Halle el punto de la curva en el que la recta tangente a su grafica tiene pendiente maxima.

b) Calcule el valor de esa pendiente.

SOLUCION

a) La pendiente de la recta tangente a su grafica en un punto x = a viene dada por la derivada de la
funcién en x = a (f'(a)).
2X

(1ex7)

Para determinar la pendiente maxima derivamos f"(x)

—_ 2 Z . .
00 = 2(1+x ) +2X Z(M) 2x: 6x2 =2 =08 BC_120 . x=
(2e2)" (1+x?)’

Estudiamos el signo de f para determinar el maximo:

G

f7(X)>0 six<—~— yx>-— 3 3
3 3 - X= —% es un maximo - Punto: —%,
f7(x)<0 si \/_<x< \/_

. 1 .
S|f(x):y:m -f'xX)=-

w| G

Alw
N—

b) El valor de la pendiente es:




1. Halle el rectangulo de mayor area inscrito en una circunferencia de radio 3.

SOLUCION

Sean x ey las dimensiones del rectangulo.

Area del rectangulo: A=x - y

El triangulo ABC es rectangulo, sus lados miden x,y y 6, por tanto,
se verifica que:

6°=x"+y —y=36-x
Luego, el area es A(X) = X+/ 36— X°

Para que su area sea maxima su primera derivada tiene que ser cero:

A'(X)=\/36—x2+z\/_zxz 2 :jG_ZXi =0si36-2x=0 - x= +,/18 =3,/2
36 —-x 36 -x

Descartada la solucién negativa por ser x una longitud.

Por tanto, el rectangulo de mayor area es el cuadrado de lado 3\/3 unidades.

2. Halle una funcién polinémica de tercer gradoy = ax >+ bx® + cx + d tal que tenga un minimo en el
punto (1,1) y un punto de inflexion en el punto (0,3).

SOLUCION
La curva pasa por el punto (1,1), por tanto, se verificaque y(1) =1:a+b+c+d=1 (1)
La curva pasa por el punto (0,3), por tanto, se verifica que y(0) = 3: .
La funcion tiene un minimo en x = 1, por tanto, se verifica que y'(1) = 0:
y =3ax’+2bx+c - y(1l)=3a+2b+c=0 (2)
La funcién tiene un punto de inflexion en x = 0, por tanto, se verifica que y""(0) = O:
y =6ax+2b -y (0)=b=0-p=0

Sustituyendo los valores de d y b en las ecuaciones (1) y (2), obtenemos el siguiente sistema:

a+c+3=1 a+c=-2
N ~2a=2-a=1-¢c=-3

3a+c=0 3a+c=0

Por tanto, la funcién esy = x> — 3x + 3



1. Dada la curva:

x?® 3x?

fx)=—- +2x
=73

a) Obtenga sus maximos, minimos y puntos de inflexién.

b) Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

SOLUCION

a) Para determinar los extremos relativos imponemos que f'(x) = 0:
f'X)=x"—3x+2=0 - (Xx—2)(x-1)=0 - x=2,x=1
Aplicando el criterio de la segunda derivada, determinamaos si son maximos o minimos:
f7(x)=2x-3 - f7(2) =1>0 - La funcién tiene un minimo en x = 2
- f77(1) =1< 0 - Lafuncién tiene un maximoenx =1

Para determinar los puntos de inflexion imponemos que f “"(x) = 0:

f7(x)=2x—3=0 six= % - La funcién tiene un punto de inflexién en x = g yaquef ™ (x)=2 #0

b)f (X)) =x*—3x+2=0 - (x—=2)(x-1)=0 - x=2,x=1
Estudiamos el signo de la derivada en los siguientes intervalos:
0 (-e0,1):f(x)>0yadque parax=0f’(0)>0 - fcreciente
o (1,2):f(x)<Oyaqueparax=15 f’(1,5)<0 - fdecreciente

0 (2+w):f"(x)>0yaqueparax=3f'(3)>0 - fcreciente

2. Calcule:
o 1- -1 : 2
a) lim 2798 =D b) lim(x* +e* )"
X1 (Lnx) X =0
SOLUCION
a) lim 2" CS€"1)_ 0 1 ppapjapy | iy 1700S® L)y seN &K =1)_ X 88N K7L)_ 0 iy
x-1  (Lnx) 0 x-1  (Lnx) x-1 ZLnX_g x-1  2Lnx 0
X
im sen(x—1)+xcos(x—1)_Iim xsen k—1)+x* cosk -1 1
x-1 1 - x-1 2 B 2
2.=
X
1
H 4 X \x 0
b) Ixm(x +e ) )
Aplicamos lim f(x)9 = lim g OO
4 X _ o 4 X _ 3 X
lim [f(x) - 1-g(x) = |im(x“+e*—1)-1=|imLe1:9 O P, fim X T AT
X0 X0 X x-0 X 0 X0 X X0 1

1
Por tanto, Iim(x4 +ex)x —e
X-0



3. De todos los cilindros inscritos en una esfera de radio 1 metro, halle el volumen del que lo tenga
maximo.

SOLUCION
Volumen de un cilindro: V = 1t- ¥ - h, siendo
r = radio del circulo base h = altura del cilindro
V) El cilindro esta inscrito en una esfera de radio 1, por tanto, segun
i el dibujo, se verifica:

1% =r* + x4, siendo 2x = h.

Sir=,/1-x* y2x=h, el volumen del cilindro es:

V(x) = T[-(Jl—xz)2 c2x= T 2x(1 - X0) = - (2x — 2X°)
Derivando: V'(x) = - 2-6X) - V' (x)=0: 2-6x=0 - x= g

/3

3 3
V7(x) =-12x - V[g] <0 - x= 3 maximo

23 / 6
Por tanto, el cilindro de mayor volumen tiene altura h = 2x = T‘/_ yradior = \/1-x* = 1—% = \/g :% .

. . 3x = - L
1. Sabiendo que el lmngsenx es finito, calcule el valor de m y halle el limite.
X X
SOLUCION
jim 2XMEeNX 0 PR, im 3TN0 - 37
X0 X 0 x-0 2Xx 0

Para que el limite sea finito, imponemos que 3-m=0 - m=3
Resolvemos el limite sim = 3:

lim 330X _ 0 1 ppliepsopHepigiy,  jim 3S€NX _ g
x=0  2X 0 x-0 2

2.Seaf: ROO- R lafuncién definida por:

—v2 gix <
f(x) = X =X s!x_l
Xx-1 six >1

3

b) Halle los extremos de la funcion

SOLUCION

5-x? sixs< 2 ix< 6x—-2 six<1
F(x) = X® =X S.IX 1 L = 3x° —-2x s.|x 1 L) = .
x-1 six>1 1 six>1 0 six>1

wliN

Para determinar los extremos imponemos que f "(x) = O: 3 —2x=0 - x=0,x=

Para determinar si los extremos son maximos o0 minimos, aplicamos el criterio de la segunda derivada:
f7(0) =-2< 0 - fpresenta un maximo en x =0 - (0,0) maximo

2 - 2 2 4 -
f’l=1=2>0 - fpresentaun minimoenx= - - | —,—— | minimo
3 3 3 27



1. Una ventana rectangular tiene un perimetro de 12 metros. Calcule las dimensiones de los lados
del rectangulo para que el area de la ventana sea maxima.

SOLUCION

Area ventana: A = x - y, siendo x = base , y = altura

Perimetro rectangulo =12 - 2x+2y=12 - x+y=6 - y=6-X

Area ventana: A(X) =X - (6 —x) = 6x — X°

Para determinar el area maxima, imponemos que A’(x) = O:

AX)=6-2x=0-5x=3

Comprobamos que x = 3 es un maximo, para ello aplicamos el criterio de la segunda derivada:
A7(x)=-2<0 - x=3esun maximo.

Las dimensiones del rectangulo son: x=3 - y =6 — 3 =3, es decir, un cuadrado de lado 3 m.

1. Se desea disefiar un libro de forma que cada pagina tenga 600 cm  * de area. Sabiendo que los
margenes superior e inferior son de 4cm cada uno y los laterales de 2cm, calcule las dimensiones de
cada pagina para que el area impresa se maxima.

SOLUCION
I 4 Alto de la pagina impresa: x — 8
Ancho de la pagina impresa: y — 4
. Area impresa: A = (x — 8)(y — 4)
z z Area pagina: x-y=600 - y= 600
X
&
v 4800

. Area impresa: A(x) = (x —8)[@—4]= 632 - 4x -
X
Para determinar el valor maximo, imponemos que A’(x) = O:

CAv2
4800 o | A= B0 L 12003 =0 - x = 203
X X

A(X)= —4+

4800 . . 600
A7 (x)= -2- <0 0Ox>0 - A”[20,/3|<0 - x= 20,/3 maximo, siendoy= —— =10,/3
) X ( ‘/_) Y 20,/3 V2

2. Calcula:
tan(x)
lim (—2) Tan(x) = funcién tangente de x
x -0\ X
SOLUCION
tan(x ) 1
Iim(—z] =® Iimjan(x)-ln(—zjzo-oo
x-0"\ X X-0 X
. 1 . . 2Inx oo 1
lim tan(x)-I = | = lim tan(x)- 2 Inx )= lim- =— @) In| = | =M1-Inx=-Inx=-2Inx
x-0" X 75 x-0" x-0"  COSX 00 X

sen Xx



COSX  x-0" —=sen’X—Ccos X x-0" X
sen x sen’x

tan(x )
1 j = eO =1

- 2 A .
Aplicando L' Hépital: lim —-2n% = i 21X i 280X 0 ey, ASENX-COX_ g
x-0* x-0*

X2

x-0"

Por tanto, lim (

1. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 10 cm. Halle las dimensiones de los catetos de
forma que el area del triangulo sea maxima.

SOLUCION

Area del triangulo: A = E-x-y siendo x e y los catetos del triangulo rectangulo.

La hipotenusa mide 10 cm, por tanto, se verifica: 10% = x* + y2 - y=4/100-x?

X4/ 100 — X

2

Para determinar el valor maximo, calculamos la primera derivada e igualamos a cero:

- 2 _ 2 2
A'(x)=%- J100-x + 2x =1100-2¢ _ 907X . 50-x2=0 - x=+/50 =452

ZJ100-x | 2 J100-x +100-%

La funcion area es A(x) =

X = 5\/3 (descartamos el valor negativo) — y = /100-50 = 5\/5

Comprobamos que es un maximo de la funcién empleando el criterio de la segunda derivada:
2% 100 % - (50- ) 2X__
( ) ZJ100-x* _ -2x:(100-x*)+(50x - x*) x® ~150x

A= 100 - X2 (100-x°)-y/200- (100~ x)-/100- ¥

. _52-(50-150) _ 5J/2-(-100) _ _
A s(2)= 5050  50-5/2 2<0

Por tanto, el triangulo de &rea maxima es un triangulo rectangulo isésceles de catetos 5,/ 2 cm.

. Se considera la funcion:

ax’+bx +¢ six D

Determine los valores de a, b y ¢ para que la funcién sea continua, tenga un maximoen x =-1y la
tangente en x = -2 sea paralela a la recta y = 2x.

{ x Inx six >0
f(x) =

SOLUCION

Imponemos que f sea continua en x = 0: Iirrg f(x) =f(0)

fim (x) = lim (xInx) =0-00 — lim (xInx) = lim "X = © [ APEREHPEE, fim XX = jim (-x) =0
xo0 X0 X0 X0 ]/X 00 X -0 _]/X X-0

f0)=c -

La funcion tiene un maximoenx =-1 - f(-1) =0

1+Inx six>0
f’(x):{ > f(-1)=-2a+b=0 - b=2a

2ax+b six<O0

Latangente en x = -2 es paralelaay =2x - f'(-2)=2 - -4a+b=2 . -2a=2 ~fa=-1 - p=-2



. x? o L . . L
1. Se considera la curva: y = Tox Halle, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexién.
X

SOLUCION

Para determinar los extremos relativos imponemos que f'(x) = O:

. 2x-(L+x)-x* _ 2X+ X2
(1+x)"  (1x)

=0 - x=0,x=-2

(@420 (1+x)" = (2x+x2)-2- @+ x)  2(1FK)-(1+x)" -2(2x+X?)- (1#K) 2
y = =

(1+x)° (1) (1+x)°
y” (0)=2>0 - (0,0) minimo

Y’ (-2)=-2<0 - (-2,-4) maximo

Para determinar los puntos de inflexién imponemos que f "(x) = 0, pero no se anula para ningan valor,
por tanto, no existen.

1. Dada la funcién y = 5xe**

a) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

b) Halle, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion.

SOLUCION

Para estudiar el crecimiento de la funcién, determinamos f"(x):
f'x)=5e""'+5xe* ' =51 (1+x)=0 - x=-1

f'(x)>0six>-1 - fcreciente en (~1,+o)
f'(x) <0six<-1 - fdecreciente en (-c,~1)

Segun el criterio de la primera derivada, la funcién tiene un maximo en (—l——z .
e

Para determinar los puntos de inflexién de la funcién, calculamos f “"(x):
f'x)=5e"*(1+x)+5e ' =5e"1@2+x) =0 six=-2
Estudiando el signo de la segunda derivada:

Six>-2 - f7(x)>0 - fcoéncava

Six<-2 - f7(x) <0 - fconvexa

o . L 10
Por tanto, la funcién tiene un punto de inflexiéon en [—2,——3]
e



