Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS II

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

1.1. Definiciones

Se dice que unfaincién f escrecienteen un punto xsi para cualquier punto x de un entorno geéx— x,
X + Xo) se verifica:

e SiXx>x= f(x)>f(Xo)
e SiXx<x= f(x)<f(Xo)

Se dice que unaincion f esdecrecienteen un punto xsi para cualquier punto x de un entorno geéx—
Xo, X + %) se verifica:

e SiXx>x= f(x) <f(Xo)
e SiXx<x= f(x)>f(Xo)

Una funcién egreciente en unintervalo [a,b] si dados dos puntos cualesquiera del inkervay, X ,
X1 < % se cumple que fgx < f(xy)

Una funcion eslecrecienteen unintervalo [a,b] si dados dos puntos cualesquiera del in@rxa X ,
X1 < X se cumple que f(x> f(x,)

Ejemplos

a) f(x) =» creciente

f() F----

o) | -4

1
1 1
X1 X2

X <X — f(X1) < f(x) X1 <X - f(x1) > f(x2)

1.2. Criterios de crecimiento y decrecimiento de una funcion

Sea f una funcién continua en [a,b] y derivabl¢agh):
* Si f(x) >0 paratodo x ena, b, entoncesf(x) escrecienteen (a , b)
* Sif(x)<0 paratodo x end, b, entoncesf(x) esdecrecientesn (a , b)

e Sif(x)=0 paratodo x ena(, b, entoncesf(x) esconstanteen (a, b)
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1.3. Calculo de los intervalos de crecimiento y decrecimiento

Para determinar los intervalos de crecimiento defuncion:
» Hallar los puntos donde f'(x) = 0 0 no esté defifalderivada primera.

* Estos puntos dividen el dominio de definicion @mfintervalos, en los cuales estudiaremos el signo
la derivada primera.

Ejemplos
1. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x) = x* + 1
f'X)=2x=f"(x)=0six=0

Estudiamos el signo de la derivada primera en los intervalos:

* Six>0=1f"(x) >0 = fes creciente

e Six<0=f"(x) <0 = fes decreciente

2. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x) = x> = 3x
f'(x)=3x°-3=3(x-1)(x+1) =f (x)=0six=-1,x=1 1

Estudiamos el signo de la derivada primera en los intervalos:

* X<-1=x+1<0,x-1<0=f"(x) >0= fes creciente

* -1<x<1l=x+1>0,x-1<0=1f"(x)<0= fes decreciente 1

e x>1=x+1>0,x-1>0=f"(x) >0 = fes creciente

3. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x) =

x?-4
=2 S ()=0six=0
x> -4

Ademas " no esta definida para x = 2, x= -2:

Estudiamos el signo de la derivada primera en los intervalos:

¢ X<-2=-2x>0, (x2—4)2>0:>f’(x)>0:>fescreciente
¢« 2<x<0=-2x>0, (x2—-4)">0=f"(x) >0 = fes creciente

e 0<x<2=-2x<0, (x2—4)2> 0= f’(x) < 0 = f es decreciente

e Xx>2= -2x<0, (x2—-4)*>0=f"(x) <0 = fes decreciente
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MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION

2.1. Definiciones

Se dice que la funcién f tiene amaximo relativoen % si para cualquier punto x de un entorno glsex
verifica que f(x)< f(Xq)

Se dice que la funcion f tiene orinimo relativoen % si para cualquier punto x de un entorno glsex
verifica que f(x)> f(xo)

Si una funcién es continua en un intervalo cerfadg alcanza un maximo y un minimo en dicho iraéoyv

Ejemplo:
Sea la funcién f(x) = x

Para cualquier valor x real se verifica que x> > 0, por tanto, la funcién alcanza un minimo en x = 0

2.2. Condicion necesaria de extremo relativo

Sif es derivable enyy tiene un extremo relativo eg xentonces f “( = 0.

Es decir la tangente a la curva y = f(x) en el pyrg f(Xo)) en que presenta un extremo relativo es
horizontal.

Demostracion

. f(x)—f(x
f'(X,) = lim 1) 1)
X - Xo X = X0
Si f tiene un maximo relativo en X, se verifica:

e Six>x= f(X) <f(xg) =

MSO:M”(XO)SO
X =X

0
- Por tanto, f "(x) =0

* Six<xy= f(X) <f(xg) =

T09=) 5 6, (x,) 2 0
X=X

0

Del mismo modo se demuestra si f tiene un minimo relativo en xg

Observaciones :

a) Sif (%) = 0 no implica ¥ sea un extremo relativo de f.
Ejemplo:
f(x) = x> es una funcién estrictamente creciente con lo cual no tiene extremos relativos.

Sin embargo f “(x) = 3x* se anula para x = 0

b) Puede existir extremo relativo en puntos dorwlexusta la derivada primera.
Ejemplo:
f(x) = |x| no es derivableenx =0 ( f;(0)=1;f'(0)=-1- No existe f'(Q)

Sin embargo |x| > 0 para cualquier valor x real, por tanto, f tiene un minimo en x =0
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2.3. Condiciones suficientes de extremo relativo

2.3.1. Criterio de variacién de la funcién

» f tiene un maximo relativo eny %i se cumple f(x) < f(g} para cualquier valor x de un entorno ge x
» f tiene un minimo relativo enysi se cumple f(x) > f(g) para cualquier valor x de un entorno de x
Ejemplo:
f(x) = x* es una funcién que tiene un minimo en x = 0 ya que x* > 0 para cualquier valor x real.
f(x) = 1 — x* es una funcién que tiene un maximo en x = 0 ya que:

X*>0=-x<0=>1-x <1= f(x) <1 =1(0) para cualquier valor x real

2.3.2. Criterio de variacion de la primera derivada

Sea f una funcion continua en [a,b] y derivabléaeh), excepto acaso para un punfo fa,b):

e Sif'(x)>0 para x<xyf’'(x) <0 para x>x=f tiene un maximo relativo er.x

* Sif'(x)<0 para x<xyf’(x) >0 para x>x=f tiene un minimo relativo en.x

Pl 36T b

(g, Ta)) MiMIMO 1

T T T T T T

2.3.3. Criterio de variacion de la derivada sequnda

Si f'(xg) = 0 para ¥ (a,b), donde f esta definida.
*  Sif7(x) >0, entonces f(x) tiene un minimo relativo gn x

*  Sif7(x) <0, entonces f(x) tiene un maximo relativo gn x

Demostracion

f"(XO) = ||m f(X)_f (XO) - ||m f(X)
X=X X=X, X=X X = X,

,yaque f(xo)) =0

six<x, - f'(x)>0

. Sif"(x0)<0:>M<O:> _ .
X =X six<x, - f'(x)<0

0
La funcion pasa de creciente a decreciente, entonces f(x) tiene un maximo relativo en Xq.
six<x, -» f(x)<0

. Sif"(x0)>0:>m>03 . ,
X=X six<x, - f(x)>0

0

La funcion pasa de decreciente a creciente, entonces f(x) tiene un minimo relativo en x,.
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2.4. Calculo de los extremos relativos de una funcion

Los extremos relativos de una funcion f(x) s6logareencontrarse entre:

1. Los puntos singulares o criticos, es decir, lodgridonde la primera derivada es nula.
2. Los puntos donde f no es derivable.

Ejemplos
1. Determinar los extremos relativos de f(x) = x> — 3x°
f(x)=3x°—6x=3x(X—-2)=0=x=0,x=2

*x<0=f(x) >0 = fcreciente T

e0<x<2=f(x)<0 = fdecreciente L

ex>2=f(x)>0 = fcreciente

En x = 0 tiene un maximo y en x = 2 un minimo.
f’(x)=6x—6

f7(0) =-6 <0 = falcanza un méximoenx =0

f7(2) =6 >0 = falcanza un minimo en x =0

2. Determinar los extremos relativos de f(x) = sen x

Para cualquier valor x, se verifica -1<x<1

Por tanto, la funcién tiene: \

e Minimo en X=37T[+2kTLkDR \

¢ Maximo en x:g+2krckDR

3. Determinar los extremos relativos de f(x) = | x — 1|
x-1si x=1 1 si x>1
f(x) = , = f'(x) = )
1-x si x<1 -1si x<1
fno es derivableenx =1

Para cualquier valor de x, [ x-1|>0=|x—-1| >0

fxX)=0si|x-1=0=x=1
La funcién tiene un minimoen x =1
4. Determinar los extremos relativos de f(x) = (x — 1) e*

f(x)=e"+(x-1)e*=xe"

f(x)=0six=0

f'(x)=e"+xe*=(x+1) e \-/ '
f7(0) = e = 1 = f tiene un minimo en x = 0




Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS II n

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. PUNTOS DE INFLEXION

3.1. Definiciones

Diremos que una funcién f derivable@mvexaen un punto xsi existe un arco de la curva por encima de la
recta tangente a la curva y = f(x) en x

Diremos que una funcién f derivable@mcavaen un punto xsi existe un arco de la curva por debajo de la
recta tangente a la curva y = f(x) en x

Un funcion f(x) es concava (convexa) en un interjalb] cuando lo es en cada uno de sus puntasno b
cuando el segmento que une los puntos A(a,f(a]pyf®)) queda por encima (por debajo) del arco de
curva correspondiente AB.

Cuando en un punto (a,f(a)) la funcion cambia deawvidad se tiene ysunto de inflexiony la recta
tangente en dicho punto, si existe, atraviesanaacu

fep

CONCAVA CONVEXA PUNTO DE INFLEXION

3.2. Criterios de concavidad y convexidad

Sea f una funcion derivable en (a,b) tal que exéstkerivada segunda eg x
a)f 7(xq) <0, entonces f es convexa gn x

b)f " (X¢) > 0, entonces f es cdncava gn X

c)f " (xo) =0y f (%) #0, entonces f tiene un punto de inflexién gn x

Sif es concava enyxs f” es creciente eryxs- f 7 (Xo) > 0
Si f es convexa enyxs- f~ es decreciente eg 3% f 7(Xg) <0

Si f tiene un punto de inflexion eg 3 f “"(Xg) = 0

Observaciones
1.- Si f (%) = 0 no garantiza que f tenga un punto de infiexdn %.

Ejemplo:
Sea la funcién f(x) = x*
f(x) =12x* nulaenx =0

Sin embargo, (0,0) no es un punto de inflexién ya que no hay cambio de concavidad (f “"(x) > 0 para
cualquier valor de x).
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2.- Una funcién puede presentar cambios de conadwidho tener ningun punto de inflexion.

Ejemplo
2
+
Sea la funcién f(x) = X2 !
X -4
2
+
f7(x) = 30x 430¢ 0 para cualquier valor de x, con lo cual no tiene punto de inflexion.

(x2-4)
Sin embargo, se tiene que:

e Si-2<x<2,f”(x)<0 = fconcava

e Six>20x<-2,f7(x)>0 = fconvexa

3.- Para que exista punto de inflexion geg necesario que existad(y la funcion cambie de concavidad
en %.

3.3. Calculo de los intervalos de concavidad y convexidad

- Hallar los puntos donde f”(x) = 0 0 no esténidh la derivada segunda.
- Estos puntos definen los intervalos en los quiehe signo constante.

- Tomando un punto de cada intervalo determinarhsig®o de f* en cada intervalo.

Ejemplos
6

1. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = —; T3
X

-12x . 36(x”* -
A =Y |
(x?+3) (x?+3)
f"(x)=0six=-1,x=1

» fesconvexaparax<-1yx>1

F(x) =

e fesconcavapara -1<x<1

2. Estudiar el crecimiento, extremos relativos, curvatura y los puntos de inflexion de f(x) = x* — 6x°

f)=4x-12x =f (xX)=0six=0,x= +3 ll"ﬂﬂ”ﬂﬂ

* f creciente para —V3<x<0y x >+/3

* f decreciente para x < -3 y 0<x< J3
¢ Maximo: (0,0)

¢ Minimos: (—Jé,—9);@/é—9

fr(x)=12x*—12=12(x - 1)(x + 1) = f "(x) =0 six = +1

* fesconvexaparax<-lyx>1
» fesconcavapara -1<x<1
* Puntos de inflexion: (1,-5), (-1, -5)

MiMING MirIMo
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Los méximos y minimos se aplican no solo en laluegm de problemas puramente matematicos, sino
también en otras areas en los que se trata deipgtioma funcion, es decir, encontrar los valoeesidrtas
variables para que una determinada magnitud tdngdog 6ptimo (maximo o minimo).

Por ejemplo, una fabrica quiere enlatar consemdsotes de 1 litro de capacidad, de forma que las
dimensiones del bote resulte lo més barato posible.

Estos problemas de optimizacion se resuelven gielesite modo:
1) Si M es la magnitud que se desea optimizarxgeesa M en funcién de las variables que la definen
2) Estas variables se definen en funcién de uralae (los datos del problema permiten hacerlo)

3) Una vez que la magnitud M queda expresada minés de una sola variable, se hallan los maximos y
minimos por los métodos expuestos en los apartatesiores.
Ejemplos

1. Hallar un nimero positivo cuya suma con su inverso sea minima.
: . . 1 1
Llamamos x a dicho ndmero, su inverso es — Yy la suma de ambos: X +—
X X

El problema quiere que minimicemos dicha suma.

1_x*+1
Definimos la funcion f(x) =x += =
X

de la que hallaremos un minimo.

_2xXx-1L(¥+D)_x*-1
- x? G

£(x)

Imponemos que f (x) =0 2xX-1=0- x=1,x=-1

. 2— . 2—
f,,(X)=2xx >2(:<(x J)zxgzx_izﬁ,,(l)zbo y f (1) =2<0

Por tanto, el minimo se alcanza en x =1 - El nimero pedido es el 1.

2. De todos los rectangulos de area 16m?, ¢qué dimensiones tiene el de menor perimetro?

Sea x = base e y = altura del rectangulo

Sea A el area de dicho rectdngulo: A=xy=16 = y = 16
X
2 2
Perimetro del rectangulo: P = 2x + 2y =2x + 2-ES = 2x+12: A+ 32 - P= 2 *+32
X X X X

axx—(2¢-32 -3 Ax*-14

Derivando: P" = 5 5 5
X X X

Imponemos que P" =0 = X*-16=0= x = + 4 (descartamos el valor negativo) — x=4
P">0six €(-00, -4) U (4,+ o0) , P'<0sixe(-4,4)

El minimo se alcanzaenx=4m - y=4m

El rectangulo de menor perimetro es el cuadrado de lado 4 m.
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3. Dado un circulo de radio 4 dm, inscribir en él un rectangulo de area maxima.

Area =f(x) = x - y, siendo x la base e y la altura del rectangulo.

El triangulo ABC es rectangulo, por tanto, se verifica:

8 =x"+y = y=.64-x°

Por tanto, el area queda expresado en funcién de x:

f(x) = x-4/ 64— x* . Derivamos:

, - Zx 64— X2
f'(x) =4/ 64-%* + =
* " XZ\/64—X2 \ 64-x2

Imponemos que f'(x)=0- 64 - 2x% = 2(32 - xz) =0 - x=432= M(desearto la raiz negativa)

f es creciente para 0<x < &2 y decreciente para x > a2

Por tanto, f tiene un maximo en x = 4\/5

4. Calcular las coordenadas de los puntos de la parabola y2 = 4x, tales que sus distancias al punto A(4,0)
sean minimas.

Cualquier punto de la curva tiene como coordenadas:
P(x,2vx) 6 Q(x-2vx) .

La distancia de estos puntos a A viene dada por: 7

D(P.A) = \(x—4)% +(2/x - 07 =/x? - 8+ 16+ & =~/x?— &+ 1€

D(QA) = (x—4)? +(-2/x - 0% =-/x? - 8+ 16+ & =/x2— &+ 1
Definimos la funcion: f(x) =+/x* - 4x +16

_ 2x -4 _ X-2
2x2 - 4x+16 +/x2- &+ 16

£'(x)

F)=0six=2=P(22/2) 6 Q(2-2/2)

5. Un granjero dispone de 60 m de valla. Con ella 'y, aprovechando un muro de piedra que existe en su
propiedad, quiere construir un corral rectangular adosado al muro de la mayor superficie posible. Calcular
las dimensiones del corral.

Sea A el area del corral: A =x -y, siendo x el largo e y el ancho del corral.
Como se dispone de 60 m de valla: x + 2y = 60 = x = 60 — 2y

Por tanto A= (60— 2y) - y = 60y—2y2
A'=60-4y=A"=0siy=15m=x=60-30=30m

A7 =-4<0 = y=15maximo.

Las dimensiones de la parcela son 15 m x 30 m =450 m?
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6. Tomando una cuerda de longitud 100 cm. ¢ Cual es el triangulo is6sceles de mayor area?

Perimetro =100 - 2x + 2y =100 - y =50 — X
Area triangulo: A=x - h

Aplicando Pitagoras:

+hP=y? L h=,y?-x? =/ (50-x)?-x?=.[ 2500~ 108
Por tanto el area es: A = x,/ 2500- 10&

, =10050 _ 2500- 10&- 58 _ 2508 150
A’ =.,/2500~- 10& +x

Z2J2500- 106 [ 2506 100 | 2500 I8C

_ 2500_ 50

A'=0si 2500-150x=0 - 50-3x=0 -
150 3

A’>Osix<%O y A’>Osix<5—30 _,x:5—30esunméximo.

Por tanto, Base: 2x =1_20 =y= 50—%) :1_20

7. Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada. La superficie total
que hay que recubrir es de 192 m2. Calcula las dimensiones para que su volumen sea maximo.

X

La funcién que debemos maximizar es V = x* - y depende de dos variables.
Se ha de encontrar una relacién entre ellas, utilizando el dato del area de la piscina:
2
A=xC+4xy - 192=x"+4xy  y= lgi—x
X

Sustituyendo en la expresién del volumen:

- V(X) =
4x 4 )

—y? — 3 _ 3
szz_yzxz'[lgz X ]=192 X 192-x

Derivando e igualando a cero:

_ a2
= 192-3¢ 5 192-3x°=0 - 64=x* . x=8 (descartamos la solucién negativa)

V(¥
Veamos que x = 8 es un maximo empleando el criterio de la segunda derivada:

V7 (X)) = _—6X=—§x — Parax=8,V” (X) =-12<0 - x =8 méximo.
4 2
192- & _192- 64_ i28:4
4.8 32 32

La altura de la piscina debe ser de 4m y la base cuadrada debe medir 8 m.
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8. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de carton de dimensiones 80 cm x 50 cm
un cuadrado de lado x y doblando convenientemente (véase figura), se construye una caja. Calcular x para

gue volumen de dicha caja sea maximo.

Las dimensiones de la caja son:

Largo: 80 — 2x, Ancho: 50 — 2x, Alto: x

Por tanto, su volumen es:

V = (80 — 2x)-(50 — 2X) - x = 4X — 260 X* + 4000x
Derivando: V' =12 x* — 520 x + 4000

—

Imponemos que V'=0 = 12x* =520 X + 4000 =0 - 3x*—130x +1000=0 - x = 130: 0 x=10

Calculamos la segunda derivada: V''= 24x — 520

V7'(10) =24 - 10 - 520 <0 - x = 10 es un maximo
Luego x = 10 cm

9. Se desea envasar cierto producto en botes cilindricos de un litro de capacidad, construidos con chapa
metdlica. Con el fin de ahorrar chapa se quiere dar al cilindro las dimensiones necesarias para que su

superficie sea la menos posible. ¢ Qué dimensiones son éstas?

Se pretende que el area total del cilindro sea minima.

Area del cilindro: A = 27irh + 2rr?

Como el cilindro debe tener un litro de volumen:

V=mrh=1=> h:i2
s

Luego, el area quedaria expresado en funcion del radio:

A(r):2Ttri2+2T|r2 -2, 2= A(r):g+2ﬂr2
™ r r

Imponemos que A’(r) = 0:

Si-2+4m°=0=r=2=2 =91 gm
4 2n 21

A'(r)=—£2+4nr - A"(r)=i3+4n
r r

A 3i :i+4n:12r[>0 5 rzsi minimo
m) 1 \ 2n
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REGLA DE L HOPITAL

Vamos a ver un método para el célculo de limitesagada de la derivada.
Regla de L"Hopital

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en uarirgtlo (a,b) y tal que g"(x) no se anula en (a,b)

a) Si Ixi["af(x) =0, I|m g(x) oy eX|steI|m (( )) =L, entonces eXISth g((x)) y ademas:
') —~ lim &)
X*ag(X) X*ag(X)
f'(x) f(x)

b) Silimf(x) =+, limg(x) =+ y existelim——= =L, entonces existém——- y ademas:
X-a X—a xaag(x) x_.ag(x)
PO e FOO

X*ag(X) X*ag(X)

. senx O . Senx _,. CosX
1) lim =— = lim =lim =1
X-0 X 0 X-0 X X-0 1
e’ o . x e .
2) lim =— = lim =lim =lim xe* =
x-o [nX oo x-o [nX  x-e 1 X =
X
X_ X
3) lim =— = lim =1
X-0 X X-0
2
4x+4 0 X-4
4) li 5 =—=|lm——=0
X -4 0 x-2 2X

5) lim X :Q—Ilm—l—llm(1+x) 1
x~0In(l+x) 0 x-0 1

1+x

Se puede aplicar la regla varias veces hasta que se resuelva la indeterminacion.

. l1-cosx O 1-cosx senx O cosx 1
1) lim =—| o = == ==
x-0 X 0 x-o0 X x-0 2% 0 x-0 2 2
. X-senx O 1-cosx O senx
2) lim — —=—=li 5 =—=li =0
x-0 X%+ 2X 0 x-03x“+4 0 x-06x+4
. 1 1 . X —Senx 0 . 1-cosx 0 . senx 0
3) lim -= =l — == |=lm————=| — | =lim =—=0
x-0\senx X x-0|  Xsenx 0 x-0 Senx + X COSX 0 x-0 COX+ COR—-XsSenx 2
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Observacion

1) También se puede aplicar la regla cuardo +w

2) Sino existdirr;? no se puede afirmar nada soljmem

()’ x-2g(x)

Sea f(x) = xzsenl y g(X) =x

X
x=0g(x) 0
(X)) _ 1. ., 1 1Y) _ ., 1 1 . 1 .
lim——-=1lim | 2xsen—+x“cos—:| —— || =lim | 2xsen——-cos— | = —limcos—, que no existe.
xaog(x) x-0 X X X x-0 X X x-0 X

xzsenl

Sin embargo, lim ) =lim —X = Iimxsenl =0 ya que sen1 <1

x-0 g(x) x-0 X x-0 X X

5.1. Reduccion de la indeterminaciéon 0-o

Silimf(x)=0, limg(x) = = limf(x)-g(x)=0-0

f(x)
1

a(x)

limf(x)-g(x) = lim =g (vélido si g no se anula en un entorno de a)

1) lim x-|n(ﬂ) =0
X

X — 00

. .., 0
Pasamos a la indeterminacion (—).

In 2+X
X _0

lim _0_, In(2+x) -Inx
X - 00 1 O X =00 1
X X
Aplicando L"Hépital:
1 1
— - 2
lim In(2+X) InX:“m X+ 2 X: im 2X =2
X -0 1 X -0 _i X0 X(X+2)
X x?

2) Iim0 (1-cosx)-ctgx = 0-0

. (l-cosx)_,. senx
lim =lim 5
x-0  tgX x-01+1tg° X




Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS II

3)|m1x4n(115j
X — 00 X

1+x X X-=-1-X -X
, _In X Cox+1l x? (x +1) x? X
lim x-In = lim =lim = lim XFYXT —jim =1
X - 00 X X - 00 E X — 00 _i X — 00 _i X—>OO(X+1)
X x2 NG
5.2. Reduccion de la indeterminacion 0°,1°,0°
Dado un limite del tipo lim f(x)*®, tomamos logaritmo:
X-a
In £(x)®* =g(x)-In f(x) = lim In f(x)*® =1lim g(x)-In f(x)
X-a X-a
I|m g(x)-Inf(x)
Por tanto, lim f(x)*™ =g =
1
1) lim cosx =™
X-0
—-senx
. 0 . . —senx
lim Incosx=— = lim —€9SX_ = |im =
x-0" Senx 0 x-0" CcOSX x-0" COS? X
1
lim cosx ™ =e° = 1
Xx-0
2) lim x*
X-0
1
InNXx o M
lim x-Inx= Im—=—- lim—%X—=lim(-x)=0 - I|mx =e’=1
x - 0" ot 1 00 X0 1 x- 0
X G
3) lim x°"™
X-0
. . senx COSX . e
lim senx-Inx = lim =lm——=-0 - Ilimx*®*™=e™ =0
X-0 x-0 1 X-0 —X Xx-0
Inx
1
. X |x-2
4) lim (—j =1
X2\ 2
X 2(1
1 n(3) A3 4 Xz _ 2
. . X= -
lim In =lim = lim X =lim == - lim| = =e?
~2X= 2 x-2 X=2 x-2 1 X2 X 2




