LIMITE DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. FUNCIONES EQUIVALENTES

Vamos a calcular dos limites necesarios para la derivacion de funciones trigonométricas.

P .. Senx
1.1.- Calculo de Img
x-0 X

senx

Consideremos la funcion f(x)

Esta funcion no esta definida para x = 0. Sin embargo, como ahora veremos, existe el limite para x = 0.
Construimos una tabla de valores préximos a 0O:

Por la izquierda: Por la derecha:
x.0| 04| 03| 02| -01| ..| |x-0] 01| 02| 03| 04
Se:’( 0,973| 0985 0993 0,998 .. Se:’( 0,998 | 0,993 09853 0,973

Los resultados de la tabla sugieren que el limite es 1. Esto implica que x y sen x toman valores practicamente
iguales en el entorno de 0, ya que su cociente se aproxima a 1.

En las proximidades del O se verifica que sen x < x <tg X

senx
= Cosx<——<1
X

Dividiendo la desigualdad por sen x, obtenemss: > <
sSenx COoSX

senx _ . . . . . Senx
liml< I|m < limcosx = Comolimcosx =1 y lim1=1 se verificalim
x-0 -0 X x-0 x-0 x-0 Xx-0

=1

Cuando x 0, las funciones sen x y x son infinitésimos equivalentes.

Para su aplicacion se puede sustituir x por cualquier varialxeqae también sea un infinitésimo.
Ejemplos:

2
a) lim 32N3% _4 b) lim 220X =1 ¢) lim senvx _,
X0 3X X0 X X0 \/;
1.2.- Calculo de Iirr(w)tg—x
x=0 X

senx

La sustitucion directa conduce a la mdetermlnaerqrpero expresando tg x obtenemos:
X

jim 9% = jim (Senle_lm(senxj( L ]:1-1=1
x-0 x  x-0l cosx Jx x-o x J|cosx

lgx
X

Por tanto, I|m

Cuando x 0, las funciones tg x y x son infinitésimos equivalentes.
Ejemplos:

tg2x _ =1 b) I|m 93¢’ =1 c) IimM=l

a) I|m
2X 3x2 x-1 x-=1




1.3.- Funciones equivalentes
Consideremos dos funciones f(x) y g(x) que verifidamf(x) =0 lim g(x) =0
X-a X-a

Si el limite del cociente de ambas funciones tiene por limite 1 en el punto x = a toman valores practicamente
iguales en un entorno de ese punto. Las funciones que tienen esta propiedad $erltaomesinfinitésimos
equivalentes

f(x) y g(x) son infinitésimos equivalentes Igh ;(—))(() =1
X-a

Un resultado interesante y Gtil en el célculo de limites es el siguiente teorema que permite sustituir en el calculo
de limites una funcién por otra equivalente.

Si en una expresion figura como factor o divisor una funcion, el limite de la expresion no varia al sustituir dicha
funcion por otra equivalente.

Vamos a ver algunos ejemplos en los cuales para resolver la indeterminacion aplicamos funciones equivalentes.

Ejemplo 1

. sen7x 0
im———=—
x=0 X 0

sen7x sen7x

lim =lim7-
X-0 X X-0

=7-1=7 O bien, sustituyendo directamente sen 7x por 7x (funciones equivalentes).

.sen7x . TX
lim——=lim —=7
X-0 X x-0 X

Ejemplo 2

i senéx _0
x-0 tg2x 0

senbx _. sen6x 2x 6x

im =113=3 O bien, sustituyendo directamente sen 6x por 6x y tg 2x por 2x
x-0 fg2x  x-0 B6X  tg2x 2x

Ejemplo 3
. 1-cosx _0 X’ . .
lerng :5 (Demostraremos qu%— y 1- cos x son funciones equivalentes)
2
. . . 3. 1~ CosX
Para hallar este limite basta tener en cuenta la formula del angulo mnéz.—T
X X\’
2 J— J—

q-cosx _,  2sen (2) . 2(2) _4x? . 1-cosx

lim >— =lim 5 =lim > =I >=1=lim———=1

x-0 X x-0 X x-0 X x-0 4x x-0 X

2 2 2 2



Los infinitésimos equivalentes mas empleados sam) & 0)

1
sen dx) a0 IingM =lim = L ina+x) =limin(1+%) * —Inllm(1+% x =
X - X x-0 X
1 - cos ¢x) %O((x)2 X
Ln(1+x) Ox = "™ 0 & = (1+x) 06 = & — 1 Ox
tg a(x) a(x)
. e*-1
Ln [1 + G(X)] G(X) Por tanto,lxlirg » =1
M1 a(x)
Ejemplo 4
2sen’ (X) sen? (Xj sen (Xj «
lim 2 =lim 2 =lim 2 sen(—)=1-0=0
x-0 X x-0 5 x-0 l 2
2 2
Ejemplo 5

sen5x _0 _ . 5x _5

lim
x-0gen2x 0 x-02x 2

Ejemplo 6
im x(1- cosx)

x-0  sen®x 0

. . . . X2
Aplicamos la equivalencia de las funuomzas y 1l-cosxyladesenxyx

X
- X 3
|ir31x(1 cosx) lim —2- =lim =1
x-0  sen°x x-0 X x-0 2% 2
Ejemplo 7
1 2 4x?
. 1-cos2x _0 _ . E(ZX) e 2 L 2XP
|I[T1—2———|Il:n 5 —I|[n 2—I|rp—2——
x-0  3X 0 x-0 3x x-0 3X x-03x~ 3
Ejemplo 8

. sen?3x 0 (3x)” . 9x® 9
im————=—=lim———=Ilim =
x-0xsen2x 0 x-0x.2x x-02x® 2

=lne=1



Ejercicio 1. Calcular los siguientes limites utilizando funciones equivalentes en x = 0:

1) lim sen8x 2) lim senl4x 3) lim tg2x
Xx-0 4X x-0 7X x-0sen5x
4) lim 198 5) fim 708X 6) lim 1~ 9982X
x-0 4x x-0  sen<x x-0 X
2
+
7) lim Xsenx 8) lim X° +senx
x-01—C0SX x-0
SOLUCIONES
1)1 sen8x _0 m%—
X—-0 0 x-04x
2) lim 28034X 0 14X
x-0 7X 0 x-07x
3) lim 192X =0y 2X_2
x-0sen5x 0 x-05x 5
4y 1im 198X 20 _ i 8% 5
x-0 4x 0 x-04x
1.
5) lim 126050 -0 _yj2° -1
x-0  sen-x 0 x-0 X 2
1, .
. 1-cos2x _0 _ §4X 2%
6) lim > =—=lim =lim =
X0 X 0 x-0 X2 X-0 X2
2 2
7)1 XSenx =9=| X =I|m2i2=2
x-01-cosx 0 x-01 ., x-0x
2
2
8) lim x“+senx _0 _ i (X+senx):1
X-0 O X-0 X

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites utilizando func®eguivalentes en x = 1:

1) lim SEN(X=1) 2) fim 9X*=1
x-1 Xx-1 x-1 Xx-1
SOLUCIONES
1) lim SENXD 0y X7y

x-1 X-1 0 x-1x-1

2) im8x=D_0_ . x=1_,

x-1 x-1 0 x-1x-1



