Solucionario

n Vectores en el espacio

4.1

4.1l

41

ACTIVIDADES INICIALES

Efectia las siguientes operaciones en R®

1 1 3
a) (5,—5, 4]+( 3 -7, 2) b)3[2, -1, Z) c) 6(2, 3,—1) + 4(1,-5, 2)
16 -15 9
a) (?,—2 ,6j b) [6,—3,2) c) (16, -2, 2)

Calcula los valores de a, b y c para que sean ciertas las siguientes igualdades:

a)(a,b+2,7)=(5,1,8)—(a,-3,1)
b) (4—b,3a+b,£j =2(a+2b,-1,c)
5

c)(a+b,b+c,c+a)=(-2,3,1)

a)a=§,b=2
2

b)a:ﬁ, b= E,
13 13

c)a=-2,b=0,c=3

2
c=—

EJERCICIOS PROPUESTOS

Dados los vectores de la figura derecha, dibuja los correspondientes a
las siguientes operaciones. 7 .z
aja+b c)-2b e a+bhb+c
b |
b)3a d)3a -2b f)3a -2b - ¢ g
a) c) e)
Y Y Y
=== T b4 La
= a+bhb - 5 e a
= &/ INNE AN 3
— b — N
ol 1 7~ X 0] X
b) d) f)
Y Y Y
3a . L, 4|
3a—2b 3a 3a-2b-c¢
— . A —_ / 3a
7 2y ° 26 Y/
L N O > X < 0 > —y X
1 X c
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4.2

4.3

4.4

4.5

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores, dados por sus coordenadas en
una base B de V°.

a)a=(1,2,3), b=(2,1,3), ¢=(1,0,1)

b) a=(2,0,1), b=(0,1,0), c=(3,1,2)

a) Son linealmente independientes si no es posible expresar uno de ellos como combinacion lineal de los otros
dos.

(1,2,3)=a(2,1,3)+ b(1,0, 1)
1=2a+b 1=4+b b=-3
2=a —42=a —<a=2
3=3a+b 3=6+b b=-3

Luego a se puede expresar como combinacion linealde b y ¢ yaque a =2b —3¢.

1.2 3
Deotromodo, [2 1 3| =1+6-3-4=0= los vectores son linealmente dependientes.
10 1

b) a no se puede expresar como combinacion linealde b y ¢ ya que su determinante es no nulo, o lo que es lo
mismo, queda un sistema incompatible.

Comprueba si forman base de V° los vectores u, = (1,0, -3); u, =(1,-1,1); u; = (0, 2, —8) expresados
por sus coordenadas en una base de V-

1 0 -3
No forman base porque no son linealmente independientes, pues (1 -1 1 |=0.
0 2 -8

a) Comprueba que los vectores u, = (2,1, 0); u, =(3, -1, 0); u; = (1,1, 1) expresados en una base B de
Ve, constituyen a su vez otra base de dicho espacio.

b) Halla las coordenadas del vector v = (3, 1, 7), dado en funcién de la base B, respecto de la nueva base
B'={d,, Uy, Us}.

a) Tres vectores forman base si son linealmente independientes, y en efecto el determinante es no nulo.

b)(3,1,7)=a(2, 1, 0) + b(3,-1,0) + ¢(1, 1, 1) y resolviendo el sistema se obtiene que v = ?2171 +%ﬁ2 +7Uy .

Sean los vectores a= (2, -3, 0), b= (1,2,4) y ¢ = (0, -5, -2). Haz las siguientes operaciones.

a)3a-2b e)(a+b)(a-b)
b)2a -3¢ +5b f)(2a+4c)(c-b)
c)a-b g)a-b+b-¢c+c-a
d)a(b +¢) h)(¢- a)’+(b-a)’
a) (4, -13, -8) e)-8

b) (9, 19, 26) f) 226

c)—4 g)-7

d) 11 h) 54
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4.6

4.7

4.8

4.9

Calcula el valor de m para que la proyeccion del vector a= (m, 1, 1) sobre la direccién del vector
b =(5,0-2) seaigual a 2.
ab _5m-2

La proyeccion es —— = =2.

1b] 29

2+2\/5

5

Despejando, se comprueba que m =

Halla, en cada caso, el valor de b para que los vectores dados sean perpendiculares entre si.
a)u=(6,0,-7); v=(b1+b,3)

b) 4 =(5+b,-4,2b); v =(0,2-b, 4)

c) u =(b,-1+b,-3); v =(b,2,b)

En todos los casos debe ocurrir que su producto escalar sea nulo, por tanto:

7
alb=—
) 2
b) b =2

3
c)b=2,b=-1

Las coordenadas de los vectores U y v respecto de una base ortonormal son las siguientes:
u=(0,3,1) v =(1,0,-2)
a)Halla u-v.

b) Halla |d |y |V|.

a)i-v =(0,3,1)- (1,0 -2)=-2

b)i|= {32 +12 =10 |V|=12+22 =[5

Dados los vectores u y v cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal son las siguientes:
u=(231) v =(-2,1,4)

Demuestraque |u + v|<|u|+|V].

u+v=(2,31+(-2,1,4)=(0,4,5)
i+ V= Jar+50 =41
jd]=2243041 =14
|V|=J22+12+4% = /21

Por tanto, se verificaque |0 + v |[<|u|+|V|yaque 41 < 14+ 21
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410

4.11

412

4.13

Se tienen los vectores u =(1,1,0); v =(2,0,-1); w = (2, -1, —1), dados respecto de una base ortonormal
B. Calcula:

a) Anguloentre u y v. c)Anguloentre v y w.
b) Angulo entre 4 y w. d) Anguloentre 4y v + w
— 1-24+1-0+0-(-1) 2 —

(u, v) = arccos 2 . 50° 46’ 6,53”

T

a)cos (u,v)= ﬁ\/g = —

o cos (55 )= 1241 () +0-(-1) _

Tl
c)cos (G, V)= 2:2+40-(-1)+(-1)(-1) 5 . 5
| V546 30 730

—  1-4+1(-1)+0-(-2) 3 — 3
d)cos(u,v+w)= = —— = (u,v+w) = arccos =62° 25’ 29,83”
\ 42

Jelzr T

U

= (G, v ) = arccos =73°13 16,84"

1
Tz

RN
o
A=
N

=24°5 4143

Sean los vectores u =(2,0,4)y v =(m, 0, 3) referidos a una base ortonormal B.
a) Calcula m para que el angulo que formen los vectores u y v sea 60°.

b) Para este valor de m, halla u-v, |u|,|v |y los angulos que forman u y v con los vectores de la base.

a)Cos60°=l= 2m+12 =420 {9+m? =4m+24 = 20 (9 + m?) = 16m? + 192m + 576 =
2 J22+42 [ mr432

— 4m?—192m—396 = 0 = m = 24 +154/3

b) Para m =24+15y3 , resulta: G-v =60+30+/3 , [i]|=2V5 , |V |= V1260 + 7203

Los angulos que forman u y v con los vectores de la base son, respectivamente:

o, =63°26" 582", B, =0, y, =26°33" 54,18"

o, =3°26" 582", B,=0, y, =86°3354,18"; o', =123°26" 5,82", B', =0, v, =33° 26'5,82"

Encuentra un vector ortogonal a los vectores u y v cuyas coordenadas respecto de una base
ortonormal son u =(-1,3,5)y v = (4, 0-5).

ik . } )

uxv=|-13 5|=-15i +15 j —12 k, es decir, el vector (-15, 15, —12) y todos sus proporcionales.
4 0 -5

Halla el area del paralelogramo que tiene por lados los vectores AB y AD de la B

figura, sabiendo que AD =4 cm.

p
Y
[\]

AD x AB = 12 k

S S

W O~}

oo Xy
I

Calculando el médulo del producto vectorial, el area pedida es 12 cm?.
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4.14 Silos vectores u y v tienen la misma direccién:

a) ¢Coémo sera su producto escalar? b) ¢ Como sera su producto vectorial?

a) Uy v mismosentido: - v =|u||v]|cos0°=|d]|]|V]|
U y v sentido opuesto: U -v =|u||v|cos180°=—|u ||V |

b) Si u y v tienen el misma direccion, sus coordenadas son proporcionales. Entonces u x v = (0, 0, 0).

4.15 Calcula las coordenadas de un vector a de médulo 5 que sea perpendicular al mismo tiempo a los
vectores b = (2,-3,0)y ¢ =(1, -4, 1), expresados respecto de la misma base ortonormal que el vector a.

o4 bXC _ o %538 3.2, 5)
|bxc | 38

4.16 Halla el volumen de paralelepipedo formado sobre los vectores u =(3,0,-2), v =(1,1,3)y w =(-1, 3, 2).

3 0 =2
v=ld,v,w]=[|1 1 3| =200
3 2

-1

4.17 a) Determina el producto mixto de los vectores u =(2,5,6); v =(1,3,4)y w =(0,0, 1).

b) Halla el volumen del paralelepipedo de lados u, v y w

4.18 Halla el producto mixto de los vectores U, v y w cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal
son u =(7,0,1), v =(-1,2,5)y w =(2, 2, 4).

7 0 1
[Gd,v,w]=|-1 2 5|=-20
2 2 4

4.19 a) Calcula el producto mixto de los vectores u =(1,2,3), v =(4,5,6)y w =(7, 8, 9).
b) A partir del resultado obtenido anteriormente ;se puede afirmar algo sobre la dependencia e
independencia linealde u, v y w?

12 3
4 5 6
7 8 9

a)[u,v,w]= =0

b) Son linealmente dependientes.
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EJERCICIOS
Operaciones con vectores

4.20 Dados los vectores u, v y w cuyas coordenadas respecto de una base ortonormal son las siguientes:
u=(1,3,4); v =(51,3); w =(0, 1, 2), calcula la expresion de los siguientes vectores referida a la misma

base:

aju+v,ut+twyv+w d)2u +3v +5w
b)(d + V)+w e) 3i—6(2v - 3w)
c)2i,3v,5w

ayu +v =(1,3,4)+(5,1,3)=(6,4,7)

U+w =(1,34)+(0,1,2)=(1,4,6)

v+w=(51,3)+(0,1,2)=(52,5)

b) G+v =(1,3,4)+(5,1,3)= (6, 4,7)
(G+V)+w =(6,4,7)+(0,1,2)=(6,5,9)

c)2d =2(1,3,4)=(2,6,8)
3v =3(5,1,3) = (15, 3, 9)
5w =5(0,1,2)=(0, 5, 10)

d)20 +3vV +5w =(2,6,8) +(15,3,9) + (0, 5, 10) = (17, 14, 27)

e) Primero se calcula2v —3w = (10, 2, 6) - (0, 3, 6) = (10, -1, 0)
30 -6(2v —3w) = (3, 9, 12) — 6(10, -1, 0) = (3, 9, 12) — (60, -6, 0) = (=57, 15, 12)

4.21 Con los vectores del ejercicio anterior completa la propiedad asociativa de la suma de vectores.

Hay que calcular las coordenadas del vector (4 + v )+ w vy las del vector u + (v + w )y comprobar que son
las mismas.

(u+v)+w =[1,3,4)+(5,1,3)]+(0,1,2)=(6,4,7)+(0,1,2)= (6, 5,9)
U+(v+w)=(1,34)+[51,3)+(0,1,2)=(1,3,4)+(5,2,5)=(6,5,9)

Luego, en efecto, se verifica la propiedad asociativa de lasuma (0 + v )+ w

I
<
+
—
<i
+
I

- w,siendo v =(1,1,5)y

|}
<!

4.22 Halla las coordenadas m y n del vector u = (2, m, n) de manera que u
w =(-1,0,1).

u=v-w =2,mn)=1,1,5)-(-1,0,1)

Igualando componente a componente, se obtienen las siguientes igualdades.
2=1+1
m=1+0=> m=1,n=4
n=5-1
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Dependencia e independencia lineal. Bases y coordenadas

4.23 Estudia la dependencia lineal del conjunto de vectores {(1, 2, 3); (2, 1, 3); (1, 0, 1)}.

Escribe un vector como combinacion lineal de los restantes: (1, 2, 3) = k(2, 1, 3) + h(1, 0, 1)

1=2k+h
Identificando las componentes, se obtiene el sistema: 2=k
3=3k+h

El sistema tiene solucion, ya que k=2 y h = -3. Luego el vector (1, 2, 3) es combinacion lineal de los otros dos;
en consecuencia, los vectores dados son linealmente dependientes.

4.24 Demuestra que el conjunto de vectores {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)} es linealmente independiente.

Si k1(1, 0, 0) + k2(0, 1, 0) + k3(0, 0, 1) = (0, 0, 0), entonces ki1 = k2 = k3 = 0. Por consiguiente, son linealmente
independientes.

4.25 (PAU) a) Determina los valores de a para los que resulten linealmente dependientes los vectores (-2, a, a),
(a, —2, a) y (a’ a, _2)

b) Obtén en esos casos una relacion de dependencia entre los vectores.

-2 a a
a)la -2 a|=-8+2a*+6a*=2(a-1)(a+2)?
a a -2

Cuando a =1 6 a = -2 los vectores son linealmente dependientes.
b)Sia=1:(-2,1,1)=x(1,-2,1)+ y(1, 1, -2)

X+y=-2 = 1
—2x+y=1—>{ : 1.Portanto:(—2,‘|,1)=—1 1,-2,1)-1(1,1,-2)
x=2y=1 -

Si a = -2: La dependencia lineal es obvia, pues los tres son el mismo vector (-2, -2, -2).

4.26 Si tres vectores e,, €,, €, son linealmente independientes:
a) ¢ También seran independientes los vectores €, + e, —2e,, €, +2e, —€,, €, +3¢€,?

b) ;Y los vectores e, + e,, €, —2¢€,?

a) Si e, e,, €, son linealmente independientes, se pueden tomar como base. Por tanto, para ver si:
V= 8, + 8,28, V, = 6, +26, — 8;; Vs =6 +36,

son linealmente independientes, se calcula el determinante de la matriz formada con sus coordenadas respecto
de la base B={e,, €,, €;}

(11-2)

2 11 -2

v,=(12 -1 =1{1 2 -1| =0= Vv,, V, y V5 son linealmente dependientes.
Vs=(110) 130

3 =\L1

b) Los vectores w, = €, + €, y W, = e, — 2¢&, tienen las siguientes coordenadas respecto de la base B:

w, =(1,1,0); w, =(1,-2, 0). Son linealmente independientes ya que sus coordenadas no son proporcionales.

10 Solucionario
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base ortonormal, comprueba si es normada, ortogonal u ortonormal.

lu,| = 1[l+0+i =1; |Uy| = ‘/O+i+l =1; |Us] = 1fi+l+0 =1
5 5 5 5 5 5

G G = g 0r °[r2] N

Luego los vectores dados no son ortogonales y si unitarios. En consecuencia, la base B es normada.

4.27 Dada la base del espacio vectorial V3, B =

#0= U, y U, no son ortogonales.

4.28 Encuentra una base ortonormal de V* que contenga un vector proporcional a (1, -1, 2).

Se busca un vector ortogonal al dado, por ejemplo, v = (1, 1,0)yaque (1,1,0)-(1,-1,2)=1-1=0.
v

Para obtener un vector ortogonala u =(1,-1,2)y v =(1, 1, 0) basta con hallar el producto vectorialde u y v .

k
w=ixv=(1,-1,2)x (1,1,00=[1 -1 2| =(-2,2,2).
0

Luego los vectores u =(1,-1,2), v =(1,1,0), w = (-2, 2, 2) constituyen una base ortogonal. Para que sea
ortonormal se dividen las coordenadas de cada vector por su moédulo.

012101, 1,2 = {Tr 752 = 6 = iy = (T

1V1=1(1,1,0) = J17412 = 2 :»az{ ,
W]=1(-2.2,2)| = 22422+ 2* =23 = G =[-1,

La base buscada es B = {u,, U,, Uy}

4.29 Si los vectores v,, v,, v, constituyen una base de v, iformaran base los siguientes conjuntos de
vectores?

a) Vy — Vp, =V, +2V,, Vy — V, + V,

b)vi+v, -V, v, —v, +v;,2v, +3v, -3 v,

a) Las coordenadas de v, — V,, -V, +2V, y V5 — vV, + V, respecto de la base B={v,, V,, V3}son

Vy—V,=(1,-1,0)-V, +2v,=(2,-1,0)y vz — v, + vV, =(-1,1,1).

1 -1 0
Como |2 -1 0| =1=0,los vectores son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de Ve,
-1 1 1

b) Del mismo modo: V,+V, —Vy= (1, 1,=1); V=V, +Vy=(1,=1, 1)y 2V, + 3V, — 3V, = (2, 3, =3).
11 -1
1 -1 1
2 3 -3

Como = 0, estos tres vectores son linealmente dependientes. Por tanto, no constituyen una base.

Solucionario 1
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4.30 Siendo b, = ““f”, b, = (ﬁ;'” y by = k:

4.31

a) Comprueba que forman una base ortonormal de V2, siendo i , ] , k la base canénica de V.

b) Halla las coordenadas del vector i+ ] + K respecto de la base B = {51 , 52 , 53 }.

a)la baseB={51, 52, 53}esortonormalyaque|51|=1;|52|=1;|53|=1.

.o 3 3 L I
b1-b2=(%,—,oj-(£ 10J=0;b1-b3=0;b2-b3=0

2 2 2
b) Si las coordenadas del vector i+ ] + k respecto de B son (a, b, ¢) entonces:

(1,1, ‘I)=a[l, ﬁ 0]+b[£, —1, 0]+C(0, 0, 1)
2 2 2 2

1 J3
—a+~—b=1
2 2 [ [3_
_3a+§b= /3 b= 31
N3 1, _ 2 2 2
3 a b=1—> -
2 2 J3 1 J3+1
c=1 ~—a-—-b=1 a=
2 2 2

(PAU) Se consideran los vectores de V= (0,0,1) y v=(sen t, cos t, 0) (f es un numero real arbitrario).
Encuentra, si es posible, un tercer vector que forme junto con ellos una base ortonormal.

Los vectores U y v son unitarios y ortogonales. Por tanto, el tercer vector puede ser w = u x v .

ik i} g
w=uxv=|0 0 1|=-costi +sentj =(-cost sent,0).
sent cost O

Este vector es unitario, por consiguente la base B={u, v, w } es ortonormal. Tambiénloes B ={u, v,-w }.

4.32 (PAU) En un espacio vectorial E sean u,, u,, U, vectores linealmente independientes. Comprueba si los

vectores: v, = U, — U,, Vv, = U, — U; Y V5 = U; — U, son linealmente dependientes o independientes y,
en caso de dependencia lineal, encuentra la relacion entre ellos. Razona la respuesta.

v, =(1,-1,0), v, =(0,1,-1), v5 =(-1,0, 1) respecto de la base B = {u,, U,, U;}.

1 -1 0
Como |0 1 -1| =0, los vectores v,, vV, y V5 son linealmente dependientes.
-1 0 1
Para hallar la relacion que existe entre ellos, se expresa uno como combinacion lineal de los otros dos.
1=-b
(1,-1,0)=a(0,1,-1) + b(-1,0,1) => y-1=a  .Portanto, v, =— Vv, —vVs0V, + Vv, + V3 =0
O=—-a+b
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4.33 (PAU) Dados los vectores 4 =(1,1,1); v =(0,1,-1)y w =(1, 1, 0) de \V®
a) ¢Son linealmente independientes?

b) Halla un vector z tal que u, v, w y Z sean linealmente dependientes.
c) Halla, si es posible, un vector t tal que{u, v, f‘}sea una base de V.

a) Como det(u, v, w)=0entonces u, v, w son linealmente independientes.

b) Basta que Z sea un vector cualquiera que se obtenga como combinacién lineal de 4, v, w, como por
ejemplo: z = u + v + w, para que este vector sea linealmente dependientede u, v y w .

Nota: Dado que los vectores u, v, w son linealmente independientes, cualquier vector que se afiada de R®
dependera linealmente de ellos.

c) t sera cualquier vector cuyas coordenadas hagan que det(u, v, t ) # 0. Sea, por ejemplo:

11 1
t=(0,0,1)yaque |0 1 -1 0
0 0 1

4.34 (PAU) a) Estudia si los vectores v, =(2,1,-1)y v, =(1, -1, 1) son linealmente independientes.

b) Escribe la relacion que deben verificar las coordenadas de un vector v = (a, b, c) para que sea
combinacion linealde v, y v,.

a) Son linealmente independientes al ser sus coordenadas no proporcionales.
b) Sea la combinacion lineal: (a, b, ¢) = A (2, 1,-1) + u (1, =1, 1). Operando e igualando se obtiene:
a=2r+u;b=A—-p;c=-A+L.

Resolviendo el sistema se obtiene: A = a;b yu= a+32 c.
a+b a+2c

De tal manera que: (a, b, ¢) =

(2,1, -1)+

3 (1,-1,1).

4.35 (PAU) ¢Son a =(1,2,3)y b =(3, 2, 1) linealmente independientes? Da un vector, ¢, de modo que a, b
y C sea una base de V.

Los vectores a y b son linealmente independientes ya que sus coordenadas no son proporcionales.

Para hallar un vector ¢ que junto con a y b sean una base de V%, basta con que ¢ sea un vector tal que a,
b , € sean linealmente independientes o, lo que es lo mismo, que det(a, b , ¢ )#0. Por ejemplo, el vector
¢ =(0,0,1)hace que B={a, b, ¢}seaunabase de V2.

Producto escalar

4.36 Calcula el trabajo realizado por la fuerza f = (2, 3, 1) N al producir en un mévil un desplazamiento dado
por el vector d = (3, 4, 5) m, estando los vectores referidos a una base ortonormal.

T=f-d =(2N,3N,TN)(3m,4m,5m)=2-3J+3-4J+1-5J=23J

4.37 Dos fuerzas f1 y fz tienen 5 y 2 Newton de intensidad, respectivamente; el angulo que forman es igual
a 60°. Halla el producto escalar de ambas fuerzas.

—

f -f, =1f; [1f | cos (£, £,)=|f||f|cos60°=5-2-05=5
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4.38 Halla el angulo que forman las fuerzas f1 =(2,3,4) Ny fz = (1, 5, 2) N. Calcula el trabajo que realiza la

fuerza f1 + fz al producir en un cuerpo un desplazamiento dado por el vector d = (2, 3, 6) m.

== _ fi-f 2+15+8 25

=32°323

f,+f,=(234)+(1,52)=(3,8,6)

T=(f,+f,)d =(3,8,6)(2,3,6)=(3:-2+8-3+6-6)Nm=66J

4.39 Calcula el trabajo realizado por la resultante de las
fuerzas aplicadas sobre el punto A de la figura, cuando
provocan un desplazamiento dado por el vector AB. /F,
2N
6m
Teniendo en cuenta que cada cuadrado equivale a2 Ny 1 m: F* A ;B
((-6, 0)+ (8, 6)* (10, -6))-(6, 0) = (12, 0):(6, 0) = 72 Nm =72 J N
Fs

4.40 En una base ortonormal los vectores u y v tienen las siguientes coordenadas: u = (1, 2, 3) y
v =(2, -1, 4). Calcula:

a) Su producto escalar.

b) El médulo de cada vector.

c) El angulo que forman u y v .

d) El valor de m para que el vector w = (0, 3, m) sea ortogonal al vector v .

a)d-v =(1,223)(2-1,4)=1-2+2(-1)+3-4=12

byld|=+y(123) (123) =12+22432 = \[14;|V|= (2 -1 4)- (2 -1 4) = 22+ (-1)2+42 = 21

_u-v _ 12

lal vl 14 21
d) Para que los vectores w y v sean ortogonales su producto escalar tiene que ser cero:
3

VoW =02 (2-1,4)(0,3,m=0=-3+4m=0=m= 2

= 0,699 de donde (4, v ) = arccos 0,699 = 45° 39’ 11

c) cos (4, V)

4.41 Halla los valores x e y para que el vector (x, y, 1) sea ortogonal a los vectores (3, 2, 0) y (2, 1, -1).

xy,1)L1LG3,2,00=3x+2y=0;(x,y,1) L (2,1, -1)=2x+y-1=0
Resolviendo el sistema, se obtiene: x = 2; y=-3.

4.42 Comprueba si son unitarios los vectores, a = [0,—%,%} y b = (2, 1, 3), estando referidos a una base

ortonormal.

2 2
la|= \/02+(_—3j +(i] =1= a esunitario. |b|= {/22+12+32 = \[14 #1= b no es unitario.

5 5
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4.43 Halla la proyeccion del vector u
ortonormal.

(2, 1, 3) sobre el vector v = (-3, 4, 2), dados respecto de una base

Proyeccion de i sobre v = -/ = 2(3)+1-4+3-2 _ 4

7 J(Bp+42122 [29

4.44 Sea B = (u,,u,,U,) una base tal que |u,| =2, |u,| =3, |Us| =1y u,- U, =4, U, ~u; =3, U, -U; =12,

Calcula el valor de m para que los vectores u = 11u, + mu, + 3u, y v = u, + 2u, + U, sean
ortogonales.

Ulveud v=0s1d+mu, +3dy) (U, +20, + U3)=0¢&

1102 +220,-U, + 11Uy Uy + MU, - Uy +2mMu3 +muy Uy +3Uy-Uy +6Uy-U, +303 =
=1142 +2mu3 +302 + (22 + m)d,-U, + 140, Uy +(M+6)U, Uy =

=11:2242m 32 + 3+ (224 m)d + 143+ (M +6)12 =249+ 34m =0 = m = — 2242

34

4.45 Dados los vectores u, =(2,0,0); u, =(0,1,-3)y u, = au, + bu, ¢qué relacion deben satisfacer ay b
para que el mddulo de u; sea la unidad?

Uy =al, + b, =a(2,0,0)+b(0,1,-3) = (2a,0, 0) + (0, b, ~3b) = (2a, b, -3b)

lis | = (222 + b2+ (-3bY =1=>4a®+ b?+9b? =1 = 4a + 106> = 1

Para que U, sea unitario, los pardmetros a y b deben satisfacer la siguiente relacion: 4a? + 1062 = 1.

4.46 Dos vectores a y b son tales que |a| =10, |b| = 1043 y|a + b| = 20. Halla el angulo que forman los
vectores a y b.

Los vectores a y b determinan un triangulo, y por el teorema del coseno:

—

c?=a?+b?*—2abcos C =400=100+300-2-10/3cos C =0=cos C = (é, 5)=90°

4.47 Pon un contraejemplo para demostrar que de la igualdad u-v = u-w no se deduceque v = w.

Sean u =(4,-1,2); v =(1,2,-1)y w =(0,2,1).Secumpleque t- v = u-w =0y, encambio, v # w .

4.48 Sean U y v dos vectores tales que (4 + v)>=25y (4 — v)?=9. Calcula el producto escalar iV .

Desarrollando los cuadrados:
25=(U+VyY =U?+Vv2+20 -V
9=(U-V)Y? =u?+v?3-20 -V

Restando ambas igualdades, se obtiene que 16 = 4

<y
<i
<
<
1
N
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4.49 (PAU) Demuestra que si e y €' son dos vectores del mismo médulo, los vectores € + €' y € —e’ son
ortogonales.
Para que los vectores U = € + ¢ y Vv = € — €' sean ortogonales, su producto escalar tiene que ser nulo:
ilveli v=0s(e+e)(e6-¢)=¢e-e-¢e-€ +e-e-¢€-¢e=0

o e-e-¢-¢€ =|eP-|e'P=0

Por tanto, es cierto que los vectores € + €' y e — €' son ortogonales.

4.50 Simplifica las siguientes expresiones:

a) (i - v)? c)(2u +3Vv)(u + V)

b)2u-(d -3V) d) (G + v)(d - V)

4.51 Dados los vectores u =(2,4,5)y v =(3, 1, 2), halla el médulo del vector u — v.

U-V=(245)-(312)=(1323)=|i-V|=412+32+3 = ,[19

4.52 Sean u y v dos vectores tales que |u|=9y (u + v)(u — v)=17. Calcula el médulo del vector v .

17=(0 + V) (0 -V)=U2- V3= |V)=|0)p-17=92-17=64; |[Vv|= /64 =8

—

4.53 Sea B={u,, U,, U;}una base tal que |G| = |d,| = |ts| =2y (af\az) = (01, as) = (ﬁ) = 60°. Calcula el

modulo del vector u = u, + u, + u,.

T S i TS S T S
= (UytUy+Uz ) (U Uy +Uz )= U +U Uy + Uy Uz Uy Uyt Uy +Uy Uy + Uz Uyt U Uy + U5 =

<y

jap=a-

= G305+ 20y 20y Gy + 20,y =4 +4-4+2:2:2-0 -2:2:2.0 42220 =2
Por tanto: |4 | = 4 24 =2\/E

4.54 (PAU) a)¢Puede haber dos vectores u, v talesque u- v =-3,|u|=1,|v|=2?
b) ¢Qué se puede decir del angulo de dos vectores que verifican |x-y| = | x ||y |? Justifica las
respuestas.

a) Sustituyendo los valores dados por el enunciado en laigualdad ¢- v =|u||v|cos (4, V), se tiene:

-3=1 -ZCOS(ET,\\?) 3003([1/,\\7)=—% =-15

No es posible ya que el coseno de un angulo esta acotado entre —1 y 1. Luego no existen vectores 4 y v que
cumplan esas condiciones.

b)Sesabeque x- y =|x||y | cos()?/,? ) tomando valores absolutos resulta: | x -y |=|X]| |y | |cos(f</,j7 )l

—

Como x e y verifican|x- y |=|x|]|y |, entonces se deduce que |cos(X, y )| = 1.

Por lo que el angulo que forman los vectores x e y sera 0° 6 180°.
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4.55 (PAU) Dados los vectores a, b y ¢ tales que |a|=3,|b|=1y|c|=4y a + b + ¢ =0, calcula la
siguiente suma de productos escalares: a-b + b-C + a-¢.

(d+b+C)-(a+b+C)=a-a+b-b+c¢C+2a-b+23-C+2b-C=
=|aP+|bPP+|C?+2a-b +2a-C +2b-C

Ahora bien, como @ + b + ¢ = 0, el producto anterior es cero. Ademas, |4 2= 9, |b[?=1y|¢ | = 16.

Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior, se obtiene 0=9+1+16+2(a-b + a-¢ + b-¢).

Despejando, se obtiene: a-b + a-¢ + b-¢ =-13.

4.56 ;Puede ser el médulo de la suma de dos vectores de médulos 10 y 5 mayor que 15? 3Y menor que 4?

Sean|a|=5y|b|=10y|¢|=|a + b]|.

Aplicando el teorema del coseno, se tiene:

?=a’+b?>-2abcos C =25+100-2-5-10-cos C =125 - 100 cos C
SiC =180°=¢?=225=|C|=15.S5i C =0° = c?=25= |G| =5.

Por tanto, el médulo del vector suma, & + b, tomara valores en el intervalo [5, 15]. Luego, no puede ser mayor
que 15 ni menor que 5.

4.57 Demuestra las siguientes igualdades entre vectores:
=2

a(u+v-w) (u+v+w)=(u+v)-w b)(u-v-w)-(u+v+w)=u2-(v +w)
a)(U+V -w) (U+V+w)=(d+Vy +(d+V)Ww-w-(d+V)-w?=(d+V)P-w?
bY(G -V —W) (U +V +W)=G°+ G (V+W)+(-V —W) U +(V-w) (V+w)=iu2—(V +w)?
4.58 Demuestra que el vector a =(5 E)J —(5 J)E es ortogonal al vector b .
dlboab=0s[bc)d —(b-d)é]l - b=0
(b-¢)d b —(b-d)é-b=(¢-b)(d-b)—(d -b)(c-b)=0
4.59 Dados u =(2,-3,5)y v =(6,-1, 0), halla:
a) Los médulos de ti y v. d) La proyeccion del vector u sobre v .
b) El producto escalarde u y v. e) La proyeccién del vector v sobre u.
c) El angulo que forman. f) El valor de m para que el vector (m, 2, 3) sea ortogonal a u.

a)|il= 22 +(-3¢+5 =38, 1]= &+ (1) = {37
b) G-V =2:6+(-3) (-1)+5-0=15
15

J38 37

c)cos(d, v ) = =0,4=(4,v)=66°25 11"

d) Proyeccion de u sobre v = u'v .o 5
v 37
e) Proyecciénde v sobre u = u'v . 5
lul 38

2m-6+15=0=m=-4,5
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Producto vectorial y producto mixto

4.60 Dados los vectores u =(3,1,-1)y v =(2, 3, 4), determina:

4.61

a) Los médulos de ti y v. c) Un vector unitario ortogonala u y v.

b) El producto vectorial de u y v. d) El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores u y v.

~ ~ uxv 7 -14 7
a)lu|=411,]v]|=429 C) ——= , ,
luxv] (294 294 | 294
ik o
byixv =31 -1|=7i-14j+7k d)A=|ixv]|=,2940°
2 3 4

Dados los vectores u =(1,2,3), v =(2,0,1)y w = (-1, 3, 0), halla:
a)u-v,d-w,v w,Vv-d d)lal,|v] |w]

b)UxVv,VXU,UxXw,VXw e) cos(u,v ), cos(i,w)

G-v=(1,23)(201)=1-2+2-0+3-1=5
G-w=(1,23)(130)=1(-1)+2-3+3-0=5
V-w =(201)(-1,30)=2(-1)+0-3+1-0=-2
V-i=(201)-(1,23)=2-1+0-2+1-3=5

ik i j ok
b)uxv =[1 2 3|=(2,5-4), vxu=1[2 0 1|=(-2,-54),
2 0 1 1.2 3
i j k i j ok
uxw=|1 2 3|=(9-3,5), vxw=|2 0 1|=(3,-1,6)
-1 3 0 -1.3 0

C)(GxV) W =(2,5-4)(-1,3,00=13, (Vv x W) -4 =(-3,-1,6) (1,2,3) =13
d)|U|=‘/12+22+32-\/_|v|—,/22+12-\/_|vT/=,/12+32=\/_0

e)cos(uv)—u—a =2 _ =06 cos(tw)= — 2 =__"2 =028

4.62 Calcula razonadamente un vector unitario en el espacio euclideo, que sea perpendicular

simultaneamente a los vectores v =(1,2,3), w =(1,1,-2)y u =(0, 1, 5).

3

1 2
Como |1 1 =0, los vectores v, w y U son coplanarios.
0 1 5

Los vectores v y w son linealmente independientes pues sus coordenadas no son proporcionales.

i j ok
m=vxw=(1,223)x(1,1,-2)=|1 2 3|=(7,5,-1).
11 -2

Este vector es ortogonala tu, v y w, porserloa v y w yser U coplanario con estos.

Como |m | =,/ 75, los vectores buscados son [—

7 5 1 7 5 1
w—sw—sw—sM 75 75 75]‘
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4.63 Dados los vectores i =3 i — ] + k yv = i+ ] + k , halla su producto vectorial y comprueba que el

vector hallado es ortogonala u ya v.

i j ok L
Uxv =1[3 -1 1|=-2i-2j +4k

17 1 1
uxv Lu,yaque(-2,-2,4)-3,-1,1)=-6+2+4=0
Uxv Lv,yaque(-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0

4.64 Determina dos vectores de modulo la unidad y ortogonales a (2, -2, 3) y (3, -3, 2).

=5/ +5); |w|=45°+52=5,/2

w =(2,-2,3)x(3,-3,2) =

N WX

-2
-3

WN I

. ~ 5 5
Los vectores pedidosson U = | ——, ——, 0
[5\/3 5/2 }

4.65 Halla un vector perpendiculara u =(2,3,4)y v = (-1, 3, -5) y que tenga por médulo 5.

A X

=277 +6j +9k; |ixv|=4272+62+92 = /846

1 5

g

X

<!

1

N~
W W}

27 6 9}

El vector pedido es: 5 ; ;
vecorped [J846 V846 /846

4.66 Dados los vectores i =3 i — j + k yv =2 i —3 j + k, halla el producto i x Vv y comprueba que este

vector es ortogonal a u y a v. Halla el vector v x u y comparalocon u x v.

i J ok L
Uxv =13 -1 1|=27 -] -7k
2 -3 1
Uxv)Li e (ixv)-G=0 & (2,-1,-7)-(3,-1,1)=6+1-7=0
UxV)LV &(ixv)-v=0 & (2,-1,-7)-(2,-3,1)=4+3-7=0
i j k B )
Vxid=|2 -3 1|=-27+j+7k
3 -1 1

4.67 Dados los vectores u y v de la figura, calcula:
ayu-v c)vxu T
b) 4 x v d)[d, vV, i xV] T~
Las coordenadas de los vectores son: u = (2, 3, 0), v = (-5, 2, 0).
ayu -v=2-(-5)+3-2=-+4 c)vxu=-uxv=(0,0,-19)
i j ok 2 3 0
b)ixv=|2 3 0|=(0,0,19) d)[d,v,dxv]=]-5 2 0|=19-19 =361
-5 2 0 0 0 19
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4.68 Dados los vectores u =(2,1,3), v =(1,2,3)y w = (-1, -1, 0), calcula el producto mixto [u, v, w]. Halla
el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los vectores dados.

2 1 3
[G,v,w]=det(d,v,w)=|1 2 3|=6
-1 -10

El volumen del paralelepipedo de aristas los vectores u, v y w es el valor absoluto de su producto mixto.
Entonces V = |6| = u®

4.69 Dados los vectores | = (1,0, 0), ] =(0,1,0)y k = (0, 0, 1), halla el producto mixto [i, j, k1.

[i,j kl=det(i,j k)=

.l

De otraforma, [i ,j ,k]=17 (] xk)=1i-i=1

4.70 Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores
U=(2,1,0), j =(0,1,0)y v =(3,2,1).

El volumen del paralelepipedo de aristas los vectores i, j y v es el valor absoluto de su producto mixto.

[, j,vi=Idet(d,j, v) =] |=2u°

WON
N —a
-~ 00

4.71 Si los médulos de los vectores U, v y w son 3, 4 y 5, respectivamente, ;entre qué valores estara
comprendido el valor absoluto de su producto mixto?

[G4,v,w]=d-(Vvxw)=|d| |Vxw]| -cos(avxw)=|d| |V]- |w|sen(vw)cos(uv><vT/)
El valor maximo absoluto del producto mixto [u, v, w ] se obtiene cuando sen( av ) y cos( 0,V xw ) toman su
valor absoluto maximo, es decir, cuando sen( v)=+1 ycos(U,vxw )= *1:

[u,v,wl=|u|-|v|-|w|=3-4-5=60.
El valor minimo absoluto se obtiene cuando sen( tﬁ ) =0 6 bien cuando cos( m )=0:

1=0

[, v,

;3

4.72 Dados dos vectores u, v, calcula los siguientes vectores:
a) ux(u+v)+ v x(v+u)
b) (u+v)x(u-v)
a) U x(u+v)+v x(v+u

b)(U+V)X(U=V)=UXU-UXV+V XU-V XV ==

-
1l
<y
X
<
+
.
X
<i
+
<
X
<!
+
<
X
.
1l
ol
©
c
[0]
4]
g
X
.
1l
<
X
<i
1l

< ol
<
<y
X
<
]
|
<!
X
<y

N
Cy
X
<!
©
c
D
1]
.
X
<
1]
<
X
<!
1l
ol
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PROBLEMAS

4.73 (PAU) Considera los vectores de R*: & =(1,0,-1), v =(A,-1,0), w = (0, A,-1)
a) ¢Para qué valores de A son linealmente dependientes?

b) Determina, en este caso, x e y de forma que sea w =xu +yv.

1 0 -1
A -1 0
0o A -1

A=1

a) Son linealmente dependientes si n = —1

=0 @1-x2=0@{

b)eSi A=1 =(0,1,-1)=x(1,0,~1) + y(1,-1,0) = {;:

eSi A=-1=(0,-1,-1)=x(1,0, 1) + y(-1, -1, 0) = {X:

4.74 (PAU) En un vértice de un cubo se aplican tres fuerzas dirigidas segun las diagonales de las tres caras
que pasan por dichos vértices. Los moédulos o magnitudes de estas fuerzas son 1,2y 3.

Halla el médulo de la fuerza resultante de aquellas tres.

Se toman vectores unitarios en las direccionesde U,V yW: — U, — V, — W

La suma de las tres fuerzas es:

Toieo ezl =1 \/1_

R R

Entonces, su mdédulo es: |m|—— J9+16+25 —£=
2 2

Sea m = (2,0,2) +—— (0, 3, 3) =— (3, 4, 5)

1 1
7O

4.75 Determina el area de las siguientes figuras, teniendo en cuenta que, en todos los casos, los médulos de
los vectores son: |u|=|v|=2;|w|=3

b) c) d)
V \
200 A2
%
W 60° U
a)|ixV|=2-2-sen45°=2-2- —-2J_ 2
b)%|L7><VT/I=%-2-3-sen80°=33en80°~2,95u2
Y, . o
c) Sea a el vector proyeccién de v sobre w. a= VAWVT/=2 3cos120 v'|7=lvn7 =lal=1
|W|2 32 3

2|\7><V|7|+|\7><5|=2-2-3-sen120°+2-1-sen120°=14-§=7\/§u2

d)|a><\7|+%|V'7><("7)|=2-2-sen60°+%-2-3-sen30°=2-2-g+%-2-3-%=(2£+%ju2
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(-30, 0,114

4.76 Las torres de la llamada Puerta de Europa en Madrid tienen forma de prisma
cuadrangular oblicuo. Calcula el volumen y la altura de cada torre teniendo en
cuenta los datos de la figura.

El volumen del paralelepipedo sera |[(-35, 0, 0), (0, 35, 0), (-30, 0, 114)]| = 139 650 m°.

La altura sera el cociente entre el volumen y el area de la base, esto es
139650 139650 (0,35,0)m
= =114 m
|(—35,0,0)><(0,35,0)| 352

,,,,,,,,

4.77 Dos remolcadores arrastran hacia puerto un petrolero segtin el esquema de la

figura. Si cada uno tira del barco remolcado con una fuerza de 10° N, calcula el 105N

angulo que forman los dos cables entre si si la resultante tiene un valor de
1,5- 10° N. 1,5 - 105N
Llamando o al angulo formado por la resultante y uno de los dos remolcadores, y 108N

utilizando el teorema del coseno, se obtiene Ry

10" =10" +1.52.10"° -2.10%.1.5-10% - cos ., operando resulta coso. = 0,75, esto
es, o.=41°24" y multiplicando por 2 se obtiene el angulo entre los dos remolcadores: 82°48’.

PROFUNDIZACION

4.78 (PAU) Sean a, b y ¢, tres vectores linealmente independientes. Indica cual o cuales de los siguientes
productos mixtos valen 0.

a)[a+c¢,a—-c¢,a+hb +c] b)[a+C,b,a+b] c)[a-¢,b-¢,¢—al]

En cada caso, razona tu respuesta.

Si a, b y ¢ son tres vectores linealmente independientes constituyen una base. Los vectores de los productos
mixtos respecto de esta base tienen las siguientes coordenadas:

[ ~C,a+b+¢c]=[1,0,1),(1,0,-1),(1,1,1)]
[ ,a+b]=[1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)]

[a-¢,b-¢C,c¢—al=[(1,0,-1),(0,1,-1), (1,0, 1)]
Se calculan los productos mixtos pedidos:

+

O
ol
Q

+

O
(o)
oy

10 1 10 1 1 0 -1
10 -1 =220 |0 1 0[=-1#0 | 0 1 —1| =0, pues las filas primera y tercera son proporcionales.
171 1 110 -1 0 1

Solo el tercero de los productos mixtos indicados es nulo.

4.79 Sean A, B, Cy D cuatro puntos arbitrarios del espacio que son coplanarios. Demuestra que se verifica:

[AB]-[CD]1+[AC]-[DB]+[AD]-[BC]=0
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4.80 Demuestra vectorialmente que las tres alturas de un triangulo concurren en un punto.

4.81

4.82

4.83

4.84

Sea H el punto de interseccion de las alturas que parten de los vértices Ay B.
Por lo expuesto en el ejercicio anterior, se cumple:

[AB]-[CH]+[AC]-[HB]+[AH]-[BC]=0
Por ser ortogonales los vectores m y % y los vectores @ y A_C> resulta [Ié] : [C_>H]= 0, lo que indica que

los vectores AB y CH son también ortogonales; es decir, la altura del vértice C pasa también por el punto H
(ortocentro del triangulo).

Demuestra vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

Sean a y b dos lados no paralelos del rombo.
|a|=]b], ya que un rombo tiene sus cuatro lados iguales.
Los vectores de las diagonalesson m =a +byn=a - b.

Para ver que son ortogonales, se calcula su producto escalar: m - =(a + b)-(a - b)=|al* - |b[*=0
Luego las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

Demuestra vectorialmente que el angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

Sea O el centro de la circunferencia y sean A, By C tres puntos distintos de la misma, de modo que Ay C sean
extremos de un mismo diametro. Entonces el angulo ABC esta inscrito en la circunferencia.

Sean i = OB yv = AO = &,entonces:
AB=V+iyBC=v-i
AB -BC =(v +0)(v —ud)=|v|P-|id>=r~-r=0,donde res el radio.

Luego los vectores AB y BC son ortogonales.

Demuestra el teorema del coseno utilizando el producto escalar y la
relacion entre los vectores asociados al triangulo de la figura, c=a-b.

!
o)

oy

|¢|?P=(a—-b) - (a=b)=|alP+|bf?-2a-b=|al>+|b[*-2cos(a,b)

(PAU) Dados los vectores u = (1, -1, 2) y v = (3, 1, —1), halla el conjunto de vectores que siendo
perpendiculares a u se pueden escribir como combinacién linealde u y v.

Sea w = (x, y, z) un vector cualquiera perpendiculara v .Entonces w L U @ w U =0 x—-y+2z=0.

Por otra parte, el plano generado por 4 y v es el conjunto de vectores que son combinacion linealde ¢ y v, es
decir, son vectores de laforma au +bv =a(1,-1,2)+b(3,1,-1) =(a+ 3b, —a + b, 2a - b).

Para que w pertenezca al plano generado por i y v se tiene que verificar que
a+3b-(-a+b)+22a-b)=0=6a=0=a=0

Luego los vectores pedidos son de la forma (3b, b, —b) con b € R.
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4.85 (PAU) Dados los vectores del espacio vectorial Va= (1, 0,-1), b = 0,2,-1)y ¢ =(2,-2,-1).

a) Halla una base del espacio S engendrado por a, b , C.

b) Encuentra, si existe, el valor de o para que el vector (a, o, —6) pertenezca a S.
c) Halla un vector de Vv que, junto con la base de S obtenida anteriormente, sea una base de R®.

Razona la respuesta.

a) Los vectores @, b y ¢ son linealmente dependientes ya que det(a, b, ¢ )=0.
Los vectores a y b son linealmente independientes, pues sus coordenadas no son proporcionales.

El espacio S engendrado por a y b esel conjunto formado por todas las combinaciones lineales que se pueden
hacer con los vectores a y b, es decir, S = {k(1, 0, —=1) + h(0, 2, -1) / k, h € R}

Una base de S puede ser la formada por los vectores a y b ya que son linealmente independientes y ademas
generan S.

Por tanto, B(S)={a, b}={(1,0,-1), (0, 2, =1)}

o=k
k=2h k=4
b) (o, o, —6) = k(1,0,-1) + h(0, 2, 1) = Ja=2h = =
6=—k—h —-6=-k-h h=2

Por tanto, o = 4.
c) Hay que afiadir un vector d que sea linealmente independiente con a y b para que sea una base de Ve,
Servira cualquier vector que cumpla que det(a, b, d )=0

Sea, por ejemplo, d= (0, 0, 1). Entonces, B' ={a, 5, d } es una base de V.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

4.1

4.2

Los vectores u =(1,2,3)y v = (-4, 5, 6) estan referidos a una base ortonormal. El angulo que forman es:
A) 136° 58’ 5,16” D) 46° 58’ 5,16”

B) 43° 1’ 54,8” E) Ninguna de las anteriores.

C) 223° 1’ 54,8”

B)ld|=+14;|v|=77; GV =24:>cos(£7,\\7)=% =0,731 = (4, v ) =43°1' 54,8

Dado el vector u = (2, -3, 4), un vector unitario en la direcciéon de u sera:

JE—JEJEJ

2’ 3 4

A) (-2, 3, -4) D) {

j E) Ninguna de las anteriores.

2 -3 4
®) [W’W’W

-2 3 4
i (EEE]

2 _—3 LJ , es decir, ninguno de los anteriores.

J29 29 29

E)|u|= 429, por tanto, el vector pedido es [
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4.3

4.4

4.5

El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores u =(-1,0,2)y v =(3,1, 4) es:

A) S = 5 unidades cuadradas.
B) S =4105 unidades cuadradas.
C) S=4124 unidades cuadradas.

D) S =v107 unidades cuadradas.

E) Con los datos dados no se puede hallar el area.

=27 +10] —k = |0 xV|=+ 22+102+1 =/105 u?

B) uxv =

AN XY

j
10
1

w | -

El volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores u =(1,-1,3), v =(2,0,1)y w =(0, 0, 3) es:
A) V=2 unidades cubicas.
B) V = 5 unidades cubicas.
C) V=7 unidades cubicas.
D) V=4 unidades cubicas.

E) Ninguna de las anteriores.

1 -1 3
2 0 1
0 0 3

E) V=|det(d,v,w)| =| | =6u°

Halla las coordenadas del vector u = (2, 4, 5) respecto de la base B = {(0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1)}.

A) Los vectores de B no forman base.

5 (722)

o (213
2°2°2

D) (7,1, 3)

E) Ninguna de las anteriores.

7
a=—
2=b+c %
C)(2,4,5)=a(0,1,1)+b(1,1,0)+c(1,0,1)=> {4=a+b = b=5.
5=a+c 3
c=—
2

Por tanto, las coordenadas de u respecto de la nueva base son %%%) .

Solucionario 25




Solucionario

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

4.6 Los vectores u =(2,-1,4), v =(0,0,1)y w =(-4, 2,-8):
A) Forman una base.
B) Son linealmente dependientes.
C) Son linealmente independientes.

D) El vector w se puede expresar como combinacién linealde u y v.

E) det (i,v,w )=0

Son correctas las respuestas B, D y E.

4.7 Las propiedades del producto escalar son:

A) u-v=-v-u

B)u-u =0
C)i-(V+W)= Gi-v+ii-w
D) u«(v-w)=(u-v)w
E)td-v =t(id-v)=id-(tV)

Son correctas las respuestas B, C y E.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
4.8 Para que tres vectores u, v, w formen una base se ha de cumplir:
a)[u,v,w]=0
b) u, v y w han de ser no nulos y no coplanarios.
A)acs b
B)a= b,perob = a
C)b= a,peroa =b

D) ay b son excluyentes entre si.

E) Nada de lo anterior.

A) Las dos afirmaciones son equivalentes.
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Seniala el dato innecesario para contestar:
4.9 Tres vectores no nulos u, v y w forman una base ortogonal.

a) Si los vectores son ortogonales dos a dos.
b) Si los vectores son unitarios y perpendiculares.
c)Siu-v=0,u-w=0yv- -w=0

d) Si (@,v ) = 90°%; (&,w ) = 90°%; (v, w ) = 90°

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningun dato.

B) No es necesario que los vectores sean unitarios.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
4.10 Sean u y v dos vectores referidos a una base ortonormal. Su producto escalar es nulo si:

a) Son ortogonales.

b) Si uno de los dos es el vector nulo.

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola para que el producto escalar sea nulo.
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