n Continuidad

9.l

9.ll.

9.1.

ACTIVIDADES INICIALES

Dibuja la grafica de las siguientes funciones.

X+2 si x<-1
a) f(x)=9-x si—-1<x<2
x-4 si x>2

b) f(x)=2x-3+[2x - 3|

Solucionario

a) Si xe (—,1). El arco de parabola pasa por el punto (-1, 0) y se acerca al Y
(1, 0). El vértice esta en el punto (0, -1).
Si xe (1,+), el segmento de recta pasa por los puntos (1, 1)y (2, 3). 1 1
0 X
b)
Y
/
[f(x)
Wy
1 X
Escribe la expresion algebraica de la funcion. Y
1
3 si x<2 o 1 X
f(x)= —%x+2 si2<x<4

gx—6 si x>4
2

EJERCICIOS PROPUESTOS

Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto x =2.

3x2-1si x>2

a) f(x)={ 2 b) f(x)=+v—2x2 +6

—+10 si x<2
X

a) lim f(x)= Iim(§+1oj=11;

x—2" x—2

lim £(x) = Iim2(3x2 —1)=11; f2)= 11

x—2

Por tanto, la funcién es continua en x = 2.

b) No existe f(2), ya que Y-8+6 =+—2 no es un numero real. Por tanto, fno es continua en x = 2.
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9.2

9.3.

9.4.

9.5.

Senala el mayor conjunto de numeros reales para los que la funcién f(x) sea continua en cada uno de
los siguientes casos.

a) fix) = x* = 252 b) F(x) = ﬁ ¢) f(x)=x+1

a) Continua en todo el conjunto de los numeros reales.
b) Continua en todo el conjunto de los niumeros reales excepto en x = 1.

c) Continua en (—1,+ ) y continua en x = -1 por la derecha.

ax+a si x<-2
Indica el valor o los valores de a, si es que existen, para que la funcion: f(x) =

si x>-2
x+4

a) Sea continua en x = -2.
b) Presente una discontinuidad evitable en x = -2.
c) Presente una discontinuidad de salto finito en x = -2.

d) Presente discontinuidad de salto infinito en x = -2.

a)
lim f(x)= Iim2 y) =-1
_o* X—-
X X f(-2) = —a. Por tanto: fes continuaen x=-2sia=1.
lim f(x)= I|m2(ax+a)=—a
xX—-2" X——

b) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad evitable en x = -2.
c) Para cualquier valor de a distinto de 1, la funcién presenta en x = —2 una discontinuidad de salto finito.
d) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad de salto infinito en x = -2.

Estudia la continuidad de las funciones:

3

a) f(x)=% c) f(x)=Vx2-5
X+2-x

b) f(x)=log(x? +1) d) g(x)=2+[2x -3

a) x?-x-2<0=(x-2)x+1)<0=xe(-12)
b) x2-5<0= xe (—oo,—\/g]u[x/g,+oo)
c) x? +1>0 para cualquier x. Por tanto, siempre se puede hallar su logaritmo. La funcién es continua en R.

d) Para cualquier x, 2+ |2x - 3| >0 vy, por tanto, siempre se puede calcular su raiz cuadrada.

2 si x<-2
Dada la funcion f, represéntala y estudia su continuidad: f(x) = x2 si —2<x<1
1 si x>1
x
Y
() 1 . -
Los tres tramos 2, x* y — son continuos en su dominio.
| X
11 Ademas, es continua en x = 1 y discontinua, con una discontinuidad de salto
1 X finito, en x = -2.
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9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje Xy, en cada caso, establece un intervalo abierto
donde esté incluido el punto de corte.

a)fix)=x’+3°+4x -7 b) fix) = 2x - cosx

f(1)=1>0

a) Es continua en todo R por ser polindmica:
f(0)=-7<0

}: Jce (0,1)/f(c)=0

b) Es continua en todo R por ser diferencia de funciones continuas en todo R.
f(1)=2-054=146>0

f(0)=-1<0 }3306(0,1)”((:):0

(TIC) Demuestra que la ecuacién x*+ x =1 =0 tiene solucion positiva. Halla la anterior solucién con una
cifra decimal exacta.

Se considera la funcion f (x) = Xt x—1 que, por ser polindmica, es continua en todo R.

£(0)=-1<0

e (0,1) /f(c) =0
f(1)=1>0 }2 o @D7He)
£(0,5) = ~0,4375 < 0

f(1)=1>0

£(0,5)=-0,4375 <0
£(0,75) = 0,066 > 0

£(0,625) = —0,22 < 0
£(0,75) = 0,066 > 0

(
E }:306(0,5; 1) /f(c)=0
(

}:>EI ce (0,5, 0,75) /f(c)=0

}:3 ce (0,625; 0,75) /f(c)=0

£(0,71875)=-0,014 < 0

=3 ce(0,71875; 075) /f(c)=0
£(0,75) = 0,066 > 0

La raiz aproximada es x = 0,7.

(PAU) Dada la funcion f(x) = Inx:

a) Comprueba que es continua en el intervalo [%, 1] para cualquier nimero natural n.
b) Halla un intervalo de la forma [%, 1} en el que haya algun punto donde la funcién tome el valor -2.

a) La funcién f(x) = Inx es continua en todo su dominio (0, + ) y, en cualquier intervalo {l 1} con n natural.
n

b) Para n = 8§, f[%) = In% =-2,079 y f(1) = In1 = 0. Aplicando el teorema de los valores intermedios, la funcién

toma en E 1} todos los valores entre —2,079 y 0. En particular, existe un punto donde tome el valor -2.

Al hacer un recorrido continuo por una carretera con una pendiente muy pronunciada, un ciclista lleva
una velocidad de 8 km/h cuando pasa por el kilémetro 125 y de 6 km/h cuando pasa por el kilémetro 124.

a) ¢ Existe algun punto entre los dos kildmetros donde el ciclista haya llevado una velocidad de 7 km/h?

b) ¢Puede asegurarse que no ha habido ningin momento entre los dos puntos donde el ciclista haya
llevado una velocidad de 20 km/h?

a) Si, se puede asegurar gracias al teorema de los valores intermedios.
b) No se puede asegurar que no exista.
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9.10. (PAU) Dada la funcion

9.11

x2+2x+2 si x<0

f(x)= %x+2 si 0<x<1
E si x>1
2

a) Estudia su acotacion en los intervalos: [-1, 1], [-2, 2], [-3, 3].
b) Estudia si la funcion toma el valor M = 3 y, en caso afirmativo, indica un intervalo de longitud 1 donde

haya un punto que verifique esta propiedad.

a) La funcion es continua en todos los puntos. En el intervalo [-1, 1] la funcion esta acotada. El maximo vale g
y se alcanza en x = 1. El minimo vale 1 y se alcanza en x = —1. En el intervalo [-2, 2] la funcién esta acotada. El
maximo vale g y se alcanza en cualquier punto del intervalo [1, 2]. El minimo vale 1 y se alcanza en x = -1.

En el intervalo [-3, 3] la funcion esta acotada. El maximo vale 5 y se alcanza en x = -3. El minimo vale 1 y se
alcanzaen x = —-1.

b) Como f(-3) = 5y f(—2) = 2, la funcién toma cualquier valor comprendido entre 5y 2 en el intervalo [-3, -2] y,
por tanto, existe algun punto de (-3, —2) donde la funcién vale 3.

EJERCICIOS

Continuidad de una funcién

.Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto que se indica.

2
a) f(x)=22X—+1,enx=2 e) f(x)=|n|2x2+4x—6,enx=0
x“-3x+2
b) f(x)—; enx-i f) f(x)=tgx,enx==
2-y3-2x 2 ’
c) f(x)=In(2x2 +4x-6),en x=-3 g) f(x)=tgx ,en x= g

d) f(x)=In(2x2 +4x-6),enx=0

a) No es continua en x = 2 porque f(x) no esta definida en x = 2, ya que en dicho punto, el denominador se anula.
3 3 3

b) Si, es continua ya que f(%) -2 -2 3 y Iim3 f(x)= -2 - 3

/ 2 4 / 4
2-[3-2.2 72 2-[3-2.2
2 2

c) No es continua en x = =3 ya que no existe el logaritmo de cero.
d) No es continua en x = 0 ya que no existe el logaritmo de los numeros negativos.
e) Si, es continua en x = 0 ya que f(0)= Iimof(x) =In|-6/=In6 .

X—

f) Si, es continua en x = © ya que f(rn)=limf(x)=tgn=0.
X—>T

g) No es continua en x = g ya que no existe tgg . Observa que la tangente es el cociente entre el seno y el

T
coseno, que se anula en E .
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9.12.(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones definidas a trozos, indica su dominio y estudia su
continuidad, especificando, en su caso, el tipo de discontinuidad.

—2x-7 si x<-2

a) f(x)={1-x2 si -2<x<1

-1 si x2>1
(1 3 .
—X+— si x<-1
2 2
b) f(x)=4x? si —1sx<2

a) Es continua en todos los
x =1 donde se presenta un

-x+6 si x>2

puntos excepto en
punto de

discontinuidad no evitable de salto finito.

Ne <
1%

\

QS
N

V

b) Es continua en todo el conjunto de los numeros

reales.
Y

f(x)

9]

-1 si x<—1
c) f(x)=4{x3 si —1<x<1

-x?2+4x-2 si x>1

c) lim f(x)=-1, lim f(x)=-1, f(-1)=-1;

x—-1" x——1"

lim f(x)=1, lim f(x)=1, f(1)=1
x—1"

x—>1

La funcioén es continua en 1 y en —1 y, en consecuencia,
en todo R.

Y
f(x)

1 '

9.13. Estudia la continuidad de las siguientes funciones estableciendo en cada caso el subconjunto de
numeros reales mas amplio posible donde la funcion sea continua.

f) fix) = Vx> -3x+2 k) fix) = x?-In(x —1)

_ [x*-3x+2 _ X
A T V0= T inx
h) fx) = 3= m) flx) = —

x -1 coSs X

3x+4
a x=—
) %) x*+x%+4

2x% -1
b X)) ———
) f(x) = x_6

2
c)f(x)=e™ +x-cosx

d) fix) = e +2x-e* +3

2x + x?

M vy

i) f(x)= x-e* n) fix) =

1
1-2cos? x —senx

i) fix) = ——

Inx

a) La funcion es continua en todos los numeros reales excepto en aquellos en que se anula el denominador.

x*+x2+4=0=x%=

» —1t4-15

2

Por tanto, la funcién es continua en todo R.

36

= No existe ningun real que anule el denominador.
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b) La funcion es continua en todos los numeros reales excepto en aquellos en que se anula el denominador.

x3—x-6=0=(x-2)(x?+2x+3)=0= x =2. La funcién es continua en todo R excepto en x = 2.

c) Continua en todo R ya que es suma y producto de funciones continuas en todo R.

d) Continua en todo R ya que es suma y producto de funciones continuas en todo R.

€)3-Vx+4=0=2Vx+4=3=>x+4=9=>x=5

x+420 {"2‘4 Es conti (4, B) U (5, + o)
= = S continua en s ) , Foo).
3-Vx+420 [x25

Ademas es continua en x = —4 por la derecha.

f) Solo existe la raiz cuadrada de los numeros positivos o nulos. Por tanto:
x3-3x+220= (x+2)(x-1?20= x+2>0= x>-2= La funcion es continua en (=2, + o).

Ademas, es continua en x = 2 por la derecha.

x?-3x+2 (x=2)(x-1)
9) x+2 = X+2 ~ ~ = La funcién es continua en (-2, 1) U (2, 4). Ademas, es continua en
X # -2 x#5

x =1 por la izquierda y en x = 2 por la derecha.

h) Las raices cubicas estan definidas tanto para nimeros positivos como para nimeros negativos.
La funcién es continua en todo R excepto en x = 1.

i) Continua en todo R ya que es producto de funciones continuas en todo R.

j) x>0 = X>OjContinuaen(0,1)u(1,+oo).
Inx#0 x#1

k) Continua en todo el dominio de definicion del logaritmo neperiano, que, dado que x — 1 > 0 implica que
x> 1, es, en este caso, el intervalo (1, + ).

x>0 x>0
) 1 Continuaen |0,— |U| —,+ o |.
T+Inx#0 *—

m) cos x # 0 = Continua en todo R excepto en los puntos de la forma x = g + kn con k entero.

senx =1

n)—2cos? x—senx+1=0=-2+2sen’ x—senx+1=0=2sen’ x—senx—-1=0=senx =—= = 1
4 senx=—§

x =L+ 2kn
2
Continua en todo R excepto en los puntos { x = 7—675 + 2kn con k cualquier numero real.

x:m+2kn
6

Solucionario E 37



9.14.(PAU) Calcula el valor o los valores que se deben dar a k para que las siguientes funciones sean
continuas en todo el conjunto de los nimeros reales.

1, .
—Xx°+1 si x<-2
a) f(x)=42
2x+ k si x>-2
2 -
x° -2k si x<1
b) f(x)=1{", _
x°-3x—-k si x>1
2 .
¢) f(x)= X“ + kx si x<3
In(x-2) si x>3
kx? -1 si x<3
d) Fx)=4 ,
eX - si x>3
X2-5x+6 4
e) f(x)=1x%2_-2x-3
2k-3 si x=3

a) %(—2)2+1=2(—2)+k:>k=7

Para k = 7: lim f(x)= lim [%x2+1j=3, lim f(x)= lim 2x+7)=3 y f(-2) = 3 por lo que la funcién es
x—-2"

X—-2" X—-2 X—-2
continua en x = -2y, por tanto, en todo R.
b)1-2k=-2-k=k=3
Para k = 3: lim f(x) = Iim1(x2 —6)=-5,
X—

x—1 x—1

en x =1y, por tanto, en todo R.
c) 9+3k=In1=0= k=-3

lim f(x)= Iim1(x2 ~3x-3)=-5 yf(1) = -5 por lo que la funcién es continua
*+ X—

Para k= -3 : lim f(x)= Iim(x2 —3x):0, Iim+ f(x)= IimSIn(x—2) =0 y f(3) = 0 por lo que la funcién es continua

x—3~ x—>3 x—3

en x = 3y, por tanto, en todo R.

d) 9k—1=e°=13k=§

Para k = E: lim f(x)= Iim(gx2 —‘Ij =1, lim f(x)=lim eX 0 =1 y f(3) = 1 por lo que la funcién es continua en
9 x-53 x—-3\ 9 X—3* X—3

x =3y, por tanto, en todo R.
13

2_ — p— —
&) lim f(x)= lim X-=2X+6 _ iy X=2)(X=3) _ o X=2 1 5o ianto, 2k-3 =t o k=13
x—3 x-3 x2 _2x—-3 x-3 (x=3)(x+1) x>3x+1 4 4 8

x+b si x <1
9.15.(PAU) Calcula los valores de a y b para que la funcién f(x)=<e*'+ax  si1< x <3 seacontinua en
x*-2x-2 six2>3
todo R.
1+b=e"+a 1-e
>b=a=——
e*?+3a=1 3
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9.16. Expresa las siguientes funciones como funciones definidas a trozos y estudia su continuidad.

2

a) f(x)=|x-2| d) f(x)= )|(x-|4-1)|( f) £(x)= &2+
2
DI e ) =51 9 )= zxa

c) f(x)=|x—2|+|x+1

a)f(x)=|x-2|= {)2(_)2( z: ii; = Continua en todo R.

= Continua en todo R.

b)f(x)=2x+|x—2|:{2x_x+2 si x<2 {x+2 si x<2

2X+x-2 si x=22 3x-2 si x>2

-2x+1 si x<-1
c) f(x)=[x-2|+|x+1=13 si —1< x <2 = Continua en todo R.
2x-1 six>2

x(x+1) .

X +x | —(x+1) X s x<
d) f(x)= = = ) = Es continua en todo R excepto en x = -1.

x+1 | x(x+1) X si x>-1

—— si x>-1
x+1
x+|x| 0 si x< -1 0 si x<0

e) f(x)=————==40 si —1<x<0=4 2x . = Continua en todo R.

2+|x+1 ox si x>0

si x>0 X+3
X+3
—2x+1 ;
f) f(x)= > =1 S X<0 _ Gontinua en todo R.
e si x>0
2
2 _x si x<0

9) f(X)=—7—7—= = La funcién es continua en todo R excepto en x = 1.

2|x|+2x—4 X2 ,

si x>20,x#1
4x -4

Teorema de Bolzano y teorema de los valores intermedios

9.17.Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X en al menos un punto, e indica un intervalo de
extremos de numeros enteros consecutivos al cual pertenezca dicho punto.

a) f(x)=2x*-x*+x% -1
b) f(x)=cos x— x+1

c) f(x)=x-e*-x-16

d) f(x)= x>+ x?-cosnx +2

a) f(0) =-1<0, f{1) =1 >0 = La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (0, 1).

)
b) f(1) = cos1 > 0, f(2) = cos2 — 1 < 0 = La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (1, 2).
c)f(2) = 2¢?-18<0, f(3) = 3e*~ 19 > 0 = La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (2, 3).
d)f(-2)=-4+2<0, f(-1) =2 > 0 = La funcidn corta al eje X en un punto del intervalo (-2, -1).
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9.18. (PAU) Comprueba que las siguientes funciones toman el valor M indicado en algun punto del intervalo
propuesto.

a) f(x)=x*-x>-x+5; M=-1en (-2, -1)
_x 3
b) f(x)=x-e +3;M=Een(—1,0)

c) f(x)=senx—cosx+2; M=3en (1, 2)

a) f(-2) =-17, f(-1) = 6. En (-2, —1) toma todos los valores comprendidos entre —17 y 6. En particular, toma el

valor —1.

b) f(-1) = 0,2817, f(0) = 2. En (-1, 0) toma todos los valores comprendidos entre 0,28 y 2. En particular, toma el
valor 1,5.

¢) f(1) = 2,3, f(2) = 3,32. En (1, 2) toma todos los valores comprendidos entre 2,3 y 3,32. En particular, toma el
valor 3.

9.19.(PAU) Para cada una de las siguientes funciones, y considerando el intervalo sefalado, estudia, si es
acotada, e indica, si es que existen, el valor del supremo, infimo, maximo y minimo.

2x -1

a) fix) = —x*+ 5x - 6 en [1, 3] d) f(x)= r en [-2, 0]

b) f(x) =-x*-2x—-1en [-1, 0] e) f(x)= x2+5x—6 en (-3, 0)
X 1

c) f(x)= 2% 4 en [-2, 1] f) f(x)= \/; en (0, 1]

a) La funcion es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo
en x =2,5yvale M =0,25. Infimo y minimo en x =1y vale m=-2.

b) La funcién es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo.
Supremo y maximo en x = -1 y vale M = 0. infimo y minimo en x =0 y vale m = -1.

c) La funcién es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo.
Supremo y maximo en x = -2 y vale M = 0,25. infimo y minimo en x = 1 y vale m = -0,5.

d) La funcién no es acotada ni superiormente ni inferiormente. Por tanto, no posee ni infimo, ni minimo, ni
supremo ni maximo.

e) La funcion es acotada. infimo y minimo en x = 2,5 y vale m = -12,25. Sin maximo pero supremo M = —6.

f) La funcién no es acotada superiormente pero si inferiormente. No tiene, pues, supremo ni maximo. El infimo y
minimo se alcanzaen x =1y vale m=1.

PROBLEMAS

4
X2 1 en todos los
x° -1

9.20. Escribe la expresion de una funcion continua en todo Ry tal que coincida con f(x)=

puntos del dominio de esta ultima.

4 _ 2
X2 L = (X =D(x+ (X" +1) = x? +1. El dominio de f(x) es todo R excepto x =1y x=-1.
x% -1 (x=1(x+1)

La funcion g(x) = x2 +1 es continua y coincide con f{(x) en todos los puntos del dominio de esta tltima.

9.21. Halla el valor que se debe dar a f(7) para que la funciéon f(x) = X_—37_2 sea continua en [3, +x).
x_
- Jx-3-2  (Wx-3-2fx-3+2) x-3-4 .
lim —————=lim = lim = lim =

1
1 x=7  xo1 (x-7)Wx-3+2) 7 (x-7)Wx-3+2) *=7Jx-3+2 4

VXZ372 G xe[3,7)u(7 o)
La funcion f(x)={ X—7 es continua en [3,+ o).
— si x=7
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9.22.(TIC) a) Comprueba que la ecuacion senx — 2x + 3 = 0 tiene una solucion en el intervalo (1, 2).
b) Calcula dicha solucion con aproximacion a las centésimas.

a) La funcion f(x) = senx — 2x + 3 es continua y verifica que: f{(1) > 0, f(2) < 0, luego por Bolzano tiene una
solucion en el intervalo.

b) Como f(1) - (2) < 0 = puede aplicarse el método de la biseccion:

Intervalo [ an, bs] Punto medio Valor de f (cn)
Paso an by Cn
1 1 2 1.5 0,9975
2 1,5 2 1,75 0,4840
3 1,75 2 1,875 0,2041
4 1,875 2 1,9375 0,0585
5 1,9375 2 1,9687 -0,0156
6 1,9375 1,9687 1,9531 0,0216
7 1,9531 1,9687 1,9609 0,0031
8 1,9609 1,9687 1,9648 0,0062

La solucion aproximada con dos decimales exactos es ¢ = 1,96.

9.23. (PAU) Un equipo de investigacion ha estimado que el nUmero de bacterias, en miles, de un cultivo, en
funcion del tiempo t que ha pasado desde un instante inicial t = 0 horas, viene dado por la funcién.

%x2+1 si0<x<3
Flx) = 4x

_ si x>3

X +1

a) Comprueba que la funcién es continua en todo su dominio.
b) Haz una representacion de la funcion.

c) Demuestra que existe algun instante en el que el nUmero de bacterias es de 3500. Da un intervalo de
tiempo de longitud menor a 30 minutos en el que esté incluido ese instante.

a) lim f(t)=Ilim gt2 +1|=3, lim f(t)= |imi=2=3, f(i3)=3
t—3" t—>3\ 9 t—3* t-3t+1 4
La funcién es continua en t = 3 y, por tanto, en todo su dominio [0, + o).
b)
Y
f(x)
1 b
o 1 X
4t
c) 3,5=ﬁ:3,5t+3,5=4t:0,5t=3,5:>t=7
+

En el intervalo (6h 45min, 7h15min), en t = 7, en el que el numero de bacterias es 3,5 miles (3500).

9.24.(TIC) a) Comprueba que la ecuacion x* + 4x* — 5x — 4 = 0 tiene tres raices reales. Para eso, estudia el signo
de la funcién en algunos valores enteros.

b) Calcula tres intervalos de longitud 1 en los que estén incluidas las raices.

a) f(-5) = -4, f(-4) = 16, f(-1) = 4, f(0) = -4, f(1) = -4, f(2) = 10
b) La funcion tiene raices en los intervalos (-5, —4), (-1, 0) y (1, 2).
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9.25.

9.26.

9.27.

Para hacer un adorno con forma de cono, se quiere recortar en una cartulina un
sector circular de 50 cm de perimetro, contando los lados rectos y el arco. Se
quiere saber qué longitud deben tener los lados rectos para que el area sea
maxima. Escribe la funcién que determina el area en funcién del radio y estudia su
acotacion.

Si el angulo de sector es o. radianes = el perimetro del sector circular es

P=ox+2x=50=q=20"2X
X
. ax? 50-2x x2 2
El area del sector es S:T: -7:(25—x)~x:25x—x .
X

El maximo de esta funcion se alcanza en el vértice de la parabola. Es decir, en x = 12,5 cm.

PROFUNDIZACION

x si|x]<1

Representa graficamente la funciéon y estudia su continuidad: f(x)= {1 si |x| o1
1 si x<-1 Y
f(x)=<x si—1< x <1
1 si x>1 1
Es discontinua en x = -1 ya que: 1 X
lim f(x)=-1#1= lim f(x) y continua en los demas numeros reales. /g‘
x—-1F x—-1"

Se considera una funcion f(x) continua en [a, b] y que verifica que f(a) - f(b) < 0. El teorema de Bolzano
asegura que existe un punto x = ¢ < (a, b) tal que f(c) = 0. Mediante el método de la biseccion, se
construye la sucesion de intervalos encajados: [a, b] = [a1, b1] o [a2, b2] o ....o [an, bs] o .... con la
ayuda de los puntos medios cj.

a) Comprueba que, cuando se ha dado un paso en el método de la biseccion, se verifica que:
b-a

le;—¢|< 2

b) Comprueba que, cuando se han dado dos pasos en el método de la biseccion, se verifica que
-a b-a

|c2—c|<b
8

y cuando se han dado tres |¢c; - ¢| <

c) ¢ Qué relacion se verifica entre ¢, y ¢ cuando se han dado n pasos en el método de la biseccion?

d) ¢Cuantos decimales exactos se obtienen al considerar ¢, como aproximacion de la solucion de la
ecuacion f(x) = 0, si el intervalo es [a, b] =[1, 2] y se han dado 10 pasos en el método de la biseccion?

e) ¢Cuantos pasos es necesario dar para asegurar cuatro decimales exactos en las condiciones del

apartado d?

a) ¢1 es el punto medio de a y b. Por tanto, la distancia entre ¢4 y la raiz ¢ es menor que el radio del intervalo que
b-a b-a

es . Es decir, ¢, —¢| <

b) c2 es el punto medio de az y b,. Por tanto, la distancia entre c; y la raiz ¢ es menor que el radio del intervalo

que es bz%z b-a Es decir, |c, —¢| < b;a )

cs es el punto medio de asz y bs. Por tanto, la distancia entre c3 y la raiz ¢ es menor que el radio del intervalo que
by, —a - -
u=u.Esdecir, |c3—c|<b a.

2 23 8

es

b-a

¢) Razonando de forma analoga, |c, —c¢| < o

b-—a 2-1_ 1

d) |c,1 - c| < 2—n =0 - 270 =0,00098 . Lo cual quiere decir que hay tres decimales exactos.

b- 1]<Iog10“‘:>Iog1—n|ogZ<—4:>nI092>4:>n> 4
on log2

e) > =1329 = n =14

2 <10 :>Iog(
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9.28. Estudia la continuidad de las funciones siguientes.

sen1 si xz0 X senl si x#0
a) f(x)= x b) f(x)= x
0 six=0 0 si x=0

. 1 . " 1 .
a) limsen— no existe ya que cuando x se hace muy proximo a cero, — se hace muy grande. Sin embargo,
x—0 X X

por muy grande que se haga el angulo, el seno sigue oscilando indefinidamente entre —1 y 1 y no se acerca a
ningun valor fijo. Por tanto, la funcién es discontinua en x = 0.

. 1 1 . o
b) Ilng)xsen— =0 ya que cuando x se acerca a 0, y aunque sen— oscile entre —1 y 1, al multiplicar el valor de
X! X X

1 . ~ . .
sen — por un valor cada vez mas pequenfio, el resultado es cada vez mas pequefio.
X

La funcién es continua en x = 0.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

9.1.

9.2

9.3.

x?—ax-5 si -5<x<-3

Los valores de ay b para que la funcién f(x)=<-2 si —3< x<2 seacontinua en todo su
log, x” si 2<x<3

dominio son:

A)a=2 b=-2 D)a=2 b=2

B)a=-2 b=2 E) La funcion es continua en todo su dominio.

Cla=-2 b=-2

La respuesta correcta es C.

Para que sea continua, los limites laterales en x = -3 y x = 2 deben coincidir y ser iguales al valor de la funcién
en el punto.

Enx=-3,9+3a-5=-2,luegoa=-2yenx=2,—2=logy 2b que se verifica para b = -2. Por tanto, la
respuesta valida es C.

sea continua en todo R es:

X .
El valor de k para que la funcion f(x)= | X " 14 x & X*71

k si x=-1
A) k=-1 D) Para cualquier valor de k, la funcién es continua en R.
B) k=1 E) No existe ningun valor de k que haga continua la funcién en todo R.

C)k=0

E) No es continua para ningun k pues en x = —1, los limites laterales se van al infinito, pues queda 0 en el
denominador de la fraccion.

2
La funcién f(x) = x—x36
A) Es continua en x = 3.
B) Presenta una discontinuidad evitable en x = 3.
C) Presenta una discontinuidad de salto finito en x = 3.
D) Presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 3.

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

B) En x = 3, la funcion no esta definida, pero tomando limites:

2 2
lim X —x—6:9: lim (x+2)(x—3):5 y lim X —x—6:9: lim (x+2)(x—3):
x-3~  X-=3 0 x-3 x-3 x—3*  X-3 0 xo3t x-3

5
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9.4.La funcion f es continua en [-2, 3] y verifica que f(-2) =6y f(3) = 4.
A) La ecuacion f(x) = 0 tiene, por lo menos, una solucion en [-2, 3].
B) La ecuacion f(x) = 0 no tiene solucion en [-2, 3].
C) La ecuacién f(x) = 5 tiene, por lo menos, una solucién en [-2, 3].
D) La ecuacion f(x) = 5 no tiene solucion en [-2, 3].

E) Ninguna de las respuestas anteriores es cierta.

C) Dado que f es una funcion continua en un intervalo cerrado y toma los valores 4 y 6 en sus extremos,
podemos asegurar por el teorema de los valores intermedios que f toma en ese intervalo todos los valores
comprendidos entre 4 y 6, por tanto, en particular, tomara el valor 5.

Las respuestas A y B no son validas porque no podemos garantizar que tome el valor O en este intervalo por no
ser intermedio entre el 4 y el 6.

9.5. La funcion cuya grafica es: Y
A) Es continua en x = -1.

B) Es continua por la derecha en x = -1.

C) Es continua por la izquierda en x = -1. /
D) Es continua por la derecha y por la izquierda en x = -1.
E) No es continua ni por la izquierda ni por la derecha en x = -1. 4
1 X

C) Pues existe el limite por la izquierda y coincide con el valor de la
funcién en el punto.

No es continua por la derecha por no coincidir el limite lateral derecho con el valor de la funcién.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:
9.6. La ecuacién x°+ ax’+ b = 0:

A) Tiene, al menos, una solucion.

B) Tiene, al menos, dos soluciones.

C) Puede no tener solucion.

D) Puede tener so6lo una solucion.

E) Puede tener mas de una solucién.

A, Dy E. Por tener grado impar sus limites en + son teo, respectivamente, y por ser ademas continua, la
funcion debe cortar al menos una vez al eje de abscisas, es decir tener una solucion. Puede que sélo lo corte
una vez o puede que lo corte hasta 5 veces, dependera de si las soluciones son reales o complejas.

9.7. Ala vista de la grafica de la siguiente funcion, se Y
puede afirmar que:
A) Tiene una discontinuidad evitable en x = -1. /
B) Tiene una discontinuidad de salto finito en x = -1. / 1]
C) Tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 2. 1
D) Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 9. o 1 X

E) Es continua por la derecha y por la izquierda en x = 15.

B, C, y D. La discontinuidad en x = —1 no es evitable porque el limite por la derecha no coincide con el limite por
la izquierda, y si es de salto finito porque los limites laterales se diferencian en 4 unidades.

En x = 2, tiene una discontinuidad de salto infinito, pues el limite por la derecha es + .
En x = 9, tiene una discontinuidad de salto finito porque los limites laterales se diferencian en 4 unidades.

Y finalmente, no es continua por la derecha ni por la izquierda en x = 15 porque ni siquiera esta definida en ese
punto.
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
9.8. El dominio de la funcion fes el intervalo [3, 7] y es continua en dicho dominio.
a) f(x) = 0 tiene una raiz en el intervalo (3, 7). b) (3) - (7) < 0.

A) a es equivalente a b.

B) a implica b pero b no implica a.
C) b implica a pero a no implica b.
D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

C) Es clara por el teorema de Bolzano, que asegura al menos una raiz si hay cambio de signo en los extremos.
A'y B no son correctas, porque por ejemplo la funcion constante O verifica a, pero no b.
Finalmente, la D seria un contraejemplo del teorema de Bolzano.

Sefiala el dato innecesario para contestar:

9.9. Se desea estudiar si la ecuacién f(x) = 6 tiene o no solucién en el intervalo [-3, 3], y para ello se dan los
siguientes datos:

a) El dominio de la funcién es todo R. c)2<f(-3)<4
b) fes continua en [-3, 3]. d)8<£(3)<10

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningun dato.

A) Para el teorema de los valores intermedios basta que la funcion sea continua en el intervalo cerrado (por
tanto, su dominio se puede reducir a ese intervalo) y que tome ciertos valores en los extremos, de manera que
el valor que buscamos resulte ser uno intermedio entre aquellos.

Por tanto, las respuestas C y D no son validas al eliminar los valores extremos que hacen que el 6 sea, en
cualquiera de los rangos que admiten, un valor intermedio.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
9.10. Para demostrar que los tnicos puntos donde la funcién y = f(x) puede cambiar de signo son x=-2, x=0
y x =1, se afirma que:

a) f es una funcién polinémica de tercer grado. b) Se verifica que f(-2) = f(0) = (1) =0

A) Cada afirmacién es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

D) a es necesaria pues indica que f puede tener como maximo tres raices y, por tanto, tres lugares de cambio
de signo y b es necesaria para concretar los puntos en los que se cambia el signo.
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