m Calculo de primitivas

ACTIVIDADES INICIALES

13.. Escribe los siguientes cocientes en la forma Plx) _ C(x)+ R(x) con grad(R) < grad(Q).
Q(x) Q(x)
3 2 _ 4_ 3 2
a)x+2x 1 b)x 2x+x + X
X+2 X +x+2
3 2 4 3,2 _
a) X" +2x 1:)(2_ 1 b)%:x2_2x+1+24x—2
X+2 X+2 X“+X+2 X +x+2

13.1l. Halla todas las raices reales y complejas de los siguientes polinomios y da su factorizacién en
polinomios irreducibles con coeficientes reales.

a) P(x)=x°+x*—x*+15x? b) Q(x)=x*+10x*+9
a) P(x)=x%+x* - x® +15x? = x*(x +3)(x* —2x +5) . Raices: x = 0 doble, x = -3, x = 142i y x=1-2i

b) Q(x)=x*+10x?+9 =(x*+1)(x*> +9). Raices: x =i, x=— i, x=3iy x = -3i

13.1ll. Halla un polinomio de tercer grado con coeficientes reales sabiendo que dos de sus raices son x, =1y
X, =2+3i.

P(x)=(x=1)(x-2-3i)(x=2+3i) = (x=1)(x* —4x+13) = x* =5x? +18x -13.

EJERCICIOS PROPUESTOS

13.1. Comprueba que F(x) = sen’x es una primitiva de f(x) = sen 2x y G(x) =—%cost, otra primitiva de f(x).

¢En qué constante se diferencian?

Como F'(x)=2sen xcos x =sen 2x y G'(x)=sen 2x , ambas son primitas de f(x) y, por tanto, F(x) = G(x) + C

para todo x. Para calcular la constante se toma x = 0, F(0) =0y G(0) = —%, 0= —% + C, luego C =

N| =

13.2. Calcula la derivada de las funciones f(x) = arctgx y (x) = —arctgl. Y, sin calculadora, obtén el valor de
x

arctg7 + arctg; .

1 1
f(x)=——, g'(x)=
(x) 1+ X2 gx) X% +1

Como f(x) y g(x) tienen la misma derivada, son primitivas de la funcién F(x)= ] L y, por tanto, f(x) = g(x) + C

+x?

y como f(1) = -g(1), entonces f(1) = —f(1) + C, por tanto, C = 2f(1) = g . Asi pues, arctg(x) + arctgl = g para
X

todo x. En particular, arctg7 + arctg

~N| =
N3
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13.3. Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) I(sen x—e"+\/7)dx c) “'(1+3/?)dx
b) j(i/?—%]dx d) [V x*Vx dx

1

+1 2
x2 +C:cosx—e"+§\/x3 +C

a) J.(sen x—ex+x/;)dx:—cosx—ex+

—+1
2

1

T
b)J.(Q/;—izjdx= LB x’2*1+C=%3x/x4+%+C
X

14 -2+1
3

2
)
c) J-[1+§/x_2jdx=x+%x3+ +C=x+§§/x_5+C
§+1 5

5
—+1
d) J.3\lx2x/;dx :J.Q/x_sdx :5Lx6 +C:%6x/x11 +C.
—+1
6

13.4. Calcula, en cada caso, la funcion f(x) que verifica las condiciones dadas:

a) f’(x) =cos x+ xx y f(nr)=0

b) F/(x) =

—-e* yf(0)=1
1+ x? y 1(0)

c) f(x) = x — 2cos x y la grafica de f corta a la bisectriz del 2.° cuadrante en el punto de abscisa x= x.

3
a) I(cosx+x\/;)dx=j[cosx+x2]dx=senx+§\/;+c =f(x)

Para calcular C se utiliza (1) =0, 0 :senn+§\/n_5+Cs C=—§x/n_5.

Luego f(x)=sen x+§\/x_5—§ o

b) SI 1 3 dx—J'eX dx = 3arctg (x)—e* +C =f(x)
1+ x

f(0)=3arctg (0)-e’+C=1=C=2
Luego: f(x)=3arctg (x)—e* +2

c) I(x—Zcosx)dx:%xz—Zsen x+C =f(x) y se sabe que f(m ) =—x.
15, 1,
f(ﬂ)=51t —28enn+C=—n:>C:_En _n

Luego: f(x)= %xz —2sen x—%rc2 -n
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13.5. Calcula las siguientes integrales indefinidas:

t+1 cos(Int)
a JW d) jit dt
b) I1+ 35 e) J%ds
¢) [(x*+1)" 5x dx f) j

W

IJth I 2+2 o\ i2t+3+C
t

+2t+3 22 +2t+3

e’ 2e2s
b J' J' | 146%)+C
) 'I+e2 “2)1iem ( )

c) I(x2+1)20~5xdx=EI(x2+1)20~2x dx=4—52(x2+1)21+c

d) I%('”t) dt = sen (Int)+C

e’ e’ s
e) .[1 F ds:J. : ds=arctg(e®)+C
+e 1+(e)2

f)j\/% j\/i

dx = arcsen )+C

13.6. Halla las primitivas de las siguientes funciones:

a) f(x)=2x(sen x?)(cos* x?)

b) [ta(3x +2) dx

a) f(x)= I2x(sen x?)(cos* x?) dx = —lIZX(—sen x2)(5cos* x?) dx = —%cos5 x2+C

b) Itg (3x+2)dx = J' ~3sen(3x +2) dx=—1|n|cos(3x+2)|+c
3 cos(3x+2) 3

13.7. Calcula las derivadas de f(x)=tg’x y g(x) = 12 , simplificalas al maximo y explica qué observas.
cos” x

f(x) = 2tg x 12 - 239’3‘ X
COs™ X COS™ X
, 2sen x
g9'(x)=——
COS™ X

Zsen X

Sus derivadas son iguales, luego son dos primitivas de h(x) = . Como f(x) = g(x) + C, mirando su valor en

x=0,setieneque 0=f0)=g(0)+ C=1+C, tg° x=—— L 1.
cos?
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13.8.

Obtén las siguientes primitivas:

a) [ (x*—5x+1)cos x dx e) [VxInxdx
b) j arctg x dx f) [ x(inx)*dx
c) j arcsen x dx g) [(1-x)e™dx
d) [ (x” -3x+1)senx dx h) [e**cos x dx

a) j(xz ~5x+1)cos x dx

I(xz —5x+1)cosxdx = (x2 —5x+1)senx—(2x—5)(—cosx)+2(—senx)+C =

= (x2—5x—1)senx+(2x-5)cos x+C

X
+x?

Iarctgxdx:xarctg x—L dx:xarctgx—%ln(1+x2)+C

dx = xarcsen x+V1-x2 +C

J. arcsen x dx = xarcsen X—I

1- x?
1
X
1-x?
d) I(x7 ~3x+1sen x dx
f g’ j(x7—3x+1)senxdx:(x7—3x+1)(—cosx)—(7x6—3)(—sen X)+
7
X = Sx +1 sen x +42x° cos x —210x*sen x +840x°(—cos x) — 2520x*(—sen x) +
x _53 —cos x +5040x cos x —5040sen x +C = (—x7 +42x° —840x° +5043x — 1) cos X +
42x —sen x
2105 cos x +(7x6 —210x* +2520x? —5043)sen x+C
840x° sen x
2520 —Ccos X
5040x —sen x
5040 COS X
0 sen x
e) J.«/;In X dx

3
I&Inx dx=Elnx-\/x—3—J.2\/X—dx=glnx-\/F—i\/?+C=
3 3x 3 9
3 =§x/x7[lnx—§j+c
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Jx(lnx)z dx=%x2(lnx)2—Jxlnx dx=%x2(lnx)2—%lenx+_[%x dx+C=

=1x2(lnx)2—1x2Inx+1x2+C
2 4

I (1= x)e *dx = —(1- x)e™* —(~T)e™* +C = xe™* + C

Ie“ cos x dx = e**sen x +3e* cos x + .[9e3x(—cos x) dx

e cos X 3x
2 3x e°*(senx +3cos x)

3e sen x Por tanto, | e** cosx dx = 10 +C.

9e* —Cos X

13.9.Calcula las siguientes primitivas previa descomposicion en fracciones simples:

dx xdx
b
N xss ) GeAic3)8)
2x -1 x*+x*-8
21 d ) =2 ¢
C)J(x-1)(X'2) X )J‘ X3-4X x
a)J. ax =1In|2x+5|+C
2x+5 2
1 3 -3
b)_[ xalx 24, . [_8 dx+I 12 g = 1 finfx — 1+ 9ln[x + 3| ~10Inx +5)+ C
=Mox+3)x+8) I x=17 s T xes T T 2a
o | 2x 1 J' dx+j dx =—Injx—1+3In|x-2/+C
(x=1)(x-2) -2

3 2

5 4 2 _
d) Iudxzj.(x2+x+4)dx+].wdx :X_+X_+4x+Jgdx+I
x3—4x x(x=2)(x+2) 3 2 X

5 dx+J‘ -3
X—-2 X+2

x> x?
=?+7+4x+2ln|x|+5In|x—2|—3|n|x+2|+C
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13.10. Determina las siguientes primitivas:

13.11.

a)'[ x 2) )J' 2X -3x-3 dx C)J ?X d)j

x 2x+5) x*+1

PR S
(x=1(x-2) I x=1 J(x-1f Jx-2 x-1

1 1.2

—dx
)I J‘ dx _(3 3" 3=
x+1 T x+0)2-x+1) Jdx+1 I x?-x+1
2
:l|n|x+’]|_lj.22)(—_1dx+l-i-].¢dx=
3 69 x2—x+1 2.J3 x—1
2

o)

1+

)

:lln|x+1|—lln|x2 —x+1|+£arctg
3 6 3

)

x%-6
x*+6x*+8

1
2

dx =

2x*-3x-3 -1 3x-2 2x-2
o [ . dx= [+ [— dx = —Injx—1+ J'
(x=1)(x*-2x+5) x-1 x*—2x+5 2 2x+5
=—In|x -1 +§In|x2 —2x+5| +larctg£x—_1]+c
2 2 2

ax =

x*-6 x2-6 -x-3 2x+3

)I Z 2 dx = 2 2 XZJ. 2 J. 2
X" +6x“+8 (x“+2)(x“+4) X +2 X +4

1

= I x—i ‘/52 dx+j 22X dx+gj 2 dx =
2042 V2 x?+4 2

(] &)+

1, (5 3 ( XJ ) 3 X
=——In|x* +2)-—arctg| —— |+In(x“ +4)+—arctg| — |+ C
2 be+2) V2 V2 2 2

Calcula las siguientes primitivas:

)I1;i1 c) Jﬁdx
)I1+\/\/:dx:t—1+x/_ dt—2j/;dx:>2(t—1)dt=dx
HJ: = [RENE2 g~ f(at-6pat-a[ & =
=2 +6t—4|n|t|+C=—(1+«/7) +6(1+x) —4In‘1+\/;‘+C
)j1+e = t=e%dt —e"dx = % ~dx
j1+e —j( 1”) dt—j dt+ t+1dt:In|t|—%jt22i1dt+ft21+1dt:

:In|t|—%|n|t‘2 +1|+arctg (t)+C = x—%ln|e“ +1|+arctg (e*)+C

dx = t=Yx;dt = dx = 3t2dt = dx

c) IL - 1
Tx+1 T

|
X +—
2

2
(x—1j v
2

1 _§ 2 _33 2 a3 3
IJ—+1 _j—dt_ 3[(t-Nat+3[ —dt=>t 3t+3|n|t+1|+c_2x/7 R/ x +3nflx +1+C
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13.12. Halla las primitivas siguientes:

\/; X+5 X
a) jmdx b) j ——dx (llama t?)
a) dx = t=%x;dt= = 6t°%dt = dx
b 7
Bt L e 4 1 4+ 67 65 65 -
J\/_+1 j dt_sf(t —tt+t —1)dt+6jmdt_7t —gt +§t —6t +6arctg (t)+C =

=7x9/7—g\/;+2x/;—6§/;+6arctg (5/7)+C

2
b) L/X+5dx (llama X—+5=t2) :>X—+5 2 2= 1+£ 2tdt:__§dxz_l(£) dx = dx = _10t2
X X X X X 5\ x (t2_1)
fx+5 —-10t? 5 1 5, 1 5 1
dx = dt=——|——dt+— | ——dt+—
'[ X J.(1‘2_1)2 2-"(1‘—1) 2'|‘(t—1)2 2j(t+1

2° (t+1)
X+5 1 X+5 1
-1+ +In
X \/x+5

+1+
_1 X Jﬂ+1
X X

:E[—In\t—ﬂ+i+ln\t+1\+ij+c:§ ~In
2 t-1 t+1

+C=
2

5 |Jx+5+x
—Inm_& +4/x(x+5)+C

13.13. Transforma en primitivas de polinomios o cocientes de polinomios las siguientes primitivas. (No es
necesario que las resuelvas):

a) Isensxcosz x dx b) Iii: )): c) J.

dx
cos x

a) Isen5xcosz x dx= t =cosx; dt =—sen x dx
_[sensx cos’® x dx = —I(1 —cos® x)* cos? x(—sen x)dx = —_[(1 — 2%t

2dt

sen* x
by [3€N X _<at
) J 142

X
dx t=tg|—=| dx=
X T 9[2)

[Zt T

4 4

J‘senxdx .[1+t 2 o = J’( 32t
1

cos® x 1-2Y> 1412 +2f(1- t2)3
o)

dx:tztg[g); dx = 2dt I ! dx = 2dt

1
°) ’[ cos X

1412 Joosx ) 1-¢2

13.14. Haz lo mismo que en el ejercicio anterior con las primitivas siguientes:

a) J-sen Xd b).fsen“xcoszx dx c) Itg“x dx
cosx
3 3
)Jsenxdx:t—tg( } dx = 2dt2; J‘senx X:J' 16t ot
1+t cos X (1+2F(1-12)
dt ) t4
b)J'sen“xcoszxdxst=tgx; dx=—>; jsen“xcos xdx:j—7dt
+t (1+t2)

4
dt

c) J‘tg“deé t=tg x; dX——tz, J-tg X dx = I1it2
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13.15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

Prueba el reciproco del teorema de Liouville, es decir: la derivada de f(x)e?™ con fy g funciones
racionales, es R(x)e?™ con R funcién racional.

F(x)=f(x)e? = F'(x)=f'(x)e?™ +f(x)g'(x)e ™ = (f'(x)+f(x)g'(x))e ™

Si f(x) y g(x) son funciones racionales, entonces, R(x)=f"'(x)+f(x)g'(x) es una funcidn racional pues la
derivada de una funcién racional es racional y el producto y la suma de racionales es racional.

2n

TH - 2 - e
Utilizando la no elementalidad de Jx e®™ dx , prueba que no son elementales las primitivas:

a) [inx dx b) J’ﬁdx c) j%dx
Indicacién: pon In x = £ en a)yb)yx= £ en c).

a) I«/Inx dx Llamando x =e'’: dx = 2te'dt : J.«/Inx dx =I Inlet” Jotet’ dt = ZJ. 26t at que no es elemental.

2tet’
\/Iniet2 )

eax eat 2
c) J- dx Llamando x = t%; dx = 2tdt ; I , 2t dt :2Ieat dt que no es elemental.

Jx

1 2 2 1
b)J. dx Llamando x =e' ;dx =2te!" dt; j—dx:j
JIinx

Jinx

at = 2.[et2dt que no es elemental.

EJERCICIOS

El concepto de primitiva de una funcién

Asocia a cada funcion f(x) una primitiva F(x).

f(x) F(x) f(x) F(x)

6sen’(2x +1)cos(2x +1) sen(2x +1)° 6sen?(2x +1)cos(2x +1) sen®(2x +1)
cos(2x+1) %sen(2x+1) cos(2x +1) %sen(2x+1)

6(2x +1)? cos(2x +1)° sen(3(2x +1)) 6(2x +1)? cos(2x +1)° sen(2x +1)°

6cos(6x +3) sen®(2x +1) 6cos(6x +3) sen(3(2x +1))

Comprueba que F(x)=arcsen x y G(x)=—arccos x son ambas primitivas de la misma funcion. ¢De
qué funcién se trata? ;En qué constante difieren?

! y G'(x)= ! , luego son ambas primitivas de f(x) = !

1-x2 V1-x? 1-x2

Se calcula la constante en la que difieren: F(x) = G(x)+ C; F(0)=G(0)+C = 0= —§+C =C :g .

F'(x)=

Una primitiva de cierta funciéon fix) es F(x)= x?>-3x+1. Encuentra otra primitiva de f(x) cuya grafica
pase por el punto A(1, 5).

Las primitivas de f(x) son de la forma G(x) = x*> -3x+1+C . Haciendo x = 1 se tiene 5=1-3+1+C=C=6.

La primitiva buscada es G(x)= x?>-3x+1+6.
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La integral indefinida. Primitivas inmediatas

13.20. Comprueba que:

13.21.

a) IGsen(x+1)cos(x+1) dx =3sen’(x+1)+C

C)I ,—ax_l_bdxz2(ax+b)\/ax+b+C

3a

a) Se comprueba que, efectivamente, (BSenz(x +1)+ C) = 6sen(x +1)cos(x +1).

1

2 .
XS

b) Se comprueba que, efectivamente, (44x/;+C) =

’

3
2(ax+b)\/ax+b+cj _ 2(3X+b)2+c _Jax+b.

c) Se comprueba que, efectivamente,
3a 3a

Calcula las siguientes primitivas inmediatas indicando de qué tipo son:

a) JWdX )."2\/1 x? 3

b) I4 -3-2 dx f) '[e"‘ dx
x*+3x%-5x+7 2+t2
c) I—xz dx g) '[1 tz

senx +cosx

d) [P0 g
a) .[Q/x_?’dx . Tipo J.xr-dx :%-x”uc = J.de=§§/x_8+c
r+

X X X X X
b) Iﬂdx.ﬂpo J'ade:a +c:>.|'ﬂdx J'2de 3jdx_
2% Ina 2%

2

x2+3x2-5x+7
c) I—
X

dx . Tipo J'xf-dx:L-x”uc y Ildx:ln|x|+C
r+1 X

2

J‘x3+3x2—5x+7
X

dx:'[x dx+3J‘dx—5‘[l dx+7j.i2 dx:lx2+3x—5ln|x|—1+C
X X 2 X

d) dex.ﬂpo J.cosxdx:senx+C y Isenxdx:—cosx+c

J‘sen X +COS X

dx:lJ‘sen X dx+l‘[cosx dx:—lcosx+lsenx+C
2 2 2 2 2

dx =arcsen x+C

)‘[2 dx Tlpo‘[

x/_x
J.zj/ﬁSd ~2[ax SIW

f) J-e”‘dx . Tipo '[e’(x)f’(x) dx=e"4+C= J.e’xdx =—e"+C

J'1
1+

e

dx =2x—3arcsen x+C

2
dx = arctgx+C:I2+t dt—jdt+J- 2 dt =t+arctg (t)+C
+
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13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

x> +3

T

(PAU) Calcula una primitiva de y =

X2 +3 3 -2 2
I dx:J.xzdx+3Ix 2dx=§x2 X +6Vx +C = f(x)=gx2x/;+6\/;

Jx

(PAU) Determina f(x) sabiendo que:

f”(x)=24x f7(0)=2 F(0)=1 f(0)=0
f”(x)=24x entonces f'(x) = 12x*+ C , como 1”(0) = 2, se deduce que C = 2.

7'(x) = 12x° + 2 entonces f(x) = 4x°+ 2x + C , como f(0) = 1, se deduce que C = 1.
f(x)= 4x®+ 2x + 1 entonces fix) = x*+ x*+ x + C, como f(0)=0, C=0Yy, por tanto, f(x) = X+ 2+ x

(PAU) De una funcién y = f(x), x > -1, se sabe que tiene por derivada y'=% donde a es una
b'¢

constante. Determina la funcién si, ademas, se sabe que f{0) =1y f(1) = -1.

I1a dx=aln(1+x)+C=f(x).Comof(l0)=a-0+C=1= C=1ycomof(1)=an2+1=-1 = a:%
+X n

_2In(1+x)+1

La funcion es f(x)= D
n

=-2log,(1+ x)+1.

(PAU) Halla una funcién F(x) que verifique que x°F'(x)+x®+2x=3 para x #0.

+—+C

3-2x-x° 3-2x-x° 3 2 1
XF(xX)+x2+2x=3=>F'(x)=2"22"2  — F(x :I—dx:____
) ) ° ) x° 4x* 3x* x

(PAU) Halla la ecuacién de una curva y = f(x), sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente
de la recta tangente en el punto de abscisa x es 3x + 1.

Se sabe que f(x) = 3x+1, luego f(x):%x2 +x+C ycomof(1)=1,C= _73

La curva tiene ecuacion f(x)= %xz x-3.

2

Otras primitivas inmediatas mas generales

(PAU) De la funcién f:(—1,+«=) > R se sabe que f'(x)= (xj1)2 y que f(2) = 0.
a) Determina f.
b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
3 3 _ _ 3
a) f(x)= I—de =——+C, comof(2)=0,C=1, f(x)=———+1
(x+1) xX+1 x+1

b) F(x)= —i+1 dx=—3|n|x+1|+x+C, 1=-3In(1)+C, C=1
x+1

F(x)==3Inx+1+x+1
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13.28. Observa estas dos integrales:

)j g dx= +C

x =In(x*+5)+C
¢Por qué en la primera integral es preciso tomar el valor absoluto y en la segunda no?

Porque X*+5es siempre positivo y xX*+5n0 lo es.

13.29. (TIC) Calcula estas integrales:

a) J-\/5 3th C)J‘gdx e)J' X+2 dx

cos?x x?+4x
b)'f\/x+3 dx d) JX+\/— f) Jsenxcosxdx
a)J“'S 39X ,/5 3tg x)° +C )j“fd “injx]-2+cC

cos? x Jx
b) IVX+3 dx:gwl(x+3)3+C e)J. X+2 dx:lln|x2+4x|+C

3 x2+4x 2
2

)J‘Inx _Inx )2+C f) Jsenx-cosxdx:senx+C

13.30. (PAU) De todas las primitivas de la funcién f(x) = 2tgx sec? x, halla la que pasa por el punto P[%, 1).

F(x)=I2tgxse02xdx= +C F(£j=;+0=1sC=—1

cos? x

2
13.31. (PAU) Calcula jﬂ dx.

Jx
J‘(X\/;)Z dx = 21‘/5_(3)( ~10x+15)+C

13.32. Calcula la primitiva de la funcién f(x) = x+/ x> =1 que se anula en el punto de abscisa x =2.

X):IX X2—1dXZ@+C, 0:J§+C:>C:_J§:>F(X):\[(X23_1)3 _\/g

x

13.33. (PAU) Halla la funcion F(x) tal que F(0) = 2, y que sea primitiva de la funcién f(x)=

e*+1°

dx=In(e*+1)+C In2+C=2=C=2-In2= F(x)=In(e*+1)+2-In2

13.34. (PAU) Calcula la integral: j (\/ x*+20x +(x* + 20x))(x +10) dx.

3
J(\/xz+20x+(x2+20x))(x+10)dx:w 2 =~ +10x> +100x* +C

3
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13.35. (PAU) Calcula je“’-*” (1-4x)dx.

IeZXZ—x+3 (1 _ 4X)dX — _e2x2—x+3 +C

13.36. (TIC) Calcula:

a)szxdx

xdx

c) Ixarctg(x+ 1) dx

Integracion por partes

e)jln(x-mj dx

f)“'(x2 +x)e dx

g) Iln(x+1) dx

i) jx3 e~
j) jxlnxdx

K) [ x* (Inx) dx

d) lenxdx In:( d. I)Je" cos (3x)dx

X X 2
a)jx2*dx x2 (2l gk = 2~ L-(Lj +C

In2 In2 In2 \In2
b)dex—szde:—xzéJrjz dx =27 X o

In2 “In2 In2 In2
c) Ixarctg(x+1)d 1x arctg(x+1)—f_[x72dx 1
2 231+ (14 x)? 2

2 2
_X arctg(x+1)_1+ln(x +2x+2)+C

2 2

2

3
2Vx% "

2Wx%inx  ax®
= - +C

d) I&m dx = Nf'”x—j

e)jln("—“) dx:J‘xIn(X+1j dx =
x-1 x-1 2

1 2 (X+1j J.
=—x°In| — |+ x+
2 x—1

x? - 2 -1
1 5 (x+1
=—x%In Z— +x+—|n|x 1|——In|x+1|=
2 -1
f)
f g’
X2 +x e—2x+1
_l —2x+1 __
2x +1 2e B
1 —2x+1
2 e
1 —2x+1
0 e

ax 3

9

J‘(Xz + X) e—2x+1 dx = e—2x+1 [

Iln (x+1) dx = (x+1)In(x+1)- I

—(x+1)(x 1)In£x+1j+x+C
x—1

e (x* +2x+1)+C

x+1
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—2x -2
X2 +2x+2
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Solucionario
h) J’In_xd __Inx J‘_d _ In);+1 +C
i) J.x3~e’x2 dx
2

2
j) Jxlnx dx——lnx I——dx——lnx—X—+C
2 4

e (x2+1)
-2

+C

k)J. Inx :—x 4(Inx) ——Ix Inx dx = x (Inx)z—l(lx4lnx—Jlx3dxj:
4 2\ 4 4

14 2
=—x"(Inx
X (nx)

—lx4 Inx+i2x4 +C

J' e cos (3x)dx = e* cos (3x)— e* (~3sen (3x)) + I e* (~9cos(3x)) dx

cos(3x X
3se§1(31() o Despejando se obtiene:
—9cos(3x) & .[e" cos (3x)dx = & 208 (3%~ 190( 3sen(3x) , ¢ = o " (cos(3x)+ 3sen(3x))+ C
13.37. (TIC) Calcula realizando una tabla auxiliar con las integrales sucesivas:
a) I xx° cos x dx b) Ix’e”dx c) Ie“ cos bx dx d) I (x*+x? +1)e*dx
a)
g’ Ixe cos x dx = 6cos x(x® —20x® +120x)+sen x(x® —30x* + 360x% —720)+C
X cos X
6x° sen x
30x* —COoS X
120x° —sen x
360x° Cos X
720x sen x
720 —COS X
0 —sen x
b)
, x" x® 6x> 30x* 120x* 360x*  720x 720
f g .[x7e7xdx:e7x e R et st —— |+C
J olx 7 7 7 7 7 7 7 7
7X6 %67)(
1 7
42x° —ze”
1 7
210x* e
1 7
840x° e’
ie7x
2520%° 75
1 7x
5040x 76°
1 7x
5040 77°
0 7_1867x
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13.38.

13.39.

13.40.

13.41.

c)

f g’ jea" cosbxdx = leax cos bx —izeax(—bsen bx)+ Iizea"(—bz cos bx) =
ax a a a
cos bx e ax
leax . (acos 12)x J;f sen bx) +C = (Despejando)
—bsen bx a a+
b? 1 1
1 1+— jeax cos bx dx = —e® cos bx —— e®(~bsen bx) =
—bPcos bx | 2 ° a a a
™ (acos bx + bsen bx)

+C

J‘ea" cos bx dx = 3
a‘+b

j(x3+x2+1)ex dx = e*(x*—2x> +4x-3)+C

Determina las funciones f:R — R que satisfacen la condicion de que la pendiente de la recta
tangente en un punto genérico (x, y) de su grafica viene dada por la expresion xe*.

f(x) = J.xe"dx - xe* -J'ede —e¥(x-1)+C

(PAU) Sea f:(-1, 1) > R definida por f(x)= In(1—x2), calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por
el punto (0, 1).

F(x)=IIn(1—x2)dx=xIn(‘I—xz)—j 2x* > dx = xIn(1- x? 2Idx+2]— =
(1-x)(1+x)
=xIn(1-x?)—2x+ —dx+J.—dx xIn(1-x?)—2x— In1 Xlic
1- 1 1+ x
Como pasa por (0, 1) sigue que —In(1)+C =1=C =1 yla funcién es F(x)= xIn(1—x2)—2x—In1_—X +1.
+X

(PAU) Calcula la siguiente integral indefinida:je”(x2+bx+c)dx en funcion de los parametros
a,byec.

J.e‘?’x(x2 +bx+c)dx = lea"(x2 +bx+ c)—ljeax(2x+b) dx = le‘?”((x2 +bx+c)—i2e"’x(2x+b)+l2J-Zeax dx =
a a a a

a

2 3

2
:eax(x +bx+c 2x+b 2J+C
a a a

Basandote en el ejercicio precedente, calcula: Ie" (x2 -2x - 1) dx

Tomando en el ejercicio 40 a=1, b=-2y ¢ = -1, se obtiene:

jex(xz—2x—1)dx:ex(x2—2x—1—(2x—2)+2)+C:ex(x2—4x+3)+C
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13.42. Utiliza dos veces la integracion por partes para calcular la funcién fix) que cumple f(0) = 1 y
F(x)=e*cosx.

f(x):J.e" cos x dx = e* cosx+J.eXsen x dx = e* cos x +e*sen x—J.e" cos x dx

e*cos x +e*sen x
2

f(x)=.[excosxdx= +C.Como f(0)=%+C=1:>C=%: f(x)=%(cosx+sen x+1)

Integracion de funciones racionales

13.43. Encuentra dos numeros reales A y B tales que 4):_5= A + y calcula jﬁdx
x“-1 x+1 x-1 x“ =1
4)2(_5: A LB = A(x—=1)+B(x+1)=4x -5 para todo x
x“-1 x+1 x-1
Enparticularsisehacex=1,seobtieneZB=—1ysisehacex=—1,—2A=—QsB:_?1yA:%
9 A
Luego 4);_5= 2 _, 2 .Asi,jd')z(_sdx:g 9x 1 i:g|n|x+1|—lln|x—1|+C
x“-1 x+1 x-1 x° -1 x+1 x-1 2 2

13.44. (PAU) Se consideran las funciones reales f(x)=12x*-8x*+9x-5 y g(x)=6x*-7x+2. Calcula la
funcion H(x)= j LiCIIpy que cumple H(1) = 1.
g(x)

3 _ 2 _ _
H(x):jf(x) dX:rzx 8"+ 9x 5dx:j(2x+1)dx+ _12X7T x4 x+inext —7x+2)+C
g(x) 6x*-7x+2 6x2_T7x+2

Como H(1)=1=1+1+1In1+ C=1, por tanto, C = —1, y la funcién es H(x)=x2+x+ln(6x2—7x+2)—1.

13.45. (TIC) Las siguientes integrales dan lugar a funciones tipo arco tangente. Para resolverlas, primero

debes transformar las fracciones en otras de la forma: ;2, cuya integral es ya inmediata:
1+ (ax +b)

jm dx = arctg (ax+b)+C

a).[‘H-ZX2 dx c)jmdx e) Imdx

B[ gy O ) [ g o 0 | rrorsai

a) I 2 > dx =2arctg x+C
1+ x

1
1 X
— —dx=—arctg| = [+C
2% 9[3)

1+j
1

1
c dx:j
)Ix2—4x+5 (x -2 +1

1 1
b I dx=—.[
) 9+ x? 3

wlx @]

dx =arctg (x-2)+C

dx = iarctg (\/Ex)+ C

1 1 V2
d)j1+2x2 dx_ﬁLJr(@Xf 2

1
e) I%dx =1J.;2dx =larctg(x_3j+c
4+(x-3) 2 1+(x—3j 2 2
2

1

f)J. > 2 dx:J. 22 dx:lj+dx:larctg(x+sj+c
x“+10x +41 (x+5) +16 2 [X+5j 1 2 4

4
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13.46. (TIC) Calcula estas integrales correspondientes a los 6 casos posibles de funciones racionales:

2x+1
d. i d.
a)jx+5 x )-[x —3x+2 I)-[x2+4 x
1
j) | —————dx
)~[2x 7 j)v'.x“+3x2+2
1 -x*+3x+23 X+ x*+3x+2
Ot o @ [N ax g [XAXA3x2
X“+2x+3 X" +4x°-3x-18 (x +2)
x+5 3x*-2x*+9x*-3x+5
d) Iz—dx h) j 5 dx |
X +4x+7 (x- 1)(x +1)
Caso 1. De 1.*" grado (solo una raiz real)
a) | 3 dx=3Injx+5/+C o) | K _Tinax-7]+c
xX+5 2x-7 2

Caso 2. De 2.° grado sin raices reales
1 1

K jx2+;x+3dx:j(x+11)2+2dxz‘[(x+12)2+1 J_I [X+1j dx:%arag(%]

V2 V2
P SO VS = S Y S NS P TOOE  TL HO
X2 +4x+7 29 X2 +4x+7 (x+2)°+3 2 J3 /3 (x+2j 1
J3
1 2 X+2
=—Inlx®+4x+7 ——arctg( j+C
2" R
Caso 3. Solo raices reales distintas
e [ 2x+1 ax= | =3 ax+ | ®_ dx =-3Inx—1+5Injx-2+C
x2-3x+2 -1 xX-2
1 1
f).[ L dx = 4 dx+ | -4 dx:—lln|x+2|+lln|x—2|+C
x> -4 X+2 X—2 4 4
Caso 4. Solo raices reales, algunas iguales
-x?+3x+23 -2 -1 1
9 [ = [ de+ [ —dx+ [ = 2infx+ 3 ——+infc -2 +C
x* +4x* -3x-18 x+3 (x+3) x=2

h)J. X+5 dx:J. L dx+.[ i dx+.[ 3 2dx:ln|x+1|—|n|x—1|—i+C
-x+1 X+1 x-1 (x=1) X —1

Caso 5. AIgunas raices complejas distintas

1 1 1 1
1 ——x+Z gx+Z
i)I s dx:J' 8 dx+ [ dx =
X“—-2x+2 X +2x+2
2x -2 2X+2
R e Ao
16 X2 —2x+2 8 x—1)? 16 x2 +2x+2 8J (x+1)°+1
1 2 1 1 2 1
=——In{x“ —2x+2)+—arctg (x —1)+—In{x* +2x +2)+—arctg (x + 1)+ C
16( )89()16( )89()

. 1 1 -1 1 f 1 X
dx:j dx+j dx = arct, ——I—dx arctg (x) ——=arct ( ]+C
) .[x4+3x2+2 x? +1 x> +2 9(x V2 [x 9(x) V2 g V2
T_

Caso 6. Algunas raices complejas repetidas
k)Ix3+x2+3x+2 _J- X+1 J- d _1J- 2X e J-
(x2+2)2 x*+2 X +2 \/— J2 (

ax+— I ax =

X =—
(x +2) 2 x +2)

Lj
7
= lIn(x2 +2)+iarctg (LJ—;+C

2 J2 V2 ) 2(x*+2)

) J‘3x —2x3 +9x2 —3x+5d :3J'
(x- 1 Ix +1)2

dx — ZI 1dx+ J-—dx 3In|x -1 - 2arctg x —
X2+

x +1)2
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13.47. (TIC) Calcula las siguientes integrales:

3

X
c) | -——dx e) | 5——dx
)J.x2+2x+1 )Ix2+x+1
2x?
b d d | —— —d
)J‘Q—x2 x )Ix2+x—6 f)J‘x2+2x—3 x
2 1 -1
a)j B dx:j dx+j dx =Inx=1-Inx+1+C
x° =1 x-1 xX+1
2 (g 2 _
b) | 2X2dx=j 29-x7)+18 dx = [ ~2dx+ 1—8dx=—2x+j 3 dx+ | 3 ax=
9-x 9-x (B3=x)(3+x) X+3 x-3
=-2x+3In[x+3/-3Injx-3/+C
C)I 5 X dx:j L dx+[ _12dx:ln|x+1|+L+C
X +2x+1 X+1 (x+1) x+1
1 1
o X _[-5 dx+ [ 2 dx = Injx— 2|~ Lin|x+3]+C
X“+x-6 X-2 X+3 5 5
2
s £
e) sz—dx:I(x—1)dx+J.2L:lx2—x+'[d—X2:lx2—x+ij¢2dx:
X+ x+1 X“+x+1 2 1 3 2 NE) 1
2) "4 [“5)
+1
3
1, 2 [2x+1j
=—Xx“—x+—=arctg +C
2 TR
1
f)j j 4 _3inlx+3+tinfx—1+C
x2+2x— 3 x+3 x-1 4 4
Integracion por cambio de variable
13.48. Calcula las siguientes primitivas realizando el cambio de variable que se indica:
X dx
a) | ——dx x? =t b) | ————— 2x-1=+¢*
B ”m+4x-z
x2=t 2xdx=dt = —I T =—arctgt+C=—arctg(x )+C
x4 +1 2 t
b) IL 2x—1=1t% 2dx =2t dt
Vox—-1+4x-2° '
.[ :_.[ 2 2tdt2= 2dt ||1+2t|+C:—In(1+2\/2x )
Vox—1+4x-2 2 J2x—1+202x-1) 2 trot? 2J1v2t

13.49. (PAU) Calcula la siguiente primitiva: Isen(ln x)dx .

Se hace x=e' = dx=¢' dt
J.sen (Inx)dx = J.e’sen t dt =e'sen t—J.e’ cost dt =e'sent—¢ cost—Ie’sen tdt=

x(sen (Inx)—cos (Inx)) wC
2

= xsen (In x)— xcos(In x)—J-sen(In x)dx = J-sen (Inx) dx =
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13.50. (PAU) Sea la integralje“sen(e") dx .

a) Intégrala mediante el cambio t = &*

b) Calcula la constante de integracion para que la funcion integral pase por el origen de coordenadas.
a) t=e*;dt =e* dx
Iezxsen (ex)dx = J.tsent dt = —tcost—J.—cost dt =—tcost+sent+C =-e*cos(e*)+sen(e*)+C

b) 0 =—-e°cos (6°)+sen (e°)+C = C = cos (1)—sen (1)

13.51. (TIC) Calcula las siguientes primitivas:

2 dt 2
a dx e) | —— i dx
)I1+\/7 )J.\/a—bt )I\/1_4X
4" +5. 16" sec’a xarcsen x
)I 1+16* f)-“2+3tgoc )I J1=x?
1 1+ x 5+2x*+Inx
c) | ——d k) | —d.
)Ie"+e"‘ x )J.1+\/_ )I 3x x
2
1 x5 (\/;4'\/7)
d) [————dx h) dx ) [———L ax
e ey R
2 1
a)j ax \/;zt; ——dx=adt
1+x 2Vx
| 2 dx= idt=J-4(t+1)dt—4J-Ldt=4t—4|n|1+t|+C=4x/;—4|n(1+x/;)+c
1+/x 1+t 1+t 1+t
)'[4 5167 . 4¥ =t 4¥In(4)dx = dt
1+16%
4 +5-16" In(4)4*(1+ 5 4%) 1 [1+5t 5 2t
[ e g 2 o
1+16* " In(4) 1+ (@ In(4)J 1+t 2in(4)J 1+t In(4)J 1+t
=Lln(1+t2)+ arctgt+C=LIn(1+16x)+ L arctg (4*)+C
2In(4) In(4) 2In(4) In(4)

t+-—

c) J-;dx, e’ =t exdx:dt:.[ ! - dx:J‘ 1 dt:'[ 1 dt =arctgt+C =arctg (e*)+C
X -X X X 1 2
e*+e e*+e ( )t t2 +1
t

x=1% dx=6tdt

1
o

5 3 B
Ot = J.idt-.[Gtz 6t+6)dt+j%=2t3—3t2+6t—6|n|t+1|+0=
+

fre]
Ix+¥x £+ 12
= 2Jx -3¥x +6%x ~6Inl/x +1)+C

dt -b at —2+va-bt
e)J- , X=+a-bt; dx:—dt:j J-—dx———x+C ek LAY o
Ja-bt 2vJa - bt Ya-bt b
sec?a
2+3tgo
2
t=tgosdt = doc:seczocdoc:.[sec—ad(xz 9 Do+ 3t = L2+ 3tg o]+ C
cos? o 2+3tga 2+3t 3 3
2 —
g)'[ T+x Jx =t ——dx=dt= I”X dx _jzt(”t )dtzj(2t2-2t+4)dt+j—4dt=
2\/— 1+4x 1+t 1+t

=§t3 —t?+4t-4Inf1+t/+C =§x x—x+4x/;—4ln(1+\/;)+c
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dx, 1+x3=t% 3x%dx=2tdt

i
e

(1+x%) 1)3x (2 -1pt 2, . 21+x3(x*-2)
-[—Tx 3j dt = 3J' dt— R

i)h%dx

2% —t: 2*In(2)dx=dt.[ 2
V1

arcsen (t)+C = Larcsen (2")+C
In(2)

1
I 1o t2 T In2)

In(2)
J‘xarcsenx x, t=arcsen x; dt= ! dx
V1-x? V1-x?
J‘de=1tsentdt=—tcost+.fcostdt=—tcost+sent+C=—\/1—xzarcsenx+x+C

V1-x?
k) Para resolver la tercera integral se hace el cambio: Inx =t; ldx =dt

2
.[M 3J- dx+3j-xdx+3j-lnx :—In|x|+ x+—J-tdt:—In|x|+ x+;(lnx) +C

J'ﬁde Jx = —dx dt J.KLidx .[ Ja +tfat = 3(a+t)3+C— Z(a+vx] +C

13.52. (PAU) Calcula I x(ln(1 +x%)+ e"‘)dx .

Jx(ln(1+x2)+e’x)dx :'[xln(1+x2) dx+-[xe’xdx :%Jlnt dt — xe™* +Ie’*dx =

=%(1+xz)(ln(1+xz)—1)—e‘x(x+1)+C

13.53. (PAU) Utilizando el cambio de variable t = €*, calcula J'e”exdx.

t=e%;dt =e*dx = J‘e”exdx = J‘exeexdx = J.etdt —e'+C=¢% +C

13.54. (PAU) Calcula Isecs x dx . Indicacion: realiza el cambio sen x =t para obtener una funcién racional.

senx=1; cosxdx=dt
1 1 1 1

jsecsxdx=jcoix dx=J- L dt = idt+.[ S at + I 4dt+.[ 42dt=
cos* x (1-e2f t+1 (t+1) t (t-1)

=—In|t+1|————— |—1|——L+C=—In|sen x+1|—————|n|sen x=1-—
4t+1 4 4t-1 4senx+1 4

dx
13.55. (PAU) Calcula | ———— . Indicacion: Realiza el cambio v x> -2 —x=t¢.
.[ ¢X2_2
2
Vx2-2-x=t; dtz(;—‘ljdx:udx
Vx2-2 Vx2 -2
2
J.\/ZX =J'\/ L ox= | ! VX2 gy —J.—dt——ln|t| —In‘\/x —2- x‘
X - X

2_p x_Ix2-2 x—x/x2—2 x/x
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13.56.

13.57.

Integracion de funciones trigonométricas

(PAU) Dada la funcién f(x)=cos x—cos® x.

a) Halla su integral indefinida.
b) ¢ Cual es la primitiva de f(x) que pasa por (g, 0) ?

a) Se hace el cambio sen x =f; cosx dx =dt .

Tp_ sen’x

I(cosx—coss x)dx :jcosx(1—cos2 x) dx :Itzdt: 3 5 *C

3( T
wr 2 1
b) —2241C=0=C=——
3 3

sen®x —1

Luego la primitiva buscada es F(x) = 3

(TIC) Calcula estas cuatro integrales:
a) Isenzx dx

b) Isen"’x dx

c) Icosz x dx

d) Icos" x dx

a)J.senzx dx Se hace por partes:

Isenzx dx = —sen xXCcos X + Icoszx dx = —sen xcos X + j“ —sen’x) dx = —sen X cos X + X —Isenzx dx

Despejando, se obtiene: Isenzx dx = W+ C

b) Haciendo el cambio: cosx =t; —sen x dx =dt

.[sensx dx =.[sen2x sen xdx:J-(1—cos2 Xx) sen xdx:—.[(1—t2)dt =%t3—t+C=%cossx—cosx+C

c)J‘cos2 x dx Usando el ejercicio anterior, se tiene que:

_[COSZ X dx =J.(1—sen2x )dx = X—J.senzx dx =W+C

d) Haciendo el cambio: sen x =t; cosx dx =dt

IcosS X dx =J-cos2 X COS X dx =J.(1—sen2x)cosx dx = J.(1—t2)dt =t—%z‘3 +C =sen x—%sen3x+C
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13.58. (TIC) Calcula las siguientes integrales:

a) I(Zsenzx— 3cos x) dx 0) I cos® X 4
sen’x
b) Icoss x sen’x dx d) J- cos X
sen’ x

a) I(Zsenzx —-3cos x)dx = 2J. sen®x dx — SI cosx dx = x—sen xcosx—3sen x+C (Ver 57a)
b)J‘cos5 x sen’x dx Se hace el cambio: sen x =f, cos x dx = dt

.[cos5 x sen’x dx = .[cos“ X sen?x cos x dx = .[(‘I - senzx)zsenzx cosx dx = .[(1 —t2)?t%dt = I(te —2t* 412 dt =

=lt7—gt5 +C— sen x—gsen X+— ! sen®x+C
7 5 3 7 5 3

b) ICOS X dx Se hace el cambio: sen x=t; cosx dx =dt
sen®x

1

_ 2
ICOSZX dX=J(1 se2n X)cosxdx= —'fizdt—'fdtz—f—HC:— —-sen x+C
sen°x t t senx
d) .[COSX cotgx=t; dx =dt
sen’x sen?x
42 2
J.COSSX dx=J.COSX- 12 dx:—J.tdtz—t+C=—m+C
sen’x sen X sen‘x 2 2
13.59. (TIC) Calcula estas dos integrales haciendo el cambio tg % =t
a) [~
2+cosx
J- 1
2+senx
1 2dt 1-t2 2t
Como |1+t 2i)—dx:dt, dx = COS X = sen x =
[ 92)72 v ) e 7 1+t2

= [ 2 2 e
a)IZ+Cosde_I2+(1—FJ1+t2dt -[t2+3 \/—J( . ﬁarctg[ﬁJ—\Earctg 73
1+t \/gj

b)J' 1 dx=I 1 .22dt:-[2dt :.[ ot _
2+senx 2+( 2t j 1+t 2 +t+1 [t 1)

1.3
1+ 12 2] T4
2 1 X
—dt 2 t+— 2tg| = |+1
:ij.\/g—zziarctg g +C:_arctg sz-i_ +C
V3 2(”1] V3 V3 V3 V3
2
— 27| +1
NE)
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13.60. (TIC) Consulta las formulas de las sumas y restas de senos y cosenos y empléalas para calcular estas

integrales:
a) Icos(5x—3) -sen(3x—1) dx c) Isen(2x+ 1)-sen(3x+5) dx
b) Icos(2x+ 6)-cos(4x—2)dx d) Isen(2x+ 1)-cos(3x+5) dx

a) Icos(Sx -3)-sen(3x—1)dx

a-b a+b a=(5x-3)+(3x—-1)=8x-4
Se usan: 2sen cos =sena-senb =
2 2 b=(5x-3)-(3x-1)=2x-2

cos(8x—4) cos(2x-2)

+ +C
16 4

ICOS(5X—3) sen(3x-1)d, =—Isen (8x— 4)dx——jsen (2x-2)dx = -

b) Icos(Zx +6)-cos(4x —2) dx

a=6x+4

a-b a+b
Se usan: 2cos| —— |cos| —— |=cosa+cosb =
2 2 b=2x-8

sen (6x+4) sen(2x-8)

+ +C
12 4

Icos(2x +6)-cos(4x —2)dx = %Icos(Gx +4)dx + %Icos(Zx —8)dx =

c) Isen (2x+1)-sen(3x +5) dx

e (%2

Isen(2x+1) sen(3x+5)d =%I x+4)dx—%jcos(5x+6)dx=

=5x+6
Se usan: ZSen[a j cosb - cosas{a X+

b=x+4

sen (x+4) sen(5x+6)
2 10

+C

d) Isen (2x+1)-cos (3x +5) dx

a-b a+b a=5x+6
Se usan: 2sen 5 cos > =sena-senb =

b=x+4

cos (5x+6) cos(x+4) +C

Isen(2x+1) cos(3x+5)dx =—Isen (5x+6) dx——_[sen (x+4)dx =~ 10 + >
Integrales no elementales
13.61. Partiendo de que
son elementales.
a) -[Inx b) Ie dx c) Iln(lnx) dx
t
a)J‘ﬁ Se hace el cambio: ' = x; e' dt=dx = J.ﬁ: Ie—dt
Inx Inx t
x X eex et
b)J‘ee dx Se hace el cambio: t =e*; dt =e*dx = Iee dx:j exdx:IT at
e

c) J-In(ln x)dx Se hace el cambio: e’ =x; e’ dt=dx = fln(ln Xx)dx = Ilnt-e’ dt

t
Ahora, integrando por partes, se tiene Jln(ln x)dx = 'flnt-e’ dt =Int-e' —J'eT dt
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13.62. Utilizando la tabla de integracion por partes demuestra que j.e— dx no es elemental.
x

X
Se calcula Ie— dx por partes:
X

Sise toma f(x) =+ y g'(x) =€ , se tiene:
X

1 o
X
1
— _2 ex
X
2 X
— e
X

Sisetoma f(x)=e* y g'(x):l , se tiene:
X

1
e —
X
e In x
" x(In x=1)

Se observa que tanto de una forma como de la otra se llega a sumas de infinitos sumandos y, por tanto, la
integral no es elemental.

Actividades de sintesis

13.63. (TIC) Utiliza el método que creas mas adecuado para resolver estas integrales:

2 3
e 14 x)
a) [ x*Inx dx xInv1+ x2dx k i} dx o) ((X) 4
)] | 1[5 ) JU
b) [e* cos x dx a) [ x(ax?+b)"dx 1) jx—zdx )j'" ”1)
x*+x?-2x
¢) [xVx-3 dx h) [——5—adx m) [xy/x*-9 dx q) j(ese"3*)3cos3x dx
cos?nx
Inx 5- 2"+3"
dx i n dx
x* )IJ—+1 )Ix+x+x )I 3!
sen x _ x?2+3x-2 2x+5
)j i Iﬁ Iz—dx
1+t9X (x+1)*(x+2) x*+x+1
a) jxalnxdx,
Sia#-1,sellama f(x) =In x, g’(x) = xX°.
'[xalnxdx:—x"””lnx—ija”ldx:L *n x - LI = L X2 (Inx—Lj+C
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1 a+1 a+1

Sia=-1, jx |nxdx—J"“X %(Inx)2+C

b)J-eX cos x dx , Se procede haciendo la tabla de fy g”:

Je" cos xdx =¢&*sen x — e (—cos x) — Iex cos xdx , por lo que

COs X

1
sen x Ie"cosxdx= Eex(sen X+cos x)+C
—CoS X
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C)J.X\/X—3 dx Haciendo x — 3 = y dx =2t dt, se tiene:

jx x—3dx= J‘(t2+3)t-2tdt: 2(%#] - % Jox=39 +2 Jx=3) +cC

d)'[m—xdx Se denomina In x = f(x) y 13 =g'(x)

X
Inx 1 1 101 1 1 1 11
Asi pues, J.—dx=——lnx—+ —|——dx=—=Inx — - —-— +C
P x3 2 x> 2Jx x? 2 x2 4 x?
e) 4 4 _Ax+B_C D _ (Ax+B)(x* = 1)+ C(x® +1)(x — 1)+ D(x* +1)(x +1)
=1 (PN +D(x=1)  x®+1 x+1 x-—1 x* -1

De la igualdad 4 = (Ax + B) (¢ = 1)+ C (¢ + 1) (x = 1) + D (x* + 1) (x + 1), haciendo x = 1, es 4 = 4D, con
x=-1,es4=-4C,conx=0,es4=-B-C+Dyconx=2,es4=6A+3B+5C+ 15D.

Asipues, D=1,C=-1,B=-2y A=0, por lo que la integral pedida es:

j 4 1dx =-2arctgx—-In|x+1|+In|x-1]+K
X —

f)J-xIn 1+x%dx xIn V1+x% = %x In (1+ x2), por lo que se puede resolver J.xln(1+x2)dx que haciendo
1+x°=ty 2xdx=dt se transforma en %J'Int = %(tln t-1).

Asi que la integral pedida es: len 1+ x2 dx = %(1 +x%) (In(1+x2)—1) +C

g)J‘x(ax2 +b)" dx

Sin=—1,es:j dx=iln|ax2+b|+C
2a

ax’+b
Sin# -1, poniendo al+b=t y 2ax dx = df, se tiene que:
1

— @ +b)"'+C
2a(n+1)

Ix(ax2+b)" dx= - J't"dt -
2a

max
)-[cos X

=tg(nmx)+C

dx Haciendo x = £ dt

Iﬁﬂ

Comotg—tsz(tz+1 (t6— - 3+t2+t—1)+(1—t),IaintegraIpedidaes:
GI(tG t4—13 412

:6[%§/x_7—%§/x_5—%§/x_4+%§/?+%§/7—§/;)+6arcth/; -3 In(Q/x_2+1j+ C

) I sen x dx:jsen xcos?x dx:—%cos3x+C

1+tg®x
X_ —X 2 X_ —X 2 X_ —X 2
k)J. £-¢ lax: &= | = l(ez"+e’zx—2) Asi pues, J. & -° lox = l(162"—19’2"—2x]+c
2 2 4 2 4\ 2 2
I_[ x2dx x2 X _ X __A B _Ax-0)+B(x+2)
P+x?2-2x " xXP+x?-2x x*+x-2 (x+2)(x-1) x+2 x-1 (x+2)(x=1)
2
Como x=A(x—1)+B (x+2)= A= 2, B:l,porloque:[#:zln|x+2|+lln|x—1|+C
3 3 xX°+x“-2x 3 3

m) J.x x2 -9 dx Haciendo:x2—9=ty2xdx=dt

.[xx—dx——j\/_dt 2\/_ \/7
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dx; = +
x>+ x%+x C+x?+x x(x2+x+1)

nJ' x-3 x-3 x-3 _A Bx+C A(X% +x+1)+ x(Bx+C)
X xX2+x+1 X3+ x2+x

De la igualdadx—3=A(x2+x+1)+x(Bx+ C), haciendo x=0,es -3=A;conx=1,es-2=3A+B+ Cycon
x=-1,resulta—-4=A+B-C. Asi pues, A=-3, B=3y C=4, por lo que:

Ildx: =3 In [x| +I&dx y esta ultima integral se resuelve poniendo:

3, .2
X+ X +X 1
2x+8 2x+1+2
J:z)(—+4dx=§J2—3dx=§Iz—3dx=gln(x2+x+1)+éj L ax vy,
X2+ x+1 2 J X +x+1 2 X +x+1 2 2 (X+1)2+7
2/ 4
2
finalmente,j L dx=iJ- ! 2dx=ij \/5 2dx— arctg(zXHj
A PR R e
1+ —=2 V3
V3
2
Asi pues, I%dx:—?: In x| + EIn C+x+1)+ iarctg (2X+1J+K
x*+x%+x 2 J3 V3
~)J' x*+3x-2
(x+1)2(x+2)?
X*+3x-2 A B ,C , D _ A(X+1)(x +2)? +B(x +2)? + C(x +1)%(x + 2) + D(x + 1)
(x+1%(x+2)% x+1  (x+1?  x+2  (x+27 (x+172(x +2)?

De la igualdad x* +3x —2=A (x + 1)(x + 2>+ B (x + 2)° + C (x + 1)* (x + 2) + D (x + 1)%, haciendo x = -1, -4 = B,
con x=-2,es4=D,six=0,es2=4A+4B+2C+Dysix=1es2=18A+9B+ 12C + 4D, asi que B =4,
D=-4,4A+2C=18; 18A + 12C =54, por lo que A=9, C=-9y la integral pedida es:

2 —
J%dx:gmxﬂui-9|n|x+2|+ 4 K
(x+1)(x+2) X+1 X+2
3
O)J-de
Jx
_1 1 3 5
—(1+X) = x 2 +3x2 + 3x2 + x2,asique .[( +x)° x =24x +24x° +gw/X5 +$ x" +C
In( x+1) . 1 .
)J. dx Poniendo x+1 =ty dx = dt, se tiene que:
29x+1
In(x+1

dx=2j|nt2dt=4(tlnt—t)=4 x+1 Invx+1-1/+C
Vx+1 ( )

q)j(ese“3")3 cos3xdx  Haciendo e"* =t y e*"**.3 cos 3x dx = dt, se tiene que:

J‘(esensx)scossx dx = l jtzdt - lt3 = l (esen3x)3+ C
3 9 9
)J.S ixt3 dx Operando: 52)(—:3 =15 (éj +3

X X X X
Asi pues J-wdx =15 j[gj dx +3x= i(g) +3x+C
3% 3 23

In&
"3
2x+5 2x+5 2x+1+4 .
s J‘z—dx Como > =— , se tiene que:
X+ x+1 X+ x+1 X+ x+1
J.,fx—+5dx=ln (x2+x+1)+4.[2—dx In(x2+x+1)+4iarctg 2x+1
X+ x+1 X+ x+1 ﬁ \/5

(ver el apartado n de este ejercicio para esta ultima integral)
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13.64. (TIC) Resuelve las siguientes integrales por el método mas conveniente:

e“—e”
e +e™”

a) I X+2 c) Icos%cosx dx e) I

dx

a 2
b)Ix (Inx)"dx )~[1+senx—cosx

¥

Como, X+2 _ X+1+1 _ x4

1
VXx+1 VX +1 x+1’
Ix/x+1dx+ 2 (x+1® +2x+1 +C

\/_

f) jxln(x+a) dx

la integral dada se transforma en:

b) Ixa(ln xY2dx

(Inx)?

Sia=-1, x*(In x) = , por lo queJ-xa(In x)%dx :% (In x)3 +C

1 a+1

Sia# -1, haciendo (In x)> = fy ¥ = ¢ esJ‘xa(Inx)zdx= —1 (In x)? - —=— '[Inx x%dx , siendo esta
a+

ultima integral la del 1.%" apartado del ejercicio anterior, por lo que:

Ixa(lnx)zdx _ %X‘M (In x)? - 2 1 o+ [lnlxl_%] L C
a+

a+ a+1 a+1

C)J.cos%cosxdx Comocosacos b= % (cos (a+b)+cos (a—b)), se tiene que:

X 1 3x 1 X 1 2 3x x 1 3x X
Icos—cosxdx: — jcos—dx+ — Icos—dx =—-—sen—+sen—=—sen—+sen— +C
2 2 2 2 2 2 3 2 2 3 2 2

)J‘ dx
1+senx—cos x
2dt
Haciendo tg%: ty (1+tg2§)%dx: dt, es decir, (1 + t?) dx = 2dt, se tiene: J‘%
1482 1+¢2
X 2t 1-t
Recordar: tg —=tnos lleva a sen x = COS X =
( 93 e 1412 )
Asi pues, la integral dada se transforma en: I 5 2dt 5= fdt :J‘ ! dt
1+t +2t -1+t 2t° + 2t t(1+1t)
Finalmente, 1 _A + B _Al+t)+Bt que, haciendo t=-1,nosllevaaB=-1ycont=0,A=1:
t(1+t) t 1 t(1+1)
j 1 dt =In|tf{—In[1+{ylaintegral J‘L:In tgi —In 1+tgi +C
t(1+1) 1+senx—cos x 2 2
X_ —X
e)judx =In(e"+e’)+C
e*+e*

. , 1 10 x

f)J.xIn(x+a)dx. Haciendo In (x +a)=fy x=g" es: J-xln(x+a)dx= — X¥In(x+a)- — J. dx
2 2 Jx+a
2 2
Finalmente, como =x—-a+ , la integral pedida resultara:
+a

J‘xln(x+a)dx = %xz In (x +a) — % (%xz—ax+azln(x+a))
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13.65. (TIC) Calcula las integrales siguientes:

a)IWtb{ e) [ xarctg xdx i) [senx dx )I#i;_g)
b) I(X_i& +%—%de ) [Vx (1-x?) dx i) j1i‘xl dx n).[:(:-g(—l(r:':;z))dx
c)If/;de g)Itgax-seczaxdx k)j%dx “)j(x:"ﬁ
d)j%secz(lnx) dx h) | 1) [ 2*sen 2* cos 2*dx o) [ x*V1+ x dx

-1
)IX +2\/_ &+3 :—J‘xdx+J. 3dx ;szdx+gjldx:lx2+3§/_—\/;+%|nlxl+c
X

4

258 e e e

Jx o X
Vx
c) J.(i/_ e
X
d)j%secz(ln x)dx

HaciendoIn x=ty ldx= dt, se llega a Isecz tdt =tgt=tg(lnx)+C
X

e) J. x arctg x dx

Poniendo arctg x=fy x=g" es f'(x)= yg (x)= ! x2 + E por lo que:

+x 2
1 1 1
J.xarctgxdx = — (¢ +1)arctg x—— J.dx = —(x2+ 1) arctgx——x+C
2 2 2 2
Nota: Obsérvese la simplificacion de los calculos al tomar g(x) = %XZ+% en lugar de la habitual g(x) = %XZ
f)'[x/;(1—x2)dx
3 7
Poniendo x = ¥ y dx = 2t dt, se tiene: 2jt(1—t4)tdt =2% —2t7 +C= % \/x_3— % \/7+ C

g) J-tgax -sec? ax dx

Haciendotg ax=ty asec’ ax dx = dt, se llega a: 1 Itdt =
a

l-ltzzi’[gzax+C
a 2 2a

dx El cambio mas comodo es llamar x = sen 2 tydx=2sentcost

Asi pues: I 1/__)( dX=ICOS§289ntCOStdt=2ICOStht, integral que utilizando las identidades
X en

trigonométricas cos? t+sen’t=1, cos’t - sen’t = cos2t, nos lleva a:

J.(1+0052t)dt :t+%sen 2t=arcsenx + Vx -V1-x =arcsenvx +Vx-x2+C

i) jsensx dx Como sen’x = sen’x senx, se pone cos x =ty —sen x dx = dt, quedandonos, entonces:

1

J.sensxdx = I(1-coszx)zsenxdx :—j(1-t2)2dt:—gt5—t+ 2

—t'=- lc:ossx—cosx+ gc:ossx+C
3 5 3

Haciendo x" =t y nx""dx = dt se tiene que:

= =—arct X'+ C
1+ x21 I1 t? n 9
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13.66.

k)'[ 5x% —19x +2

x3—2x%*-5x+6
5x2-19x+2 A B C  Ax-3)(x+2)+B(x-1)(x+2)+C(x-1)(x-3)

(x—1)(x—3)(x+2)_x—1+x—3 X+2 (x=1)(x-3)(x+2)

Laigualdad 5x* — 19x + 2 = A(x - 3)(x + 2) + B(x = 1)(x + 2) + C(x = 1)(x - 3) nos llevaa A=2,B=-1,C=4y

la integral dada resulta 2In|x — 1| = In|x = 3| + 4 In|x + 2| + K

I)IZ"sen 2" cos2*¥dx Haciendo sen 2=ty In 2:2" cos 2" dx = dt : % J.tdt = %% sen’ 2"+ C
n n

dx Como x’—2x* —5x+6 = (x = 1)(x — 3)(x + 2), se escribe:

x dx
" e
X __A N B N C _Ax=3)(x+3)+B(x-2)(x+3)+C(x-2)(x-3)
(x-2)(x2-9) x-2 x-3 x+3 (x=2)(x*-9)
igualdad x=A (x—=3)(x+3)+ B (x—2)(x+ 3) + C (x — 2)(x — 3) nos lleva a 3 =6B, -3 = 30C, 2 = -5A, por lo
que

Como , se tiene que la

2

A=-Z,B=_,C
5

1 1 y la integral pedida resulta ser : _2 In|x-2|+ 1 In|x-3|- iIn [x+3]+K
2 10 5 2 10
n J‘ arctg(In x2) dx

xi1+(|nx) |

1

Llamando arctg (In x) =t y -ldx = dt, la integral se transforma en jtdt = % (arctg (In x))2 + C.

1+(nx)? x
ﬁ)jL. Haciendo \/;= ty L dx = dt, se tiene que J-L se transforma en I 2 Sdt:
(x+1x 2Vx (x+1x 1+t

dt =2 arctg t = 2 arctg Jx+C.

I(x+d1x)\/; =.|‘1+2t2

O)Ixzv1 +xdx Haciendo 1+ x=£ y dx = 2t dt, se tiene:

t 8 (1+x)? 2 1 2
t2 12t 2tdt=2| ——2—+— | = 2(1+xP | 2L —Z(1+X)+ = |+ C=—- {1+ x)® (15x* —12x + 8) + C
I( ) [7 5 3] ( )[ 7 5( )3 105( I )

(TIC) Calcula las siguientes primitivas:

a) [V1-4x* dx b) [V6x—x*-8 dx c).[./1—(2x—1)2 dx d) [V3-x*+2x dx
(Indicacion: recuerda que para obtener j\/ 1- x? dx se utilizaba el cambio x = sen {)

a) IV1—4x2dx = I1/1—(2x)2dx Haciendo 2x =t y 2dx = dt, se tiene que: J.V1—4x2dx=%jv1—t2dt

Poniendo ahora t=sen u 'y df =cos u du se tiene:
%Icoszu du = (£+ sen 2“) :% (arcsen t+t 1—t2j:% (arcsen 2x+2xxl1—4x2) +C

212 4
b) IVGX—XZ —8dx Comobx—x'—-8=1- (x - 3)2, se tiene que:
IVGX— x?-8dx = I\/1—(x—3)2dx que es igual que las anteriores poniendo x — 3=ty dx = dt:
jmdt: % (arcsent+t 1—t2):% (arcsen (x—3)+(x—3)\/1—(x—3)2) +C
c) J.\/1—(2x—1)2 dx Haciendo 2x —1 =t y 2dx = dft, se tiene que:

J'\M—(Zx—'l)2 dx:% J.x/1—t2 dt = (arcsent+t 1—t2j=% [arcsen (2x—1)+(2x—1)\/1—(2x—1)2) +C

d) j 3—x2 +2x dx

1
4

ComoB—x2+2x:4—(x—1)2, se tiene j /4—(x—1)2 dx Asi, x—1=2tydx=2dt, que lleva a:

2
2Iv4—4t2 dt:4j\/1—t2 at :2(arcsent+t 1—t2) :2[arcsen )(2_1+X_1 1—(X_1j J +C

2 2
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13.67. Escribe como integral de un cociente de polinomios J\/ 1+ x? dx y resuélvela.
(Indicacion: haz el cambio x =tg t.)

1

at
os®t

Six=tgtydx=(1+tg’t) dt, la integral J- 1+ x2 dx se transforma en: J.1/1+tgzt {(1+tg’t)dt = J‘
c

Poniendo ahora sen t=u y cos t df = du, se tendria que j 13 dt = J‘L’;Z = J%du
cos’t (1—sent) (1-u”)

1 . . -
Para resolver IWW , se descomponen en fracciones simples la fraccion W:
-u -u
1 B 1 A N B C . D
(A-u?¥  (A+uP(-uf  1+u (1+u)? 1-u o (1-u)
_A(1+u)(1-u)? +B(1-u)? +C(1-u)(1+u)? + D(1+u)?
(A+u)?(1-uy?
Asipues:1=A(1+u)(1- u)2 +B(1- u)2 +C(1-u)(1+ u)2 +D(1+ u)2, que hace que:
conu=1,1=4D;conu=-1,1=4B;conu=0,1=A+B+C+D;conu=2,1=3A+B-9C+9D

Deestemodo:B=D=l,A+C=l,3A—QC=—§,porquueA=l,Czl.
4 2 2 4 4
Asi pues, j%du =1In|1 +ul— JLI In|1—u|+lL= lIn drup 1 _u 5
(1-u”) 4 4 1+u 4 4 1-u 4 1-ul 2 1-u
Deshaciendo el cambio, se tendria:
1 X
1_
u sent 1+ x? 1+ x2
s =——= X =xV1+x2
1-u cos?t 1 1
1+ x° 1+ x2

2 2
Tru_ (wuy _ (@rsenty 1 (4, sen?t+2sent)=(1+8) [1+1-—— 42 j1-—1_| -
1-u  1-u cos’t cos®t 14X 14 x2

=(1+x) [2_1+1x2+ 2 2] =(1+x°) 2+2X2_11:X22X 1+x* =(1+X°)+ X +2x 1+x% = (x+v1+x2j2
V1+x

Llevando estos calculos a la integral inicial, se tendria finalmente:
1+u

2
J‘wh+x2dx:jﬁdu:lln—+1 u :lln(x+1/1+x2) +%x,[1+x2:

4 [1-u| 2 1-2 4
= % (xx/1+x2 +In(x+\/1+x2D +C

(Se utilizara este resultado en ejercicios posteriores).

13.68. (TIC) Calcula las siguientes primitivas:

a)Imdx b)j.\/1+(2x—1)2 dx c)dex d)jde
a)jmdx. Poniendo 2x =t y 2dx = df, se tendria:

J\/mdx - % J'Wdt - %% (t 1412 +|n(t+m)j:% (ZXW+|n(2x+WD+ c
b)J‘1/1+(2x—1)2 dx . Poniendo 2x—-1=u y 2dx=du, la integral dada se convierte en:

% IW du = % (%((2x—1) J1+@x—172 +In((2x—1)+1/1+(2x—1)2)D +C
c)jmdx:jmdx - % ((x+3)m+ln(x+3+m)j+c

d) jmwz jm dx . Poniendo x + 1 =2t y dx=2 dt, se tiene:

J',/4+(x+1)2 dx:J‘\/4+4t2 . 2dt:4J‘\/1+t2 dt =2 [X;” 14 (x21f +In(X;1+ 1+(X+1)2D e

‘2 ‘2
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13.69. Escribe como integral de un cociente de polinomios I\/ x?—1dx y resuélvela.

13.70. Calcula I

(Indicacion: haz el cambio x = A )
sent

- 2
Poniendo x= —— y dx= Coi tt dt, la integral dada se transforma en —J- cos
s en

ent

dt .

sen®t

2
Haciendo en esta ultima integral cos t=u y —sen t df = du, nos lleva a _[(1u—2)zd“ , cociente de polinomios.
—-u

oA . B ,C D _A(+u)(A-u)? +B(1-u)? +C(1-u)(1+u)? + D(1+u)?
(1-u®? 1+u  (1+up?  1-u  (1-uP (1+u(1-u)?

En laigualdad, ? =A(1 +u)(1 —ul+B@ -uf+CA-u(1+ul+D( +u)f, conu=1, es 1=4D;
conu=-1,es1=4B;siu=0,0=A+B+C+D;ysiu=2,es4=3A+B-9C + 9D, por lo que

B=D=1,A+C=—l y también 3A - 9C = g,asiqueAz—l yC=—l y la integral sera :
4 2 2 4 4

du=-——In1+ul-— —+ —In|1—-ul+ — = ——In

J'uz 1 11 1 1 1 1 u 1 1+u
(1-u?)? 4 41+u 4 41-u 21-v® 4 1-u

Asi pues, deshaciendo el cambio, se tendria:

u cos t 2
= = X =xVx?-1

sen’t 1
2

X+4x% -1

u_ 1y Iru_ % [x1[x2—1 ~In

J+c

XZ

- x° dx haciendo previamente un cambio de variable.
-X

Six®=t y 3’ dx=dt la integral dada se transforma en % Iﬁ dt.

Como 12 - A +i=w,laidentidad‘l=A(1—t)+B(1+t),||evaa1=28,1=2A.
1-t 1+t 1-t 1-t
1 1. 1+t x2 1 1+ x°
Asi pues, I dt = —In —— vy se tendra que: I dx= —In +C
P e T2t W I 6 1-x°
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13.71.

13.72.

(TIC) Calcula las siguientes primitivas:

a)j\/x2—4dx c)IVx2+6x+8dx
b) [/ (x-2)"-1dx d) [V x* - 4x dx

a)

Como ,lx -4 = —1 haciendo 1 =ty ldx dt, se tiene:

X2 - dx_ZJ.\/tz_ 2 dt = 4J.x/t2_ dt=4 ; )2( (§j2—1—|n[g+ [1)2—1H:2
[xm_m[x+MD+c

4 2
b) Imdx.Six—Zzt y dx = df, se tiene:
V21t = % ((X—Z)W—In x—2+mD+c
c)jmdx = Imdx. Poniendo x+ 3=t y dx=dt, se tiene:
J.x/mdt:%((x+3)\/m—ln x+3+mD+C

d)J. X —4xdx—J.\/x 2 —4 dx = 21f X- 2 ~1dx

Ponlendo

—t y de dt, se tiene:

O e

Z[XZZ x2—4x—ln|X;2+ X22_4XU=2[X;2 x?2=4x -In

N
/
x
N
N
~
)
|
—
N
Il

+C

>

N

+

N
j
N
|

N

x
——

Calcula jsem/? dx y Ix’sen x* dx haciendo en cada caso un adecuado cambio de variable antes de
utilizar el método de integracion por partes.

J.sen\/; dx : haciendo x = £ y dx =2t dt, se tiene: .[senx/;dx =2 .[tsen tdt

Poniendo t=f ysent=g’, es 2(—tcost+jcostdtj =2 (sent-tcost)= (sen\/_ x/;cos\/_) +C

J.x7 senx*dx :six*=t y 4x° dx = dt, se tiene: %Itsentdt: %(sent—tcos t)= %(sen x*—x*cos x*)+ C
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PROBLEMAS

sen X+ cos x
3+sen2x

resolveria. Pero el calculo es mucho mas cémodo si se busca una funcion g(x) tal que
g'(x) =sen x + cosx, y se hace g(x) =ty g'(x) dx = dt. Hazlo asi.

13.73. La integral I dx es una integral racional en sen x y cosx, por lo que el cambio t = tg% la

Si g’(x) = sen x + cos x, entonces g(x) = —cos x + sen x, por lo que gz(x) =1-sen 2x.

Asi pues la integral jwdx , se puede escribir como g'(x) ox

Z 2~ " _que,cong(x)=t (x) dx = dt,
3+sen2x 4-g2(x)q 9=ty g

dt
se transforma en .[4

7z Descomponiendo en fracciones simples:

12 A L,B =A(2_t)+§(2+t) Yy1=AQ2-H)+B@2+fllevaaB=—t A=
4t 2+t  2-t 4t 4 4
2+t
Luegoj dt :lln|2+t|—lln|2—t|:lln| |
4-t2 4 4 4 21|
Asf pues, senx+cosde:l|n 2+senx—cos X +C
3+sen2x 4 2+Ccos X —senx
ex
13.74. Resuelve | ————————— dx con un adecuado cambio de variable.
J‘(3+e")\/e"—1

Sie*— 1=~y e dx=2tdt, se tendria:

e” 2t dt 2dt 1 dt t e’ -1
I dx:J . = 2=—j > =arctg — =arctg +C
(3+e*Wer -1 (tP+4)-t Ja+t? 2 1’{% 2 2
2

13.75. (PAU) Al aplicar integracion por partes para calcularjf(x)senxdx, donde f es una cierta funcién

derivable, se obtiene: I f(x) sen x dx =—f(x)cos x + I 3x%cos x dx .
Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresioén de f.
Si If(x) sen x dx = —f(x) cos x +.[3x2 cos x dx , se tiene que f'(x) = 3%, por lo que f(x) = X’ +C.

Como f(1)=2,es2=1>+C, luego f(x) = x° + 1.

13.76. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral stenxcosx dx.

a) Adela la resolvié mediante el cambio de variable u=senx .
b) Bruno la resolvié con el cambio de variable u=cos x .
c) Cati lo hizo usando la formula 2sen xcos x = sen2x.

Los tres alumnos dieron respuestas distintas, sin embargo, el profesor les dijo a los tres que la
habian hecho bien.

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.

Adela: u=senx = du=cosx dx = J.23enxcosx dx=I2u du=u?+C=sen’x+C
Bruno: u=cosx = du=-sen x dx = jZSenxcosx dx:—j2u du=-u?+C=-cos’x+C

Cati: 2senxcosx =sen2x = IZsenxcosx dx:jsen 2x dx:—%0032x+C

Las tres respuestas son correctas, pues difieren solo en una constante.

En efecto: sen’x =—cos? x+1; —%cos 2x = —cos? x +%
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13.77. (PAU) Un punto se mueve en linea recta con una velocidad dada por la formula v(t)=12{—-5 m/s.

Calcula el espacio recorrido, e(f), en cada instante t, sabiendo que e(0) = 10 m. ;Cual es la velocidad
media entre t=0s y t=2 s? Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo.

13.78.

13.79.

13.80.

Se sabe que e(t):J-v(t)dt =I(12t—5)dt =6t> -5t +C . Como e(0)=10=C =10 = e(t) = 6t> -5t + 10

La velocidad media es v,,(0,2) =

e(2)-e(0)

=7m/s.
2-0

La aceleracion de un mévil que se mueve en una trayectoria rectilinea viene dada por la grafica

siguiente:

a(t)

6
2

o 1 5 3 4 5

Si se sabe que para t = 0, su posicién era x(0) = 0 y su velocidad inicial
también era nula, v(0) = 0, determina las ecuaciones que dan la
aceleracion, la velocidad y la posicion de dicho moévil para cualquier
instante de tiempo. Recuerda que la aceleracion es la derivada de la
velocidad respecto del tiempo.

A la vista de la grafica, se deduce la ecuacion de la aceleracion: a(t) = 2t . De este modo:

v(t)=[a(t)dt = [2t dt =t*+C. Como v(0)=0=C=0= v(t)=t’

t3

x(t):jv(t)dt:jt2 dt=—+C. Como x(0)=o:>C=0:x(t)=%

Se trasplanta un arbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x afios es de 1—

3

m por

1
+1)°

aino. Si alos 5 afos media 5 m, ¢ cuanto media al ser trasplantado?

La tasa de crecimiento

es la derivada de la funcibn que mide la altura, Iluego

C(x)=J-1—;2dx =X+L+C. Como 5=C(5)=5+1+C:> Cz—l.
(x+1) X+1 6 6

1

Luego: C(x)= x+——l = C(0) =g. Por tanto, al ser trasplantado media % m.
X

+1 6

(TIC) Sea la funcién f(x) =

(

a) Encuentra dos nimeros reales A y B tales que: f(x) =

3x2+4x+12
x2—4)2

A + B
(x+2)*  (x-2)°"

b) Basandote en el apartado anterior, calcula If(x) dx .

3 +4x+12 A

B _ A(x—2)? +B(x+2)?

a) =

+
(x2 -4y (x+2)*  (x-2) (x+2)x%(x—2)
Asipues3x2+4x+12:x2(A+B)+(—4A+4B)x+4A+4Bcon A+B=3; -4A+4B=4; 4A+4B =12

Como se puede observar, la ultima ecuacién da la misma informacién que la primera, por loque A=1, B= 2.

3x%2+4x+12

1 2

=- - +C

b) Asi pues, I
) Asi p Y

X+2 X-2
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13.81.

13.82.

13.83.

P(x)

Halla el polinomio de segundo grado P(x) tal que P(0) =1, P(0) =0y IW dx es una funcién
x°(x-—
racional.
. L ax? +1 ., .
Se pide encontrar el polinomio P(x) = ax’ +1, y tal que J‘de sea una funcién racional.
X (x—
Si se descompone el integrando en fracciones simples, se obtendria:
ax? +1 A B C D E ax® +1 g . .
— % = —t—H5t+t—5t+——+-——= Yy para que v[ﬁdx sea una funcién racional, deberia
x°(x—=1) x x° x> x-1 (x-1) x°(x=1)

ocurrirque A=0y D=0, por lo que la descomposicién tomaria la forma:
ax? +1 B, C, E _ B(x-1°x+C(x-1?2+Ex®

—_——=—+
Bx-10 x* x* (x-1yY X} (x -1y

Asipues ax’ + 1= (B+E) x> + X¥}(=2B + C) + x(B - 2C) + C, con lo que, identificando coeficientes, se tiene que:
C=1,B-2C=0,-2B+C=ay B+E=0,esdecir,C=1,B=2,a=-3, E=-2.

Por tanto, el polinomio pedido es P(x) = —-3x* + 1.

3
(TIC) Calcula | X _dx:
(x-1)
a) Usando fracciones simples. b) Mediante el cambio t= x—1.
x® 3x-2 . . . 3x-2 3 1

a) > =X+2+ ~ Y, descomponiendo la fraccion se tiene que: > = + 5

(x=1) (x=1) (x=1°" x-1 (x-=1)

x3 1 3 1, 1
Luego J.—de=J.(x+2)dx+J. s dX+ | ——dx=—x*+2x———+3Inx-1+C
(x=1) (x=1) x-1 2 x—1

t=x-1
b) Si se hace el cambio X se tiene:
dt =dx

3 3
J' X de:j(”;) dt:j[t+3+§+iz)dt=1t2+3t+3|n|t|—1=1(x—1)2+3(x-1)+3|n|x-1|-L+c
(X_1) t t t 2 t 2 x -1

Observa que %(x—1)2+3(x—1)=%x2—x+%+3x—3=%x2+2x+c’

Encuentra en cada caso la funcion y = f(x) tal que:
a) f(x) = -3x f(x) y que corta al eje vertical en el punto de ordenada 1.

b) f(x)= yf(0)=-1

X
f(x)+ x*f(x)
c) F(x) = x*f*(x)+ x*-f*(x)—-1 y la grafica de f pasa por el origen.

a) Como f'(x)=-3xf(x), entonces —3x =%= (Inf(x))’. Asi pues, I—Bx dx =J.(Inf(x))’dx y, por tanto,

—gxz +C) 3

—%xz +C =Inf(x). Se tiene entonces que f(x)= e( 2 —e?2 .C y como se sabe que f(0)=1 se tiene

3 2
que C’=1. Luego la funcion buscada es f(x)= efEX
b)F(x) = X - X or tanto L—f’(x)-f(x)—l((f(x))z)'
Cf(x)+X3(x) F(x)(1+X?) P T (+x?) "2
' X 1 ) ax = 1 2310 = Xrx?
Asi pues, J-(1+x2) dx = 5 I((f(x)) )dx =5 In(1+x*)+C 5 (F(x))

Luego puede ser f(x) =+ In(1+x%)+C’ y como f(0) = — 1, entonces debe ser f(x)=—/In(1+x%)+1.

c) F(x)=FA(x)(x®>-1)+x%-1= (fz(x)+1)(x2 -1), luego (x® -1)= LI (arctg (f(x))),
(F(x)+1)
Asi pues: I(xz —1)dx = J.(arctg (f(x)))'dx y, por tanto, %x?’ - x+C =arctg (f(x)) = f(x)= tg[% x° —x+Cj

y como f(0)=0= C =0. Luego la funciéon buscada es f(x)=1tg [l x3 - xj .

3
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13.84.

13.85.

13.86.

PROFUNDIZACION

2 2
CalcuIaJ‘—dx observando que 1 7= 12— X > Yy obteniendo I—x > dx por
1+x) (1+x*)" 1+x° (1+x?) (1+x?)
partes.
Como - x* se tiene que'J. dx = arctg x—.[x—zdx
(1+x2)?  1+x2 (1+x3)?’ (14 x%)? (14 x2)?

1
—, por lo que:

x? X
n |———=dx = J-x~—dx haciendo f=x =———,esg(X)=——
.[(1+x2)2 (1+ x?)? yo'= 2y2 9t 2 1+x

1+ x

1 1 1 1 1

J.de = .[ = >+ arctg x= J'de=— arctg x + — +C

(1+ x7) 2 1+ x? 2 1+ x2 2 14x% 2 (1+ x°) 2 2 1+ x2

3
(TIC) Obtén j 2x+1 gy y [——dx.
2
(x*+x+9) (x*+4)
2x+1 2 . 1 1 1

J.ﬁdx = SixX*+x+9=ty(2x+ 1) dx=dt, la integral se transforma en J.—Zdtz——z— +C.

(X2 +x+9) t t X+x+9

t
27 (t+4)

Jﬁdx =Si¥=t y 2x dx = dt, la integral dada se transforma en 1j
x*+4

t t 1 2t 1 2t+8 1 2 4
— S S - . j = Lin (@ +8t+16) +——
(t+4) t°+8t+16 2 t°+8t+16 2 \t“+8t+16 (t+4) (t+4)? 2 t+4
x* 1 2, 2
Portanto,Iﬁdx =—In(®+4Y+ In (x2+4)+ +C
(x“+4) 4 x*+4

Demuestra las siguientes formulas de reduccion:

1 n-1
a) Isen"x dx =——sen""'xcos x + —j. sen"2x dx €oOn n par mayor que 2.
n n

1 n-1
b) Icos" x dx =—cos"" x senx +———[ cos"? x dx con n par mayor que 2.
n n

c)J- 1 X n_1+2n—3j 1 __ax
(1+ x?) 2"—2(1+x2) 2n-27 (14 x?)

a) Isen”x dx = J‘sen’Hx - senx dx, que llamando f(x) =sen "'x y g’(x) = sen x, resulta ser:

J.sen”x dx =-sen™"x - cos x + (n— 'I)J.sen”’2 x - cos? x dx = —sen"'x cos x + (n — 1)J.sen”’2x (1 - sen®x) dx =
=—sen""x cos x + (n—=1) I(sen”‘zx —sen”x)dx

Asi pues J.sen”xdx =—sen""x cos x + (n — 1)J‘sen"’2x dx —(n- 1)Isen"x dx , es decir:

_ _ 1 _ n-1 _
n'fsen"xdx =—sen"'x cos x + (n—1)Jsen” xdx = Isen”xdx:—— sen™ " x cos x + —— Isen” 2x dx
n n
b) De forma analoga resultaria la formula pedida, pero podria ser mas comodo si se escribe:

Icos" xdx = Isen”(g—x J dx vy, llamando g— x =ty —dx = dt, quedaria —Isen”tdt , es decir, aplicando a:

- —lsen”‘(E - xj cos(E - xj —Ejsen”‘z[ﬁ— xJ dx | = 1 cos™'x sen x + n-1 jcos”‘2 X dx
n 2 2 n 2 n n

Obsérvese que estas férmulas son validas aunque n no fuera par. La observacion de n par tiene sentido pues
si n fuera impar seria mucho mas cémodo hacer la integral directamente sin acudir a ninguna férmula de

reduccion.
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1
C).[(1+x2)" ox

2
Procediendo igual que en el ejercicio 84, se observa que L = 12 - - X T s
(1+x2)Y" (1+x7) 1+ x°)"

por lo que: J- 1 dx = J- L dx —.[ X’ dx
S+ xEy (1+x2)" (1+ x3)"

2
Para resolverjx—zdx, sea f(x)=x,g'(x) =
1+ x7)"

x Ly 1
Gy ~IW 00T

] 1 B 1 B 1 X 1 1
De este modo: Imdx_j (1+X2)n71 (2(1_,1) (1+X2)n—1 + 2(”—1)J‘(1+X2 )n—'l C/X]

1 -1 X 1 1 1
dx = +[ dx — dx =
I(1+x2)" 2-2n (1+x%)"" J (1+x?)"" 2n—2-[(1+x2)”‘1

1 X 1 1 1 X 2n-3 1
= v J‘ Ty OX= Ty J 77 IX
2n-2 (1+x°Y 2n-2)° (1+x°Y) 2n-2 (1+x°Y 2n-2° (1+x%)"

13.87. Utilizando las féormulas deducidas en los apartados a y b del ejercicio anterior, obtén:
a) Icos“ X dx

b) Isenex dx

a) Icos“ xdx = %COSSX sen x + % Icosz x dx

Finalmente, como cos? x = (1 + cos 2x), sustituyendo en la ultima integral, se tiene que:

N =

J‘cos“xdx =lcossx sen x + 3 (x+ sen ZXJ +C
4 8 2

b) Isen"x dx = —% sen’x cos X + g Isen“x dx . Ahora, jsen“x dx = —% sen’x cos x + % Isenzx dx

Finalmente, como sen’x = % (1 — cos 2x), sustituyendo en la Ultima integral, se tiene que:
j 6 1 5 5 1 3 31 sen2x
sen’x dx =——Sen°x Cosx +— | ——Sen°xcos X +—-—| X———— | |=
6 6\ 4 4 2 2

1 5 5 3 5 ( sen ZXJ
= —— Sen’X COSX —— Sen X coS X + — | X — +C
6 24 16 2
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13.88. Obtén Ie"‘xs dx de dos formas diferentes:
a) Por partes, utilizando el método de la tabla.

b) Utilizando que Ie"‘xs dx =e™” (a0 +ax++ a5x5) = I(x) y obteniendo los coeficientes a; derivando.

5 —X

X e Asi pues,
5x* -
20° | e~ J- e x5 dx = —x°e” - 5x"e™ - 20x°e™* —60x°e™* — 120xe™* — 1206 + C =
60X° | -6 | =™ (o + 5x" + 20%° + 605 + 120x + 120) + C
120x e
120 -

0 e

b) J‘e’x X% dx =(ap + ax + axx’ + asx’ + ax’ + asx’) - ™

Derivando: 6™ - X° = (a1 + 2axx + 3asX® + 4asx° + basx*)e ™ — 67 (@0 + a1X + axX° + asx’ + asX" + asx°) =
=6 5% dx=—e~ (agx®+(a, —5as)x* +(a; — 48,)x® + (a, — 38,)x* + (a, - 28,)x + & — ;)

Asi pues, identificando coeficientes, se tendria:

as=-1 as—5as=0 azs—4as=0 a—3a3=0 ai—2a;=0 ap—a1=0
Es decir: as=-5 az=-20 a» =-60 a;=-120 ap=-120

Je"" x%dx =-6 (x° + 5x* + + 20x° + 60x° + 120x + 120) + C

(Igual, naturalmente, que con la integracion directa usando la tabla).
13.89. a) Demuestraque si r 20, Ix’e" dx = x"e* —r_[ x"'e* dx

b) Encuentra formulas analogas para: Iln" xdx y j'x"senx dx.

a)J-x’eX dx . Poniendo X' =fy =g’ es Ixrex dx :xrex—rJ. x"'e* dx

b)J-In” xdx. Siln"x=fy 1=g’, se tendria Iln" xdx =xIn"x - nJ.In"’1 xdx

n-1

J.x”senxdx .SiX"'=fy g’ =sen x, se tendria Ix"senxdx =—x"cos x + nJ.x cos x dx
13.90. Expresa como integrales de cocientes de polinomios las siguientes:
Ix X432 x-1
3
a) I X +2 dx b) j—x_zdx
x+4x 2 x-1
X -2
x-2
3 3 4 12 8
a) I\/;—:zdx Six=12y dx=12t"dt, se tendria I‘/;jz - 12j L*2 gt 1zjt +20 g
x+¥x x+3x 1+t
x+31/ 245 _
J- =t° esdecir, x— 1= t°x-2t* = 2t* —1=x(t* -1) = x= ~s— V. deeste
2,/ -
5046 4\ @$5(06 a5
modo, se tiene entonces: dx = 1267t 12 6t2 (2" -1) dat= 66t 5 dt
(t —1) (t°=1)
x+3’ 2 2t -1, s
Por tanto, I X—2 dx= 6... t°—1 df, que es una integral cociente de polinomios.

2t6—1) o (=1
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13.91.

13.92.

Demuestra que las siguientes integrales se pueden reducir a integrales de cocientes de polinomios.

a)_[x‘”ﬂ—x dx
1 5
b) Ix3(1—x)§ dx

c) J‘i/§(1—x)2 dx

a)| x2M1-xdx. Si1—-x=£y —dx=3Pdt setendria: | x21-xdx =— 1 i
) y A7

5
1 5 —x\3
b)J.x;(1—x)gdx =I[1—Xj X% dx pues 2 — % 1
X

3

1 3 2 1-x ° . 1-x 3 . 3 3

Asi, Ix3(1—x)3 dx = Ix 3[—] dx, que, haciendo —— =1t,esdecir, 1 -x=xt=>1=x (" +1)=>
X X
1 -3t2 ] 1 5 2 .

= X = 40— Yy dx = ———dt, se transformaria en —3j =l 3 = dl, que es un cociente de

t°+1 (t°+1) T+ (> +1)
polinomios.

c)-|'i/§(1—x)2 dx: Poniendo x= t* y dx=41°dt, se tendria: J"{/§(1—x)2 dx:.[t(1—t4)2 48 dt

Sean p y g numeros racionales. Demuestra que J.x”(1—x)°’ dx se puede poner como integral de un
cociente de polinomios si se cumple alguna de estas condiciones:

a) p es entero.

b) q es entero.

c) py q son no enteros pero p + q si.

En el ejercicio anterior, se ha visto que Ix"(1—x)" dx con py q racionales se podria poner como cociente de

polinomios, al menos en estos tres casos:
ayp=—2 b)g=2 c)p+q=l+§=2
3 3
En general, procediendo exactamente igual que antes, sipe Z,0qge Zo p + q € Z, la integral dada se

convierte en cociente de polinomios:
. m "
Ena,sig=—,setoma1-x=t".
n

Enc,sip= M setoma x=t" y en b se escribe x° (1 — x)? como (1_—)(] X,
n X

. m 1-x
ysig= —,setoma —=t".
n X

Solucionario E H 193



13.93. EI matematico ruso Tchebycheff demostré que las integrales Ix"(1—x)"dx son elementales

solamente en los tres casos citados en el ejercicio anterior. Utilizando este resultado, prueba las
siguientes afirmaciones:

a) IV 1- x* dx no es elemental.

1
b) I(1— x")'" dx con ny m enteros positivos es elemental siy solosimon=1,om=n=2.
c) I sen x dx no es elemental.

d)jsen”x cos? x dx , siendo p y g nimeros racionales, solo es elemental cuando alguno de los dos es

un entero impar o cuando p + g es un entero par.

X . . . .
e) I—dx con n entero positivo, es elemental solo si n = 1, 2 6 4. Calcula la integral en los tres
V1+ x"
casos.

f) Isen”‘x dx con g racional es elemental solo si q es entero.

a) Bastaria ver que J.,H —x%dx no responde a ninguno de los casos anteriores.

En efecto: en IV1—x3dx poniendo x> = t, y 3x%dx = dt, se tendria: I\H—X"’ dx:% I\M—tsdftz, es decir,
t

1¢ -2 1 2 1 2 1 1
—|t3(1-t)2dtenlaquep=—— ¢ Z, q=—¢ Z +Q=—-—+ —=—— ¢ Z.
3_[ (1-1) que p 3 q 5 yp+q 3 5 6

4 1 A1 1n
b) I(1—x”)f1" dx. Poniendo X" =t y nx""'dx = dt, se tendria: J.(1—x”)'" dx== J-(1—t)'1” te dt
n
Asi pues, simo n=1, se esta en uno de los dos casos: a o b.

Sim=n=2, A +1—_n =0y se esta en el caso c.
m n

. .1 . 1-n 1 1 . .
Sim=#1,n#1ni — ni —— son enteros y susuma — + — — 1 tampoco, si my n no son ambos igual a 2.
m n m n

c) I sen x dx . Haciendo sen x = v/t y COs x dx = A dt, la integral dada se transformaria en:

24t

11 1 (1, 1 - 1 1, 1.1 3
‘W-—-—dt:—'[tw—t 2dt ynipnigsonenteros (p=——,q=——),Nip+g=———— = ——
Jzﬁ’_1_12()ypq (p=-7+G=—hnip+q=—g - = >
d) Poniendo Isen”xcosq xdx :J.sen"xcosCH cos xdx y haciendo sen x = Jt y cos x dx = % dt

t
9-1 L 9=t b1 g-1
Como cos?'x = (1—sen2xﬁ, se tendriajt2(1—t) 2 ~#dt = % t2(1-t)2 dt
t

Si p 0 g es un entero impar, > 0 - es entero.

Si p + q es un entero par, resulta que p2—‘l + g1 - P*9 _ 4 seria entero.

2 2

Pero si ni p ni g es un entero impar, p7—1 ni q7_1 es entero y si p + q no es un entero par, %— 1¢ Z.
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dx . Haciendo X" =t y nx"" dx = dt, se tendria — It" : 1+t) = It%_1 (1+t)’% at
n

N

q= —% no es entero.

Sin=162, E —1esentero. Sin=4, E—1 - l es entero.
n n 2
Perosinz=1,264, E -1eZy E—1 —l:E - E que es entero solamente si n = 4.
n n 2 n 2
2_
Sin=1,esj X dx , que, poniendo1+x=t2ydx=2tdt, se transforma en L =2I(t2—1)dt=
V1+x
[ 3
=2{%—x/1+xj +C
Sin=2,es J.\/X_dx que, con 1 +x2—ty2xdx dt, se transforma en — J.—dt Jt =V1+x2 +C
1+ x2

Finalmente, si n =4, se tendria I dx , que haciendo X = ty 2x dx = dt, conduce a 1 I

X v
Vi+x* i+t

Y poniendo ahorat=tguydt= 12 du , resultaria 1 J‘ cosu
cos“ u 2 1- senu
y=senuy dy=cosudu.
Finalmente como, —! 7 = A, B Al y)+B(1+y) , de la igualdad 1= A (1 - y) + B(1 + ), se
1-y +y 1=y 1-y?

obtieneA:B:l,porquuej 1 2dy:lm“}’_ln1+senu

2 1-y 2 1-y 2 1-senu

[ i 1 2 1 1

Sit=tg usetiene que: 1+f= . cosu = sen U=

cos?u -2 42 w/1+t2
] 14t > Iy ) ]
tsenu _ Ji+tf _ vIHE AL (V1+t2+tj , por lo que %In _rsenu :In(v1+t2+tj

1-senu q___t J1+£2 ¢ 1-senu

V142
Asipues,j X dx =
Vi+x*

— In(v1+x4 +x2) +C

f)J.senqx dx
g1
Poniendo Isen"’xdx:jsen"”%enxdx =I(sen2x) 7 sen x dx

. 1 . 1 a1 1
Haciendo cos x = vt y —sen x dx = —= df, se tiene: jsenqxdx:—E J.(1—t) 2 -t 2dt

24t

Asi pues, como J.tp(1—t)"’ dt es elemental solo cuando p, g o p + g son enteros, se tiene que esta integral

q-1 eZo q71 —% sea entero, es decir, 1

q

, . 1
seria elemental solo si eZo Ee Z osea, ge Z.

Nota: Obsérvese que, en cualquier caso, esta integral se reduce al apartado d, jsenqxcos” xdx conp=0y
alli se vio que era elemental cuando alguno era entero impar, en este caso g, o cuando la suma era entero

par, en este caso q, es decir, J-sen"x dx es elemental solo siq e Z.

Solucionario E H 195



3
13.94. a) Calcula ILX-T dx sin descomponer en fracciones simples. Sugerencia: llama x+2=t¢.

(x+2

b) Demuestra que si grad(P) < m + n, existen polinomios q(x) y r(x) con grad(q) < m y grad(r) < n, tales
. P(x) __q(x) r(x)
que: - —= —+ —.
(x—a)"(x-b)" (x-a)" (x-b)

c) Utiliza los apartados anteriores para obtener: I%
(x=2)"(x-3)
a) Se escribe el numerador, X +x+1en potencias de x + 2.
En concreto: x* + x + 1= (x+2)3 +a (x+2)2 +b (x+2)+c:x3 +6x° +12x+8+ax’ +dax+4a+bx+2b+c
Asipues: a+6=0, 12+4a+b=1, 8+4a+2b+c=1
Con lo que, despejando, se obtiene que: a=-6,b=13,¢c=-9
La integral dada se transforma entonces en:

[ a6 oaxsts[ L oax-of T _ax—mpez+So-B 1S c
X+2 (x+2) (x+2) (x+2) X+2 2 (x+2)° (x+2)

b) Se descompone en fracciones simples:

P(x) AL A B, , . B _A1(x—a)’"‘1+...+Am+B1(x—b)”‘1+...+Bn
(x-a)"(x-b)" x-a = (x-a)" x-b = (x-b) (x-a)" (x=b)"’

y llamando q(x) y r(x) a estos nuevos numeradores resulta que grado q(x) <m—1ygrado r(x) <n-1, es
decir, grado q(x) < my grado r(x) < n.

c¢) Utilizando el apartado b, se puede escribir que:

1 ax+b  ox+d _ (ax+b)(x-3)% +(cx+d)(x —2)?

(x-2P(x-3)  (x-27 (x-3)° (x=2)*(x-3)?
De laigualdad 1 = (ax + b)(x — 3)2 + (ex + d)(x — 2)2, resulta que:
six=3, 1=3c+d

six=2, 1=2a+b

six=0, 1=9b+4d

six=-1, 1=-16a+ 16b - 9c + 9d

de donde se obtiene a =2, b = -3, ¢c = -2, d = 7 y el problema se reduce a calcular I(ZX _2?2 dx y
X_
j_2X+ZdX
(x-3)

Procediendo igual que en el apartado a 2x — 3 =2(x—-2) + 1 y -2x + 7=-2(x — 3) + 1, por lo que se tiene que:
J'(ZX‘?’ dx:J. 2 dx+j 1 dx=2mnx-2/-——

x—2)? x-2 (x-2) x-2
J'_Z“de:.[ 2 dx+J' 1 dx =2 jx-3[-——
(x=3) x-3 (x=3) x-3
Asi pues:J‘ gx ~=2In x-2[ 1 1 +C
(x—2)%(x-3) |x-3] x-2 x-3
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

1.

1+tgx

Sea fla primitiva en (—g, g) de la funcién g(x) = que toma el valor —% en x=0.

El valor de f[%) es:

T

A) g B) 0 C)1 D) 2 E) Ninguna de las anteriores.

La respuesta correcta es la B.

Toda las primitivas fde g(x) = * tgx responden a la férmula f(x) = IH tgx dx = 1 (1+tg x)*+C.
cos® x cos”® x 2
o 3 3 1
La dada verifica f(0) = 5 por lo que Y = 5 +CyC=-
, L 1 2 b4 L 1
Asi pues, la funcion es f(x) = 2 (1+tgx)" -2, que en 7 vale f 7 E( + 1) -2=0.
Si F(x) es la primitiva de f(x) = 1 que pasa por el origen.
V9-4x?
3x 2x . .

A) F(x) = — arcsen > C) F(x) = arcsen 3 E) Ninguna de las anteriores.
B)F[2] =T D) F(1) = arcsen 2

3 6 2 3

La respuesta correcta es la D. F(x) = dx y F(0)=0.

fﬁ

1 1
—  dx = [—————dx
T, (2] - Ji

Como F(0)=0,es 0= E -0 + Cy C=0, siendo entonces F(x) = 2 arcsen% por lo que F(1)—% arcsen%

arcsen 2?+ C.

Sea funa funcion derivable, definida en [1, +) tal que f (x) - ' (x) = 1, siendo f(8) = 4. Entonces:
A) F(x) + f(x) = 2x C) Iim f(x)=1 E) f(x) = Jx

B) f(2) = 2 D) tim (X

Xt X

=0

La respuesta correcta es la B. Si f(x) - f/(x) = 1, es que %fz(x) =X+ c¢. Como f(8) =4, es 5 -4*=8+ ¢, porlo

quec=0y f2(x) = 2x, es decir, f(x) = 4/2x .

Seriala, en cada caso, las respuestas correctas:

4,

Sea f(x) = 5("—”)3 e I el intervalo (1, +s<):
1 1
A) Para todo x € I, f(x) = +—
X+ % x-1

B) La funcioén F(x) = 1 In |2x + 3| + 2 In |x — 1| es una primitiva de f sobre I.

C) Existe una pr|m|t|va F de fsobre I tal que F(2)=5.
D) Existe una primitiva F de fsobre / tal que F(2)= &

E) Existe una primitiva F de f sobre I tal que lim F(x) =5.

Las respuestas correctas son B, C y D.
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Juan, que no sabe derivar, dice que las funciones f(x) y g(x) son primitivas de una misma funcion:

A X =—2, gl =2

B) fx) = cos 2x, g(x) =-2 cos’x
C) f(x) =In (2x* + 1), g(x) = In(24x* + 12)

V2

D) f(x) = sen'2x -cos®x — cos x, g(x) = cos’x sen'2x + cos x

E) f(x) = arctg x, g(x)=-arctg 1
b'¢

Dos funciones son primitivas de una misma funcion sélo si difieren en una constante.

Agiy= 2 _ XH1 L X 14 f(x). luego A es verdadera.
x+1 x+1 x+1

B: f(x)—g(x) = cos’® x — sen® x + 2cos® x = 3 cos® x — sen’x, por lo que B es falsa.

C:g(x)= {12 2x +1 } =In12+1In (2x2+1):ln 12 + f(x) y C es verdadera.

f

D: g(x) — f(x) = 2 cos x + sen'> x cos °x (1 — cos>x) por lo que D es falsa.

E: f(x) — g(x) = arctg x + arctg 1 = % con lo que E es verdadera .
'

Sea fla funcion definida en R por la férmula f(x) =

y F la primitiva de f tal que F(0) =

x2
A) F(1) =%

B) Si G: (—g, g) — R con G(x) = F(tg x), entonces G(x) G’(x) = x

oF(1)+r(d) -5
2 3 4
1 x w

D) Sea H: (0, +) > R con H(x)=F| —— | + F| —— | . Entonces H(0)= —

x+1 X+2 4
E) Para todo x positivo, H’' (x) =0
F(x) es la funcion F(x) = arctg x.
F(1)=arctg 1= % y A es verdadera.

G(x) = F(tg x) = arctg (tg x) = x, por lo que G’(x) =1y G(x) G’(x) = x con lo que B es también verdadera.

1 1 1 1 1 1 PR} n
F|—|+F|—=| =arctg— + arctg— = a con tgo=tg| arctg— +arctg— =1,porloque o= — yCes
(2} [SJ 92 93 (21 go 9[ 92 93] ) p que o 2 y

23
verdadera.

H@)=F(1)+ F(0)=arctg 1 + arctg 0 = % y D es verdadera.
1 X

2
X__ o contg a=tg arctgL+arctg X o x+1 x+2 =X2+2X+2=
X+2 x+1 X+2 1_( 1 j( X ) X% +2x+2
x+1)\x+2

H(x) = arctg 1 + arctg
x+1

por lo que H es constante y H’(x) = 0, con lo que E es también verdadera.

Asi pues, son verdaderas las cinco respuestas.
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7. Las primitivas de f(x) = 6 sen x cos x son las funciones:
A) F(x)=3sen2x+C C) F(x)=—% cos 2x+ C E) F(x)=-3 cos’x+C
B) F(x) =3 cos’x+ C D) F(x)=3cos2x+C

IG sen x cos x dx = IGt dt=3F=3sen’x+C por lo que A es verdadera.

B es falsa pues las funciones 3 cos’ x y3 sen’x no difieren en una constante sino en 3 cos 2x.

C es verdadera pues 3 sen’x + %cos 2x = 3 sen’x + % cos’x — %senzx = %sen2x+ % cos’x = % es
decir, difieren en una constante, por lo que si la respuesta A es verdadera, C también lo es.

D es falsa pues las funciones dadas por D y C difieren en % COS 2X.

E es verdadera ya que las funciones dadas por A y E difieren en una constante: 3 sen’x — (-3 coszx) =3.
Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

8. Sea f(x) una funcion continua.
a) F(x) es la primitiva de f que pasa por el origen.

b) F(x) se ha obtenido tomando C =0 en la expresién j.f(x) dx =F(x)+ C.

A)a o b C)b=aperoa®b E) Ninguna de las anteriores.

B)a=bperob+a D) ay b se excluyen entre si.

La respuesta correcta es la E.

Las afirmaciones a y b no tienen nada que ver, por ejemplo, f(x) = *. Segun a, F(x) seria e —1yenb
F(x)=¢".

Nota: Si f(x) fuera una funcién polinémica, la respuesta seria a < b.

Seriala el dato innecesario para contestar:

9 La aceleracion de una particula esta dada por %: a + bt + c cos(2rnt). Se pide la velocidad, v, en t=2

y se dispone de los siguientes datos:
1 1
0 b) v| -—— -—— d) v(-1
a) v (0) )v( 4) c)v( 2) ) vi=1)

A) Puede eliminarse el dato a. C) Puede eliminarse el dato c. E) No puede eliminarse ningun dato.
B) Puede eliminarse el dato b. D) Puede eliminarse el dato d.

La respuesta correcta es la B. Como Z_‘t/ = a + bt + ¢ cos(2nt), se tiene que v(t) = at +§ £ +2i sen (2nt) + d,
T

por lo que v(2) = 2a + 2b + d y basta calcular a, by d.
b) v A :—la+ ib— ic+d.
4 4 32 2n

Asi pues, los valores que nos hacian falta, a, by d los podemos obtener con los datos a, c y d.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
10. Para calcular If(x) cos’x dx y J.f(x) sen’x dx siendo f una funcién continua y If(x) cos’x dx no

elemental, se sabe que:

a) jf(x) dx =g (x)+C; b) j f(x) cos 2x dx = h(x) + C.
A) Cada informacioén es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b, no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a, no.

La respuesta correcta es la D. Se llama | = If(x) cos’x dx, J = If(x) sen’x dx.
If(x) cos?x dx +If(x) sen’x dx=If(x) dx=9g(x)y If(x) cos?x dx — If(x) sen’x dx = If(x) cos 2x dx= h(x).

I+J=g(x)

Asi pues, con los dos datos juntos a y b, podemos calcular /'y J pues: {l J =h(x)
—J = X
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