m Integral definida

14.1. Con ayuda de la calculadora, obtén la suma de los cien primeros términos de esta progresion:
V5,5,545,25,2515,...

Se trata de una progresiéon geométrica de razon r = J5 , por lo que:

S8 r—a 5% .5 -5

= ~1,61-10%

r—1 V5 -1

14.1l. Expresa la funcién f(x) =|x - 2|+|x + 3| como una funcién definida a trozos.

ACTIVIDADES INICIALES

—(x-2)—(x+3) si x<-3 -2x-1 si x<-3
f(x)=4—~(x-2)+(x+3) si —-3<x<2,esdeci, f(x)=15 si —3<x<2.
(x-2)+(x+3) si x>2 2x+1  si x>2

14.1ll. Desarrolla estas sumas:

4
a) ) (5-i)
i=1

6
b) ) (1+i)(x; = X;_4)
i=1

4
a) Z(s—i)2 =(5-12+(5-202+(5-3)2+(5-4)2=42+324+22412=30

i=1

6
b) Z(1+i)(xi = X;_1) = (11X = X0 ) + (14 2)(x5 = X4) + (14 3) (x5 — X))+ (1+4)(x4 — X3) +

i=1

HA+5) (X5 — x,)+(1+6)(Xs — X5) =—2Xg — (X4 + Xo + X3 + X4 + X5)+ T Xg .

14.IV. Encuentra los puntos de interseccion entre las parabolas: f(x)=6x - x2 y g(x)=x2? —2x..

x2—2x=6x-x2=2x2-8x=0=2x(x-4)=0= x=0, x =4 . Los puntos de corte son A(0, 0) y B(4, 8).

EJERCICIOS PROPUESTOS

14.1. Obtén con el método visto el area del trapecio limitado por larecta y =2x + 1, el eje horizontal y las
verticales x = 0 y x = 4. Comprueba el resultado calculando el area geométricamente.

Se divide el intervalo [0, 4] en 4n subintervalos, cada uno de longitud l
n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

Sn:1{21+1+23+1+2§+m+24n—1+1+24_n+1}:l{2+4+6+---+2(4n—1)+8n+4n}:
n n n n n n n n

2+8n an

s 2 2 2
1 2 an :l[(1+4n)4n+4n}:l{4n+16n +4n }:4n+§0n _4+20n_4 oo
n n n n n n n n n

Se toma como area del recinto el numero A= lim S, , es decir, A= lim (i+ 20) =20 u?.

n—+oo n—+e\ N

Geométricamente, el trapecio tiene altura 4 y bases 1y 9. Su area es:

= %-4 =20 u%, que coincide con la obtenida con el método anterior.
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14.2. Obtén una formula para 1° + 23 +...+ n®. Para ello procede de forma analoga a la del primer ejemplo,
desarrollando las cuartas potencias de (n + 1).

1" =1
2 =(141) =1 +4. P 46 P +4-14+1

3 =(2+41)' =2 +4.2°+6.22 4+ 4.2+1

(n+1)*=n*+4.n°+6.n%+4.n+1

Sumando los primeros miembros y los segundos miembros, se obtiene:

1* +2% 4+ (n+1)* =

(M +2% 4+ 41 +2% 4+ 40%)+6(1% +22 44 n%)+4(1 424+ n)+n+1
Luego (n+1)* =41 +23 1.+ 1°)+6(12 +22 4 4n?)+4(1 424 +n)+n+1
Se despeja la suma de los n primeros cubos y se aplican las formulas ya conocidas:

4 2 2 2
2 +23+---+n3=(n+1) —6(1" +2°+--+n")—4(1 +2+--+n)—(n+1) _

4
_(n+1) =n(n+)@n+N)-2An+Dn-(n+1)  (n+Dn+1)? —n@n+N)-2n-1]
- 4 - 4 -
_(n+1(n®+3n%+3n+1-2n2> —n-2n-1) _(n+1(n®+n?) n?(n+1y
- 4 N 4 T
Asipues, 1* +2°+...4n®= n'lo+ 1 :[”(””)jz
4 2

14.3. Calcula el area limitada por la curva y = X+1,el eje horizontal y las rectas
x=0y x=1. Toma en cada subintervalo como c; el extremo izquierdo. Y /f

Se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud l Se calcula la
n

suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de
. [0 1 X
cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

1y 2 n\?® 1]  P4284.4n
—| F1H| =] Hl+H =] =t ——————
n n n n n

Aplicando la férmula encontrada en el ejercicio anterior:
1 P+28+4n®] 1 n?(n+1? | 104n?+n?+2n+1| 5n*+2n+1 5 2n+1
S,=—|n t—————|=—|n+ 3 = = =

4n 4n

n

4n? 4 4n?

n

n n

El &rea del recinto es el numero A= Ilim S, , es decir, A= lim (§+ 2n +1j = E uz.
N—>+oo n—+eo\ 4 4r]2 4

4 4
14.4. Sea fcontinua en [-1, 4] y g(x) = f(x) + 2. Si J- f(x)dx =5, calcula j. g(t)dt.
-1 -1

4 4 4 4
Ig(t)dt - I(f(t)+ 2)dt = If(t)dt +I2dt —5+2(4—(-1)=5+2-5=15
-1 —1 -1 -1

e 4 (2 8 3 11
14.5. Si J' f(x)dx ==, I Fx)dx =2y J' f(x)dx =", halla:
0 3 1 3 0 3

a) j':f(x)dx b) ‘[:f(x)dx c) I:f(x)dx

2 1 2 3 3 1 3 3 2
a)jf:jf+J'f=i+§=4 b)jfzjf—jfzﬂ—izl c)jfzj.f—jle—iz—l
0 0 1 3 3 1 0 0 3 3 3 2 1 1 3 3 3
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14.6. Halla el valor medio de estas funciones:

a) b) c)
Y Y Y

/ h(x)=x244x+3
7
11 .&

/| 1]

1N X

[A3N

o 1 X

)

0 1 X

a) Se debe encontrar el valor f(c), siendo ¢ el numero del ntervalo [0,3], que cumpla

3 3
.[ (%Hj dx =f(c)-(3-0). Como I [%Hj dx es el area de un trapecio de altura 3 y bases 2 y 1, su valor
0 0

3
es I (%dex:%G:%. Entonces, f(c)-(3—0):%sf(c):%, es el valor medio de la funcién en
0

dicho intervalo.
5

b) Se debe encontrar el valor g(c), siendo ¢ el nimero del intervalo [0, 5] que cumpla Ig(x)dx =g(c)-(5-0).
0

Se calcula esta integral hallando el area de las tres regiones (un cuarto de circulo que esta por encima del eje
X; un triangulo que esta por debajo del eje X; un tridngulo que esta por encima del eje X).

2
. , n-2
El area del cuarto de circulo es 2 =T

. 4
El area del triangulo que esta por debajo del eje X es %: 1. Esto indica que J-f(x)dx =-1, ya que al estar
2

por debajo del eje X, la integral es el opuesto del area.
El area del triangulo que esta por encima del eje X es % :% .

5 2 4 5
Con todo esto: J-g(x)dx :j g(x)dx+jg(x)dx +J-g(x)dx = n—1+% = n—%
0 0 2 4

Por tanto, g(c)-(5-0)= n—% = g(c)= 2715(;

c) Se debe encontrar el wvalor h(c), siendo ¢ el numero del intervalo [0,1] tal

1 . . . .
es el valor medio de la funcién en dicho intervalo.

1 1 x3 "
quej (x2 - 4x+3)dx = h(c)-(1-0) .Comoj (x? —4x+3)dx = |:?—2X2 + SX} = sentonces
0 0
0

h(c)-(1-0) = % = h(c) =% es el valor medio de la funcion en dicho intervalo.

14.7. Calcula:

)j' 1”9 TH19°1 b) I_11x(x2—1)dx

T T In3
=In|tg— |-In| tg— |=InV/3 -In1=—
(gsj (94] v 2

1 2 27
b)j x(—Ayax=| L= T Too0
-1 2 2 » 4 4

31+tg%t
———dt =|In(tgt
a)j‘Z ot [In(tgt)]

ENERME]
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14.8. Halla

82
)j‘ x+2 _x+2 b)J' In(In x) X
x?+4x+5 e X

4 0 0
a)j f;zdx:—.[ Z)(;ZdX:—l[ln(X2+4X+5)J ——1in5-m5)=0
0 X“+4x+5 -4 x“+4x+5 2 -4 2

e? 2 2
b)J' In( '”X) '[ Inudu:[ulnu]f—‘[ uldu=2In2-In1-(2-1) = 2In2-1
1 1 u

14.9. Calcula las derivadas de las funciones:

a) f(x) = j: tg tdt b) g(x) = I: ae’da.

X
a) Si f(x) =I tgtdt, por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x)=1tgx .
0

e X
b) Como g(x):j aeada:—j aeda entonces g'(x)= —xe*.
14.10. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

X3 X2+X
a) f(x)= j- ,sen2tdt b) g(x) = I e’

—-X 3x-2

—cos 2t < 1 3 2 : Lo 2 3 2
a) f(x)= 5 =§(—cos(2x )+cos (-2x%)) , su derivada es: f'(x)=3x*sen (2x°)+2x sen(-2x*))
2

b) La funcién h(t)= e es continua = g(x)=[H(t)] ;it; =H(x?+x)-H(3x-2), con H'(x)= e , por tanto:

g'(X) = (2x +DH'(X2 + )= 3H'(3x - 2) = (2x + 1)e ¥+ _3g=(3x-2"

14.11. Calcula el area de la regién limitada por la graficade y = 1 X 5> eleje Xylasrectas x=1y x=2.
+ X

2
La funcién es positivaen [1, 2]= A :I %dx :%[In(1+ x2)]12 :%(InS—InZ) u?
114+ x

14.12. Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la grafica de y = x? —2x—3.

La funcién es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X en los puntos de abscisas —1y 3.

3 . . 3 Tk 32) 32
La region queda por debajo del eje X = Az—j (x*=2x-3)dx=———-x"-3x| =- 3 =— 5 u?.
-1
-1

14.13. Calcula el area de la region encerrada entre las graficas de f(x)=x—x2 y g(x) = x? —%.

Primero hay que calcular los puntos de corte de ambas funciones:

x2-%=x-x2:>4x2-2x-3:o:>x=1,15; X =-0865

La region esta limitada entre dos curvas: f(x)=x —x? esta por arriba y g(x)= x> —% esta por debajo; asi

pues, el area pedida es:
1,15

115 1,15 3 2
A=I (f(x)—g(x))dx:J‘ (—2x2+x+§jdx= 22X X3 s
-0,65 65 2 3 2 065
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14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

Calcula el area de la region limitada por estas cuatro curvas: y=x+5,y=2, y=-1, y2 = X.
La grafica de la curva y2 = X, que no es una funcion, se puede obtener dibujando estas dos graficas:
y=+Jx 4

Por tanto, la regién es la que se muestra. Los vértices de la region son los
puntos de interseccién de las curvas que se cortan: /

A(-6, 1), B(-3, 2), C(4, 2) y D(1, —1).

La region que esta a la izquierda del eje Y es un trapecio de altura 3 y bases 1_/
6y 3.Suareaes A1:6+3~3:277u2. ONd X
Otra regidon esta limitada superiormente por y = 2 e inferiormente por \

y= Jx , SU area la da la integral:

4 2 4
A2=J. (2—&)dx={x——§2x3} =8—E=§ W2
0

2 0 3
La otra region esta limitada superiormente por y =—+/ x e inferiormente por y = -1, su area:
1 1 1
A; =.[ (—\/;—(—1))dx =I (1—\/;)dX={X—32 X3:| 1 W= A=A+ A, + A, =2—7+§+l 3 2
0 0 3 o 3 2 3 3 2

Calcula el volumen de un sélido cuya base es un circulo de radio 1y en el que las secciones
transversales perpendiculares a la base son triangulos equilateros.
Si se centra el circulo en el origen, su ecuacién es X+ y2 =1, es degcir, y2 =1 -

A continuacién hay que encontrar la funcién A(x) que da el area de cada uno de los triangulos de la seccion.
La base de cada triangulo equilatero de cada seccion es 2y. La altura de cada uno de estos triangulos es

a=+@Q2y)?-y%= x/gy . Por tanto, el area de estos triangulos es @ = x/gyz . Asi pues, la funcion A(x)

3 3 3

1
es: A(x)=v3(1-x?) = V:J‘1\/§(1—x2)dx:\/§{x—x?3} :\/5[_+3):ﬂ =3
-1 1

Halla el volumen del sélido que se forma al girar la region bajo la graficade y=1 + cosxen [0, 27 ].

2n 2n
V:J. n(1+cosx)2dx:nJ. (1+cosx)’ dx = I(1+cosx)2 dx:J‘1+2cosx+cosx2 dx =
0 0

=Xx+2senx+ Icos x2 dx y, por partes: f(x) = cosx, dg(x) = cosx dx, df(x) = —senx dx, g(x) = senx

Jcosz X dx = sen xcosx+jsen2xdx :senxcosx+J.(1—cos2 x)dx:senxcosx+x—jcos2 X dx

Despejando se obtiene: Icosz x dx = wzxcosx +C

2n
Por tanto, V = th- =3n2

2n
X+ senxcosx}
0

(1+ cos x)? dx=n{x+23enx+ >

0

Halla el volumen de un sélido S cuya base es la region {(x,y) tal que x><y < 1} y cuyas secciones
transversales perpendiculares a la base son cuadrados.

Cada uno de los cuadrados de las secciones tienen lado 1 — x%; por tanto, A(x) = (1— x2)?.

1 1 35
El volumen del sélido es: V=J- (1—x2)2dx=J. (1-2x2+x*)dx = x= 22, x 16 e
4 p 3 5|, 15
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14.18.

14.19.

14.20.

X -X

Halla la longitud de la catenaria y = L entre x=0yx=1.

F(x) = :Lg_j J1+[F OO dx = .[1/‘”9 e j\/ 2dx =
ZJ- ,/ e“+e™ —= e +e )dx ;[e -e L:E(e—gj u.

La densidad de coches p(x) (en coches por km) en los primeros 20 km de una autovia de salida de una

gran ciudad viene dada por la funcion p(x)=300(2+sen 4\/x+0,15) siendo x la distancia en km al
comienzo de la autovia.

a) Escribe una suma de Riemann para hallar el niumero de coches en esos 20 km con cinco intervalos
de igual longitud tomando como punto muestra el extremo izquierdo.

b) Calcula el nimero total de coches en esos 20 km y compara el resultado obtenido con el del apartado a.

a) Se divide [0, 20] en 5 subintervalos de longitud 4 km mediante los puntos 0, 4, 8, 12, 16, 20.
En cada subintervalo se elige como punto muestra el extremo izquierdo del subintervalo.

n 5 5
D p(e)-Ax = S= ) p(xi4): Ax =D p(xi.q)-4 = 4-[p(0) + p(4)+ p(8) + p(12) + p(16)] ~ 14 004

i=1 i=1 i=1

20 20 20 20
b) p(x)dx:j 300(2+sen4 x+o,15)dx=sooj dx+BOOI send/x+0,15 dx
0 0 0 0

Se cambia de variable: {x+0,15 =t, # =dt = dx =2/ x+0,15dx = 2t dt
x+0,
. — s A — VA — —cos(4t)
J.sen4 x+015dx = IZtsen(4t)dt =2Itsen(4t)dt, f(t)=t g'(f)=sen (4f), f'(t) =1, g(t):T
2J' t-sen(4t)dt = 2- (M Icos(4t)dtj —tcos(dt) | sen(4t)
4 4 8

N J-sen4 X015 dx = ,/x+015003(4w/x+01 sen(4,/x+01 )
=

20

300(2+sen4 x+0,15)dx:600-20+300{ \/X+015°°28 (4/x+0.15) Se”(4\'“01 ~12372
0
0

Circulandia, una tipica ciudad, esta muy poblada cerca del centro pero su poblacién decrece cuando
nos alejamos de él. En efecto, su densidad de poblacion es 10 000(3 - r) habitantes/km’ siendo r la
distancia al centro en km.

a) Si la densidad de poblacion en los confines de la ciudad es 0, ¢ cual es el radio de la zona en la que
viven?

b) ¢ Cual es la poblacién de la ciudad?

a) Como la densidad en los confines de la ciudad es 0 = 10 000(3 — r) = 0, es decir, r = 3 km.

u 3
b) P = lim 2nrAr-f(c;) =J. 21r10 000(3 —r)dr . Se calcula esta integral:
0

N—>+oo L
i=1

3 3 2 378
J 2nr10 000(3—r)dr =20 OOOnI (3r—r?)dr =20 OOOT[|:%—%:| =90 0007 ~ 282 743 habitantes
0 0
0
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14.21.

14.22.

EJERCICIOS

Area bajo una curva

Halla el area de la region sombreada utilizando los diferentes métodos
propuestos y comprueba que siempre obtienes el mismo resultado:

a) Dividiendo el intervalo [2, 3] en n subintervalos de longitud l,
n

tomando como altura de cada rectangulo la ordenada de su extremo
derecho y calculando, finalmente, el limite de la suma de las areas de
los rectangulos cuando n — .

b) Procediendo como en a pero tomando como altura de cada rectangulo la
ordenada de su extremo izquierdo.

c) Hallando una primitiva F de la funcién cuya grafica es la recta
oblicua que limita la region y calculando F(3) — F(2).

d) Utilizando la férmula geométrica que da el area de un trapecio.
a) La ecuacion de la recta que limita superiormente el trapecio es y = x + 1.
1

n
n2

1
n2

2
{7n2+n}:7n_+1:1+1 . El érea del recintoes: A= lim S, = lim (7

2n 2 n N—>+oo N—>+oo

2

b) S, =1{2+1+2+1+1+...+2+n—_1+1}=l{3n+M}=i{ n?+
n n n n

n

2

n 2

2 n 2 2n 2 2n n—-+e n—>+eo

32

d) La regién sombreada es un trapecio de altura 1 y bases 4y 3. Su areaes A=

S :1{2+—+1+2+3+1+...+2+£+1}:l{3n+1+2+;+n}: L {3n2+1+—n~n}:
n n n n n n 2

_
n

2 2 2
:i{—Gn +tn _”}:ir” _"}:7”_121_i:> A= lim S, = lim (1_2_

2 2
c) Una primitivade y =x+ 1 es F(x):x?+x = A:F(3)—F(2):7+3—[27+2

oPe

1
2

n

{_

-1:Z u®.
2

}:

Calcula el area limitada por la curva y = x2 +1, el eje horizontal y las rectas verticales x=-2y x = 2.

Se divide el intervalo [- 2, 2] en 4n subintervalos, cada uno de longitud l.
n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada

subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2 2
Snzl{[—2+lj +1+(—2+£) +1+...+[—2+4—n] +1}=
n n n n
2 2 2
=l|:4+(1) —i+1+4+[£j —§+1+---+4+(4—nj —@H:l:
n n n n n n n

P +2%+--(4n)* 4+8+--+16n

n? n

S|=

{ZOn +

s, :%{20n+ 4n(4n+1)(8n+1) 2n(4+16n)} _ ;{20n+ 2(4n +;31(8n+1) —8(1+4n)} _

6n> n

1 ) 28n?+2 28 2
=—_|60n% +2(4n+1)(8n+1)-24n(1+4n)|="= =224 2
3n2[ ( X ) ( )] 37 3 732

El 4rea del recinto es: A= lim S, = lim (§+3L2j:§ u?.
n

N—>+oo no+e| 3 3
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14.23.

14.24,

14.25.

14.26.

Determina el area de la region limitada por la funcién f(x) = x3, el eje horizontal y las rectas verticales

2
x=0y x = 1. Para ello, utiliza la expresion: 1* +2% +...+ n® = [@} .
Se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud l

n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada
subintervalo y como altura la ordenada del extremo derecho.

n?(n +1)2
1 [1]3 (2)3 (nf 1P +2% 440 1 4 n*+2n®+n> 1 2 1
S,=—||—| +|=| +...+]|—| |=— =— = =—4—+—
n|\n n n n n® n n® 4n* 4 4n  4n?
El areadelrecintoes: A= lim S, = lim (l+i+ij=l u?.
N—>+oo no+e\ 4 4n  4n? 4

Sumas de Riemann. Integral definida
Esboza la grafica de f(x)= 1 en [1, 2] y divide este intervalo en 5 subintervalos para probar que:
X
2
0,2 i+i+i+i+l <J. ldx<0,2 1+i+i+i+i .
1,2 1,4 1,6 18 2 1 X 1 12 1,4 16 18

Observando el dibujo se aprecia que el area bajo la curva es mayor que la suma de las
areas de los rectangulos inferiores y menor que la suma de las areas de los rectangulos 1

superiores. m

(PAU) Sin calcular las integrales, justifica cual de ellas es mayor:

S
H
>

1 1
A=J. x?sen? x dx B=I x sen? x dx
0 0

b b
Se ha estudiado que si f(x) = g(x) en [a, b], entonces J. f ZI g.
a a
En el intervalo [0,1] se cumple que xsen? x > x2sen? x para todo x de dicho intervalo, ya que x = x? si x

1 1
pertenece a [0, 1]. Asi pues, I xsen? x dx = J. x2sen? x dx ya que no es el mismo integrando.
0 0

(PAU) Contesta, razonando la respuesta, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

b c c b
a) J' f(x) dx+j' f(x) dx =J' f(x) dx d) Si I f(x)dx =0 y f(x)>0 para todo x, entonces a = b.
a b a a

b b b b b b
b) L f(x)g(x) dx = j'a £(x) dx-L g(x)dx e) L [£(x)+g(x)] dx = L £(x) dx+Ia g(x) dx

b
c) Si .[ f(x) dx =0, entonces a = b.
a

a) Es verdadera. Es la propiedad 4 de la integral definida.

2 2 2
b) Es falsa. Porejemplo,I 1~xdx=2¢j 1dx~I xdx=2-2=4.
0 0 0

]
c) Es falsa. Por ejemplo, I xdx=0.
-1

b
d) Es verdadera. Si la funcion es positiva en [a, b], I f(x) dx mide el area bajo la curva, asi pues, esa area
a

solo puede ser cero sia = b.
e) Es verdadera. Es la propiedad 2 de la integral definida.
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14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

Teorema del valor medio

Halla el valor medio de la funcién f(x)=(x —2)? en el intervalo [0, 2] y la abscisa del punto en el que se
alcanza dicho valor medio.

2
Se debe encontrar un numero c del intervalo [0, 2] que cumpla I (x-2)%dx=f(c)-(2-0).
0

4 2J3 23

N E:f(c)-2:>f(c):i:(c—2)2:— S>c=2+——,c=2-—"—,
3 3 3 3 3 3

2 oo [(x=3P]
jo(x 2)dx{ 3 L

pero solo la segunda pertenece al intervalo [0, 2].

La siguiente region esta limitada superiormente por la grafica de la Y
funcion y =e*.

Halla la altura que debe tener un rectangulo de base 2 para que su
area sea igual a la de la region sombreada.

2 2 2

exdx=[e"}0 =e‘ 1.

0

El teorema del valor medio nos asegura que existe un numero c del J

El area de la region sombreada es I

2
intervalo [0, 2] que cumple J‘ e*dx=f(c)-(2-0).
0

2_
Asi pues, €% -1=f(c)-2 = f(c) =2 Ly

e? -1

Por tanto, el rectangulo de base 2 y altura tiene igual area que el de la region.

-1 2
(PAU) Sea f :[-2,2] - R continua en [- 2, 2] tal que:J' f(t)dt =j' f(t)dt .
-2 1

¢ Se puede asegurar que existen by ¢ en [- 2, 2] tales que b<-1, ¢=1 y f(b) = f(c)? Justifica la
respuesta.

Por el teorema del valor medio se sabe que:

2
A) Existe un nimero c del intervalo [1, 2] que cumple j f(t)dt =f(c)-(2-1)=f(c).
1

-1
B) Existe un numero b del intervalo [- 2, —1] que cumple I f(t)dt =f(b)-(-1-(-2))=f(b).
-2

Como ambas integrales son iguales, se concluye que, en efecto, existen by c en [- 2, 2] tales que b< -1,
c=1yf(b)=fc).

Para hacer un estudio sobre la capacidad de memorizar de un nifio se utiliza el siguiente modelo: si x
es su edad en afos, entonces su capacidad de memorizar viene dada por: f(x)=1+2xInx siendo

0< x <5. Calcula el valor medio de capacidad de memorizar de un niio entre su primer y su tercer
cumpleanos.

El teorema del valor medio nos asegura que existe un numero c del intervalo [1, 3] que cumple
J.f (1+2x-Inx)dx =f(c)-(3—1). El valor f(c) sera el valor medio pedido.
Se calcula, pues, el valor de la integral y luego se halla f(c):
J(1+2x~|nx)dx =J' dx+2J-x~Inxdx - x+2J-x~Inxdx.
x?

Esta ultima integral se calcula por partes: f(x) = Inx y dg(x) = xdx, por tanto, df(x)= ldx y g(x) 2
X

2 2 2 2 2
J.x~lnxdx:X—Inx—J-l~X—dx:X—Inx—X—:X— Inx—l
2 x 2 2 4 2 2
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3
Entonces: J'(1+2x Inx)dx =x+x (Inx—lJ j (1+2x-Inx)dx = [x+x2(lnx—%ﬂ :%+9£|n3—%):>

1

= %+9£In3 —%] =f(c)-2=f(c)= 5 9 (InS——J 3,94 es el valor medio de la capacidad de memorizar de

4 2 2
un nifio entre su primer y tercer cumpleafios.

La regla de Barrow

14.31. (TIC) Calcula las siguientes integrales definidas:

1 2
a) J.xarctgx dx c) I de e) j- 2x +1
0 1 X°+2x X +x+1)2
T 3
b)J' x? sen xdx )J' 2x—1f ﬂj
-n 0 4x? +1 0 1+2e*

a) Ixarctg xdx se hace por partes: f(x) = arctg x, dg(x) = x, por lo que df(x) :1 L R g(x)= X?
+ X

2 2 2 2
Ixarctgxdx arctg x - X— - j 1 ~X—dx:> .[ ! ~X—dx =1J. X > dx=l[x— L 5 dx} =
1+x° 2 1+x2 2 2J1+x 2 1+ x

2 2 1
= jxarctgxdx: arctgx X——lx + l arctgx + C = J1xarctgxdx = X—arctgx—1+larctgx =£—l
2 2 2 0 2 2 2 , 4 2

b) Ixz senx dx se calcula por partes. Llamando f(x) = X y dg(x) = senx, es df(x) = 2x, g(x) = — cos x, por lo
que '[XZ senxdx = — x* cos X + J2xcosxdx .
Para obtener ahora I2xcosxdx , se procede de la misma forma: f(x) = 2x, g’(x) = cosx, asi que f'(x) =

g(x) = senx, con lo que j x? senx dx = —x* cosx + [2xsenx - J.2sen xdx}: —x* CoSX + 2xsen X + 2¢os X + C.

K s
I x? senxdx = [—xz COS X +2xsenx +2cos x} =0. Observa que la grafica de la funcion f(x) = x’senx es

- -

simétrica respecto al origen, y como el intervalo [, 1] esta centrado en el origen, dicha integral es 0.

1 1
c)j — =I1+_2 dix = (Inx ~In(x +2)) + C
x? +2x X x+2 2

2
.[ X _inx-in(x+2)]? =+ (n2-In4-In1+In3) = ~in[ >
2 172 22

1 x2+2x
)sz Ui jwdx=j[1— 42X jdx:x—lln(4x2+1)+C
4x2 +1 4x2 +1 4x° +1 2

(2x -1
I#dx:[x—lln(4x2+1)} _4_In5

0 4x°+1 2 0 2

2
e)f i e R
(x2 + x +1f X“+x+1lo 7 7
f) Cambio de variable: t =e* = dt=¢ de:>dx-£:> J‘ :I—dt,ahora se
t 1+2e 1+2t t(1+2t)

descomponen en fracciones simples:
L =A+ B = A=-2,B=2, por tanto: I J- dt+J
t(1+2t) t t—l t(1+2t t 1
2 2
deshaciendo el cambio:

31 Al Al 1 1
'[ dx = —2Ine"+2|n(e"——] = —2x+2|n[ex——j :—6+2In(e3——)—2ln(—)
0 1+ 2e* 2)], 2)], 2 2
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14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

14.36.

Calcula el area que encierra una loma de la funcion f(x) = senx.

T
'[ senxdx =[-cos x]; =-cosm+cos0=2 u’

0

2n
Calcula el valor de la integral j. |x| senx dx .
-7

2n 2n

xsenxdx =0+ [—xcosx]f["+J. cosxdx =-2n+m+0=—m.
-

2n T
J. | x| senxdx =I | x | senxdx +I

-T U T

La funcién f(x) =—; nunca es negativa por lo que cualquier suma de Riemann seria positiva y el limite
b'¢
de cualquier suma de Riemann positivo. { Qué es erroneo entonces en el siguiente razonamiento?

13 27 17 1\ o9
—AdX= 3— =|:——3] =—1—(——)=__
-2 X -3, x° ], 8 8

f(x)= % no estd acotada en [- 2, 1] porque Iimoi4 =+o0 = El limite de las sumas de Riemann no existe.
X x=0 x

Calcula una aproximacion por exceso y otra por defecto de In 2 utilizando una particiéon en cinco

. 2 dx
subintervalos para calcular | —.
1 X

Por defecto: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo derecho.
Por exceso: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo izquierdo.

2
0,2 i+i+i+i+l <J- ldx<0,2 1+i+i+i+i
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

2
Operando: 0,6456 < J. ldx =In2-In1=In2<0,7456 .
X

1

Sabiendo que Y2 = 1,1487 , puedes encontrar otra aproximacion de In2 haciendo una particion en cinco

1
subintervalos para calcular J- 2*dx . Utiliza la integral anterior y la regla de Barrow para demostrar que
0

tim [n (%2 -1)]=1n2.
Nn—+oo
Se divide el intervalo [0, 1] en 5 subintervalos, cada uno de longitud % .

1 2 3 4 5
Ss :%{25 +25 425 425 +25} =%[1,1487+1,14872 +1,1487° +1,1487* +1,14875] ~ 1545

1 x 17
Por otra parte, J‘ 2ax=| 2| =1 o 1 _1545=1n2~064724
0 In2 0 In2 In2

Anéalogamente, se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de longitud: 1
n

1 1 1

12 n 12 .on _2n n n

Sn:l|i2n+2n+...+2n:|:l|:2n +2n+...+2:|:l 2 21 2 :2 1 _\/E[ 1 ]
n n n

1 n 1 n nfo _
2n 1 2n 1 V21
1 0 lim %2
lim S, = J. 2¥dx =—— = i ﬁ( ! j: At = L =L~ im n(¥2 -1)=In2
n—>4es 0 noe n (82-1)  lim n®2-1)  lim n®2-1) In2 " noe
N—+oo N—+oo
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Funciones definidas por una integral. Teorema fundamental del célculo

14.37. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

cos x
a) f(x) = J' sent ¢) F(x)= .[ dt
x2+1
b) £(x) = j' g x>0 d) f(x)=j' -
X
a) Aunque la integral J‘intdt no es elemental, pero g(t)= sent es continua para t > 0, el teorema
fundamental del calculo asegura que la derivada de f(x)= J. sent ——dt es f(x)= senx .
X
COS X _
b) f(x):j ﬂ_[mt]“’sx In(cos x) , su derivada f/(x) = —onX _ _tgx.
1 cos X
X
c) f(x):j ﬂ=—[I t] (Inx —Inx):l(ZInx—Inx)zln—x, su derivada es f’(x):i.
x 2t 2 2 2x

d) La integral Ie"zdt no es elemental, asi que no se puede emplear el método de los dos apartados

anteriores. La funcién g(t):e"2 es continua, asi pues, f(x):[G(t)]§2”:G(x2+1)—G(x), siendo

2

G/(x)=e~", por tanto: f'(x)=G/(x? +1)-2x —G'(x) = 2x-e" V" _ g~

1+h
J. x? +8dx

14.38. Calcula lim
h—0 h

Sise llama f(x)=vx%+8 y F(x) a una primitiva suya, F '(x) = f(x), entonces,

1+h
j x* +8dx
=F(1)=f(1)=V1*+8 =3

lim — lim F(1+h)—F(h)
h—-0 h h—0 h

X
14.39. (PAU) Dada la funcién g(x) =j- e dt , ¢tiene g(x) puntos de inflexion? Razona tu respuesta.
0

X

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que la derivada de g(x) :'[ e"Zdt es g'(x)= e‘x2 yla
0

segunda derivada es g"(x)= _2xe™ , que se anula si x = 0. Ademas, la segunda derivada es positiva a la

izquierda de x = 0 (g es céncava hacia arriba) y es negativa a la derecha de x = 0 (g es concava hacia abajo).
Asi pues en x = 0 se produce un cambio de curvatura, por tanto, el punto A(0, g(0)) = A(0, 0) es un punto de
inflexion de g(x).

X
14.40. (PAU) Calcula la derivada de la funcién f(x) =j- cost’dt .
0

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f/(x) = cosx?.
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14.41. Calcula la derivada de estas funciones:
X senx
a) f(x)=j' £2dt c) f(x)=j' £dt
3 3
3 14x3
b) f(x)=j- t2dt d) f(x)=j'  fdt
X X

a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f/(x)= x2.

3 X
b) Por las propiedades de la integral definida se sabe que f(x) =I t2dt = —J. t2dt . Por tanto, f/(x)=-x2.
X 3

senx t3 senx sen3 X
c) f(x)= t2dt =| — =T—9. Su derivada es f(x) =sen’x.
3

315
14x3 3 33,6 3\2n,2 5
d) f(x)= 2at=| L M_X_: f’(x)=M_6L=3x2(1+x3)2_2x5.
X2 3, 3 3 3 3
14.42. Calcula la derivada de estas funciones:
a) f(x j' _ 1 g b) f(x j' — 1 _at
) flx) = In(t2 +1) ) F(x) = In(t2+1)
senx 1+x3
¢) f(x j' _ 1 d) f(x j' _1
) flx) = In(t +1) ) flx) = In(t2 +1)
1 1
La integral J df no es elemental pero si se sabe que la funcién g(f)=———— es continua.
9 In(t2 +1) P a 9(t) In(t? +1)
a) Por el teorema fundamental del célculo se sabe que f'(x)= +
In(x< +1)
31 x 1 . , 1
b) f(x)=.[ 2—dt=—J. ————at, asipues, f(x)=-———F——.
x In(t* +1) 3 In(t“ +1) In(x* +1)
c) f(x)=[G(t)5"* = G(sen x)— G(3), siendo G’(t):+, por tanto:
In(t* +1)
f’(x) = G'(sen x)cos x =#
In(sen® x +1)
d) F(x) =[G ™ =G(1+x%) - G(x?), siendo Gt)=—py— =
x In(t= +1)
2
F(x)= G (1+ x°)3x2 — G'(x2)2x = 3"3 S 24X
In((1+x°)"+1) In(x" +1)
XZ
14.43. (PAU) Sea F(x)=j Intdt con x >1.
1
a) Calcula F'(e) . b) ¢ Es una funcién constante? Justifica tu respuesta.

2

X

a) F(x)=I Int dt =[tint -] = x2Inx* - x2 +1 = F’(x)=2x|nx2+x2.2—’2‘—2x=2x|nx2=4x|nx
1 X

Por tanto, F'(e)=4elne =4e.

b) F’(x)=4Inx + 4x-l =4Inx+4 . No es una funcién constante porque su derivada no es nula.
X
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sent

14.44. (PAU) Sea la funcion F(x)= j‘ dt definida para x >1. Halla los valores de x en los que alcanza

sus maximos y minimos relatlvos.

F'(x)=2"X Esta derivada se anula si senx = 0, es decir, si x = 1 + kn con k=0, 1, 2,... Maximo si k = 0,
X

2,4,..,yminimosik=1,3,5,...

X
14.45. (PAU)Dada la funcion F(x) = j (2 —1)e“2dt , definida para todo xe R:
0

a) Calcula F’(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla las abscisas de sus maximos y minimos
relativos.
b) Calcula F”(x), estudia la concavidad y convexidad de F(x) y halla las abscisas de sus puntos de
inflexion.

a) F/(x)=(x? —'I)e’x2 . Esta derivada, F(x), se anula si x =—1 0 x = 1. Se estudia su signo:

X (= o0,—1) —1 1,1 1 (1,+)
Signode F + =0 - =0 +
Comportamiento de F | Creciente Maxmo Decreciente Mlnlmo Creciente
relativo relativo

b) La derivada segunda de Fes F"(x)=2x(2- x2)e"‘2 ,queseanulasix=0, x= 2 , X = V2

o (Bl tEd | 0 | ) | | W)
Slngl‘Cl) de + =0 — =0 + =0 —
Concgva Punto de Concgva Punto de C°”°?“’a Punto de Congava
F hacia . . hacia . > hacia . . hacia
. inflexion . inflexion . inflexiéon .
arriba abajo arriba abajo

b b
14.46. Demuestra la siguiente igualdad: j.f(x)dx = J.f(b— x)dx . Para ello, realiza el cambio t =b— x .
0 0

Se utiliza el teorema de sustitucion en integrales definidas, notando que g '(x) = —1.

j(jf)(b—x)dx:—If(g(x))g'(x)dx_ f(t )dt = J'f dt_jf dt—jf(x)dx

eX—x-1

14.47. (PAU) Sea F(x) la funcion definida por F(x)= J. e Cdt.
Halla los puntos en los que se anula la funcién F'(x).

La integral J.e"zdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla. La

funcion g(t):e‘t2 es continua, asi pues, F(x)=[G(t)]; ofox- '=G(e* - x-1)-G(1), siendo G'(x)=e* ,por

tanto: F'(x)=G'(e* —x—1)-(e* —1)—0=(e* —1)-e~© " Dicha derivada se anula si e* ~1=0= x=0.

2x
14.48. (PAU) Sea F(x)=I e'’dt . Calcula F’(0).
0

2
et

La funcion g(t) = es continua, asi pues, F(x)=[G(t)]3* = G(2x)-G(0), siendo G'(x) = e , por tanto:

Fi(x)=G'(2x)-2-0=2-6®" = F (0)=
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14.49.

14.50.

14.51.

14.52.

14.53.

X -
(PAU) Halla el punto del intervalo [0, 2] en el que la funcién f(x) ='[ %dt alcanza su valor minimo.
o 1+

x-1

+x?

Como la funcién g(t) = 1t il
+

72 es continua, se sabe que la derivada de f (x) es f'(x)= .

Esta derivada se anula si x = 1 y como a la izquierda de 1 es negativa y a su derecha es positiva, en el punto
de abscisa x = 1 se encuentra el minimo de la funcién f(x).

(PAU) a)Calcula los extremos relativos y absolutos de la funcién f:[-7,1]—> R definida por

f(x)=x*+6x2+49.
B

b) Sea B el punto en el que f alcanza su maximo absoluto. Calcula j- f(x)dx .
-7

a) f(x)=3x%+12x =3x(x+4) se anula si x = 0 6 si x = 4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se ve

que A(-4, 209) es un maximo relativo y B (0, 49) es un minimo relativo. Se comparan los valores: f(—4) = 209;
f(0) = 49; (-7) = 0; (1) = 56. Asi pues, A(—4, 209) es el maximo absoluto y C (-7, 0) es el minimo absoluto.

” X 675
b) Ya se ha calculado B =4 = J:7 (x* +6x% +49)dx = T+2X3 +49x | =—=

-7

(PAU)a) Si fes una funcién continua, obtén F’(x) siendo: F(x)= ‘[ (f(t)+ t2+ t3) dt .
0

1
b) Si f(1) =1y ademas J. f(t)dt =1, halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F (x) en el punto
0

(1, F(1)).

a) Como la funcién g(t)=f(t)+t2+t> es continua, el teorema fundamental del calculo asegura que la
derivada de F(x) es F'(x)=f(x)+x2+x>.
b) La ecuacion de la recta tangente buscada es y — F (1) = F(1)(x — 1). Se calcula entonces F(1) y F(1):
1 1 1 1 37" 1447
F(1)=I (f(t)+t2+t3)dt=I f(t)dt+j tzdt+'[ Pat=1+| | 4] L] 2qe 11209
0 0 0 0 3 0 4 0 3 4 12
F()=f()+ 1 +1 =1+1+1=3

La recta tangente es y —% =3(x—-1), esdecir, y = 3x—1—; .

—-4x

(1+ x2f

a _ a
| 4);2dx=[ 22} =2 o-4=-2 imitra’=2ma=ta=-1ma=1
o (1+x%) 1+x° ], 1+a 1+a

a
Dada f(x)= , determina el valor del parametro a > 0 para el que I f(x)dx =-1.
0

(PAU) Sean las funciones F(x)= J- “V5+e dt y g(x) = x%; calcula (F(g(x)))’ .
1

Como la funcién f(t)=V5+ e’ es continua, por el teorema fundamental del célculo se tiene que su derivada
esF'(x)=V5+ X .

Aplicando la regla de la cadena, (F(g(x)))’ = F(g(x))-g'(x) = F(x?)-2x = 2x - V5 + &*"
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14.54. Calcula lim —>—— .
X —>+oo X t2
xj. e’ dt
0
Al presentarse una indeterminacion del tipo = y estar en las hipétesis del teorema de L"Hépital, se aplica la
toma de derivadas en el limite y el teorema fundamental del calculo:

X
t
. jo e at . e’ 3x2 _ 6x%e""3x% +6x6" _ 6xe [3x° +1]
lim = lim 3 = lim = lim = +oo

4 4 4

X—>+4oo X 2 X—teo @ X 2 4 Xoteo D yaX +2X2 X X—>+o0 X

xI el dt J. e'"dt + xe* 2x € e 2xe” [1+x]
0

X
14.55. Si J. f(t) dt es 5x° + 40, Jquién es f(x)?, ¢cuanto vale c?
(4

Sea g(x) =I f(t) dt =5x° + 40 ; entonces g’(x) = f(x) =15x2 .
(o]

Por otra parte, tomando x = ¢, g(c) =0 = 5¢%+ 40, de donde ¢ = 2.

Areas de recintos

14.56. La curva y = 2x? divide al cuadrado de vértices V4(0,0),V,(1,0),V;(1,1) y V,(0,1) en dos recintos.
Dibujalos y halla el area del recinto mayor.

La abscisa del punto de interseccién de la parabola y el segmento V3V es x = 1

R

Por tanto, el area del recinto de la izquierda viene dada por la integral: 4
3
5 st 1 )
A, =J‘ V2 (1_2x?ydx = | x—2X P o L \N2J 04714 @
0 3 |, 2 3
1
El area del recinto de la derechaes A, =1-A, =1-0,4714 =0,5286 u?,
Con lo cual, el recinto mayor es el de la derecha. Y 1 X

14.57. Calcula el area encerrada entre f(x)= y el eje de abscisas para x e [2, 5].

x2+1
Y 5( 6x 5
_ _ 2 _ _ 2
A-I2 (X2+1jdx—[3ln(x +1)]° =3(n26-In5) v*
2 D
D X
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14.58. Dibuja la superficie limitada por la parabola y = x> —4x+5 ylarecta y = x +1. Calcula el area de dicha
superficie.

Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la ecuacion Y
X2 —4x+5=x+1=x>-5x+4=0=>x=1,x=4.

Los puntos de corte son A(1, 2) y B(4, 5).

La region esta comprendida entre dos graficas: larecta y = x +1 esta por

encima y la parabola y = x? —4x +5 esta por debajo.

El area de la region es: A = [ *(x+1-(x* ~4x+5))dx = [ (-x +5x ~4)dx =

e 1 g b
=22 4y =22 01 X
3 2 , 2
14.59. Dibuja la grafica de f(x) = |x2 - 4| en el intervalo [-3, 3] y calcula su integral.
La grafica de f(x) se dibuja muy facilmente a partir de la de la funcion y
g(x) = X*— 4, sin mas que reflejar su parte negativa respecto al eje X. Como la
funcién es positiva y simétrica respecto al eje Y, y el intervalo esta centrado en
el origen, se calcula la integral de esta forma:
3 2 3
I |x2 -4 |dx:2j (—x2+4)dx+2j (x? —4)dx =
-3 0 2 14
3 2 3 3 o 1 X
=2 =X yax| +2 X —ax _46
3 0 3 , 3

1
14.60. Halla el valor a > 0, tal que j- (x+1) dx= %
0

a1 2 a-1 a2
(x+1) dx:{%+x} =%+a—1=%:>a2—2a+1+2a—2=9:a2=1O.Portanto, a=410.
0

0

ax’+b si|x|<2

14.61. (PAU)Se considera la funcion f(x)=4 1 .
— si| x|22
X

. Se pide:

a) Calcula ay b para que f sea continua y derivable en todo R.

b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcula el area de la regiéon acotada por la
grafica de f, el eje horizontal y las rectas x =1, x = 3.

1

— six<-2
X2
-x2 1

Lafunciénes f(x)={—+— si-2<x<?2

16 2

— six>2

x2

a) Esta claro que la funcion es continua en el interior de los tres intervalos de definicién. Se impone la
condicion de que sea continua en los extremos de estos intervalos.

lim f(x)=lim (i):l, lim f(x)= lim (ax? +b)=4a+b,f(-2) =+ = 4a+ b= =16a+4b=1
2 4 x-2t x—-2" 4 4

X—-2" x—>-2"\X

. o, . (1) 1 1
lim f(x) = lim (ax? + b)=4a+b, lim f(x)= lim| = | =+, f(2)=—
x—2" x—2" x—2* x—-2*\ X 4 4
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14.62.

14.63.

14.64.

Por tanto, 4a+b =%, que es la misma ecuacién que la anterior. Asi pues, si 16a+4b =1, la funcién sera

continua en todo R. Se impone ahora la condiciéon de que también sea derivable.

-2
— six<-2
X3

La funcion derivada para valores de x distintos de -2y 2 es: f/(x)={2ax si—-2<x<2

-2
— six>2
P
. , . -2\ 1 , . 1 1
lim f(x)= lim |—|=—=, lim f(x)= lim 2ax=-4a => —=-4a—a=——
x—-2" X—-2" X3 4 xo-2* x—-2" 4 16
. 7 . . 7 . _2 1 1 1
lim f(x)= lim 2ax=4a, lim f(x)= lm| < |=—— > ——=4a=>a=—-—
xX—2" x—2" x—2" x—2" X3 4 4 16

Para este valor de a, b :%—43 :%. Asi pues, si a= —% y b :% , la funcién es continua y derivable en

todo R.

2(_ 2 3 _y3 2 _9273
b) A:j X +l dx+.[ (ijdx: X +1 +|:_2:| :1_7_;,_1:& u2
116 2 2\ x2 48 2], x>], 48 6 48

(PAU) Halla el area de la region comprendida entre las parabolas y = X y=- 2 +3.

x> =-2x2+3=3x?-3=0= x=-1x=1. Los puntos de corte son A(- 1, 1)y B(1, 1).
La region esta comprendida entre dos graficas: y = — 2x° + 3 esta por arriba;
y= x* esta por debajo. Como ambas funciones son simétricas respecto del eje Y, el area de la regién es:

1 1
A:2J' (—2x2+3—x2)dx:2J. (—3x2+3)dx:2[—x3+3x];=4 W2
0 0

1
Calcula el area de la region limitada por las curvas y = X, y=x3 ylasrectas x=-1,x=1.

Y
Las graficas de las funciones se cortan en los puntos O(0, 0) y A(1, 1).
La region esta formada por dos trozos:

1.
A__[ 0(X2—x1’3)dx+_[ 1(X%—xz)dx— X 34 x* O o33 X 1 3 \\
-1 0 3 4 Py 4 3 2 /O

0 X

/

(PAU) Calcula el area limitada por la grafica de la funciéon f(x)=1Inx, el eje Xy la recta tangente a dicha
grafica en el punto x = e.

Y
La recta tangente tiene por ecuacion y — f(e) = f'(e)(x — e), es decir y = 1x .
e
El recinto esta formado por dos regiones. Una, limitada por la recta tangente y
1.
el eje Xentre 0 y 1, es un tridngulo de base 1y altura 1 , Su area es A1=2i .
e e
El area de la otra es: 1 X
e x x2 e 1
A, =.[ (——Inxjdx: ——xXInx+x| =———-1.
1\e 2e ; 2 2e
El areadel recintoes A=A+ A, :i+£—i—1 =21l

2e 2 2e 2
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14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

(PAU) Dada la funcién y =

X
x2+2
perpendiculares al eje X que pasan por el maximo y el minimo de la funciéon dada.
2-x?

—z,queseanulasi X=- 2,X=\/§.

La derivada de la funcion es f'(x)=-—;
(x°+2)

, calcula el area encerrada por la curva, el eje X'y las rectas

Estudiando el signo de la derivada: A[— ﬁ#] es minimo y B[\E%] es maximo. El recinto esta

comprendido entre x = 2 y X= V2 . Como la funcién es simétrica respecto del origen, el area pedida es

X

vz
igual a A:2I dx = I + 22 =in4—In2=1n2 .
0

x% 42

(PAU) Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = x> - 2%+ x, y la recta tangente a
dicha grafica en el maximo relativo. Representa graficamente la funcién hallando los puntos de corte

con los ejes y los extremos relativos.

La funcion corta al eje Y en el punto O(0, 0) y al eje X en los puntos O(0, 0) y A(1, 0).

La derivada de la funcién es f (x) = 3x*— 4x + 1y se anula six =10 si x = % .

B li es un maximo y C(1, 0) es un minimo.
3 27
La recta tangente en el maximo es y =% .

Para hallar los puntos de corte de dicha tangente con la grafica de la funcién, se

Z

GERRREsd

resuelve la ecuacion x° — 2x% + x = % cuyas soluciones son x =% y X = % El recinto esta limitado

superiormente por la recta e inferiormente por la cubica.

4

: 4 4 3 2 3
A=I13(i_(xs_2)(2+x)jdx=I13(—X3+2X2—X+i)dX= —X—+2L_X_+4_X

s 27 1 27 43 2 27

.12
3

1 2

(PAU) a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones y =senx, y=cosx,x=0y x = % .

b) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a) El punto de corte de ambas funciones se encuentra resolviendo la ecuacion Y

. . . T T
senx = cos x , cuya Unica solucién en el intervalo [0, 5} esx= T

z T A
b) A1=I4(cosx—senx)dx=[senx+cosx]g=x/§—1 77
0
N

/3
A, =I (sen x —cos x)dx = [-cos x —sen x]*/3 =—%—§+\/§
n/4

A=A +A, :6-1-%-§+&=2ﬁ—%—§=w u?

(PAU)a) Representa las curvas de ecuaciones y = x>—-3x+3 e y = x Y
calculando dénde se cortan.

b) Halla el area del recinto limitado por dichas curvas.

a) Los puntos de corte se encuentran resolviendo la ecuacion
x2-3x+3=x=>x>-4x+3=0=>x=1,x=3
Los puntos de corte son A(1, 1) y B(3, 3).

b) El recinto esta limitado superiormente por la graficade y =x?> -3x+3 e 1t
inferiormente por y = x . Su area viene dada por el valor de la integral:
3 13
A:J3(x—(x2—3x+3))dx= X ook =22
1 3 1, 3
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14.69.

14.70.

14.71.

14.72.

ear: b a runcion derinida por X)=X"+ X+—.
(PAU)Sea f:R — R la funcién definida por f(x)= x2++2 1

a) Dibuja el recinto limitado por la grafica de la funcion fy sus tangentes en los puntos de abscisa

1 1
X0=E Yy X1=—E.

b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos que tienen igual area.

a) La ecuacién de la tangente en el punto de abscisa x =% es y=(1+ \/E)x y la de y

1..
la tangente en el punto de abscisa x, = —% es y=(-1+ x/E)x .

b) Si x < 0, el area del recinto es:

32}01 /

0 T
A:J' 1[)(2+ 2x+%—(—1+\/2)xjdx:{x_+x_+ﬁ 2 X
2
Si x > 0, el area del recinto es:

1 1 3 2 2
Azj.z[x2+ 2x+l—(1+\/§)x dx:j2 oxrax=| XX X2
0 4 0 3 2 4

Sean las funciones f(x)=x? y g(x) = x®, determina el area encerrada por las graficas de ambas
funciones y larecta x = 2.

Esas dos funciones se cortan en los puntos A(0, 0) y B(1, 1). Se quiere hallar el area del recinto limitado
superiormente por g(x)= x*® e inferiormente por f(x)=x?,entre x=1y x = 2.

2

2 4 3
El 4rea la da la integral: A:I (x® —x?)dx =| 2 - X :4-§-(1-1)=ﬂ u?
1 4 3| 12

(PAU) a) Halla el area del tridngulo formado por el eje Xy las rectas tangente y normal alacurvay =e™

en el punto de abscisa x = -1.

b) Halla el area de la regién limitada por la curva de ecuacién y = e ™y el eje X para los valores -1< x<0.

a) La derivada de f(x)=e™* es f(x)=—-e . Larecta tangente a f(x)=e* en el punto de abscisa x = -1 es
y —f(=1)=f(-1)(x+1), es decir: y=-e-x.
Larectanormales y —f(-1)= ,_—1(x +1), esdecir: y = lx+l+e .

f(-1) e e
Asi pues, estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos de abscisas x =0, x = —e- 1, respectivamente,
con lo que la base del triangulo en cuestion es e?+1 y su altura e.

3
i e’ +e
Su area es u?,

b) La region esta siempre por encima del eje X. Su area es el valor de la integral:
0 0
A:I e"‘dx:[—e‘q =1+e=e-1U°
-1 -1
Calcular a > 0 para que el area encerrada por la graficade f(x) =senx,eleje y =0,ylarecta x = a, sea % .

a a 1 1 m
sen xdx =[-cos x| =—cosa+cosO=—cosa+1zgscosa =5 =a=g
0
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14.73. (PAU) Dada la funcion f(x) =

x“-12 . L, cgs
7.4’ calcula el area de la region acotada encerrada por su graficay el
eje X.

La funcioén corta al eje X en los puntos A(—v/12, 0) = A(—2\/§, 0)y B(2\/§, 0).
El recinto esta por debajo del eje X; ademas la funcién es simétrica respecto del eje Y, asi pues, el area de la

23 x2-12
regién viene dada por: A=2 —I dx
o x2+4

Se calcula esa integral:
2_
k= 12dx=J‘(1— 16 ]dx:jdx-sj
X +4 X +4 (Xj
1+ 2

23 2
Azz[—j 12d] —2[x—8arctg ;H —%) 16n —43 2
0

o x%>+4

—_

dx=1- 8arctg( j +C

14.74. (PAU) a) Halla la recta tangente a la curva de ecuacién y = x> —3x en el punto de abscisa x = 1.
b) Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y calcula el area.

a) La derivada de ecuacién y = x® —3x es f(x) = 3x°-3.

La ecuacion de la recta tangente es y — f(— 1) = f(— 1)(x — (— 1)), es decir, y = 2. Y
b) Los puntos de corte de la curva y = x® —3x y larecta y = 2 se obtienen resolviendo la
ecuacion x® -3x=2=x>-3x-2=0= (x+1)?(x-2)=0: / | /
A(-1, 2) y B(2, 2) son los puntos de corte. on i X
2 Xt T 3) 27
A=I (2-(x* —3x))dx = + 2% oy =6—(——j=— W2
-1 4 2 B 4 4

14.75. Sea f(x)= x2. Calcula en funcién de t el area limitada por la parabola y la cuerda OM. Sea N el punto de
la parabola en el que la tangente es paralela a dicha cuerda. Demuestra que el area del segmento

parabolico es %del area del triangulo OMN sea cual sea el valor de t.

El punto M tiene por coordenadas M(t, t2 ), asi pues, la pendiente de OM es Y M
2 |
t — =t . La recta tangente en el punto N(n, n )tlene pues, pendiente t, asi )
1 .
t t 2 ]
ues, f(n) =t, es decir, 2n =ty, por tanto, n= — . El punto Nes N| —,— |. I
p (n) Y, p 5 Elp [ >4 ] N
La recta que contiene a OM tiene por ecuacion y = tx, asi pues, el segmento L
parabolico tiene un area de: 0 1t X
t
t tx* x° S S
=| (tx=x¥)dx=|"—-2—| =——-—="u
A ( ) { 2 3 } 2 3 6
t? ¢
tt 2 4] ¢

La altura, h, del tridngulo OMN: h = d(N,OM) = d[[— —j x-y= 0] =
2 4 Vi1 a4t 41

Por otra parte la longitud del segmento OM es \/(tz)2 +t2 =tVt2 +1. El area del triangulo es:

t2
N2+
/ 2 3
A = # = % u?. Asi pues, % = i , de donde A; = %Az , COMo se queria probar.
2
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14.76.

14.77.

14.78.

14.79.

Volumenes y arcos

Halla el volumen del cono que se obtiene al girar alrededor del eje X Y
la region comprendida entre el siguiente segmento y el eje
horizontal, y comprueba que el resultado es correcto.

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucion que se obtiene

al girar yzg alrededor del eje X.

Se sabe que dicho volumen es igual a:
4 2 4,2 374 3

v=| (_j den| Eaen L] opd _10m;
0o \ 2 o 4 12 ], 12 3

El solido que se forma es un cono de radio 2 y altura 4. Su volumen es: V = %m 22.4= 16m 3

—u
3

Calcula el volumen del sélido de revolucion obtenido al girar la region bajo la graficade y = Jx -senx y

por encima del eje horizontal, alrededor del eje Xy con x < [0, n].

T 2 T
Se sabe que dicho volumen es igual a: V =I TC(\/;SGD x) ax = nj xsen? xdx
0 0

Se calcula por partes. Se llama f{(x) = x y g'(x) = sen’x, entonces, f(x) =1y g(x) :g—%(zx) .
J.xsenz el = x(i— sen(2x)j_.|'(1_ sen(2x)jdx —x(i— sen(2x)j_x_2_ cos(2x)
2 4 2 4 2 4 4 8

Asi pues, V=nJ- xsen? xdx = x| x 1

[i_sen(ZX)j_x_z_cost) " _n i
0 0_ 4

(PAU) Halla el volumen engendrado por la region plana definida por el eje X, la curva de ecuacion
y =e™*, el eje Yy larecta x = 3, al girar alrededor del eje X.

3 2 3 a2x 3 6
V=J. n(e”‘) dx:nI e X dx=n| 2 B +l =£[1_16J ul
0 0 2 0 2 2 2 e

Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar en torno al eje X la region bajo la grafica de la

curva y = 1 y por encima del eje horizontal, entre las rectas x=0y x = V2.
2+ x?
Se trata de hallar el volumen del sélido de revoluciéon que se obtiene al girar y = ;2 alrededor del eje X.
2+ x
S b dich I igual a: V v 1 d 7 d '
e sabe que dicho volumen es igual a: V = | ——| dx=n| ——dx
a 9 Io J2 4 x2 .[o 2+x2
1.
Se calcula esta integral que va a dar lugar a una arcotangente. e —T e
A o 1][X
I L S ax = LILZdX = Larc’tg[ij +C= Qarctg(ij +C
2+x V2 [ X j V2 V2 2 2
1+| =
V2
o w2 7 _m2 w2 n_ w2
El volumen es: V = n'[ > dx =——| arctg| —= = -(arctg1-arctg0)=———= u
0 2+x 2 V2 )], 2 2 4 8
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14.80.

14.81.

14.82.

14.83.

14.84.

14.85.

Halla el volumen del sélido formado cuando la region bajo la grafica de y = ,/sen x en el intervalo
[0, n] gira alrededor del eje X.

T T
V= j n-f2(x)dx :n'[ senxdx =7 [-cos x|} =2n u?
0 0

Calcula el volumen del paraboloide de revoluciéon que se obtiene al girar la region comprendida entre la
parabola y = x? y el eje horizontal, alrededor del eje X desde x = 0 hasta x = 4.

4 4 574
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :I o(x?Y dx = nI x*dx = 1{%} = 10?“ u?
0 0
0

Un movil se desplaza siguiendo la trayectoria de la grafica de la funcién y = /(x + 1)3 , donde x
representa el tiempo. Calcula el espacio recorrido en el intervalo de tiempo [0, 3].

S:.[a\/(x+1)3 dx:[é/(xﬂf’r :% u
0

0

La base de un sélido es la region del plano limitada por el eje Yy lasrectas y=1-x, y=2x+ 5, x= 3.
Cada seccion perpendicular al eje X es un cuadrado. Halla su volumen.

Cada seccion perpendicular al eje x es un cuadrado de lado 2x + 5 — (1 — x) = 3x + 4. Asi pues, el volumen

3 3 GBx+4P 1] 13 4 s
sera j A(x)dx = I @Bxtapdx = |BXH4 11157 o3y
0 0 3 3 0 9

Determina el volumen generado al girar respecto al eje de abscisas la region acotada por las graficas de
las funciones fix) = X’y g(x) = 2x.

Ambas graficas se cortan en los puntos O(0, 0) y A(2, 4).

2 2 3 572
V:J‘ TC(2X—X2)2dX:TCJ. (4X2_4X3+X4)dX:T[|:4:)3( —X4+%:| 161'C 3
0 0

2 2
Esboza la grafica de la funcién x® +y3 =9 vy halla la longitud de dicha curva entre x =1y x = 27.

Y
2 2 233 2\2
y3=9-x3;y= (9—x3)2 Y= 3 [9—x3)2 : [—E) ' i1
2 3) 3
2
—y3
y?= 9 X ;1+y’2:iz;j\/1+y'2dx:9-3§/;:>L:
x® x?
27 27
J. 1+y'2c/x:[27%/ﬂ1 —27(9-1)=216 u.
1 5t
ol 5 X
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14.86.

14.87.

Aplicaciones
(PAU) La velocidad de un moévil que parte del origen viene dada en m/s por la siguiente grafica:
a) Calcula la funcién espacio-recorrido. v(m/s)
b) Dibuja la grafica de la funcion espacio—recorrido.

c) Prueba que el area bajo la curva que da la velocidad 1
coincide con el espacio total recorrido.

o 1 T(s)

a) La funcion espacio recorrido es una primitiva de la
velocidad, puesto que la velocidad es la derivada del
espacio. Observando la grafica, la funcidn velocidad es continua y esta definida a trozos por la siguiente

2t si0<t<1 +A si0<t<1
expresion: v(t)=12 si1<t <3 , portanto, el espacio recorrido sera: s(t)=<2t+B si1<t<3

—t+5 si3<t<5h —t? .
?+5t+C si3<t<h

Falta calcular los valores de los parametros A, By C:
Como s(0) = 0, entonces, A = 0. Ademas, por continuidad,

lim s(t)= lim t> =1, lim s(t)= lim (2t +B)=2+B, f(1) = 2 + B. Asi pues, 2 + B =1, es decir, B=— 1.
x—1" x—1"

x—1 x—1"

2
lim s(t)= lim (2t+B)=6-1=5, lim s(t)= lim [%+5t+cj=%+c,f(3)=5.AS|’pues,

x—3" x—3" x—3* x—3%
21 +C=5=C= _n .
2 2
Y

t? sio<t<1
La funcién espacio recorrido es: s(t) =<2t -1 si1<t<3

—t? 1M1

—+5t—-— si3<t<b

2 2

b) La grafica de la funcion espacio es la que se muestra. L
c) El espacio total recorrido es s(5) = 7. |
El area bajo la curva de la velocidad es la de un trapecio de altura 2 y bases 01 X

2=7

5y2= A=5;2

PROBLEMAS

(PAU) Un objeto se mueve a lo largo de una linea recta debido a la accion de una fuerza F que depende
continuamente de la posicion x del objeto en dicha linea recta. Se sabe que el trabajo realizado por la

b
fuerza para mover el objeto desde x = a hasta x = b viene dado por W = J‘ F(x)dx .
a

a) Si lafuerzaes F(x)= _2 calcula el trabajo para ir desde x = 3 hasta x = 5.

(x-1?’

b) Determina razonadamente si la fuerza G(x) = realiza mas o menos trabajo que F(x) para el

_2
(x2+ 1)2

mismo desplazamiento.

5 5
a) El trabajo es W:I 2 2dx:{ 2 } :1 J
3(x=1) 1-x]; 2

b) Al ser ambas fuerzas positivas en [3, 5], se pueden identificar los trabajos con las &reas que encierran las
fuerzas bajo ellas.

2 < 2
(2+1f  (x=1)
concluye que el trabajo de la fuerza G(x) es menor que el de F(x).
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14.88.

14.89.

14.90.

a
Sea f:[-a,a] > R con a > 0 una funcién continua tal que | f(x)dx = 0 ; contesta razonadamente a las

—-a

siguientes cuestiones:

a
a) ¢ Es necesariamente f(x) = 0 para todo x de [-a, a]? c) ¢Es necesariamente j- |f(—x)| dx =07
—a
a a
b) ¢Es necesariamente J' [F(x)|dx =02 d) ;Cuénto vale j'(f(x) +2x)dx ?

a
a) No necesariamente, basta que f sea una funcion impar para que J- f(x)dx = 0. Por ejemplo f(x) = x.
-a

a
b) Al ser |f(x)] una funcidn no negativa y continua, de la igualdad J. |f(x)]dx = 0, se deduce
—a

necesariamente que f(x) = 0 en [—a, a], pues si hubiera algun punto t en el que |f(f)| > 0, existiria un intervalo
a t+r

[t - r, t + ] donde [f(x)| > O, por lo que J' |F(x)] dx > J' [£(x)|dx > 0.
-a t-r

a —a a
c) Haciendo —x = t y —-dx = df, se tiene que J' | F(=x) | dx = -J' |F(t)| dt = '[ |f(t)|dt, y f es
-a a

necesariamente nula por el razonamiento anterior.

d) .[_aa (f(x)+2x)dx = .[_aaf(x)dx+ .[_aa2xdx:0+ozo

3
Calcula I (x+5NW9— x? dx . Indicacién: (x+5W9— x? = x/9— x? +5V9—x2 .

-3

3 3 3
.[ (x+5) V9—x2 dx= .[ X V9-x% dx+5 I V9 -x2 dx. La primera integral es 0 pues f(x) = xV9— x? es
3 3 3

una funcién impar y la segunda vale 5 - %n - 32 = % pues y = Vv9—-x2 es la ecuacién de la
.. ) " ) . 3 2 451
semicircunferencia positiva de centro (0, 0) y radio 3. Asi pues, J- (x+5) V9—x° dx= -
-3

cos x si x<0
Sea F(x)=11 si x=0.

1% 2 .
—J‘ e dt si x>0
xJo
a) Prueba que F es continua en R.
b) Demuestra que existe F'(x) si x #0.
c) Estudia si F es derivable en x = 0.
d) Estudia la continuidad de F '(x).

a) El dnico punto problematico seria x = 0.

Xt2
J.Oe at L e"2

lim F(x)=1; lim F(x)= lim

= 1. Finalmente, como F(0) =1, F es continua en 1.
x—0~ x—0 x—0" X x—0"

b) Six<0, F'(x)=-sen x. Six>0, F'(x) =

, que existe por tratarse de dos funciones derivables y

no anularse el denominador.
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c) Se calculan las derivadas laterales en x=0, F'(07) =—sen 0 =0 pues si x <0, F(x) = cos x.

h o
t
_ .[ e dit-h W 2
FOY= tim EDFO) oy Jo —  _m & 2T iy 2R
x—0" x—0" h x—0* h x—0* 2
Asi pues, F es derivable en 0y F'(0) =0.
—-senx si x<0
d) F'(x) = 0 si x=0. Asi pues, F' es continua de entrada, en R — {0}. Se analiza la posible
—Ixe‘zdt
2 si x<0
X
xe*’ —j Xetzdt 2 2 42 2
X X _ X
continuidad de F'(x) en x = 0. I|m F'(x)= lim 20 = lim & +2x7e € lim xe¥ =0
—0" x—0" X x—0* 2x x—0*

Como lim F’(x)= lim (-senx)=0y F'(0) =0, resulta que F' es continua en x =0y, por tanto, en R.
x—0" x—0"

14.91. a) Comprueba que la funcién f (x) = cos3x - senx es impar y periédica de periodo 7.

4n

T
an . L
b) Demuestra que J‘ . cos3x-senx dx =I cos3x-senx dx =I ? cos3x-senx dx =0.

0 il
2

a) f es impar pues f(-x) = cos(—3x) sen (—x) = —cos 3x sen x = — f(x)
f(x + m) = f(x), pues cos(3x + ) sen(x + w) = —cos 3x (—sen Xx) = cos 3x sen x = f(x)

Finalmente, si 0 < t < m, f(x + t) # f(x) pues f(x + t) = cos(3x + ) sen(x + t) = % [sen(4x + 2t) +sen2x] y

f(x) =cos 3x sen x = % [sen4x +sen2x], y al ser la funcién y = sen x, periédica de periodo 2r, resulta que

sen (4x + 2t) # sen 4x pues 0 < 2t < 2m.
b) Como f es periddica de periodo =, su integral sobre cualquier intervalo de longitud & valdra lo mismo, por lo

que las dos primeras igualdades estan probadas, pues % L. -0 =g - (— gj =T

La ultima igualdad es cierta porque f(x) = cos 3x sen x es impar y el intervalo de integracion es de la forma
[-a, a].

T
14.92. Calcula j |f(x)|dx siendo f(x)=senx—%.
0

n 5n . .
En el intervalo [0, nt], sen x— — >0six e {— —} siendo negativa en el resto.
n
senx——

6 6
b 1 3 ’] n 1
I=J- dx:j ——senx dx+ senx—— dx+J. ——senx |dx =
0 2 o\ 2 el 2

HE (1 b% 5 [x 5 [x m
=I ——senx dx+J- —-—senx dx+ ——senx dx=|—+COoSX| +|—=+cosx| +|=+cosx| =
o\ 2 S 2 ?ﬂ 2 o L2 sz | 2 sz

=[1+£—1J+(1+£—E+£J { 1—E £J=2J§+E—2
12 2 6

12 2 2 12 2 12 2
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14.93.

14.94.

14.95.

Algunas de estas afirmaciones son verdaderas y otras falsas. Justifica como es cada una de ellas:

4 4 2 x3 x3
a)f Intdt=I Intdt—J. Int dt ¢) Si f(x)=j' £ dt :>f'(X)=.'- 3t2dt.
2 1 1 1 1
x -2x L | 0
b J' dx =0 d J' 1 ax=[In(x-1]°,.
) 2x x4 ) 2x-1 [in e

2 4 4
a) Verdadera, pues j Intdt + I Intdt = I Intdt.
1 2 1

b) Verdadera, pues f(x) = % es una funcién impar.
X"+ x°+1
(-x?-2(-x) _ -x*+2x _ x*-2x

f(—x) = =~ f(x)

() 4+ (=x)2+1 x*+x2+1 x*+x2+1
X3 3
c) Falsa. ' (x) = 3x% X% =3x8, que no tiene nada que ver con I 3t2dt = [t3]: =x"-1.
1
0
d) Falsa. J- %dx €s un numero, representado por [In [ x-1 |]02 , que es 0 —In 3 =—In 3, mientras que
X _

0 Lo, . : .
[In(x—1) ]72 no representa ningln numero real pues ni In(—1) ni In(-3) son numeros reales.

k+1

1000 5
Obtén los nimeros A, By C, siendo: A =.[ -|1- t|) dt, B= J‘ +4t7)dt ,C= Zj‘ Jt dt.
k
k=1

A= I2(1_|1_t|)3dt - J.1(1—(1—t))3dt " I2(1+1—t)3dt —I1t3dt ¥ J.2(2—t)3dt - L Ve =1
0 0 1 0 1 4 4 1 2
1000 3 7
B= (3 +4t7)dt =0 pues f(f) = £ + 4t es una funcion impar.
-1000
6 k+1 2 2
Cc= ZI Jtdt= J' \/—dt+I Jtdt + . J' Jtdt = I Jigt=2 {\/t_e’} -2 6v6 —1)=446 -2
k=1
Sea g(x)= J- f(t) dt donde la grafica de fes la de la figura: Y
0
1
a) ¢ Tiene g algiin maximo relativo en [0, 10]? Si es asi, /\ f
¢doénde esta localizado? 0 1\/
b) Si hay, da un minimo relativo de g en [0, 10].

c) ¢Para qué valor de x alcanza g el maximo absoluto en [0,
10]? ¢ Y el minimo absoluto?

d) ¢ En qué subintervalo de [0, 10] es la grafica de g concava hacia arriba?
e) Esboza la grafica de g.

Al ser g'(x) =f(x), seve que g'(x)=0six=1,3,5,7,9.

a) En los puntos de abscisa 1, 5, 9, g'(x) pasa de ser positiva a negativa, luego g pasa de ser creciente a
decreciente, es decir, se trata de maximos relativos.

b) En los puntos de abscisa 3, 7, g' (x) pasa de ser negativa a positiva, asi que en ellos g(x) presenta
minimos relativos.

c) Se estudia el valorde gen x =0y x =10 y en los puntos del interior en los que se anula la derivada.

0 Y
9(0)= jo f=0;9(1)>0,9(3)<g(1),9(5) <g(1), 9(7) <g(1) pues g(7) <
9(5),9(9)=9g(5) y g(10) < g(9). 1
Asi pues, el maximo absoluto de g se alcanza en x = 1. Analogamente, se ve
que el minimo se alcanza en 3. o 1
d) g"(x) > 0si f'(x) > 0 y eso ocurre en (2, 4)u(6, 8).

e) La gréafica se muestra a la derecha.
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14.96.

14.97.

14.98.

14.99.

(PAU) De una funcién integrable f :[-1, 1] - R se sabe que para xe [-1,1] es | f(x)|<1+ x*.

1
De los numeros -3; —2; —1; 2,5 y 2,75; ¢ cuantos pueden ser el valor de la integral j- f(x)dx ?
-1

1 1 1
Como —(1 + x?) < f(x) < 1 + X°, se tiene que—j (1+ x?)dx < I f(x)dx < j (1+ x?)dx .
-1 -1 4

’
Es decir, —% < I f(x)dx < % por lo que solo -2, -1y 2,5 podrian ser el valor de la integral.
-1

T
2 sen2x

Se pretende obtener I = — "
o 1+2senx

a) Calcula J = j' 2_COSX gy, b) Obtén I+ J y deduce el valor de .
o 1+2senx

a)J= [F—5% gy = Minj1+2senx|]? = 13
o 1+ 2senx 2 o 2

3 COS2X +C0S X J’%cosx(23enx+1) j
- dx = — T Jdx=

Ecosxdx: 1. Asi pues, =1 - lIn 3.
o 1+2senx 0 1+2senx 2

0

b)I+J:I

1 1
Sean | = J- tcos’(nt)dt y J = J- tsen?(rnt)dt . Justifica si son ciertas o no estas afirmaciones:
0 0

a)l>0, J>0 c)I+J=1
1 1

b) I—J=J-tcos(21tt)dt d) 1=d=
0

a) Verdadero, pues, en [0, 1], las funciones continuas f(f) = ¢ cos’ () y g(t) = t sen? (rt) son no negativas y no
idénticamente nulas.

1 1
by l+J= I t[cosz(nt)+sen2(nt)Jdt = I tdt = . Falso.
0 0 2
1 1
c)l-J= I t[cosz(nt)—senz(nt)Jdt = j t cos(2nt)dt . Verdadero.
0 0

d)Como /+J= % , es imposible que I=J = % . Asi que d es falso.

a a
(PAU)Si J. f(x)dx =0, ¢se verifica entonces que J‘ xf(x)dx =0 ? Si fuese cierto, pruébalo, si fuera
—a -a

falso, pon un ejemplo que lo confirme.

a
Es falso: basta que f sea impar para que I f(x)dx = 0. Por ejemplo f(x) = x, por lo que
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14.100. (PAU) Sea f(x) una funcién tal que, para cualquier que sea x > 0 se cumple

que j _ox F(x)dx = —J' _ox F(x)dx .

Prueba que, f(—x)=f(x) para todo x> 0.

0 X 0 X X
ComoJ. f:—J- f,J. f+J- f:0:>J- f =0, sea cual fuere x > 0.
—x 0 -x 0 -X

X
Se considera entonces la funcién G(x):J. f. Como G(0) = 0y G(x) = 0 para cualquier x > 0 y ademas
X

=X
G(—x) =j f =0, resulta que G es la funcién idénticamente nula, luego G'(x) = 0. Pero G(x) = H(x) — H(— x)

con H'(t) = f(t) pues f es continua. Asi pues, G'(x) = H'(x) + H'(- x), o sea f(x) + f(—x) = 0 implica que
f(—x) = —f(x) como se queria probar.

14.101. a) Esboza la grafica de la funcién dada por f(x)=—; r
x —_—

1
1x2-

1
b) ¢Es la integral I 2 dx positiva o negativa? Justifica tu respuesta.

c) Halla la integral anterior descomponiendo el integrando en fracciones simples.
d) Un amigo dice que esa integral se hace mas facil con la sustitucion x =2seca . {Ta qué piensas?

a) La grafica se muestra a la derecha.

Y
)
b) Como en [-1, 1], f(x) <0, es .[ ——dx <0. | i
-1 x" -4 ot b
c) 1 __A + B conAz—l,le X
x2_4 x+2 x-2 4 4 : |
1 _ 1 i |
Asipues,J. L dx:lln x-2 =l[lnl—ln3) =—lln3
1x2-4 4 |x+2|, 40 3 2
d) Como x € [-1, 1], carece de sentido llamar x = 2 pues >2
COS X cos o

2
14.102. Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0)=P(2)=1 y que j- P(x)dx = %
0

Sea P(x)=ax*+bx+ccona=0.P(0)=c=P (2)=4a+2b+c=1, es decir, 4a+2b=0y c = 1. Por otra
5

2
parte, J- (ax2+bx+1)dx= %,esdecir:a- % +2b+2= %,con loquesi2a+b=0y %a +b=—g,se
0

tiene que Ea =
3

oo

,a=§,b=—£,yP(x)=é xz—éx+1.
4 2 4 2

14.103. En la figura se muestra la parte positiva de la grafica de y = 4x— x2. Encuentra la ecuacién de una
recta vertical para que el area de la zona sombreada sea de 9 u?

Y
Sea x = a La recta vertical sefialada
a X , a 3 2
I (4x—x*)dx =9, es decir: |2x° -2 | =9, 24 - £-=0,a" - 6a’ + 27 =0, .
0
0 +
(a- 3)(a2 —3a-9)=0, a=3, pues las otras soluciones no estan en [0, 4]. 1 \ X
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PROFUNDIZACION

14.104. Sea g : R— R una funcion continua tal que si x #0, g(x)= %1 y sea f(x)= | g(t) dt.
e -x

a) Calcula g(0).

b) Estudia la continuidad de fen Ry obtén f'(x).

a) Como g es continua en 0, se tiene que g(0) = Iimog(x)z Iim0 X ] =1.
X X—

e -
X 0 X

b) f es continua en R pues es derivable ya que g es continua vy, al ser f(x) =j g =I g +I g, se tiene que:
-X -X 0

fx) = (-9(=x)) (1) + g (x) = g (-x) + g (x)

14.105. Sea funa funcién continua y positiva en el intervalo [0, 1]. Halla razonadamente el nimero de raices en

(0, 1) de Ia funcién F(x)= j' “£(t) dt -J' "fit) it .
0 X

0 1 1
La funcién F(x) es continua en [0, 1] (pues es derivable), siendo F(0) = j f —j f=0 —j f <0 pues fes
0 0 0
positiva en [0, 1].
1 1 1
Anédlogamente, F(1) :j f —j f :j f—0> 0. Asi pues, F tiene al menos una raiz en (0, 1). Se estudia F'(x).
0 0 0

F'(x) = f(x) — f(x)(—1) = 2f(x) > 0. Asi pues, como F'(x) nunca se hace cero en (0, 1), se desprende que F no
puede tener mas de una raiz en dicho intervalo por lo que, junto al argumento anterior, se concluye que solo
tiene una raiz.

14.106. Obtén una férmula explicita para la funcién f sabiendo que es derivable en todo R, que si x #0,

X
f(x) %0 y que para todo x R se verifica que [f(x)f = J‘ te'f(t) dt .
0

X
De la igualdad [f(x)f = I te'f(t)dt , se obtiene, derivando, 2f(x) f'(x) = xe* f(x). Asi pues, si x # 0, como
0
f(x) # 0, resulta 2 f' (x) = xe*, por lo que f(x) = % v[xexdx =% [xe* - e+ C.
0
Por otra parte, (f(O))2 :.[ te'f(t)dt = 0, asi que f(0) = 0 y como se indica que la igualdad dada es valida para
0

todo x € R, se tiene que f(0)=0 = %[O %~ €% + C, porlo que C = %,asique f(x) = %[xex— e+ %
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14.107. La figura muestra un semicirculo de radio 1, diametro horizontal AB y rectas
tangentes en A y B. ;A qué distancia del diametro debe colocarse la recta
horizontal MN para minimizar el area de la regién sombreada?

y minimizando una funcién que dependa del angulo o .

M
Hazlo de dos formas diferentes: minimizando una funciéon dada con una integral / /\
ol
A

Se toma un sistema de ejes perpendiculares con origen en el centro del semicirculo,
cuya ecuacion seria:

y=v1-x? . Sea y = k la ecuacion de la recta MN y se escribe el drea sombreada en funcion de k.
Area=2| [ I-xPdx— k1K + k(112 1-x%d
rea = —x“dx - —k* + —x“dx

J, [11) [ e

1-k?
U 1- xdx+'[ 1= X2 dx+k — 2k 1 kzl_f(k)

Para obtener el minimo valor de f(x), con k € [0, 1], se calcula su derivada respecto de k.

f'(k)=2{k~\/(_k) kK +1—2[x/1—k2— K H:z{iﬂ—z 1-k2 + 2k*
1

1-k2  A1-k? 1- K2 e 1- K2

V3

=2[1—2 ‘I—kz}.Asipues,f'(k):Osi 1=k = 2 k=

1
2
Asi pues, la recta MN se debe situar a una distancia de - del diametro AB. Se comprueba, posteriormente,

que para ese valor de k, f alcanza el minimo absoluto.
Se resuelve ahora el problema sin utilizar el célculo integral, como indica el enunciado. El area sombreada es:

T o 1 1+1-cosa o T T
2 ————EsenoccosoHTsenoc—E =2 Z—oc+sen(x—sen(xcosoc =f(a)con e O'E

f'(a) = 2[-1 + cos o — cos 20] = 0, si cos 2o — cos o+ 1 =0, es decir, cos? o — sen® 0. — cos o + 1 =0, es decir,

, 1
2cos’ o, — cos o = 0. Asi pues, coso =0, Coso, = —

Se nota que el valor cos a. = % corresponde al valor de k = g obtenido por el procedimiento anterior.

1 . .
Se comprueba que cos o = 5 corresponde efectivamente al minimo absoluto.

Sicoso=+, o=" yi0)=2" = X_ 157, f[£]= [E—En} =2[1—£}= 4-m 043
2 3 4 2 2 4 2 4 2
f(ﬁ 2| _T, £_£ -2 ﬁ_l 3‘/5 T 034
3 4 3 2 4 4 12
Asi pues, el minimo valor corresponde a o. = g ok= g

14.108. Demuestra que el recinto encerrado por la parabola f(x) = iz X —%xz ,con a>0y el eje X, tiene area
a a

que no depende de a. ;Cuanto vale esta area? ;Qué curva describen los vértices de estas parabolas?

2a 2 372 3
'[ 2| 22X X 2,2 18, 8 4 independiente de a. Los
a a? a® 3 3 3

vértices de estas parabolas son los puntos de abscisa a y ordenada % a-— % a’= 1 , es decir, y = 1
a a a
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14.109. a) Escribe | sen” x dx en términos de J-sen"‘2 x dx . (Indicacion: haz f(x)=sen""'x y g’(x)=senx
e integra por partes).

T T
L] _1¢%

b) Utiliza el apartado anterior para demostrar que I 2sen” xdx =n_-“ 2 sen™2 xdx.
0 n Jo

T
c) Si n es un entero positivo impar, prueba la féormula de Wallis: .'-2 sen” x dx =%7(n;1) .
0 .5.7...

a) J-sen” xdx =-sen™'x cos x + I(n —1)sen™2 xcos? xdx = —sen""x cos x + (n— 1)J.sen"‘2 x(1- sen? Xx)dx =

=-sen""x cos x + (n— 1)J.sen”‘2 xdx —(n- 1)jsen” X dx

_ _ u n-1 _
n.[sen”xdx =-sen"" xcos x+ (n— 1)Isen” 2xdx = J.sen’7 xdx =— sen™'x cos x + —— Isen” 2
n n

X dx

n

n-1¢(2 _ . 2
+ — J- sen"2 xdx , es decir, j sen” xdx =
n Jo 0

n

2 1 . 2
b)I sen” xdx = | —-—sen™" x cos x

0 n 0

n-1z2 _
—— | “sen" % xdx
n Jo

[N

sen"* xdx . Reiterando, si

g n n

2 _ n-3 (2 _ . (2 n-1n-3
c)j sen" 2 xdx = j sen”“xdx,esdecw:_[ sen” xdx = —— j

0

n-2Jo 0 n n-21Jo
e N n-1n-3 n-5 2 (2 n-1n-3 n-5 2
n es un entero positivo |mpar.'[ sen” xdx = —— —'[ senxdx=—— =1L
0 n n-2 n-4 3 J n n-2 n-4 3

14.110. Sea f: R — R definida por f(x)= xe'™*.
1 1
a) Calcula I, =If(x) dx .Paracada n>1,sea I, =I x"e" dx.
0 0
b) Demuestra que si x € [0, 1], entonces x" < x"e'* < ex".

1 1

c) Calcula J, = J. x" dx y prueba que si n>1, entonces YT <I, < %. Deduce que I, no es un
0 n+ n+

numero entero.

d) Mediante la integracion por partes demuestra que /., =(n+1)/,-1.
e) Sea k,=nle-1,. Escribe kn,_1 en funcion de k;, y prueba que k, es un nimero entero para todo n.
f) Utilizando los apartados c y d prueba que n!e = k, +/, no es un nimero entero.

g) Demuestra que el nimero e es irracional.

1 1 1
a)li= j xe'"¥dx = [—erJ + I 1.e%dx =e-2
0 0 0

b)Sixe [0,1],1<e'™<e asiquexX"<x" &' *<e- X

;
c) L sj x"e™ <e- L = L <l < e :>sin22,esl sl,,gg,l1:e—2=>noenteros
n+1 0 n+1 n+1 n+1 3 3

1 1
d) Iy = I X" Xdx = [—x””- eHJ:) +(n+1) I x"eXdx=-1+(n+1) I,
0 0

e)knpi=(n+Ne-lhy=n+Ne-n+MNDh+1=n+1Nne-I]+1=(n+1Nk,+1paran>1ysin=1,
ki=1le—-l1=e—(e—2)=2. Asi pues k, es entero paran=> 1.
f) Como, segun c, I, no es entero con n > 1, sigue que n'e = k, + I, no es entero con n > 1.

. N . a , .
g) Si nle no es entero, e es irracional pues, en caso contrario, e = 3 se tomaria n = b y nle seria entero.
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

14.1. Sif(x)= J. tg*tdt y g(x) = 2x*, entonces (gof)’ (%) es igual a:
0
A)2r-1 D)n-2
3
1 T
B)3n- — E)1+ —
4 2
C)2rn- 2
3

14.2.

14.3.

o) i ({o(3) 7[3)

G(x) = 224 g'(x) = 4x. f(x):j tg t dt: fG]:J' Gttt dt = .[Ztgzt('l +tg2t—1)dt=_|7tg2t(1 +tg?t) dt—
0 0 0 0
4,2 1, 3.4 j% 2 1 I% 2 J‘% 1 N 21 T
[ Hgrtat=| 2@t - [P tgt-Ndt= - [T(1etg?tyat+ [ ¢ dt= L -[tgt]4[ t [r=t o1+ T=
Iog [39 o 0( g ) 3 o( g 0 S[Q]O[JO?: 4
_r_2

4 3

Por otra parte, f'(x) = tg4x, con lo que f' (%) =1.

g(f(%D :4(%—§j=n— %-Asi pues, (gof)’ [%)

2n
Sobre la integral j. |sen x|dx se puede afirmar:
0

8
T— —.
3

A) Vale 0. D) Es |-cos 27| + |cos 0].
B) No existe, pues y = |sen x| no es integrable. E) Vale 1.
C) Vale 4.

2n T 2n T 2n
C)J. |senx|dx=J. |senx|dx+j |senx|dx=J. senxdx—J. sen xdx =
0 0 n 0

K

=|—-cos X n+ CoS X 2n:1+1+1+1:4
[-eosx | +[eosx ||

Sea funa funcién definida en el intervalo abierto (0, 4) con derivada segunda f" continua. Si f tiene

2
extremos locales en los puntos 1y 2, de la integral / = J. x f’(x)dx , se puede asegurar que:
1

A) I=1(2) - f(1) D) I=f(1) - f(2)

B) I=f(1) - f(2) E) I=f"(2) - (1)

C)I=2f(2)-f(1)

B) /= .[12 X F'(x) dx = [ xF(x) ]12 - J.ff’(x) dx = [ xf(x) ]12 - [0 }f: 2 F(2) F(1) = (F(2)-f(1)) . Al tener
extremos localesen 1y 2, es f'(2) =f'(1) =0 por lo que / = f(1) — f(2).
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Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

1 n
14.4. Para cualquier numero natural n=1, 2, 3,..., se llama I,= y t p
01+
A)lh=In2
B)I,>0paracadane N
C) Para cada n € N, se verifica 1 << 1 .
2(n+1) n+1

D) La sucesion I, es creciente.

E) Paracadane N,I,,s%
B, C, E) Al ser I, = J'1Ldt es Iy = rLdt—l [|n(1+1r2)]1 = 1 in 2 porlo que A es falsa
s Tl T T Lot T 2 0 2 '
n
Como 1tt2 es mayor o igual que 0 en [0, 1], [, =20, y B es verdadera.
+
" " ! 1 1
’":I . dtverificaj —dts/nsj " dt pues t € [0, 1]. Asi pues, ——< I, < —— yCes
01+t 0 2 0 2(n+1) n+1
verdadera.

1 4n 1 ¢n+1
In= I t > dt 2 I t—zdt = Ip+1, por lo que la sucesion I, es decreciente, y D es falsa.
01+t 01+t

In= J'1 t” dt< I1 L dt= [arctgt T - con lo que E es verdadera
" lote2 T T Jo1at? o 4’ '
14.5. Sea fla funcion definida en [0, 7] cuya representacion grafica es la de la figura.

A) I: F(x)dx > 0

B) J'o ()| dlx = Uo £(x)dx

c) U: F(x)dx

- Iff(x)dx— J':f(x)dx

D) El valor medio de fen [0, ] es 0.

E) El valor medio de fen [0, 7] es inferior a 1.

T
- T
Ay E) La afirmacion A es verdadera pues J. 2 f(x)dx > —'[n f(x)dx .
0 had
2

B es falsa, pues I |f(x)|dx>j5f(x)dx y U f(x)dx| < Igf(x)dx.
0 0 0 0

C es falsa, pues J. f(x)dx > 0 por lo que I f(x)dx =J‘ f(x)dx =J. Ef(x)dx +J-1t f(x)dx #
0 0 0 0 x
2

;tJ‘Ef(x)dx—J.n F(x)dx .
0 2
D es falsa, pues J. f(x)dx # 0.
0

T
,[ x
E es verdadera ya que j f(x)dx < I 2f(x)dx < g -2 =, por lo que el valor medio de fen [0, w] es menor
0 0
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1 1
14.6. Seanl=j‘ tcos?(nt)dt y J= j‘ tsen? (nt)dt .
0 0

A)I>0 yJ>0 D) /<1
1 1
B)I-J= — E)I-J sj cos2ntdt
4r 0
C)I+J=1

A, Dy E) A es verdadera pues las funciones continuas f(f) = t cos’(nt) y g(t) = t sen’(nt) son no negativas en
el intervalo [0, 1].

1 1 1 1 1
I-Jd= J. t cos (2mt) dt = A [tsen2nt J - isen 2nt dt = A [tsen2nt J +i lcos[2nt J =0,

0 2 0 02m 2 0 2n 2rn 0
por lo que B es falsa.

1
/+J:J. tdt:%,con lo que C es falsa.
0
1 2 1 1
/:I t cos ntdtsj tdt= E,por lo que D es verdadera.
0 0

1 1
Finalmente, I - J= j t cos (2n t) dtsj cos(2nt) dt, asi que E es también verdadera.
0 0

14.7. Sil=.[Z senx+cosx dx , entonces:
z\cosx senx

cos sen® 1
A)I=In 2 +In 4 D)/=—In3
cos ¢ sen¢ 2
B) /= —In tg[fj E)I=J'7 2 x
6 z sen2x

C)I=In 3 -2Inv2

senx + COos X
CoOsX senx

B, D y E) Una primitiva de la funcién f(x) = es la funcién g(x) = —In cos x + In sen x, es decir

senx - T i 1 1
X)=1In =Intgx. Asipues/=|Intgx |* =Intg ——Intg — =-In —= —1In 3.
g =In —===Intg P [Intg }g g 4-Intg ¢ 532
T T T T T T T
cos— sen— cos— sen— 2cos— sen— sen— 1
La afirmacion A es falsa, pues In 4 in 4 _In 4 4 _In 4 4 _n 2 _jn—
b b b T 1 b 3
cos— sen— cos— sen— 2cos— sen— sen— 5
6 6 6 6 6 6 3

=1In 2 #Inv/3 que es la respuesta correcta, la D.

V3

B es verdadera, ya que se ha calculado / =In tg %— In tg % =-Intg i .

6
V3

Cesfalsapuesln\/g—ZIn J2 =In - #In x/g

senx cosx T sen? x+cos? x
ax = —_————dx =

n
. .z 4
Finalmente, E también es verdadera, pues I=J. —_—
Sen X cos x

§ \COsXx senx z

B ————
z 2sen xcos x z sen2x
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Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

14.8. Sea funa funcidn continua en [a, b].

b

a) J' f(x)dx| =0 b) f (x) = 0 en [a, b]

A)a o b D) a y b se excluyen entre si.
B)a=b perob=+a E) Nada de lo anterior.

C)b=>aperoa® b

b
C)Sif(x)=0en[a, b], es I f(x)dx =0, por lo que b = a. Obviamente a % b, como lo justifica cualquier

funcién cuya grafica sea como la del ejercicio; es decir, simétrica respecto del punto medio del intervalo [a, b].

Sefiala el dato innecesario para contestar:

8
14.9. Para calcular j. f(x)dx nos dan estos datos:
0

a) f(x) es periodica de periodo 4 . c)f(x)=xpara0<x<2

b) f(x) es una funcién par . d)fix)=4—-xpara2< x<4

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.

B) Puede eliminarse el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.

C) Puede eliminarse el dato c.

B) Con los datos a, c y d se tiene perfectamente definida la funcion fen [0, 8], pues se tiene en [0, 4] porcy
d, y a nos dice que es periddica de periodo 4. Asi pues, puede eliminarse el dato b.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

b
14.10. Para decidir el signo de I f(x)dx siendo f una funcién continua en [a, b] se sabe que:
a

a)f(a)>0yf(x)=0en [a, b] b) f(b) >0y f' (x) <0 en [a, b]
A) Cada informacidn es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b, no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a, no.

A) La informacién a es suficiente por si sola, pues, segun ella, f es creciente en [a, b] y, al ser f(a) >0, fes

b
positiva en [a, b] con lo que ya se sabe el signo de J f(x)dx .
a

La informacién b también es suficiente por si sola pues, segun ella, fes decreciente en [a, b] y, al ser f(b) >0, f

b
es positiva en [a, b] y ya se tiene, entonces, el signo de J f(x)dx .
a
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