Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Parametros de una poblacion.

Para poder realizar un estudio estadistico, es necesaria previamente, la
observacion de sus individuos.

La observacion de un individuo la describimos mediante uno o mds caracteres. El
cardcter es, por tanto, una cualidad o propiedad inherente al individuo. Por ejemplo si
el individuo estudiado es un libro, podemos describirlo mediante los caracteres peso,
tamafio, nimero de hojas, color de las pastas, etc.

Dependiendo de que el cardcter se pueda cuantificar (edad, peso, n°® de hojas...)
o no (color, opcion politica,...) se llama cuantitativo o cualitativo respectivamente.
El conjunto de valores que puede tomar un determinado cardcter estadistico

cuantitativo se llama variable estadistica. Por ejemplo si queremos estudiar la
edad de los alumnos del instituto, la variable estadistica seria “"edad de los alumnos
del I.E.S. de Fene” y tomaria los valores: 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19 y 20.

Las variables estadisticas cuantitativas pueden ser de dos tipos:

Continuas: si al menos en teoria pueden tomar infinitos valores dentro de un
intervalo. Por ejemplo la talla de un individuo podria tomar
cualquier valor entre 160 y 161 centimetros.

Discretas: si el nimero posible de valores es finito o numerable (se puede
contar). Por ejemplo el nimero de hijos de una pareja o el nimero
de goles que marca un equipo en una temporada.

Una vez recogidos los datos, hay que organizarlos, en una tabla en la que
aparezcan ordenados los distintos valores que toma la variable y el nimero de
individuos que toma cada valor, es decir, la frecuencia absoluta de cada valor.

Tenemos asi una distribucién de frecuencias o distribucion estadistica.

Para poder resumir la informacion se utilizan los parametros de la poblacion.
Un pardmetro es un valor que se obtiene a partir todos los datos de una

distribucion estadistica y que nos da una idea suficientemente clara de ella aunque
desconozcamos sus datos. Un pardmetro es una medida descriptiva de una poblacion.

Sea X una variable estadistica que toma los valores x;, xz,...... Xn Y sean ahora
f1, fa,...... fn el nimero de veces que toma cada uno de ellos respectivamente.

Nimero de Individuos: N =f + f, +........ +f,=> 1

Media Aritmética: es la suma de todos los valores obtenidos dividida entre el

ndmero total de datos N y se representa por X

f T
Sk f+ %, fy +X, fn_izzl“x' '_;X' '
- fo+f, + + f - Z": N
n fi

La media da un valor numérico central del conjunto de resultados obtenidos.
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Varianza: es la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones respecto de
la media, siendo la desviacion de un determinado valor respecto de la media, la
diferencia entre este valor y la media aritmética obtenida. Se representa por Var(X),
o pors’. Se calcula mediante la férmula:

Zn“(xi ~-X)%.f, ixﬁ.fi

2 Km0 +(x, - %)% f, 4 = %)
£+ + f N N

Desviacion Tipica: es la raiz cuadrada de la varianza, se representa por S .

s = JVARIANZA = +/s? .

La varianza y la desviacion tipica, complementan la informacion que nos da la media
en el sentido de que si la media nos da el valor “normal” o “central”, estas otras

medidas nos dicen, de alguna forma, cudnto podemos desviarnos de aquella sin perder
la caracteristica de ser normales.

Ejemplo. -

Calcula la media y la desviacion tipica en esta distribucion estadistica: tiempo que
emplean en ir de su casa al colegio un grupo de alumnos, dada por la siguiente tabla:

Tiempo (m) (05] (510] (1015] (15,20] (20,25] (25,30]

N° alumnos 2 11 13 6 3 1

Sol

Hallamos la marca de clase de cada intervalo y hacemos la tabla:

- | | ; | I_450

25 2 5 12,5 x=1 = =125
f N 36
75 11 825 618,75 Z i
i=1
125 13 162,5 2031,25 '
175 6 105 18375 S -x)% 0 Y x 6775
$* =1 == —(X)? =——-125° ~ 31,94
225 3 67,5 1518,75 N v (X) 36
275 | 1 27,5 756,25 S = /31,94 = 5,65
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Distribuciones de probabilidad

Cuando se realiza un experimento aleatorio y se hace un recuento de frecuencias
de cada suceso tenemos una distribucion de frecuencias (o distribucion estadistica), si
las frecuencias se sustituyen por sus probabilidades teédricas tenemos una distribucion
de probabilidad.

Una distribucion de probabilidad es por tanto, un modelo matemdtico teérico
que trata de explicar los resultados de un experimento aleatorio real. Este modelo
permite asignar probabilidades a los distintos sucesos o realizar conjeturas sin
necesidad de llevar a cabo el experimento. Dependiendo del tipo de fenémenos que
explique, la distribucion puede ser discreta o continua.

Para contar o medir estos resultados deben estar expresados en términos

numéricos. Definimos para ello la variable aleatoria que puede definirse como una
funcion que asigna a cada suceso elemental del espacio un nimero real.

Una variable aleatoria puede ser discreta o continua.

Pardmetros de una Variable Aleatoria Discreta (nombrados con letras griegas)

La Media o esperanza matemdtica (nombrada con la letra: 1)
n
L= X Py F Xy Py F e + Xy Py = D, %Py
i1
La Varianza (nombrada con la letra: o)
n n
o’ = (X, _,U)z-pl T +(X, _/U)Z-pn = Z(Xi _,U)Z-pi = inz'pi _qu
i=1 i=1
La Desviacion tipica (nombrada con la letra: o)

o =VARIANZA = c?

Ejemplo.- Consideremos la variable aleatoria X que cuenta el n° de caras al
lanzar dos monedas.

Tiene por funcion de probabilidad la dada por la tabla siguiente:
X, =0 X, =1 Xy =2

plz% pzz% p3=%

Calculamos los parametros: media muestral y desviacion tipica:
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

DISTRIBUCION BINOMIAL

Llamamos experiencia dicotomica aquella en la que sélo destacamos dos sucesos: A (al
que se suele llamar éxito) y su complementario A’ .Si el suceso A tiene probabilidad
P(A) = p entonces el suceso complementario tendré p(A)=q=1-p.

Son experiencias dicotomicas:
1.- Lanzar una moneda y ver la cara que ha salido:
: 1 n_1
A={C} A'={+} IO(A)=E IO(A)=E

2.- Lanzar un dado y ver si sale o no el 3:
A={ A =Q2456 p(A)=1 P(A)=

3.- Extraer un naipe de una baraja espafiola y ver si es figura:

A ={FIGURA} = {AS, REY,CABALLO, SOTA} A’ ={234567} P(A):% P(A'):Z—g

Si se repite una misma experiencia dicotémica "n” veces y si la variable X cuenta el
nimero de veces que obtenemos éxito de entre las "n”, la distribucion de probabilidad
que toma la variable X se le denomina BINOMIAL.

Se escribe: X € B(n, p) de modo que la probabilidad de éxito p = p(A) es siempre la

“w_n

misma en las "n" ndmero de veces que se repite la experiencia dicotémica.
Asi, son experiencias binomiales:
1.- Lanzar 10 veces una moneda y contar las veces que ha salido cara.

1
Si X: "n°® de veces que ha salido cara” X € B(lO,E)

2.-Si extraemos un naipe de una baraja espafiola observamos si es o no figura y la
devolvemos al mazo. Barajamos y repetimos la experiencia 7 veces

Si X: "n°® de veces que sale figura” X € B(7,%)

OBSERVACION  Si la extraccién del naipe hubiera sido sin remplazamiento la
distribucion de X no seria binomial pues la probabilidad de éxito no seria siempre la
misma en las 7 extracciones.

FUNCION DE PROBABILIDAD. PARAMETROS

Si X e B(n,p) vy si "k” representa el nimero de éxitos de entre las "n"” veces que
se repite la experiencia dicotomica tendremos:

X = n°éxitos | 0 k n
p(X =k) n . n o ny ., n
p°q" =q pq"* p"a’=p
0 k n
f=n.p

Los parametros de una X < B(n, son: ]
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Ejemplo.- En el experimento del lanzamiento de dos monedas y consideremos

1
X: “nimero de caras”.Pues bien en este caso X B(Z'Ej

X = noéxitos | 0 1 2

Y (Y-

aon\fIOY

AJUSTE DE UN CONJUNTO DE DATOS A UNA DISTRIBUCION BINOMIAL

En ocasiones, conviene averiguar si una serie de datos obtenidos experimentalmente
(distribucion empirica) provienen de una distribucion binomial (distribucion teérica).

Veamos un ejemplo. -
Para probar la eficacia de una vacuna, se administré a 150 grupos de 4 personas con
riesgo de contagio y los resultados obtenidos son los de la tabla:

Contagiados | N°® de grupos
(0] 30

62

46

10

2

150

Hlw N =

Averigua si los datos se ajustan a una Binomial y a continuacion calcula la probabilidad
de que en un grupo de 4 personas se contagien exactamente 3, y determina la
probabilidad de que en un grupo de 4 personas se contagien menos de dos.
Sol
Nos interesa averiguar si la tabla de datos podria provenir de una variable

X =n° de contagiados en un grupo de cuatro personas

que se distribuye de modo binomial, es decir: B(4,p).
Para ello calculamos la media muestral (empirica) de los datos de la tabla:
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

X f; X;-f,  Como vemos la media muestral es:
(o] 30 0 < 192 _ 128
1 62 62 150
2 46 92 En una binomial es: u=n.p=4.p
3 10 30 u=X=4p=128= p=0,32
4 2 8 q=1-0,32=0,68
Total | 150 192 |

Comparemos a continuacion la distribucion empirica con una distribucion Binomial
teérica X € B(4, p =0,32) .En esta distribucién la variable X toma los valores:

4y . .
{0,,2,3,4} con probabilidades pi_(_ jp'q“" i€{01234} .
|
El n° tedrico de grupos de 4 personas en los que hay X; contagiados es:150.p; ya

que al aplicar la Ley de los Grandes Nimeros la probabilidad es la frecuencia relativa
n°tedrico hay x,

cuando el nimero de pruebas es grande; p, = 150 ).
X; P, 150.p; N° tedricos N° observados |diferencia|
0 (0,68)" = 0,214 321 32 30 2
1 4(032)068° =04 0 &0 & 2
2 6(0,32)*(0,68)° = 0,28 42 42 46 4
3 ; 135 14 10 4
N 4(0,32)°(0,68) = 0,09 15 . ; .
(0,32)* =0,01

Como las diferencias observadas son suficientemente pequefias para suponer que el
ajuste es bueno.

Observacion. -existen métodos estadisticos para decidir de manera objetiva cuando las

diferencias son suficientemente pequefias (ahora lo decidimos a iojo!).

En consecuencia los datos provienen de una Binomial X € B(4, p=0,32).
Ahora las respuestas pedidas son respectivamente:

p(X =3) = @(0,32)3 (0,68)=0,09 = 9%

p(X =0)+ p(X =1) = 0,214 +0,4 = 0,614 = 61%
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Definicion.-Se llama funcion de densidad a fdp de N(0.1)
una funcién f(x) que nos permite hallar las "*
probabilidades en las distribuciones continuas. Para
que una funcion f(x) sea funcion de densidad debe ser
positiva en su dominio de definicion y el area limitada
por su grdafica y el eje OX debe valer 1.

0z

La probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores en un intervalo, es el drea limitada por la
grafica y el eje OX en ese intervalo y su valor debe
estar, por tanto, entre Oy 1.

Pardmetros de una Variable Aleatoria Continua
Los pardmetros media, 1z y desviacion tipica, o tienen los mismos significados que en

las distribuciones estadisticas, o sea:
a) Media: i centro de gravedad de la distribucion.

b) Desviacién tipica: o _medida de la dispersion.

El cdlculo exacto de estos parametros requiere el dominio del cdlculo integral (que
estd fuera de los objetivos de las matemdticas aplicadas) por ello, en este curso, y
teniendo en cuenta a) y b) podremos estimarlos de forma aproximada.

(***)(ﬂ:]wx.f(x) dx o =Tx2.f(><) dX—(ﬂ)zJ

Ejemplo.- Consideremos la variable aleatoria continua con funcion de densidad

0 si x<1 f(x)
f(x)= }/si 1<x<3
2 0,5 1 0000000000000 0000000
0 si x>3 0,4

la funcién cuya gréfica es:

La funcién f(x) definida anteriormente en el intervalo [1,3] es una funcion de densidad
pues verifica que

3
1.-f(x)>0 wvx vy 2.—[ f (t)dt = &rea del rectangulo( base:1a 3) = 2*%:1
1

Calculemos las siguientes probabilidades:
a)p(l< X <15) b)pll<X <25) c)p(0< X <1)

a)p(l< X <15)=(15-1).05=0,25 b)p(l< X <25)=15.05=0,75 c)p(0<X <1)=1.0=0

Facilmente se comprueba que la media es: 1z =2(centro de gravedad de la distribucion).

No es tan “facil” determinar que la desviacion tipica es aproximadamente: o =0,57

(Se necesita del calculo integral (***), fuera del alcance del curso de CCSS).
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Distribucion normal.

Esta es, con seguridad, la mds importante de las distribuciones de probabilidad.
El primero que la describe es Moivre (en 1733), pero no fue hasta cincuenta afios mds
tarde cuando el matemdtico alemdn Gauss, la redescubrié al estudiar los errores en

las medidas. De ahi que también se le llama “"curva de errores"”.

Su importancia no solo radica en el hecho de que ciertas caracteristicas de los
elementos de muchas poblaciones muestren una distribucion de frecuencias
practicamente de tipo Normal asi, por ejemplo:

1.-caracteres morfoldgicos (tallas, pesos..)

2.-caracteres fisiologicos (efectos de una misma dosis de un farmaco)

3.-caracteres sociolégicos (consumo de ciertos productos por un mismo grupo humano)
En general:

(Cualquier caracteristica que se obtenga como suma de muchos factores)

Sino que ademds,

En virtud del llamado Teorema Central del Limite,
Si consideramos una muestra representativa de una poblacién cualquiera, su media
muestral tiene una distribucién de frecuencias que se aproxima a la de una Normal a
medida que aumenta el tamafio de la muestra.

Por dltimo, presenta una propiedad muy importante desde el punto de vista prdctico,
y es que bajo ciertas condiciones, para muchas distribuciones continuas y discretas el
cdlculo de probabilidades puede llevarse a cabo a través de la distribucion Normal.

A continuacion puedes ver la grdfica de la funcion de densidad de una distribucion
Normal, que por su forma acampanada se le ha llamado: “Campana de Gauss”.

Ji(x)

campana de Gauss

- - - ——_

IL—G
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Las funciones de densidad de las variables normales constituyen una familia de curvas,
en la cual cada una de ellas viene determinada por su media y su desviacion tipica. En
las graficas que tienes a continuacion puedes ver la influencia de ambos pardmetros:
la desviacion tipica estrecha o ensancha la curva; la media la desplaza a la izquierda o
a la derecha.

2
p=0,0,=02 ——
0.9 1 n=00=10 .
u=0,02=5.0—
08 pu=-2,6°=05 —— 1
0.7 .

Las caracteristicas mds importantes de la curva normal son las siguientes:

1. El dominio de la variable normal es todo R

f(x) es simétrica respecto a la media de la distribucion u
El maximo de f(x) se alcanza en x = u

Tiene dos puntos de inflexion con abscisas: x -6 y u +o
El eje OX es una asintota de f(x)

o swnN

Para cada valor de la media 1y cada valor de la desviacion tipica o hay una curva
Normal (&, o) como puedes ver en la graficas anteriores.

Sin embargo, el reparto de probabilidades es practicamente el mismo en todas las
distribuciones Normales, dnicamente depende del valor de 1 y de o.

Asi, el area comprendida bajo la curva entre los limites p + o es 0,6826; entre p +
20 es de 0,9544; y entre n + 3c es de 0,9974. Es decir:

Jx)

p(u-o<X<p+o)=0,6826
p(p-20<X<p+ 20) =0,9544
p(u-3c<X<pu+ 30)=0,9974

campana de Gauss

L—G m L+a X
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

La curva Normal usada con mas frecuencia (por estar tabulada) es la llamada
Normal Estandar o N (0,1), se le llama asi precisamente por tener como
pardmetros: media cero (1 =0 ), y desviacién tipica uno ( o =1).

Su funcién de Densidad tiene por grafica una curva de forma acampanada, continua,
simétrica respecto al eje Y, con un méximo en la media X =0 y dos puntos de
inflexion con abscisas X=-1, X=1.

FUNCION PROBABILIDAD
NORMAL(0,1)

05
0,0

RANGO DE LA VARIABLE.

La funcién de Distribucion de la N (0,1) es una funcién continua, creciente,
y cuya grdfica puedes ver a continuacion :

FUNCION DISTRIBUCION
NORMAL (0,1)

1.9
12
1,

0.8
06

0,4/

PROBABILIDAD
ACUMULADA

DN

-4 -2 0 2 4
RANGO DE LA VARIABLE

La distribucion normal de media O y desviacion tipica 1, N (0, 1), se llama
distribucion estandar o normal tipificada y suele designarse por la letra Z.
En esta distribucion los valores de las probabilidades para los distintos valores de Z,
estdan tabulados, por lo que para conocerlos debemos aprender a manejar las tablas.
La tabla que viene a continuacién nos da las probabilidades p(z < k) para valores de k

de O hasta 4 de centésima en centésima.
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Tabla de areas bajo la curva
Normal estandar: N (0,1)
El valor de k se busca asi:
unidades y décimas: columna de la izquierda,
las centésimas: en la fila superior.
p(Z <k) = p = Area coloreada

IES FENE. 2° Bach €CSS Cesdreo Rodriguez - 11 -



Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Manejo de tablas

Vamos a ver como se calculan
probabilidades utilizando la tabla de la
Normal Estandar (tipificada) Z € N(O,l)
con algunos casos particulares.

La tabla anterior da los valores de la

probabilidad acumulada hasta el valor "k,
es decir: p(Z <k)

Por la simetria de la funcion de probabilidad de una Normal estdndar tenemos:

p(Z 2 k)=1 b) p(Z > —k) = p(z

a)p(Z <k)+ > <k
<-k)=p(Z=k) k>0 dyp(t<Z <k)=p(Z <k)-p(z <t)

c) p(z

Los ejemplos que tienes a continuacion estdn resueltos manejando esa tabla.

1. Probabilidad de que Z tome valores menores o iguales que 1,45
p(Z <145) = 09265
2. Probabilidad de que Z tome valores menores o iguales que -1,45

p(Z <-145) = p(Z >1'45) =1- p(Z <1,45) =0,0735

3. Probabilidad de que Z tome valores entre 1°25 y 2'567
p(1'25< Z <2'57) = p(Z < 257)- p(Z <1'25) = 0'9949 — 0'8944 = 0".005
4. Probabilidad de que Z tome valores entre -2'57 y -1'25

p(—257 < Z <-125) = (1'25< Z < 2'57) = 01005
5. Probabilidad de que Z tome valores entre -0’63 y 2'46

p(~0,53<Z <2'46)= p(Z < 2'46) - p(Z < -0'53) =
= p(Z <2'46)- p(Z > 053) = p(Z < 2'46)—(1- p(z < 053))
=0'9931-(1-0'7019) = 0'695

Para calcular la probabilidad de una
variable normal X: N (u,0) no tipificada, es ¥
decir, que no toma los valores
#u=0 Yy o=1, se transforma en una
variable normal tipificada mediante el cambio:

7 _X-u
o

que sigue una distribucion de media 0 y 7]

desviacién tipica 1 (tipificada): Z € N(0,1)
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En una Normal de media 6 y desviacion tipica 4, X: N (6,4) calcula:

6. Probabilidad de que X tome valores menores o iguales que 3
p(x<3) = p(z < %} = p(z <-0,75)=1- p(z < 0,75) =1-0,7734 = 0,2266

7. Probabilidad de que X tome valores entre 5 y 8.

p(5< x<8) = p(% <z< %} = p(-0,25<z<0,5)=0,6915—1+0,5987 = 0,2902

Intervalos caracteristicos

Para una variable X con distribucion de media (,u) llamamos:

Intervalo Caracteristico correspondiente a una probabilidad p, a un intervalo
centrado en la media, (,u— K, 1+ k) tal que la probabilidad de que X pertenezca a
dicho intervalo es p(u—k <X <u+k)=p

En una distribucion normal estandar como (,u = 0) el intervalo caracteristico para una
probabilidad p tiene la forma: (— K, k) En este caso decimos que "k” es el valor critico
correspondiente a una probabilidad “p”.

Habitualmente se designa P =1—« . El valor critico correspondiente se escribe z %
2

Sin mas que observar el grdfico que tienes a la derecha entenderds por qué y verds
que se cumple:

202>z, )=

b) p| —z /<12 =1- . .
) p( % < < %) ¢ —Zy2 Zwi2

l-aa « - o
Z% Los valores criticos para las probabilidades:

090 0.10 1.645| 0.9: 0.95; 0.99 se utilizan frecuentemente y son:
095 005 196 | 1.645; 1.96; 2.575 respectivamente.

0.99 0.01 2.575

En una distribucién N(u,0) cualquiera el intervalo caracteristico correspondiente

a una probabilidad p=1-«a sera pues: (,u— ZO/.O',,u+ Zo/.aj
2 2
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APROXIMACION NORMAL DE LA BINOMIAL

Vamos a ver que bajo ciertas condiciones, una distribucién Binomial B(n, p) tiene un
parecido extraordinario con la correspondiente distribucion Normal.
aproximacion aproximacion
. [np>3 . [n.p>5 .
Si = < aceptablemente Si = < casi
ng>3 ng>>5
buena perfecta

En estas condiciones, la binomial B(n, p) se aproxima a una normal con su misma

media y desviacién tipica, o sea a unaN(n.p,4/n.p.q) (teorema de De Moivre).

En esta similitud hay que tener en cuenta que la Binomial es discreta y la Normal es
Continua, por ello para calcular las probabilidades de la Binomial por aproximacion de

la Normal se procede con la siguiente regla préctica (correccion de continuidad):

Si XeB(n,p) y X' su aproximacién normal, X'e N(n.p,4/n.p.q), tenemos:
p(X =k)=p(k-05< X"<k+0,5)

Es decir, para cada valor puntual de X (0, 1, 2,3,......., n) se le asocia a la variable
X' un intervalo de centro k y longitud 1.

Ejemplo 1.-
Una moneda se lanza 400 veces. Calcula la probabilidad de que el nimero de caras:

a) sea mayor que 200. b) esté entre 180 y 220.

Sol.

Si X es la variable aleatoria que cuenta el nimero de caras, tendremos que X es una
Binomial de pardmetros B(400, 0,5) y en consecuencia X' es N(200, 10).

a) p(X >200) = p(X'>200+0,5)= p(z > (%&200) = p(z > 0,05) = 0,4801.

180,5-200 7 < 219,5-200
10 - 10

IA

) =

by P(180 < X <220) = p(180+05< X' < 220-05) = p(

= p(-195< 7z <1,95) = 0,9488
Ejemplo 2.-
En un bombo de loteria tenemos 10 bolas idénticas numeradas de 0 a 9, y cada vez
que hacemos la extraccion de una bola la devolvemos al bombo.
a) Si sacamos 3 bolas, calcula la probabilidad de que el cero salga una sola vez.
b) Si hacemos 100 extracciones, ¢probabilidad de que el cero salga mds de 12 veces?
Sol.
a) X: “"Ndmero de la bola extraida”, X es una binomial de parametros: B (3, 0.1)
p(X =1) =3.(0.1).(0.9)* = 0,243
b) X: Niumero de la bola extraida, X es binomial de parametros: B (100,0.1), se

puede aproximar por una Normal de parametros: N (10, 3) (teor. de De Moivre)
p(X >12) = p(X'>12,5) = p(z > 0,83) = 0,2033
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AJUSTE DE UN CONJUNTO DE DATOS A UNA NORMAL

En ocasiones, conviene averiguar si una serie de datos obtenidos experimentalmente
(distribucion empirica) provienen de una distribucion normal (distribucion teérica).
Veamos un ejemplo. -

La tabla dada a continuacion corresponde a las estaturas de 1400 chicas. Estudia si
es aceptable considerar que provienen de una distribucion Normal.

x, | 141 146 151 156 161 166 171 176 181
f. | 2 25 146 327 428 314 124 29 5

X: f. X:.f. 2 f

: : N % Calculamos la media muestral X = 225235 ~160,9
141 2 282 39762 1400
146 | 25 3650 532900 y calculamos también la desviacion tipica muestral:
151 | 146 22046 3328946 36294245 2 7120
156 | 327 51012 7957872 ‘\/ 1400 ~(160:882)" = /41,39 =6,43

161 428 68908 11094188 Hemos de comparar, pues, la distribucion empirica

166 | 314 52124 8652584  (con una Normal : N(160.9:6.43).Para ello:

171 | 124 21204 3625884 *partimos en intervalos:[138.5,143.5]

176 | 29 5104 898304 y vemos como se distribuiran 1400 individuos de

181 5 905 163805 una teérica N(160.5:6.43) en esos intervalos.

T | 1400 225235 36294245 *comparamos esa distribucion con la empirica
y evaluamos las diferencias.

Formamos, para hacer todo lo dicho anteriormente, la siguiente tabla:

extr. | extr. p(z<z,) P, 1400.p, ndmeros ndmeros |dif |
interv | tipif. p(z, <2<2,) tedricos  obtenidos

Xk Zk
138,5 | -3,48 0.0003
143,5 | -2,71 0.0034 0.0031 4.34 4 2 2
148,5 | -1,93 0.0268 0.0234 32.76 33 25 8
153,5 | -1,15 0.1251 0.0983 137.62 138 146 8
158,5 | -0,37 0.3557 0.2306 322.84 323 327 4
163,5 | 0,41 0.6591 0.3034 424.76 425 428 3
168,5 1,18 0.8810 0.2219 310.66 311 314 3
173,5 1,96 0.9750 0.0940 131.60 132 124 8
178,5 2,74 0.9969 0.0219 30.66 31 29 2
183,5 3,51 0.9998 0.0029 4.06 4 5 1

La mayor de las diferencias es 8, es suficientemente pequefia como para aceptar que
los datos empiricos provienen de una distribucion Normal, por lo que las discrepancias
son atribuibles al azar.

Observacion. -existen métodos estadisticos para decidir de manera objetiva cuando las
diferencias son suficientemente pequefias (ahora lo decidimos ia ojo!)
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LAS MUESTRAS ESTADISTICAS

Poblacion y Muestra

Se llama poblacion o universo, al conjunto de todos los individuos objeto de nuestro
estudio.

Se llama muestra de una poblacion a un subconjunto de la poblacion. Su estudio
sirve para inferir caracteristicas de toda la poblacion.

¢Por qué se recurre a las muestras? Los motivos por los que se recurre a las
muestras pueden ser:

> La poblacion es excesivamente numerosa: los gallegos que estdn viendo un
determinado programa de television.

> La poblacion es muy dificil o imposible de controlar: La totalidad de
personas que entran en unos grandes almacenes en una semana.

> El proceso de medicion es destructivo: si deseamos conocer la duracion
media de las bombillas que fabrica una empresa.

> Se desean conocer rdpidamente ciertos datos de una poblacion y se tardaria
demasiado en consultar a todos: los sondeos electorales o de opinion.

Hay dos aspectos en las muestras al que les debemos prestar mucha atencion:

> el tamaflo: con muestras relativamente pequefias se consiguen
“aproximaciones” sorprendentemente buenas de la realidad poblacional. En el
tema: Inferencia estadistica, aprenderemos a calcular con exactitud el
tamafio "n” que debe tener una muestra para conseguir lo que nos
propongamos.

> cémo se realiza la seleccion de los individuos que forman la muestra. Es
importante tener en cuenta que no todas las muestras son buenas, de ahi la
importancia de este aspecto.

Al sustituir el estudio de la poblacion por el de las muestras se producen errores
(pero con ellos contamos de antemano y pueden controlarse) sin embargo, si la
muestra estd mal elegida (no es representativa), se producen errores adicionales
imprevistos e incontrolables (sesgos).

La eleccion de la muestra se llama muestreo. Para que un muestreo nos proporcione
una muestra representativa debe ser aleatorio, es decir, todos los individuos de la
muestra deben elegirse al azar, de modo que todos los individuos de la poblacién
tengan, a priori, la misma probabilidad de ser elegidos.

Veamos a continuacion algunos de los tipos o métodos de muestreo mds frecuentes:
Muestreo aleatorio simple

Es el tipo de muestreo mds sencillo y en él se basan todos los demds. Para obtener
una muestra de tamafio n, se numeran los elementos de la poblacion y se seleccionan al
azar los n elementos que debe contener la muestra.
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Muestreo aleatorio sistematico

Se numeran los individuos y, a partir de uno de ellos elegido al azar, se toman los
siguientes mediante saltos numéricos iguales. Al salto se llama coeficiente de
elevacién.

El proceso es el que sigue:

1. Se calcula el coeficiente de elevacién, h, dividiendo el nimero de individuos de
la poblacion N entre el tamafio de la muestra n.

2. Se averigua el primer elemento de la muestra, a;, obteniéndolo aleatoriamente
(sorteandolo) de entre los h primeros.

3. Se obtienen los restantes elementos de la muestra: a, = a; + h, a3 = a, + h, a4

= as + h,
Muestreo aleatorio estratificado

Si la poblacion puede dividirse en estratos (por ejemplo, por edades), a veces
conviene elegir la muestra fijando de antemano el nimero de individuos de cada
estrato. Este tipo de muestreo se utiliza cuando se supone que la pertenencia a uno u
otro estrato influyen en la variable que estamos analizando.

Técnicas para obtener una muestra aleatoria de una poblacion finita.

Hemos dicho que para obtener una muestra aleatoria “se sortean” los individuos de la
poblacion para decidir al azar cuales de ellos forman parte de la muestra. El “sorteo”
puede hacerse de varias formas. Supongamos una poblacion de N individuos y
queremos escoger una muestra de n, podemos hacerlo:

e Mediante extraccion(o insaculacion): Introduciendo en una caja bolas o
papeletas previamente numeradas de 1 a N y escogiendo al azar n de ellas.
Se puede hacer:

0 Sin devolucion: cogiendo simulténeamente o bien de una en una las n
papeletas.

0 Con devolucion: Después de cada extraccion se devuelve la papeleta
a la caja. En este caso se podria obtener un individuo repetido con
lo cual hay que devolver la papeleta a la caja y volver a extraer de
nuevo.

e Mediante la obtencion de nimeros aleatorios: La calculadora tiene una tecla
RAN"que da de forma aleatoria nimeros con ftres cifras decimales
comprendidos entre 0,000 y 0,999. Si la poblacion es de menos de 1000
individuos, multiplicando N por el nimero que nos salga obtenemos un nimero
entre O y (N-1).Por tanto si tomamos la parte entera del nimero obtenido
por la secuencia: N X RAN” +1= obtenemos un nimero al azar entre 1 y N.
Si la muestra es de mas de 1000 habra que obtener los nimeros aleatorios
con el ordenador.
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Realizado el estudio estadistico sobre los individuos de una muestra de tamafio n,
debemos dar las conclusiones con un nivel de confianza y con un limite mdaximo de
error.

El nivel de confianza es la probabilidad que tenemos de que cada vez que
hagamos una estimacion (en el ejemplo de mas abajo sobre el grado de aceptacion del
alcalde), en las mismas condiciones en que hayamos hecho el estudio, obtendriamos los
mismos resultados.

El limite maximo de error nos marca el margen de error (superior e inferior)
sobre el cual se hace dicha estimacion.

Cuando nos dan los resultados de una encuesta, siempre deben darnos la ficha
técnica del estudio, que consiste en dar las caracteristicas de la poblacion, la muestra
y el grado de fiabilidad.

Ejemplo: Leemos en un periddico que el 40% de la poblacion de un municipio
tiene una opinion favorable sobre el alcalde, con la siguiente_ficha
técnica:

Poblacion: Personas del municipio mayores de 18 afios
Muestra: 1.200 individuos

Tipo de muestreo: Aleatorio  mediante  entrevistas  personales
siguiendo un método estratificado por parroquias.

Limite mdximo de error: Se estima en + 2%
Nivel de Confianza: 90%

Interpretacion:  La poblacién son los ciudadanos con derecho a voto. El tipo de
muestreo es légico ya que la opinién puede ser muy diferente
de una parroquia a otra. El limite mdximo de error nos dice
que entre un 38% (40-2) y un 42% (40+2) de ciudadanos
mayores de 18 afos tiene una opinion favorable sobre el
alcalde y que esta afirmacion la hacemos con una probabilidad
del 90%

Ejercicio 1.- El colectivo estudiado, ¢es poblacion o muestra?

a) En unas elecciones municipales se escrutan las papeletas de las votaciones. (P)

b) En unos grandes almacenes, para indagar sobre la eficacia de un empleado, se le

pregunta a los clientes que salen por una de las puertas durante el dia. (M)

c) En unos grandes almacenes, para indagar sobre la eficacia de un empleado, se le

pregunta a todos los clientes atendidos por éste durante su primer dia de trabajo. (P)
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Ejercicio 2.-Explica por qué, en cada uno de los siguientes casos es imprescindible
recurrir a una muestra.

a) En un almacén hay 4200 vasos de vidrio. Se quiere estudiar su resistencia a la
rotura. Para hacerlo, se someten a presiones crecientes hasta que rompen.
Como el proceso es destructivo, es imprescindible recurrir a una muestra, y
ademds ha de ser tan pequefia como sea posible (pero procurando que se
puedan extraer de su estudio conclusiones fiables).
b) Para estudiar el tiempo de reaccion de ciertas sustancias, se hacen reaccionar en
25 ocasiones, tfomando medidas en cada una de ellas.
En cualquier experiencia suponemos controladas todas las variables que
intervienen (presion, temperatura, cantidades,..). Sin embargo, el control de
las variables no es perfecto y cada experimento puede dar lugar a un resultado
distinto (aunque serdn muy parecidos). La poblacion es pues infinita, es natural
pues recurrir a una muestra.
c) Un profesor, para comprobar si sus explicaciones han sido comprendidas, realiza a
sus alumnos varias preguntas.
Las preguntas que realiza son una muestra que sirve para tantear lo que saben
sus alumnos. Incluso de los exdmenes se extrae una muestra de los
conocimientos de los alumnos pues resulta imposible preguntdrselo todo.

Ejercicio 3.-Disponemos de un censo electoral de 27800 electores. Deseamos extraer
una muestra de 200 individuos.
a) ¢Cémo se debe realizar mediante muestreo aleatorio sistematico?
b) ¢Como se debe realizar mediante muestreo aleatorio simple?
Si de la poblacion anterior sabemos que el 20% tienen entre 18 y 25 afios; el 35%
entre 26 y 40 afios; y el 45% mas de 40 afios.
c) ¢Cémo se extraeria una muestra de 200 individuos con estratos
proporcionales a esos porcentajes?
Sol. -

a) Coeficiente de elevacién: h = % =139 lo que significa que tenemos que

seleccionar un individuo de cada 139. Para saber por cudl empezamos, elegimos al
azar un nimero de 1 a 139. Se puede realizar mediante la funcién RAN” de la

calculadora. Asi si obtuviésemos RAN” 0.534x139+1=75.782 el primer elemento
seria: 75 (parte entera) y los siguientes: 75+139=214; 214+139=353;...........

b) La secuencia RAN”x27800+1=  (su parte entera) nos da un individuo al azar
entre los del colectivo inicial. Esta secuencia se repetiria 200 veces para seleccionar
los 200 individuos de la muestra. Si aparece algin elemento repetido se suprime y se
obtiene otro en su lugar.

Como el nimero inicial (27800) es mayor de 1000 individuos, los nimeros aleatorios los
obtendriamos con ordenador para que tengan, al menos, cinco cifras decimales.

c) 20% de 400 = 40; 35% de 400 =70 y 45% de 400 = 90.

Se eligen al azar 40 individuos de entre los que tienen entre 18 y 25 afios, 70
individuos de entre los que tienen de 26 afios a 40 y 90 individuos de mds de 4Oafios.
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Inferencia estadistica: Estimacion de la media.

Estimacion de una proporcion. Test de hipotesis.

La Estadistica Inferencial tiene por objeto el desarrollo de técnicas que permiten
conocer o comprobar el valor de los pardmetros de una poblacion a partir de los datos
obtenidos de una muestra.

La estadistica Inferencial tiene dos grandes ramas:

A) Estadistica Inductiva B) Estadistica Hipotético-deductiva (o Teoria de la Decision)

La primera tiene por objeto “estimar” los pardmetros de la poblacién.

La segunda tiene por objeto "comprobar” (mediante métodos matemdticos)

hipdtesis realizadas sobre el valor de un pardmetro de la poblacién a partir de una
muestra extraida de ella.

Uno de los problemas mds sencillos de la Estadistica Inductiva es el de estimar el
valor de la media de una poblacién a partir de una muestra.

La estimacion se realiza de forma aproximada (mediante un intervalo) y con una cierta
seguridad (asignando un “nivel de confianza” al resultado). El tamaiio de la muestra
influye, como es obvio, en la “finura” de la estimacion.

Para realizar esto se recurre a los llamados estadisticos muestrales y a una
herramienta bdsica de la inferencia estadistica: “la distribucion Normal”

Estadisticos muestrales: media muestral y cuasivarianza muestral.

Como los pardmetros poblacionales resultan dificiles de obtener directamente, se
recurre a los estadisticos para estimarlos.

En una poblacion sobre la que hay establecido un mecanismo para obtener
muestras aleatorias se llama estadistico a cualquier variable aleatoria sobre el
conjunto de posibles muestras. Los estadisticos mds importantes son la media
muestral y la cuasivarianza muestral.

Dada una muestra aleatoria de tamafio n procedente de una poblacién normal con
media p y desviacion tipica o, el valor medio de las n observaciones se llama media
muestral y viene dada por:

X, + X, ot X,
n

X =

Mas adelante veremos como se distribuye el estadistico media muestral (T.C.L.).

. . 2
Se llama cuasivarianza muestral y se representa por S

1 3 =
Sp = n14& (% — %)’

, a:

La cuasivarianza muestral se utiliza para estimar la desviacion tipica de la
poblacion a partir de la de la muestra, aunque para muestras grandes (n > 30) se
puede tomar como desviacion tipica de la poblacion, la de la propia muestra.
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Estimacion de la media.-
Distribucion de probabilidad de la media muestral.
Teorema Central del Limite

De una poblacion formada por N elementos con media 1 y desviacion tipica o se
pueden obtener diferentes muestras de tamafio n.

Cada muestra tendra una media y una desviacion tipica.

Sea X la variable aleatoria que toma como valores las medias de las muestras.

Se puede demostrar que:

1. La media de las medias de las muestras (de tamafio n) es igual a la media
real de la poblacion, es decir: si X, es la media de la muestra X;, X, es la

media de la muestra Xz, ... X, es la media de X;, entonces:
X +X, 4.+ X +...
n° de posibles muestras

X = =1 siendo 4 la media de la poblacion.

2. La distribucién de las medias muestrales, X , tiene una desviacién tipica

. 6 . . 14 . (¥4
que es igual a T siendo o la desviacion tipica de la poblacion
n

3. Si n > 30, la distribucion de las medias muestrales es normal incluso en el
caso de que estas procedan de poblaciones no normales.

Este resultado se conoce con el nombre de teorema central del limite que
establece que:

Si una muestra aleatoria de tamafio n procede de una poblacion con media u y
desviacion tipica o, entonces en caso de que el tamafio de la muestra sea lo
suficientemente grande (n > 30), la media muestral X tiene aproximadamente una

’ . . 14 CoNE] 6 . . (¥4
distribucion normal de media u y desviacion tipica T Esto es, la distribucion de
n

. \Va . o s o
las medias muestrales X , es una distribucién normal N{ ,u,—j

Jn

Es importante sefialar que este teorema es vdlido cualquiera que sea la distribucion
de la poblacion de partida, tanto si es discreta como continua.

Si la poblacion de partida es normal, también lo serd la distribucion de las medias
muestrales, cualquiera que sea el valor de n. Si la poblacion de partida no es normal,
la distribucion de las medias muestrales puede ser muy parecida a la normal, incluso
para valores pequefios de n, pero para n > 30 es seguro que se consigue una gran
aproximacion a la normal cualquiera que sea la distribucién de partida.
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Consecuencias del Teorema Central del Limite.-

I) Control de las medias muestrales: podemos tratar de conocer la
probabilidad de que la media de una muestra concreta, de tamafio n por ejemplo, esté
en un cierto intervalo.

II) Control de la suma de todos los individuos de la muestra: por el

teorema central del limite:
n

o — Z X n _
— | .Como: X =" —= in =nN.X en consecuencia la distribucion de

X e N| u,
( Jn n i1

probabilidad para la suma de todos los individuos de la muestra de tamafio n es:

n

ZXi € N(n,u,a\/ﬁ ) y en consecuencia podemos tratar de conocer la probabilidad de
i1
que la suma de los elementos de una muestra esté en un cierto intervalo.

IIT) Inferir la media de la poblacion a partir de la de una muestra:
Esta es la aplicacion mds importante del Teorema Central del Limite y lo veremos en
el siguiente apartado.

Ejemplo 1.-
Los pesos en kilogramos de los soldados de una quinta siguen una distribucion normal:
N (69,8). Las guardias en un regimiento estan formadas por 12 soldados.
a) Determina la probabilidad de que la media de los pesos de los soldados de
una guardia sea superior a 71 kilos.
b) Obtén el intervalo caracteristico para X correspondiente a una probabilidad
de 0,9.
c) ¢Cudl es la probabilidad de que la suma de los pesos de los soldados de una
guardia sea mayor que 800 kilos?
d) ¢Cudl es la probabilidad de que un miembro de la guardia, elegido al azar,
pese mas de 93 k?
Sol.
Suponemos que las guardias en el regimiento se forman tomando 12 soldados al azar
(O por un proceso similar como por ejemplo: “orden alfabética”).

Sabemos que si la poblacion de los pesos de soldados es N (69,8) entonces el peso

8 .
E) = N(69:2,31)

(Aunque n<30 pero la poblacion de partida es normal).

712_3?9) =p(z>087)=1-p(z<0,87)=1-0,8078 = 0,1922

medio de las muestras de tamafio 12 es: N (69,

a) p(Xx>71)=p(z>

IES FENE. 2° Bach €CSS Cesdreo Rodriguez - 22 -



Iniciacion a la Inferencia Estadistica

b) sabemos que el valor critico correspondiente a una probabilidad p =0,9 en una
normal: N (0,1) es 1,645 (ya esta tabulado) entonces, como también sabemos, el

intervalo caracteristico para una normal N (u,c) es: ( H—oc*1Z o) H+o*z %)

y por tanto en este caso para X el intervalo es:

(69— 2.31*1.645, 69 + 2.31*1.645) = (65.20, 72.79)

Esto significa que el 90% de las guardias tienen un peso medio entre: 65,20 y 72,79

c) Sabemos del punto II) de las consecuencias del teorema central del Limite que:
in IS N(n,u,ax/ﬁ)
i=1
En este caso n.u=12.69 =828 on =812 = 27,72 por tanto:
> x; € N(828;27,2)

i=1
PO % <800) = p(z < %) = p(z <-1,01) = p(z >1,01) =1- p(z <1,01) = 0,1562
< ,

d) Un individuo tomado al azar de un grupo, que también fue elegido al azar, es una
extraccion al azar de un miembro de la poblacién. Es decir, para calcular la
probabilidad pedida, usamos la distribucion de la poblacion de pesos de los soldados
que es N (69: 8).
93-69
8

Esto significa que “aproximadamente” un uno por mil de los soldados de una guardia
pesa mds de 93 k.

p(x>93)=p(z > )=p(z>3)=1- p(z<3)=0,0013

Veamos como se aplica el Teorema Central del Limite para el caso III).

III) Inferir la media de la poblacion a partir de la de una muestra.-

Intervalo de confianza de la media de la poblacion, con ¢ conocida

En el ejemplo anterior (de los pesos de los soldados) hemos visto como de la
aplicacion directa del Teorema Central del Limite podemos deducir el comportamiento
de las muestras a partir del conocimiento de la poblacion.

Ahora pretendemos deducir aspectos de la poblacion a partir del conocimiento de
una muestra. En concreto, pretendemos inferir el valor de la media de la poblacion a
partir del conocimiento de la media de una muestra.

Parece razonable estimar que la media de la poblacion: ;1 serd aproximadamente

igual que la media de la muestra: X pero, ¢como de aproximadamente? Para determinar
el grado de aproximacion deX a u procedemos a una estimacion mediante intervalos.
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Queremos estimar el valor de la media, /# de una poblacién de la que conocemos su
desviacion tipica poblacional o

Para ello se recurre a una muestra de tamafio n de la que podemos calcular su
media muestral X

Si la poblacion de partida es normal o el tamafio de la muestra es mayor o igual de
30, el teorema central del limite nos asegura que la distribucion de las medias

muestrales X tiene aproximadamente una distribucién normal de media # y

. (¥4 CoE) G
desviacion tipica —.

Jn

Es decir, la distribucion de probabilidad de la media muestral X es N(,u,ij

Jn

El intervalo caracteristico para X correspondiente a una probabilidad p=1-«
segln hemos visto es:

-7 *i + 7 *i
H % \/ﬁuu % \/ﬁ

2 2

Es decir p|lu-2,—<X<up+z,—|=1-a=p |7—y|<za.i =l-a osea:
2 An 3 An 3 An
o

O
p|X-2,——=<pu<X+z,—&—|=1l-«a
( 7 n 2\/ﬁj

Por tanto, una vez extraida la muestra de tamafio n y calculada su media X el
intervalo:

contendra o no a la media poblacional s con un nivel de confianza:1—

Este intervalo se llama en este caso intervalo de confianza de u .

La probabilidad de que el intervalo de confianza contenga a la media es 1—-« y
habitualmente se da en porcentaje (1—  ).100% y se llama hivel de confianza.

El valor de & es el nivel de significacion y determina el riesgo de que la media
de la poblacion no esté en dicho intervalo.
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Si, como suele ocurrir, la desviacion tipica o de la poblacién cuya media se
quiere estimar es desconocida, se puede calcular o a partir de de la muestra.

La forma mds correcta de hacerlo es mediante el estadistico cuasivarianza

n
muestral s’ = —12(Xi - Y)Z (tomariamos & =/S2, )

Sin embargo para valores relativamente grandes de n (N >30) podemos utilizar la
desviacion tipica de la muestra S como la de la poblacion, es decir, o =S

Ejemplo 2.-
Se desea hacer un estudio de mercado para conocer el precio medio de los libros

cientificos. Para ello, se elige una muestra aleatoria formada por 34 libros, y se
determina que la media muestral es de 21€ con desviacion tipica de 3€. Halla el
intervalo de confianza para el precio medio de los libros cientificos al nivel de
confianza de un 99%.

Sol. -

No se conoce la desviacion tipica poblacional o, pero como la muestra seleccionada
contiene mas de 30 individuos, se puede sustituir por la muestral S =3

Por tanto el intervalo de confianza para el precio medio de los libros cientificos,

correspondiente al nivel de confianza del 99%, y nivel de significacion

(21 " 2 ﬁJ

Sustituyendo los valores conocidos es: (21— Z0.005 *—, 21+ 2500 *

(o riesgo) o =1-0.99=0.01 es: 21+ 2

3
o 2

Puesto que Z,,, = 2.58 el intervalo de confianza es: (19.67 , 22.33)

Ejemplo 3.-
a) Un ganadero de reses bravas quiere estimar el peso medio de los toros de su

ganaderia con un nivel de confianza del 95%. Para eso, toma una muestra de 30 toros
y los pesa. Obtiene una media de X =507 K y una desviacién tipica de o =32k

¢Cudl es el intervalo de confianza para la media x de la poblacion?

b) ¢Cudl sera el intervalo si queremos que el nivel de confianza sea del 99%?

Sol. -

a) No se conoce la desviacion tipica poblacional &, pero como la muestra seleccionada
contiene 30 individuos, se puede sustituir por la muestral s =32

Por tanto el intervalo de confianza para el peso medio de los toros, correspondiente al

nivel de confianza del 95%, y nivel de riesgo o =1-0.95=0.05 es:

y \/_507+26% \/_J (507—20_025*%,

Puesto que Z,,, =1.96 el intervalo de confianza es: (495.55,518.45)

(507 -z 507 + 2, 455 *

)

b) Puesto que Z,,,; = 2.575 el intervalo de confianza es: (492 ,522)
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Ejemplo 4.-

Deseamos valorar el grado de conocimientos en historia de una poblacion de varios
miles de alumnos. Sabemos que la desviacion tipica es o =2,3. Nos proponemos estimar
M pasando una prueba a 100 alumnos.

a) Calcula el intervalo caracteristico para X correspondiente a una
probabilidad de 0,95.

Una vez realizada la prueba a 100 alumnos concretos, se obtuvo una media X = 6,32.
b) Obtén el intervalo de confianza para u con un nivel de confianza del 95%.

Sol.
La poblacion en estudio tiene una distribucién con desviacién tipica conocida: o =2.3
y media desconocida: 1z Por tanto, como las muestras son de tamafio 100 (mayor que

o

23 | .
\/ﬁ) = N(ﬂvm) = N(4;,0,23)

30), la distribucién de la media muestral Xes N(u;

a) el intervalo caracteristico para X con una probabilidad de 0,95 cumple:

p[i e(u-oz,,n+oz, )) =095= p(i e(u-023z, ;,u+0,23z, )J =0,95

2 2 2 2
Como para una probabilidad de 0,95 sabemos que

1-0 =095= o =1-0,95= 0,05 = % =0,025 y por tanto:

z, =1.96 (Segin las tablas)
2

p(X € (1 —0,23.1,96; 12 +0,23.1,96)) = 0,95 = p(X € (u —0,45; 1 + 0,45)) = 0,95
El intervalo caracteristico para X correspondiente a una probabilidad de 0,95 es

(1—0,45;7 +0,45)
Por tanto en el 95 % de las muestras su media X dista de ;1 menos de 0,45.

b) el intervalo aleatorio de confianza para 1 (con un nivel de confianza del 95%) es:

(X —0,45;X +0,45),
lo que significa que en el 95% de las posibles muestras el intervalo correspondiente
contiene a (/.

En este caso concreto, con X =6.32 el intervalo de confianza (no aleatorio) es:

(5,87;6,77)
ya que: {(X —0,45;X +0,45) = (6,32 — 0,45;6,32 + 0,45) = (5,87;6,77) }

¢Estd u en este intervalo: (5,87;6,77)? No lo podemos saber con seguridad pero
tenemos una confianza del 95% de que es asi.
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Error en la estimacion.

Determinacion del tamafio de la muestra. Determinacion del nivel de confianza.

’ . . o U .
Se llama error madximo admisible al valor E:ZQ,Z-T(que es el radio del
n

intervalo de confianza). Este valor depende de o y de n de la siguiente forma:

- Cuanto mayor sea el tamafio de la muestra, menor es E, con lo cual sera
también menor la amplitud del intervalo de confianza y afinaremos mds en la
estimacion.

- Cuanto mayor sea 1—o es decir, cuanto mds seguros queramos estar de
nuestra estimacion, mayor serd E (como se observa a continuacion)

En la tabla

l-«o a z%
0.90 0.10 1.645
095 0.05 196
0.99 0.01 2.575

estdan los niveles de confianza que se usan con mas frecuencia. Como puedes ver
cuanto mayor es 1- o , mayor es Z_,, y, por lo tanto, mayor es E.

Para un error maximo admisible determinado, E, y un nivel de confianza, 1— o el
minimo tamafio que debe tener la muestra se obtiene despejando n en la expresion

2
— nzzuz/Z'(7 = n= Za/2'o-
E E

E=z

o
12"
a \/ﬁ
Podemos ver que:

- El tamafio de la muestra es mayor cuanto mayor sea 7 ,, o lo que es lo

mismo, cuanto menor sea o y mayor 1—ca Para aumentar el nivel de
confianza debemos aumentar el tamafio de la muestra.

- El tamafio de la muestra es mayor cuanto menor se E, por lo que para
ser mds precisos tenemos que aumentar el tamafio de la muestra.

Para un error maximo admisible, E, y un tamafio de la muestra, n, el nivel de
confianza con el que se realiza la estimacion se obtiene despejando z ,, de

o _E\/ﬁ

—_— = 2
/2 / /2
o n o 0

Conociendo Z,,, podemos buscar en las tablas de la normal estdndar el valor de

0‘2 y a partir de él el nivel de confianza 1—«
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Ejemplo 5.-
Sabemos de la duracién de un proceso que o =0,5S<¢Cudl es el nimero de medidas

que hay que readlizar para que, con un 99% de confianza, el error de estimacion no
exceda de 0,1 s?

Sol.

. .z . o . .
Como el error de estimacion viene dado por: E=Za,2~T y si el nivel de
n

confianza es: 99% =1-a=099=a=1-099=0,01= 12,6 =2,575

2

01l= 2,575.% — Jn= 2,575.0,5 _ 1,2875

Ahora tendremos: Jn 01 01
n=(12,875)° =165,76

=12,875

Deben realizarse, por tanto, 166 medidas (el menor entero mayor que 165,76)

Ejemplo 6.-

Al medir el tiempo de reaccion, un psicélogo sabe que la desviacion tipica del mismo
es de 0,5 s. Desea estimar el tiempo medio de reaccion con un error maximo de O,1
s, para lo cual realiza 100 experiencias.

¢Con qué nivel de confianza podra dar el intervalo: (Y—O,l;YJr 0,1)?

Sol

. S o
Como el error de estimacion viene dado por: E=2_,, T
n

01z .05 _, 0L ,

J100 5 05
p[z < Z“J = p(z<2)=09772
Sabemos que 2

%: p(z>2)=1-p(z<2)=1-0,9772=0,0228

o= 2% =2.0,0228 = 0,0456 = 1- o =1-0,0456 = 0,9544

Si X es el tiempo medio obtenido con las 100 experiencias, se puede asegurar con
un nivel de confianza del 95,44% que el tiempo medio de reaccion esta comprendido
entre: X-0,1y X+0,1s.
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Ejercicio 7.-

Lanzamos 36 dados correctos y calculamos la media de sus resultados, X si repetimos
de forma reiterada esta experiencia

a) ¢Cudl sera la distribucién de las medias?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que la media de una de las tiradas sea mayor que 4?

c) Calcula un intervalo centrado en la media en el que se encuentre el 99% de las
medias de los lanzamientos.

Sol. -
R @

a)

1 b %%

S U 5 N S B U B §
2 %% % s s |s |6 [s |s
3%%% 1 2 3 4 5 6

oy
[y

25// Al lanzar un dado correcto la media de las
i

S
S

6
puntuaciones es: MU= Z X.p; =35 vy

i} i=1
%
- La desviacion tipica: o =

Si tomamos una muestra de esta poblacion de tamafio n=36 (n>30) sabemos que:

X e N(S.S , ﬂ] = N(3.5,0.285)

36

&
S

4-35
b X>4)=p|lz> =0.0401
) p(x>4) p( 0285 j

o . 0.04
Solamente en el 4% de los casos la media de las
puntuaciones de los 36 dados es mayor que 4. \l/

l
3 35 4

c) El intervalo caracteristico de las medias muestrales para 1—a =0.99 es:
o o
-2, *—=,u+2,, *—|=(35-2575*%0.285,3.5+2.575*0.285)=(2.77 , 4.23
[,U % [_n H % (n J ( ) ( )

El 99% de las puntuaciones medias de los 36 dados estdn dentro de ese intervalo.
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Ejercicio 8.-

Para estimar la media de los resultados que obtendrian al

resolver un cierto test los alumnos de 2° Bach de la comunidad y 1 2 3 4 5
auténoma de Galicia, se les pasa dicho test a 400 de esos '
alumnos escogidos al azar.

Los resultados obtenidos vienen dados en la tabla:

A partir de estos datos, estima con un nivel de confianza del
95% el valor de la media de la poblacion.

fflz8 1 1 6
403 013

Sol
n n

DR T W PP

X = i=1 = =1 = z325
1 24 24 24 3y N 400
2 80 160 320 g i
3 132 396 1188 anx'z ¢
MO ORIEEY - (x): =i2(;3_(325) ~1.245
5 63 315 1575

=4/1.245~1.12

Con un nivel de confianza al 95% 1-a¢ =0.95= o =0.05= ZO/ =1.96
2

El intervalo de confianza al 95% es: ( xS X+z *ij = (3.14 , 3.36)

5 % I
Ejercicio 9.-

Para estimar el peso medio de las nifias de 16 afios de una ciudad, se toma una
muestra aleatoria de 100 de ellas. Se obtienen los pardmetros X =52.5k ; s =5.3k
Se afirma que: el peso medio de las nifias de 16 afios de esa ciudad esta entre 51 y
54 kilos. ¢Con qué nivel de confianza se hace tal afirmacion?

Sol. -

’ ’ . . e G
En la formula del Error maximo admisible: E =7, T sabemos que:
n

E es la mitad de la longitud del intervalo: E = 54;51 =15: n=100
* ./
c=8=53=>17, E\/_ 1577100 =2.83
o 5.3

N R

= p(z > za): p(z>2.83)=
2

1- p(z < 2.83)=1-0.9977 = 0.0023

~2.83 0 z —2.83

o= 2% =2%0.0023 =0.0046 = 1—«a = 0.9954 :

El peso medio esta entre 51 y 54 kilos a un nivel de confianza del 99.54%.
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Estimacion de una proporcion. -

En los apartados anteriores aprendimos a estimar la media de una poblacion a partir
de la media muestral, con ayuda de la distribucion Normal.

Cabe ahora sefialar que esto sélo es posible cuando la muestra de la que se dispone es

suficientemente grande. Para muestras pequeias la curva normal falla y hay que

recurrir a otra distribucién (que no estudiaremos este curso) llamada t+ de Student
(seuddnimo de Gosset, quimico de la fabrica de cervezas Guinness, que la inventd)

Pues bien, el segundo problema de inferencia que se estudia en este curso es el de la
estimacién del pardmetro: proporcion de individuos de una poblacién que posee una
cierta cualidad o lo que es lo mismo la probabilidad de que ocurra un cierto suceso.
En efecto, si la probabilidad de un suceso es “p” es lo mismo que decir que en la
poblacion que resulta de repetir esa experiencia aleatoria una infinidad de veces, la

proporcion de ocasiones en las que se da el suceso es "p”. De ahi que una probabilidad
pueda ser considerada como una proporcion en una poblacion infinita.

La estimacion del parametro proporcion poblacional la realizaremos a través de la
correspondiente proporcion muestral.

Las probabilidades de los distintos valores de una proporcion (variable discreta) se
calculan con la ayuda de una distribucion Binomial (nimero de individuos con una cierta
cualidad), y ésta a su vez puede ser sustituida, en ciertos casos (T® de De Moivre),
por una Normal (Var. Continua) haciendo las necesarias correcciones de continuidad.
Pero, para no complicar el proceso, trataremos a la variable proporcién como continua.

Distribucion de probabilidad de las proporciones muestrales.

A continuacion vamos a dar respuesta a la siguiente situacion:

En una cierta poblacion, la proporcion de individuos que posee una cierta cualidad es
“p”.Consideramos todas las posibles muestras de tamafio "n"” que se pueden extraer de
esa poblacion. En cada una de las muestras habra una proporcion “pr” de individuos
con esa cualidad. ¢Como se distribuyen todos los posibles valores de “pr"?

Vamos a formalizarlo con la ayuda de un ejemplo concreto:

Una mdquina produce tornillos. Se sabe que el 5% de ellos son defectuosos.
Los tornillos se empaquetan en cajas de 400.
éComo se distribuye la proporcion de tornillos defectuosos en las cajas de 400?

En la muestra hay 400 individuos, si X es la variable que cuenta el nimero de
defectuosos en las cajas de 400, sabemos que X es binomial B(n =400, p= 0.05)

Sabemos que X la podemos aproximar (con correccion de continuidad) por una Normal
Y: N(np , npq)= N(ZO , 4.36) para simplificar el cdlculo identificamos X con Y.
Por tanto X: el nimero de defectuosos en una muestra de 400, es X: N(20 , 4.36)

La proporcion de defectuosos “pr” en una muestra de 400 se obtiene:

0
or = n° defectuosos muestra _ X — or N[220 | 4.36) _ N(0.05 0.011)
400 400 400 400
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Si en una poblacion la proporcion de individuos que posee una cierta cualidad es p la
proporcion pr de individuos con dicha cualidad en una muestra de tamafio N sigue

una distribucion normal de media p y desviacion tipica Wfﬂ es decir,
n

o

Siguiendo con el problema con el que iniciamos el planteamiento, podemos calcular el
intervalo caracteristico en el que se encuentre el 90% de las proporciones de los

tornillos defectuosos: 1—a =0.9= % =005=17, =1645 y pr: N(0.05, 0.011)
2

Intervalo caracteristico: (0.05—1.645*0.011,0.05+1.645*0.011)=(0.032, 0.068)

Esto quiere decir que el 90% de las cajas de 400 tornillos tiene una proporcion de
tornillos defectuosos comprendida entre 0.032 y 0.068.

Conociendo la distribucion de la proporcion muestral pr: N(p,‘/p—q] pretendemos
n

Inferir la proporcion de la poblacion a partir de la de una muestra.-

O sea, pretendemos estimar el valor de la proporcion p, de individuos con una cierta

cualidad que hay en una poblacion. Para esto recurrimos a una muestra de tamafio n,
en la que se obtiene una proporcion muestral pr .

El intervalo de confianza de P con un nivel de confianza de 1 a 100% es:

_ */prl—pr /prl pr
(pr Z% n ’pr J

Como pr: N[p, m] el intervalo caracteristico para una probabilidad (1—01) es:
n

(p—z%*,/%,er%* %} O sea p[p—z%,/%<pr< p+z% /%]: —
Por tanto: - Pa L axi isible:
L plpr-z, <p< pr+z, =1—-a El error maximo admisible:

%\ n %\ n

E=z D/wfm tiene el grave inconveniente de que esta dado en funcion de p pero para
2y n

muestras grandes (n > 30)eshmamos p=pr;q=1-pr= E=z, ‘,—pril pr] el
. . pr{l- pr pr @- pr
intervalo de confianza de p: | pr — Z‘V * === pr+

2 n
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Ejemplo 10.-

Tomada una muestra de 300 personas mayores de 15 afios en una gran ciudad, se
encontré que 104 de ellas leian algln periddico regularmente. Hallar, con un nivel de
confianza del 90%, un intervalo de confianza para estimar la proporcion de lectores
de periddicos entre los mayores de 15 afios.

Sol. -

Proporcion muestral: pr = 104 =0.347 1-0=09=%-005= z,, =1.645
300 2 7

Error mdximo admisible (cota de error): E :1.645.‘/% =0.045

Intervalo de confianza (al 90%): (0.347 —0.045, 0.347 +0.045) = (0.302, 0.392)

Conclusion: Con un nivel de confianza al 90%, la proporcion de lectores, en el
colectivo de los mayores de 15 afios, estd entre 0.302 y 0.392.

Error en la estimacion.

Determinacion del tamafio de la muestra. Determinacion del nivel de confianza.

ril— pr
El error maximo admisible o cota de error: E = Zo/wfp— 7pj
2 n

(Su valor numérico es el radio del intervalo de confianza)

En el ejemplo que viene a continuacion se ensefia a determinar el tamafio de una
muestra para conseguir una estimacion de una proporcion con un error maximo
admisible y un nivel de confianza dados (teniendo un valor estimado para pr)

Ejemplo 11.-

A la vista del resultado del ejemplo 10, se pretende repetir la experiencia para
conseguir una cota de error de 0.01 con el mismo nivel de confianza del 90%.
¢Cuantos individuos deben tener la muestra?

Sol. -

ril—pr
En la expresion de la cota de error E =2 % M hemos de determinar el

2 n
valor de N. Para ello conocemos los valores de z % y E ya que segin el enunciado:
2

E=00l; 1-2=09=2=005=7, =1645
2 %

El valor de pr no podemos obtenerlo a partir de la muestra, pues adn no se ha

extraido (de echo estamos calculando el tamafio que debe tener la muestra).
Tomaremos como valor estimado de pr =0.347: mismo valor que en el ejemplo 10.

2
*
0.01-1645 034770658 (10'6%) *0.347*0.653 = 6131.6
n .

Conclusion. - Habra que tomar una muestra de n=6132 personas.
Si ahora en esa muestra de 6132 individuos calculamos la proporcion y resulta
(pr,) podremos formar el intervalo (pr, —0.01, pr, +0.01) dentro del cual se

estima, con una confianza del 90%, que estara la proporcion poblacional p
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En el ejemplo que viene a continuacion se ensefia a determinar el nivel de confianza
para conseguir una estimacion de una proporcion con un error maximo admisible y un
tamafio de muestra dados (teniendo un valor estimado para pr)

Ejemplo 12.-
A partir de una muestra de 100 individuos, se ha estimado una proporcion mediante el
intervalo de confianza: (0.17 , 0.25)

¢Cudl es el nivel de confianza con el que se ha hecho la estimacion?
Sol.-

pr es el punto medio del intervalo de confianza= pr = 017—42_025 =0.21

E es la mitad de la longitud de dicho intervalo = E =@ =0.04

pril— pr 0.21*0.79
Como: E = ‘/—[j 0.04 = _— =0.98
omo z% - = z% 100 = z%

p[z <z, j = p(z <0.98)=0.8365 = % = p(z>0.98)=1- p(z <0.98)=0.1635
2

o= 2% =2%*0.1635=0.3270 >1-a =1-0.3270 = 0.6730

Conclusién. -La estimacién de p mediante el intervalo (0.17 ,0.25) se ha hecho
a un nivel de confianza del 67.30%

En el ejemplo que viene a continuacion se ensefia a determinar el tamafio de una
muestra para conseguir una estimacion de una proporcion con un error maximo

admisible y un nivel de confianza dados (sin_tener un valor estimado para pr)

Ejemplo 13.-

¢Cudl es el tamafio muestral que deberiamos tomar para que la proporcion estimada no
difiera de la verdadera en mds de un 5% (E=0.05) a un nivel de confianza del 95%?
Sol. -

En la expresion del error maximo admisible: E =z %‘/pr— zln—pl’j conocemos:
2
E=005:1-a=095= % =0025= 2, =1.96 = 0.05=1.96, /—przl‘ pr)
2 n

No tenemos una estimacion de pr ; pero podemos demostrar con cdlculo derivadas que

pr (1 pr es menor o igual que —( pr(l pr) toma su valor maximo en pr =0.5)

* 2
0.05=1.96 prl Pr) o196 00 05—196 ( 1.96 j _384.16
| I — \ \an 2%0.05
7 2
A
2E

En general, el tamafio de la muestra n sin tener estimado pr es: n>
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Ejemplo 14.-

Para estimar el nimero de peces que hay en un pantano, se procede de este modo:
Se pescan una cierta cantidad de ellos, 349, se marcan (con tinta indeleble) y se
devuelven al pantano. Al cabo de varios dias, se vuelven a pescar otro monton de ellos
y se averigua que proporcion estan marcados. Si en esta segunda pesca se han
capturado 514 peces, de los cuales hay 37 marcados.

a) Halla un intervalo de confianza, al 90% para la proporcion de peces marcados.

b) Halla un intervalo de confianza al 90% para el total de peces en el pantano.

37 pril— pr
Sol. - r=——=0072; 1-a=09=1z,, =1645; E=z ‘/—[j
ol.- a) p =14 a = % % -
*
E :1.645,f% =0.019 El intervalo de confianza para la proporcién p en la

poblacién de peces marcados es: (0.072+0.019)=(0.053, 0.091)

b) Para hallar el intervalo de confianza para el nimero total (N) de peces en el

o 349
pantano, tenemos en cuenta que la proporcion de peces marcados es: p = T
349
0053="1 [N, =~ 6585
34; = 0'3(1593 (Observa que se invierten los extremos)
0.091=—- N, = ~ 3835
N, 0.091
A nivel de confianza del 90% el intervalo para el total de peces (3835 , 6585)
Ejemplo 15.-

a) Se ha lanzado una moneda 100 veces obteniéndose 62 caras. Estima la probabilidad
de “cara” mediante un intervalo, con nivel de confianza del 90%, 95% y 99%.

b) ¢Basandonos en el apartado anterior cudntas veces habremos de lanzar la moneda
para estimar la probabilidad de “cara” con un error menor que 0.002 y un nivel de
confianza del 95%?

Sol

a) Poblacién infinita del lanzamiento de una moneda para la que hemos de estimar la

62
proporcion P del suceso “cara”. Muestra de 100 para la que: pr=——=0.62

100

E=z, 0627038 _ z,,*0.0485; Intervalo confianza es: (0.6245 z, *0.0485j
%\ 100 %2 %

Al 90% es: (0.54,0.70) al 95% es: (0.525,0.715) y al 99% es: (0.495, 0.745)

b) Basandonos en el apartado anterior estimamos pr =0.62 y n se obtiene de:

z2,.pr.(1-pr) 2 5 fo %
n= h 5 = (1'96) 0'622 0.38 =226270.24 = n=226271
E (0.002)
Si en esa muestra de 226271 lanzamientos calculamos la proporcion de caras y
resulta ( pry) podremos formar el intervalo (pr0 -0.002, pr, + 0.002) dentro del cual

se estima, con una confianza del 95%, que estara la probabilidad de cara p
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Test de hipdtesis. -

En 1710 el médico inglés John Arbuthnot estudié el sexo de las criaturas nacidas en
una cierta localidad durante los 82 afios anteriores y advirtié que la proporcion de
hombres fue siempre superior a la de mujeres. Con ello rebatié la creencia de que es
igualmente probable que nazca un hombre o una mujer, argumentando del modo:

“El resultado no puede ser casual, ya que, haciendo corresponder Hombre y Mujer a
Cara y Cruz de una moneda, es absurdo pensar que exista tal exceso de hombres”.
Aunque planteado de forma matemdticamente insuficiente, puede considerarse este el
primer test de hipétesis de la Historia.

En un Test de hipotesis se emite una afirmacién estadistica (relativa al valor de un
pardmetro de una poblacion) y mediante una muestra se estudia si dicha afirmacion

(hipotesis) es compatible con el resultado de la experiencia (contraste).

Vamos a formalizar el estudio de los test de hipétesis mediante un caso concreto:
Tenemos un dado que suponemos correcto. Lo lanzamos 100 veces y obtenemos 25
“cincos”. ¢Podemos rechazar, o no, la afirmacion de que el dado es correcto?

En este ejemplo se duda sobre si el pardmetro p = p(5) toma el valor de %

La hipdtesis emitida (el dado es correcto) de este test se formaliza asi:
p=p() = % = 0.167

Si la hipotesis fuera cierta, entonces las proporciones, pr de “cincos” en las muestras
de tamafio 100 seguirian (segin hemos visto anteriormente) una distribucion Normal:

N[ b, [P9 |~ n|o.a67, [218T70833 | (0167, 0.037)
n 100

En tal caso, el 95% de las proporciones muestrales de “cincos” estarian en el intervalo
caracteristico correspondiente a 1—a = 0.95: (0.167 +1.96*0.037) = (0.094 , 0.240)

A este intervalo (0.094,0.240) se le llama Zona de aceptacion.

Como la proporcion obtenida en la muestra de 100 tiradas para el suceso “cinco” es

25
pr = 100 =0.25 queda fuera de la zona de aceptacion, consideramos que seria muy
improbable que con un dado correcto se obtengan 25 “cincos” en 100 tiradas.

Por tanto se rechaza la hipotesis con un nivel de significacion del 5%.

El nivel de significacion () de una
hipétesis es el valor complementario del
nivel de confianza (1— ) de una
estimacion.

Iona Iona

rechazo rechazo

0.094 0.167 0.240
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Pasos para efectuar un test de hipotesis. -

1°) Enunciar la hipétesis nula H,: Consiste en atribuirle un valor a un pardmetro de
cierta poblacion. (En este curso lo haremos sobre la media y sobre la proporcion).

2°) Si la hipétesis nula fuera cierta, tal pardmetro de una cierta muestra se
distribuira de forma conocida:
a) se elige un nivel de significacion « . Es habitual: 0.10; 0.05; 0.01.
b) se construye la zona de no rechazo: es el intervalo fuera del cual solo
se encuentran el « .100% de los casos “mas raros”.

3°) Se extrae una muestra cuyo tamafio ya se ha decidido en el paso anterior y de
ella se obtiene el valor del parametro.

4°) Si el valor del pardametro muestral cae dentro de la zona de aceptacién, no se
rechaza la hipotesis con un nivel de significacion o En caso contrario se rechaza.

Test de Hipotesis para la media.-

Vamos a poner en prdctica los pasos enunciados anteriormente para trabajar un test
de hipétesis sobre la media de una poblacion, distinguiendo los casos en que la
hipétesis nula: H : 1z = u, (Bilateral) del casoH, : 1 < 1y o H, : 1t = 1y(Unilateral)
Ejemplo 16.- (Bilateral)

El estudio de una muestra aleatoria de 100 jovenes que se presentan a una prueba,
revela que la media de edad es de 20.2 afios. Sabiendo que la variable estudiada se
distribuye normalmente en la poblacion con desviacién tipica o =10

¢Se puede aceptar con un 95% de confianza el valor de 22 afios como media de edad
de todos los que concurren a la prueba? Sol. -

1°) H, : £ =22 frente a la hipétesis alternativa (la contraria) H, : u # 22

2°) Si H,: 4 =22 es cierta; entonces las medias de edad X es N(22,1)

Lo que significa que el 95% de las medias muestrales estdn en el intervalo
caracteristico: (22+1.96*1)=(20.04,23.96) zona de no rechazo

3°) Segln el enunciado X = 20.2
4°) Como X =20.2 cae dentro de la zona de no rechazo (20.04,23.96) concluimos

que no rechazamos la hipétesis nula con un nivel de significacién del 5%.

Bilateral Observacion: el resultado del contraste es
que no hay suficiente evidencia para
rechazar la hipétesis nula, pero ello no

zona equivale exactamente a que haya evidencia
rechaze  de que la hipdtesis sea verdadera, ya que la
media 22 no estd mas apoyada en nuestros

g datos que otras medias, como 21 o 20, que

20 04 22 239 6 tampoco serian rechazadas como hipétesis
nulas. De ahi que es mejor decir “no se
rechaza la hipétesis nula” a decir que “se acepta”.

zona
rechazo
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Ejemplo 17.- (Unilateral)

Pablo y Virginia quieren contrastar si el consumo medio en teléfono mévil entre los
estudiantes es, como mdximo, de 10€ frente a si es mayor.

Pablo, en una muestra de 36 estudiantes, obtuvo una media de 10.41€ con una
desviacion tipica de 2€

Virginia obtuvo, en una muestra de 49 estudiantes, una media de 10,39€ con una
desviacion tipica de 2€

¢Qué decision toma Pablo con un nivel de significacion del 10%?

¢Qué decision toma Virginia con un nivel de significacion del 10%?

Sol.-

1°) Ambos quieren contrastar la hipétesis nula: H, : 1z <10 frente a H,: x >10

2°) Si H,: 4 <10 es cierta, para determinar la zona de rechazo supondremos que la
media de gasto es el mayor valor compatible con H, : 11 <10, que es 1 =10

Caso de Pablo: 1 =10 n =236 entonces las medias muestrales del consumo medio en

teléfono mévil X se distribuyen: N(lo,%j

En el test unilateral, la zona de rechazo
(toda una cola de la distribucién) esta en uno
de los extremos (el derecho en este caso) por
tanto, a nivel de rechazo del 10% el punto
critico es 7, =1.28 y asi tenemos que:

Unilateral

Zona
rechazo

El intervalo de no rechazo para Pablo es:

(_ 0,10 +1.28*%) = (-0,10.43)

10 10.43

Caso de Virginia: £ =10 n =49 entonces las medias muestrales de consumo medio en

_ 2
teléfono movil X se distribuyen: N(lO , —] Unilateral

29

El intervalo de no rechazo para Virginia:

_oo,10+1.28*i =(-,10.37
J49

10 10.37

3°) Seglin el enunciado las medias muestrales para Pablo y Virginia son: 10.41 y
10.37 respectivamente.

4?) Seglin los resultados obtenidos en el punto 2°) y comprobando si los obtenidos en

el 3°) caen dentro de la zona de no rechazo, concluimos que:
Pablo no rechaza la hipétesis nula y Virginia si la rechaza.
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Test de Hipotesis para la proporcion. -

En el caso bilateral la hipétesis nula consiste en atribuirle un valor a la proporcion de
individuos que tienen una cierta cualidad o la probabilidad de un suceso en una
experiencia aleatoria.

Ejemplo 18.- (Bilateral)
a) Lanzamos una moneda 10 veces y obtenemos 6 caras.

b) Lazamos una moneda 100 veces y obtenemos 60 caras.

c) Lanzamos una moneda 1000 veces y obtenemos 600 caras.

¢Podemos deducir de alguna de las experiencias que la moneda es incorrecta?
Sol. -

1 1
1°) Hy:p= E (la moneda es correcta) frente H, : p # E

1 1
2°)Si H,:p= 2 es cierta; como en los tres casos a) b) y ¢) n.p = nE >5

o [0.5%0.5
entonces la distribucién de las proporciones muestrales es X es N[O.S, —J
n

Para un nivel de significacion o = 0.01 significa que el 99% de las proporciones

0.5
muestrales estdn en el intervalo: (0.51—2.575*—] zona de no rechazo.
n

10 100 1000
(0.09,0.91) | (0.37,0.63) | (0.46,0.54)

3°) Se extrae la muestra y se calcula la proporcion de caras y segin el enunciado en
los tres casos tenemos que la proporcion muestral es pr = 0.6

4°) Como solamente en el caso c) el valor de pr =0.6 cae fuera de la zona de

aceptacién concluimos que rechazamos la hipétesis nula en dicho caso c) y en los

otros dos casos a) y b) no rechazamos la hipétesis nula.
Es decir, sélo rechazamos que la moneda sea correcta en el caso c).

n=1000

Zonas
n=100 Aceptacion

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Observemos que el resultado de la prueba es acorde con la intuicion: 6 caras en 10
tiradas parece de lo mds razonable, en 100 lanzamientos cuesta admitir “ciertas”
desviaciones sobre la proporcion 50% pero en 1000 lanzamientos, auln siendo tan
permisivos como es tomar un nivel de significacion o =0.01, no resulta admisible
considerar por azar que el 60% de los lanzamientos de una moneda correcta sean
caras, en ese caso la moneda es incorrecta.
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Iniciacion a la Inferencia Estadistica

Ejemplo 19.- (Unilateral)
Segln la ley electoral de cierto pais, para obtener representacion parlamentaria, un

partido politico ha de conseguir al menos el 5% de los votos. Poco antes de celebrarse
las elecciones, una encuesta realizada sobre 1000 ciudadanos elegidos al azar revela
que 36 de ellos votaradn al partido X. ¢Puede estimarse, con un nivel de significacion
del 5% que X tendra representacion parlamentaria? ¢Y con un nivel del 1%?

Sol.

1°) Se establece la hipétesis nula: H, : p > 0.05 frente a H, : p <0.05

2°) Si H,: p=0.05 es cierta, para determinar la zona de rechazo supondremos que
la probabilidad es el menor valor compatible conH : p>0.05, que es p=0.05

(Que es el caso mas favorable para la hipétesis nula H, : p >0.05)
Las proporciones muestrales pr , en muestras de tamafio 100, se distribuyen:

N| 0.05, ‘/M = N(0.05, 0.007)
100

Para un nivel de significacién del 5% la region de aceptacion o de no rechazo:

(0.05-1.65*0.007 , +0)=(0.038, + )

Para un nivel de significacién del 1% la region de aceptacion o de no rechazo:
(0.05-2.33%0.007 , + ) = (0.034 , + )

3°) En la muestra de tamafio 1000 se calcula la proporcién de votantes del partido X
36
segun el enunciado pr =——=0.036
y =9 PT'= 1000
4°) Como para un nivel de significacién del 5% el valor de pr =0.036 cae fuera de la

zona de aceptacién concluimos que rechazamos la hipétesis nula.
Como para un nivel de significacién del 1% el valor de pr =0.036 cae dentro de la

zona de aceptacién concluimos que no rechazamos la hipétesis nula.

Tablas de Valores Criticos mas Usuales

o | 0.10 [0.05 | 0.01 o | 0.10| 0.05 | 0.01

ZO/ 1.645 | 1.96 | 2.575 z, |1.28 |1.645|2.33
2
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