EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

1. Setiene una region factible determinada por el poli-

gono de vértices:

A(2,1), B(50), C(6,2), D(55) y E(0,4)

a) Representa graficamente dicha regién, asi como
lasrectas de nivel asociadas a la funcion objetivo
fix,y) =x+y.

b) ¢En qué vértices se alcanza el maximo y el mini-
mo de la funcion f(x, y)?

Solucion

a) Representamos gréficamente el poligono deter-
minado por los vértices dados y las rectas de ni-
vel X + y = k, asociadas ala funcion objetivo.
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b) El méximo se alcanzaen €l vértice:
D(5, 5)
La funcion objetivo para este punto toma el si-
guiente valor:
f(5,5)=5+5=10
El minimo se alcanza en € vértice:
A2, 1)
La funcion objetivo para este punto toma €l si-
guiente valor:
f)=2+1=3

2. Seconsidera laregién factible dada por € siguiente

conjunto de restricciones:

x+y=4
y—x=1
x=0
y=0

Representa la region factible que determina el siste-
ma de inecuacionesy halla la solucién minima y mé-
xima para cada una de |as siguientes funciones:

a) f(x,y) =x+ 2y
b) f(x,y) =y — 3x

Solucion

a) Representamos laregion factible y algunas rectas
denivel, x + 2y = k, delafuncién objetivo:

f(x,y) =x+ 2y

B x 2y =19/5
Xx+2y=2

Hallamos los valores de la funcién objetivo,
en cada uno de los vértices:

f(0,00=0+2-0=0 (minimo)
f(1,0)=1+2-0=1

f(3/5,8/5) = 3/5 + 2-8/5=19/5 (maximo)
f(0,1)=0+2-1=2

Larecta de menor nivel eslaque pasapor el pun-
toA(0,0): x + 2y = 0.

Larectade mayor nivel eslaque pasapor € pun-
to C(3/5, 8/5): x + 2y = 19/5.

b) Representamos la region factible y algunas rectas
denivel, y — 3x = k, delafuncion objetivo:

f(x,y) =y — 3x

y—3x=1
[ y-3x=-3

4x +y=4

Hallamos los valores de la funcion objetivo,
en cada uno de los vértices:
f(0,0)=-3:-0+0=0

f(1,0) = —=3-1+ 0= —3 (minimo)

f(3/5,8/5) = —3-3/5+ 8/5= —1/5

f(0,1) = -3-0+ 1=1 (ma&ximo)



Larectade menor nivel eslaque pasa por €l pun-
toB(1,0):y— 3x= —-3.

Larectade mayor nivel eslaque pasapor €l pun-
toD(0,1):y — 3x= 1.

3. (Selectividad. Valencia, 1996). Los abonos A y B se

obtienen mezclando cierto sustrato con dos fertili-
zantes F, y F, en las siguientes propor ciones:

Fy F>
A 100 g/kg 50 g/kg
B 70 g/kg 80 g/kg

La cantidad disponible de los fertilizantes F, y F,
son 39 kg y 24 kg. El beneficio que producen los
abonos A y B son 75 ptas./kg y 60 ptas./kg. ¢Cuan-
tos kilos se deben fabricar del abono A y del abono
B para maximizar €l beneficio?

Solucion

Si x ey son los kilogramos que se deben fabricar de
los abonos A 'y B, respectivamente, la funcién obje-
tivo f(x, y) que hay que maximizar es.

f(x, y) = 75x + 60y

El conjunto de restricciones es:
0,1x + 0,07y = 39
0,05x + 0,08y = 24

Representamos laregion factibley las rectas de nivel
de la funcion objetivo:

Rectas de nivel:
75x + 60y = k

X

De todas las rectas de nivel, la que pasa por € punto
C (320, 100) es la de mayor nivel, por tanto, €
beneficio méximo se consigue cuando se producen
320 kg de abono del tipo Ay 100 kg del abono del
tipo B, y esigua a

f (320, 100) = 75 - 320 + 60 - 100 = 30.000 ptas.

. En una confiteria se dispone de 24 kg de polvorones

y 15 kg de mantecados, que se envasan en dos tipos

de cajas de la siguiente forma:

—Caja 1. 200 g de polvorones y 100 g de mante-
cados. Precio: 400 ptas.

—Caja 2: 200 g de polvorones y 300 g de manteca-
dos. Precio: 600 ptas.

¢Cuantas cajas de cada tipo se tendran que prepa-
rar y vender para obtener el maximo de ingresos?

Solucién

Como ya vimos en |la primera pregunta de este capi-
tulo, la informacion la podemos organizar mediante
unatabla:

N.° de | pojyorones| Mantecados Ingresos
cajas
Cajal X 200x 100x 400x
Caja2 y 200y 300y 600y
Total Xx+y | =24.000 | =15.000 | 400x + 600y

Lafuncion objetivo delosingresostotales, |, enrela-
cién con el nimero de cajas de cada tipo que se han
vendido es:

| = 400x + 600y
El conjunto de restricciones es:

200x + 200y = 24.000 X+ y=120
100x + 300y = 15.000 5 pjen X+ 3y =150
x=0 x=0
y=0 y=0

Veamos como podemos obtener la solucién utili-
zando métodos algebraicos y gréficos.

Método de los vértices

Para utilizar este método hallamos los vértices de la
region factible resolviendo cada uno de los siguien-
tes sistemas que se pueden formar con las cuatro res-
tricciones:

x=0} X = 0}
y=0 X + 3y = 150
x+3y=150} x+y=120}
x+ y=120 y= 0
x+3y=150} x+y:120}

y= 0 x= 0

Las soluciones de cada uno de los seis sistemas, de
izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, determi-
nan |os siguientes puntos:
A(0, 0), B(0, 50), C(105, 15)
D(120, 0), E(150, 0), F(0, 120)
El punto E no cumplelarestriccion x + y = 120y €
punto F no cumple larestriccion x + 3y = 150.
Los vértices delaregion factible son los puntos A, B,
CyD.
Hallamos los valores de la funcién objetivo:
| = 400x + 600y

en cada uno delos vértices:

1(0,0) =400-0+600-0=0

1(0, 50) = 400 - 0 + 600 - 50 = 30.000

1(105, 15) = 400 - 105 + 600 - 15 = 51.000

1(120, 0) = 400 - 120 + 600 - 0 = 48.000
La solucién 6ptima corresponde al vértice en € que
la funcion objetivo toma el valor maximo, es el vér-
tice C(105, 15).



M étodo delasrectas de nivel

Para aplicar este método desarrollamos los pasos si-
guientes:

* Representamos graficamente el sistema de inecua-
ciones formado por las restricciones y obtenemos
laregion factible.

* Representamos algunas de |as rectas de nivel:

400x + 600y = k
Por gemplo:
400x + 600y = 0; 400x + 600y = 100
400x + 600y = 300; ...

Y

Rectas de nivel 120 1

x + 3y =150

AT 30 B 150 X
Si observamos la gréfica, la recta de maximo nivel

pasa por € punto C(105, 15) y k vale 51.000.

Por tanto, hay que hacer 105 cajas del tipo 1y 15 del
tipo 2, siendo los ingresos méaximos totales que se
pueden obtener de su venta 51.000 ptas.

. Para abonar una parcela de huerta se necesitan por
lo menos 8 kg de nitrégeno y 12 kg de fésforo.
Se dispone de un producto A cuyo precio es de
30 ptas./kg y que contiene un 10% de nitrégeno y un
30% de fosforo. Existe en el mercado otro producto
B que contiene un 20% de nitrégeno y un 20% de
fésforo, y cuyo precio es de 40 ptas./kg. ¢Qué canti-
dades se deben tomar de A y B para abonar la par-
cela con el menor gasto posible?

Solucion

Podemos organizar la informacion mediante una
tabla:

Kilos |Nitrégeno| Fosforo Coste
Producto A X 0,10x 0,30x 30x
Producto B y 0,20y 0,20y 40y
Total =8 =12 | 30x + 40y

Lafuncion objetivo del coste total, C, si se emplean
x kg del producto A ey kg del producto B, es:

C = 30x + 40y
El conjunto de restricciones es:
01x+02y= 8 Xx+2y= 80
0,3x + 0,2y = 12 o bien 3x + 2y =120
x= 0 x= 0
y= 0 y= 0

Con estos datos representamos la region factible
y lasrectas de nivel delafuncion objetivo:

Y,,

Rectas de nivel

\\ﬁQ' 3x +2y =120

40 R

30x +40y =0~ _ |

30x + 40y = 1.800

Detodas las rectas de nivel quetocan alaregion fac-
tible, la que pasa por € vértice (20, 30), hace que €l
coste k sea minimo.
La solucion optima se obtiene tomando 20 kg del
producto A'y 30 kg del producto B.
El coste total es:

C(20, 30) = 30 - 20 + 40 - 30 = 1.800 ptas.

6. (Selectividad. Huelva, 1995). Un ganadero debe su-

ministrar un minimo de 4 mg de vitamina A y 6 de vi-
tamina B por cada kilogramo de pienso que dé a sus
reses. Dispone para ello de dos tipos de pienso, P, y
P,, cuyos contenidos de vitaminas en miligramos son:

A B
P; 2 6
P, 4 3

El kilogramo de pienso P, vale 40 ptas. y el de P,
60 ptas.

¢Cémo debe mezclar los piensos para suministrar
las vitaminas requeridas con un coste minimo?

Solucion

Como € pienso P, tiene 6 mg de vitamina B por kilo-
gramoy € pienso P, tiene 3 mg de B por kilogramo,
resulta imposible obtener mediante la mezcla de am-
bos 6 0 mas miligramos de estavitamina, yaque s se
pone en la mezcla alguna cantidad del pienso P,, €
contenido de vitamina B por kilogramo es menor de
6 mg. Ademas, € producto P; no cumple los requi-
sitos minimos (4 mg) de vitamina A.

7. (Selectividad. Andalucia, 1997). Un trabajador de

una fabrica de envases de cartén hace cajas de dos
tipos. Para hacer una caja del primer tipo, que se
vende por 12 ptas., gasta 2 m de cinta adhesiva y
0,5 m de rollo de papel de carton. Para hacer una
del segundo tipo, que se vende a 8 ptas., gasta 4 m
decinta adhesiva 'y 0,25 mdel mismo rollo.

S dispone de un rollo de cinta adhesiva que tiene
440 my otro rollo de papel cartén de 65 m, ¢cuantas
cajas de cada tipo deben hacerse para que el valor
de la produccién sea maximo?



Soluciéon
Sean:

X = «numero de cajas del primer tipo»
y = «nimero de cgjas del segundo tipo»

De unalectura detenida del enunciado deducimoslas
siguientes restricciones o inecuaci ones:
X+ 4y =440
05x + 0,25y = 65
xy= 0
La funcion objetivo que proporciona el valor de la

produccién y que hay que maximizar viene dada por:
f(x, y) = 12x + 8y.
L as rectas correspondientes alas fronteras de lasres-
tricciones, son:

r:2x+ 4y =440 < x + 2y = 220

r,: 0,5x + 0,25y = 65 < 2x + y = 260
Su representacion gréfica determina la siguiente re-
gion factible:

B(100, 60)

o + A\ t t t "

r r
Donde los vértices obtenidos son: A(130, 0); B(100,
60); obtenido de la interseccién de lasrectasry y r»,
C(0, 110) y O(0, 0).

Al sustituir sus coordenadas en la funcion objetivo
f(x, y) = 12x + 8y resulta:

f(A)=12-130+8-0 = 1.560 ptas.
f(B) = 12- 100 + 8- 60 = 1.680 ptas.
f(C)=12-0 + 8- 110 = 880 ptas.
fD)=12-0 +8-0 =Optas

Por lo tanto, la funcion objetivo se maximaliza en el
vértice B, luego se deben hacer 100 cajas del primer
tipoy 60 del segundo.

. (Selectividad. La Rioja, 1999). Una empresa fabri-
ca tres productos (P, P, y P;) en dos plantas (A y
B). Laplanta A produce diariamente 1.000 unidades
de P;, 3.000 de P, y 5.000 de P;. La planta B produce
diariamente 2.000 unidades de cada uno de los tres
productos. La empresa se ha comprometido a entre-
gar a sus clientes al menos 80.000 unidades de P,
160.000 de P, y 200.000 de P;. Sabiendo que €l costo
diario de produccion es de 200.000 ptas. en cada
planta, ¢cuantos dias debe trabajar cada planta pa-
ra gue se cubran los objetivos comprometidos con €l
minimo coste?

Solucién
Sean:

X = «nudmero de dias que debe trabgjar la planta A»
y = «ndmero de dias que debe trabgjar la planta B»

Con los valores dados en €l enunciado, formamos la
tabla

P, P, Py
A 1.000 3.000 5.000
B 2.000 2.000 2.000

y deducimos | as siguientes restricciones o inecuacio-
nes:

1.000x + 2.000y = 80.000 X+2y= 80
3.000x + 2.000y = 160.000{ _ 3x + 2y = 160
5.000x + 2.000y = 200.000( < 5x + 2y = 200

X, y= 0 x,y= 0

La funcion objetivo que da €l valor del coste de la
produccién y que hay que minimizar es;

f(x, y) = 200.000x + 200.000y = 200.000(x + y)
Lasrectas correspondientes alas fronteras de las res-
tricciones, son:

ry: X+ 2y = 80; r,: 3x +2y = 160

r» 5x +2y = 200; riax=0; r5:y=0
La representacion gréfica de dichas rectas determina
lasiguiente region factible:

Donde los vértices que delimitan la region factible
son: C(80, 0) obtenido de la interseccién de las rec-
tasr, y rs; D(40, 20), obtenido de la interseccion de
las rectas ry y r,; E(20, 50) obtenido de la intersec-
cion delasrectasr, y r; y F(0, 100) obtenido de la
intersecciéon delasrectasrs y ry.

Al sustituir sus coordenadas en la funcion objetivo
f(x, y) = 200.000(x + y), €l minimo coste se obtiene
en el vértice D(40, 20):

f(D) = 200.000(40 + 20) = 12.000.000 ptas.

Por lo tanto, la planta A debe de trabajar 40 diasy la
planta B, 20 dias.

. (Selectividad. Valencia, 1999). Un concesionario

de coches vende dos modelos, el A con el que gana
100.000 ptas. por unidad vendida, y el B con el que



gana 50.000 ptas. por unidad vendida. El nimero x
de coches vendidos del modelo A debe verificar que
50 = x = 75. El nimero y de coches vendidos del
modelo B debe ser mayor o igual que € nimero de
coches vendidos del modelo A.

Sabiendo que e nimero maximo de coches que pue-
de vender es 400, determina cuantos coches debe
vender de cada modelo para que su beneficio sea
maximo.
Solucién
Del enunciado, deducimos las siguientes restriccio-
Nnes o inecuaciones:
50=x=75
y =X
X +y =400
X,y=0
La funcién objetivo que da el beneficio obtenido en
miles de pesetas y que hay que maximizar viene da-
dapor:
f(x, y) = 100.000x + 50.000y
Las rectas correspondientes alas fronteras de las res-
tricciones, son:
r: x = 50; r:X=175 r3y=X
rgaX+y=400;, r5:x=0; rey=20
Su representacion grafica determina la siguiente
region factible:

Y,
N

N

r

o

Donde los vértices que delimitan la regién factible
son: A(50, 50) obtenido de lainterseccion de las rec-
tasr, y ry; B(75, 75), obtenido de la interseccion de
lasrectasr, y rs; C(75, 325) obtenido de la intersec-
ciéndelasrectasr, y r, y D(50, 350) obtenido de la
intersecciéon delasrectasr, y ry.

Al sustituir sus coordenadas en la funcién objetivo
f(x, y) = 100.000x + 50.000y, resulta e beneficio
en pesetas:
f(A) = 100.000 - 50 + 50.000 - 50 = 7.500.000
f(B) = 100.000 - 75 + 50.000 - 75 = 11.250.000
f(C) = 100.000 - 75 + 50.000 - 325 = 23.750.000
f(D) = 100.000 - 50 + 50.000 - 350 = 22.500.000

Asi, e maximo beneficio se obtiene en € vértice
C(75, 325).

Por lo tanto, €l concesionario debe vender 75 coches
del modelo Ay 325 del modelo B.

10. (Selectividad. Castilla-La Mancha, 1999). Una

persona va a iniciar una dieta y recibe las siguien-
tes recomendaciones:

—Debe tomar una mezcla de dos compuestos D,
y Do.
—La cantidad total diaria que puede ingerir, una

vez mezclados |os compuestos, no debe ser supe-
rior a 150 gramos ni inferior a 50 gramos.

—En la mezcla debe haber méas cantidad de D, que
deD,.

—La mezcla no debe contener mas de 100 gramos
deD,.

Se sabe que cada gramo de D; aporta 0,3 mg de vi-
taminasy 4,5 calorias y cada gramo de D, aporta
0,2 mg de vitaminas y 1,5 calorias. ¢Cuantos gra-
mos de cada compuesto debe tomar para obtener la
maxima cantidad de vitaminas? ¢Cuantos gramos
de cada compuesto debe tomar si desea e minimo
posible de calorias?

Solucién

Sean:
X = «numero de gramos del compuesto D;»
y = «nimero de gramos del compuesto D,»

Con los valores dados en el enunciado, formamos
latabla:

Vitaminas Calorfas
D; (1 gramo) 0,3mg 45
D, (1 gramo) 0,2mg 15

y deducimos las siguientes restricciones o0 inecua
ciones:

50=x+y=150
X>y
x =100
X,y=0

Las rectas correspondientes a las fronteras de las
restricciones, son:

r:X+y=50 rxx+y=150; rsax=y
r,: X = 100; rs: X =0; rey=>0

Su representacion grafica determina la siguiente
region factible:

Y I3

Iy

lA-\lvl\l p

I r



11.

Siendo los vértices que delimitan laregion factible:
A(50, 0) obtenido de lainterseccién de las rectasr,
y r5; B(100, 0), obtenido de la interseccion de las
rectas r, y rs; C(100, 50) obtenido de la intersec-
cion de lasrectasr, y ry, D(75, 75) obtenido de la
interseccion de lasrectasr, y rs, y E(25, 25) obteni-
dodelainterseccién delasrectasr, y rs.

La funcién objetivo que da el maximo de miligra:
mos de vitaminas, viene dada por:

f(x,y) = 0,3x + 0,2y

Por tanto, sustituyendo las coordenadas de los vér-
tices de laregion factible en lafuncion objetivo an-
terior tenemos:

f(A)=03- 50+02- 0=15
f(B)=03-100 + 0,2+ 0= 30
f(C)=0,3-100+ 0,2-50 = 40
f(D)=03- 75+02-75=375
fE)=03- 25+0,2-25=125
L uego, para obtener la méxima cantidad de vitami-
nas, 40 mg, hay que tomar 100 gramos diarios del
compuesto D, y 50 gramos diarios del D,

Asi mismo, lafuncién objetivo que da el minimo de
calorias, viene dadapor: f(x, y) = 4,5x + 1,5y.

Por tanto, sustituyendo las coordenadas de |os vér-
tices de laregion factible en la funcion objetivo an-
terior tenemos:
f(A)=45- 50+ 15- 0= 225
f(B)=45-100+ 1,5- 0= 450
f(C)=45-100 + 1,5- 50 = 525
f(D)=45- 75+ 15-75 = 450
f(E)=45- 25+ 15-25= 150

L uego, para obtener laminima cantidad de calorias,
150, hay que tomar 25 gramos diarios del compues-
to D,y 25 gramos diarios del D,

Una empresa posee dos fabricas F, y F, que produ-
cen 80 y 100 unidades respectivamente de un deter-
minado producto. Deben abastecer a tres centros de
consumo C,, C,y C;, que hecesitan 50, 70 y 60 uni-
dades, respectivamente. El coste del transporte de
cada fabrica a cada centro de consumo, en pesetas
por unidad, viene dado en la siguiente tabla:

C G Cs
Fi 50 100 90
F» 100 75 120

¢Cémo ha de realizarse €l transporte para que sea
lo més econdmico posible?

Solucion

Sean x ey las cantidades de unidades que se trans-
portan desde la fébrica F, a los centros de consumo
C,y C.. Por tanto, 80 — (x + y) eslacantidad que
setransportadesde F, a Cs.

Anélogamente, las cantidades que entrega la fébri-
caF;alos centros de consumo C,, C,y C;son, res-
pectivamente:
50-x;, 70—y
60—[80—(x+Yy)]=(X+y)—20
Con los datos anteriores podemos completar la si-
guiente tabla:

C.(50u) | C,(70u) C; (60 u)
F.(80 ) X y 80— (x+VY)
F,(100u) | 50—x | 70—y (x+y) — 20

Como todas estas cantidades tienen que ser posi-
tivas, las restricciones son:

50 -x=0
70-y=0
80-x+y)=0
x+y)—20=0
x=0

y=0

Lafuncién de coste del transporte T(x, y) se obtiene
sumando los productos de cada cantidad de unida-
des transportadas por sus respectivos precios de
transporte:
T(x, y) = 50x + 100y + 90[80 — (x + y)] +
+ 10050 — X) + 75(70 — y) + 120[(x + y) — 20] =
= —20x + 55y + 15.050

Por tanto, el problema queda reducido a minimizar
lafuncidn de coste:

T(x,y) = —20x + 55y + 15.050
teniendo en cuenta las restricciones anterioresy uti-
lizando €l método gréfico, resulta:

Y,
E(0, 70) (10, 70) y =70
x =50
C(50, 30)
F(0, 20) 4
\ x y-80=0
A'(ZO‘, 0) ‘ B(50, 0) X

Lafuncién se minimizaen el punto B(50, 0).

Por tanto, €l coste se minimiza cuando T = 14.050
y las cantidades de unidades x e y que se trans-
portan desde |la fébrica F; alos centros de consumo
C, y C, son: x =50 unidades e y = 0 unidades,
por lo que las cantidades que se deben transpor-
tar son:

C C, Cs
Fi. 50 0 30
F» 0 70 30




