Sistemas de ecuaciones lineales MATEMATICAS II

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. CONCEPTOS GENERALE S

» Definicion:
Se llamaecuacion lineal con n incognitasy, X, Xs, ...., % a toda ecuacion que puede escribirse de la
forma:
aXita Xt ... +taXx,=b
donde x, X, ..., %, Son variables
a &, ..., &, bson constantes reales.

El nimero aes el coeficiente de la incognita(x =1, 2, ...,n) y el nUmero b es el término inelegiente
de la ecuacion.

Si el término independiente es b = 0, se dice gueliacion lineal gsomogénea

Una solucion de la ecuacion lineales cualquier conjunto de n numeros reales quetisdes en las
correspondientes incognitas hacen que se verifegaeuacion.

O Ejemplo:

La ecuacion 2x; — X, + X3 = -3 tiene infinitas soluciones. Algunas son:
(-1,2,1);(-2,-1,0) ;(0,0,-3);(0,3,0)

» Definicion
Un sistema de m ecuaciones con n incoégnitssun conjunto de ecuaciones lineales que podemos
escribir de la forma:

a X, +a,x, +..+a,x, =b

a, X, + ay,X, +...+a, X, =h,

a, X, ta, X, +...+a X, =b,
donde:

* 3&j, son numeros reales y son los coeficientes ggma. El subindice i (i= 1,2,...,m) indica la
ecuacion y el subindice j (j = 1,2,...,n) la incibgn

El escalar pes el coeficiente dg &n la i-€sima ecuacion.
* b,i=1,...,m, sonnumeros reales, llamagominos independientedel sistema.

* X, J=1,...,n, son lagariables del sistema.

En el caso de ser todos los términos independieetesh=0, i=1, 2, ..., m, se dice quesidtema es
homogéneo

Se denominaolucién del sistemal conjunto de valores reales s, ..., $ tales que al sustituir las
incégnitas xpor s(i=1, 2, ..., n) se verifican todas las ecuaciahassistema.

Resolver un sistema es calcular su solucion (ccewoies)



Sistemas de ecuaciones lineales MATEMATICAS II

U Ejemplos:

2%, =X, +X; = -3
1) s—x,+X,—-2x, =1 es un sistema lineal que tiene una uUnica solucion (-1, 2, 1)
X, —2X, +3%X, =2

x-z=0
2) 1y —x =0 es un sistema lineal homogéneo. Siempre tiene solucion: x =y =z = 0.
z-y=0

Expresion matricial de un sistema.

Los conocimientos adquiridos sobre matrices failia escritura de un sistema de ecuaciones Imdale

manera mas reducida.

A cada sistema
a X, +a,x, +..+a,x, =b
a, X, +a,Xx, +...+a =b,

2n"*n

a X, +a X, +...+a, X, =b,

le asociamos las siguientes matrices:

a, a, .. 4,
a, A, . A, . - S
A=, . L A M nxn €s lamatrizde los coeficientede las incognitas
aml am2 amn
all a‘12 aln bl
* 8y 8y ay, bz * . . Z . . .
A* = . . A*[OM nxns1 €S lamatriz ampliadacon los términos independientes
aml amz amn bm
1
X . .
X=|"2] XOM ,,1es la matriz columna formada por las incégnitas
Xn
bl
b . , . . .
B=| 7| BOM ny41es la matriz columna formada por los términos pedelientes
b

Segun esta notacion matricial, el sistema de ecnesise puede escribir de la forma:
A - X =B, o0 sea,

a11 a12 aln Xl bl
B By o By || X |_| b,
a. a a X b

mil m2 " mn n m
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U Ejemplos:
1) Sea el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
2X, =X, +X; = -3
=X, +X, —2%; =1

X, —2X, +3X; =2

Expresamos el sistema en forma matricial:

2 -1 1 X, -3
-1 1 -2|-|%|=|1
1 -2 3 Xq -2
2) El siguiente sistema viene dado por su expresion matricial:
2 0 1) (x 3
1 12|(x%x[=|2
-1 2 0) (X, 4
Vamos a expresarlo mediante sus ecuaciones:
2%, + X, =3
X, +X, +2X; =2
=X, +2%X, =4

3) Sea el siguiente sistema de orden 2x3 expresado en forma matricial:
1 -1 1 X 2
-1 1 -2|-|ly|=|0
2 0 3 z 2

Comprobar six=1;y=-1;z=0 es una solucién del sistema.

En la expresion matricial sustituimos la matriz de las incégnitas X por la solucién:
1 -11 1 2
-1 1 -2|-|-1|=|0
2 0 3 0 2

Debemos ver si esta igualdad es verdad o falsa:

1 -11 1 1+1+0 2
-1 1 -2|]-1|=|-1-1+2|=]| 0| - Laigualdad es cierta - x=1;y=-1;z =0 es solucion.

2 0 3 0 2+0+0 2

Veamos otra forma de expresar un sistema en foratacmal: A - X =B
Para ello, recordemos la siguiente propiedad aelymto de matrices: (A - B¥ B'- A
A-X=B - (A-X)=B - X' .A=Bg

Tenemos, por tanto:

a, a, .. a, X, b, a, a, .. a,
a‘21 a22 a'2n >(2 — b2 a'12 a22 amZ —

: : U T - (Xl X2"'Xn) A _(blbz"'bm)
a, & a X b, a, a, .. a,,

mil m2 mn n
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Sistemas triangulares
» Definicion:
Un sistema escalonadotriangular es un sistema de ecuaciones lineales del tipo:

a X, +a,x, +..+aXx, =b
a,X, ...+ a,x, =b,

n

mfl,nflxnfl +a X, = bmfl

a m-1Ln“*n
amnxn = bm
O Ejemplo:
X+y+z=2
2y-z=4
2z =12

La ventaja de estos sistemas es que son muy féeilessolver.

En el ejemplo anterior, despejando de la ultimaeidun sale = 6, de la segunda saje= 5 y de la tercera
ecuacion sale = -9:

X+y+z=2 - x+5+6=2 - x=-9
2y-z=4 . 2y-6=4 -52y=10 - y=5
22=12 - z2=6

Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales

Atendiendo al numero de sus soluciones, los sigtesmalasifican en:
* Sistemasncompatibles no admiten ninguna solucion.
» Sistemagompatiblesadmiten alguna solucion. Estos se clasifican en:
o Sistemagompatibles determinadosienen una unica solucion.

0 Sistemagompatibles indeterminadosienen infinitas soluciones.

U Ejemplos:
3X-y+z=-3
* Sistema compatible determinado: { x+2y+z=1 Solucion:x=1,y=2,z=-4
2x-2y-z=2
X-y+2z=0
* Sistema compatible indeterminado: {2x+y+z =3 Solucién: x=1—- A ,y=1+ A ,z=A, OAOR
3x+3z=3

(la tercera ecuacion es suma de las dos anteriores)

X+2y+z=4
. . . —1y+2z=-2 L
e Sistema incompatible: 12x-3y+4z=6 - - 0=9 - No hay solucion
-7y+2z=-11
3x-y+5z=1
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Sistemas de ecuaciones equivalentes

» Definicion:

Dossistemadde ecuaciones se llamaquivalentesuando admiten las mismas soluciones
Propiedades de la equivalencia de sistemas

* Primera propiedadSi en un sistem&hay una ecuacion que es combinacion lineal deuodtaas
ecuaciones, podemos suprimirla y obtenemos otrens&S, que es equivalenteS

NOTA: Una ecuacién es combinacion lineal de otcdras, si se obtiene de ellas al multiplicarlasyor
numero y sumandolas o restandolas.

* Segunda propiedadSi en un sistema de ecuaciones lineales se wguestilna ecuacion por una
combinacion lineal de ella misma con otras ecuaspse obtiene un sistema equivalente al primero.

La primera propiedad permite eliminar ecuaciondasjuguales y proporcionales.

La segunda propiedad permite ir transformando stersia en otros equivalentes mas faciles de resolve

SISTEMA DE ELIMINACION DE GAUSS. DISCUSION DE UN SISTEMA

Dado un sistema de m ecuaciones con n incognitaateede obtener un sistema escalonado equivaénte
inicial. Es decir, el método de Gauss consistegiangular la matriz de los coeficientes.
Se efectlan las siguientes transformaciones paeaeio:
* Multiplicar una ecuacién por un nimero distintoceeo.
* Sumar a una ecuacion otra multiplicada por un nédmer
* Intercambiar dos ecuaciones entre si.
* Cambiar el orden de las incégnitas.
e Suprimir una ecuacién que:
= Sea proporcional a otra.
s Sea combinacion lineal de otras ecuaciones.

= Tenga todos los elementos nulos (coeficientesmyitérindependiente).
U Ejemplo:

Resuelve aplicando el método de Gauss:

Xx+y=1

y+z=-2

X+z=3
1101 1 1 0|1 1 10|1 x+y=1 Xx=1-y=3
0 1 1/2|0QH-|0 1 1|2|0QH-|0 1 1|-2| —>3y+z=-2 > y=-
10 1|3 0 -1 1|2 0 0 2|0 2z=0 z=0

Solucion: x=3,y=-2,z=0
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Discusion del sistema

A la hora de discutir un sistema escalonado, enaltodas las ecuaciones son linealmente indepetedi,
se pueden presentar tres situaciones:
a) Si el n° de ecuaciones = n° de incognitasstdreia es compatible determinado.

b) Si el n® de ecuaciones > n° de incognitas sedisia es compatible indeterminado

c¢) Si hay una ecuacion de la forma 0 - x = b, sidng 0, el sistema es incompatible.

U Ejemplos:

4x+2y =3
a): x+y-z=2
3x+y+z=0

4 2 0|3 4 2 03 4 2 0|3
1 1 -12|0Q0-|1 1 -1|2|0Q0-|1 1 -1|2
31 1|0 4 2 0|2 00 0f-1

El sistema es incompatible (32 ecuacién: 0 - x = -1), por tanto, no hay solucion.

2x-3y+z=0

b) { x+2y-z=0
Ax+y-z=0
2 -3 1|0 2 310 2 310
1 2 -1(0 Dﬁjéﬁ]ﬁ@q 3 -1o000Q2%3 -10|0
4 1 -1|0 6 -2 0|0 0 0 O0f0

El sistema es compatible indeterminado.

Hay dos ecuaciones L.i., con lo cual, consideramos una de las incognitas como parametro y expresamos
las restantes en funcion de dicho parametro.

2x-3y+z=0 -3y +z =-2x Z=-2x+3y = -2x+9x =7x zZ=7X
3x-y =0 - y =3Xx - y =3Xx - y =3X

Solucién:(A, 3\, 7A) OAOR

X+y+z=2

C) {2x+3y+5z =11
X—-5y+6z=29
11 1|2 11 1|2 1112
2 3 5|11 D@;ﬁgﬁbo 1 3|7 |0QLRF|101 3|7
1 -56|29 0 -6 5|27 0 0 23|69

El sistema es compatible determinado.
X+y+z=2 Xx=2+2-3=1
y+3z=7 5<:y=7-9=-2 - Solucién:(1, -2, 3)
23z =69 z=3
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SISTEMAS DE CRAMER. REGLA DE CRAMER

» Definicion:
Se llamansistemas de Cramenquellos sistemas de ecuaciones lineales que eanipb siguientes
condiciones:

a) Tiene el mismo n° de ecuaciones que de inc&ymta n

b) El determinante de la matriz de los coeficiene$as incognitas es no nulo: A0

Regla de Cramer

Todos los sistemas de Cramer son compatibles deetos y su solucién Unica viene dada por:

X; =w,i= 1,2, ..,n
A
donde

* A eslamatriz que se obtiene a partir de la mdeilos coeficientes, cambiando la columna i por la
columna de los términos independientes

* A es la matriz formada por los coeficientes.

Demostracién

Consideramos un sistema de Cramer escrito en foraacial: A-X =B
Al ser un sistema de Cramer se verifica Gdé&l# 0 y, por tanto, existe la matriz inversa. A
Multiplicando los dos miembros de la ecuacion roatipor la izquierda por A queda:

AT A.-X=A"B = X=A'.B

Es decir:
Xl All A21 -t Anl bl
X2 1 A12 A22 - An2 b2
Xn Aln A2n - Ann bn
Si desarrollamos este producto, obtenemos:
X :blAll +b2A21+"'+bnAn1 © X :blAlZ +b2A22 +"'+bnAn2 X :blAnl+b2An2 +"'+bnAnn
' Al o Al T A

Cada uno de los numeradores de las incognitass xel desarrollo del determinante de la matriz A
sustituyendo la columna i por la columna de losiéos independientes. Es decir:

bl a;, a, a, bl Ay, a,; a, : bl
bz 8, - 8y, a, bz 8y, 8y 8y bz
— bn an2 ann . — anl bn o ann —- anl anz bn
X X X
1 ) 2 ) » An
Al Al Al
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U Ejemplos:
1. Resolver el siguiente sistema:
x-3y+3z=-2
2Xx+y-z=6
3x+2y+2z2=6

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:

1-13
[Al=]2 1 -1=2+12+3-9+4+2=14#0 - Es un sistema de Cramer
3 2 2
Aplicando la regla de Cramer, se obtiene la solucion:
-2 -1 3 1 -2 3 1 -1 -2
6 1 - 2 6 - 21 6
6 2 2| 28 3 6 2| 14 3 2 6| -14
= 1=——"=2 y=—>——="—=1 zZ= = =-1
Al 14 Al 14 Al 14
2. Resolver el siguiente sistema:
2x+y+z=7
X+z=4
3x-2y+z=2
Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
2 11
Bl=[1 0 1|=4#0 - Es un sistema de Cramer
321
Aplicando la regla de Cramer, se obtiene la solucién:
7 11 271 17
4 0 1 141 4
2 21 321 3 22
X———i—l y_—:§:2 Z:—:E:Q,
Al 4 |Al 4 Al 4
3. Resolver el siguiente sistema:
X—-2y+2z=3
2x-y+3z=5
Xx+y-z=0
Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
1 -2 2
Icl=|2 -1 3|=-6%#0 - Es un sistema de Cramer
11 -1
3 -2 2 13 2 1 -2 3
5 -1 3 25 3 2 -15
0 1 -1 - 10 -1 1 1 0] -
X:—__6:1 y:—_izo Z:—__6:1
Al -6 Al -6
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DISCUSION DE SISTEMAS. TEOREMA DE ROUCHE - FROBENIUS

La regla de Cramer no es aplicable en el caso deljdeterminante de la matriz de los coeficiedtetas

incégnitas sea cero, ni tampoco en el caso de huéimero de ecuaciones sea distinto del niumero de
incégnitas.

Sea el sistema de m ecuaciones lineales con nriitaég

a,X, +a,x, +..+a,x, =b,
a, X, + a,X, +...+a, X, =b,

a X, ta,X, +..+a. X, =b,

Consideremos las siguientes matrices:

a, a, .. a;
a, a, .. &, . - -
A=, . o A OM ,,xn matriz formada por los coeficientes de las initagn
aml a'm2 amn
all a12 1n bl
N a, a, on |0 N . . A . .
A* = . . A*O M ,xne1 Matriz ampliada con los términos independientes.
aml am2 amn bm

Se verifica el siguienteeorema de Rouché-Frobenius

“La condicion necesaria y suficiente para que @itesia de m ecuaciones lineales con n incognitas tie

solucion (es compatible) si, y solo si, el rangolaenatriz de los coeficientes, A, es igual al @ag la
matriz ampliada, A*".

Un sistema es compatible rg (A) = rg (A*).

Ademas si:

* rg (A) =rg (A*) = n°incognitas= el sistema es compatible determinado.
* rg (A) = rg(A*) < n°incognitas = el sistema es compatible indeterminado.

En este Ultimo caso se tiene que n° parametrosne@gnitas — rg (A)

Demostracion
(=) Si el sistema es compatible admite al menos ah&idn.
Sea 6, S, ........ ,Sn) una solucién del sistema, sustituyendo en edrsigtobtenemos:
a,s, +a,s, +..+a,s, =b,

n

a,,s, +a,,s, +...+a,s, =b,

a,.,S, +a,,s, +...+a,.s, =b,

Sustituyendo los términos independientesrbla matriz ampliada, obtenemos:
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a, a, .. a, |a,S +..+a,s,
Arz B Bz e By | B8t R,S,
8 Ay - By [@nS; te T ALS,

La dltima columna de la matriz ampliada, A*, esnbinacion lineal de las restantes columnas, por
tanto puede eliminarse a la hora de calcular gaaguedando precisamente la matriz A.

Por tanto:

rg(A) = rg(A*)

(«=) Supongamos que rg(A) = rg(A*) =r

Existe al menos un menor de orden r no nulo.tf®do esas r ecuaciones dan lugar a un sistema
equivalente al primitivo, ya que las m — r restanécuaciones que no intervienen en dicho menor son
combinacion lineal de las ecuaciones que dan lagkcho menor.

Consideramos las r incognitas que intervieneal @nenor como incégnitas principales y las resgante

n —r incégnitas como parametros.

De esta forma tenemos un sistema de Cramer, por, smicompatible.

Clasificacion y discusion del sistema segun el teorema de Rouché

Consideremos un sistema de m ecuaciones lineates icmdgnitas. Sea rg(A) = r

1) Sirg (A)# rg(A*), el sistema es incompatible y no tiene sau.

2) Sirg (A) = rg(A%), el sistema es compatibleigne solucion.

a) rg (A) = rg (A*) =r = n (n° de incégnitas), |btema es compatible determinado.

Su Unica solucion se puede determinar medianegla de Cramer.

b) Si rg(A) = rg(A*) =r < n, el sistema es cortipke indeterminado.

El sistema tiene infinitas soluciones que se datean de la siguiente manera:

Consideramos las r ecuaciones que forman partaelgdr, las restantes se suprimen del sistema.

Consideramos las r incognitas que intervienen eme&hor como incognitas principales. Las
restantes n — r incognitas se consideran como ign término junto con el término independiente.

a, X, +a,x,+..+a,x =b,-a

a,X, +a,X, +..+a

a,x, +a,x, +..+a,x =b —a

Xppg ~ e — 83X,

. a, X

r+l 2n"*n

La X

rmn°'n

Las soluciones de las r incégnitas principales gnexkpresadas en funcion de los n — r pardmetros,

por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones.
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U Ejemplos:

1) Clasificar el siguiente sistema y resolver en caso de ser compatible:

X+y+z=3
X+z=2
2x+y+2z=5

Consideremos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

111 1113
A=|1 01| ; A*=|1 0 12
212 21 25

11
rgA=rgA*=2yaque F3=F1+F2 ; ‘1 O‘=—1¢O

Sirg (A) = rg(A*) = 2 - sistema compatible indeterminado.

Consideramos del sistema las ecuaciones cuyos coeficientes forman parte del menor y consideremos
como incognitas principales aquellas cuyos coeficientes aparecen en el menor:

X+y=3-z
X=2-2
Aplicando la regla de Cramer:
3-z 1 13-z
2-z2 0 z-2 12-2z 2-z2-3+z
=L = —=2-7 : y = = =1
11 -1 -1 -1
10

Las infinitas soluciones del sistema son: x=2-z;y=1;z =2z, es decir, (2 -A, 1,A) OAOR

2) Clasificar el siguiente sistema y resolver en caso de ser compatible:

X+y+2z=2
-3Xx+2y+3z=-2
2x-3y-5z=-4

Consideremos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

1 1 2 1 1 2|2
A=-3 2 3| ; A*=|-3 2 3|2
2 83 -5 2 -3 -5/-4
1
[A|=0 yaque F3+F2+F1=0 - rg A=2, considerando que el menor 2‘=2+3;1t0
Estudiamos el rango de A*:
1 1 2|2 1122 12 2 12
A*=|-3 2 3|2 |0B™HYH.| -3 2 3-2| - [2 3 —2:—4‘2 3‘:4::0 S rgA*=3
2 -3 -5|-4 0 0 0-4 00 -4

Por tanto, el sistema es incompatible.
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RESOLUCION DE SISTEMAS: METODO DE LA MATRIZ INVERSA

Ya hemos visto dos procedimientos de resoluciésistemas: método de Gauss y la regla de Cramer.

El método de la matriz inversa consiste en exprassistema en forma matriciatX = B y despejar la
matriz X, siempre que exista su inversd; A
A-X=B - X=A'.B

U Ejemplos:

-X+y+z= -1
1) Resolver el siguiente sistema:<x -3z = -18
2x -5y +3z =52

-1 1 1
A=|1 0 -3| - |A|]=-5-6-3+15=1
2 -5 3
-1 1 2 -15 -8 -3 L -15 -8 -3
AT=|1 0 -5/ - Adj(AT)= 9 -5 2| . A‘1=X-Adj(AT)= -9 -5 -2
1 -3 3 -5 -3 -1 || -5 -3 -1
Célculo de los adjuntos de cada elemento de A"
0 -5 1 -5 10
A= =-15 A, =~ =—(3+5)=-8 A -3
11 ‘_3 3‘ 12 ‘1 3‘ ( ) 13 ‘1 _3‘
1 2 -1 2 -1 1
A, =- =—(3+6)=-9 A,, = =-3-2=-5 Ay =— =-3-1)=-2
a=y J=-ce 2y ) o=y 3=
12 -1 2 -11
Ag = =-5 Ag, =— =-(5-2)=-3 A =-1
31 ‘O _5‘ 32 ‘1 _5‘ ( ) 33 ‘1 O‘
Calculamos la matriz X, solucién del sistema:
-15 -8 -3\( -1 3
X=A'.B=| 9 -5 -2||-18|=|-5|-
-5 -3 -1)| 52 7
Por tanto, la solucién del sistemaes: x=3,y=-5,z=7
X+ty+z=2
2) Resolver el siguiente sistema: <2x-y+z=-1
3Xx+2y+z=6
111 123 L 1 -3 1 2
A=|2 -11| - |A|=5 - AT=|1 -1 2] - A_lzw-Adj(AT):g- 1 -2 1
321 121 7 1 -3
1 -3 1 2 2 1 5 1
X=A'l-B=g- 1 =2 1|{-1|=7{10/=| 2
7 1 -3)\6 -5 -1

Por tanto, la solucion del sistemaes: x=1,y=2,z=-1
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Il DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON PARAMETROS

En este apartado estudiaremos algunos ejemplos de discusion de sistemas de ecuaciones lineales con
parametros.
Recuerda que hay dos procedimientos para analizar el n® de soluciones del sistema:
e Elteorema de Rouche-Frdbenius.
* El método de Gauss.
Hay tres métodos de resolucion de sistemas lineales compatibles:
* Elmétodo de Gauss.
* Laregla de Cramer.

¢ Empleando la matriz inversa.

O Ejemplos:

1) Sea considera el sistema:

2y+z=a
(@a-2)x+y+3z=0
(a-Dy=1-a

a) Estudie el sistema, segun los valores de a /7 R.

b) Resuélvalo cuando sea compatible indeterminado.

Consideramos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

0 2 1 0 2 11
A=la-2 1 3 A*=|la-2 1 3/ 0
0 a-10 0 a-10/1l-a

Estudiamos el rango de A:
‘2 1

=6-1=5#0 -rgA=2
13

JAl=(@a-2)-(a-1)=0sia=1,a=2
Portanto,rgA=2sia=1,a=2.

0 2 11
e Sia=1- A*=|-11 30| - rg A*=2=rg A - sistema compatible indeterminado.
0 0 0[0

Tenemos el sistema:

2y+z=1 2y+z=1 _3-x. 2x-1
-X+y+3z=0 _)y+32=x -y

Las soluciones son (5A,3-A\,2A-1) CAOR
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0212
e Sia=2 - A*=|0 1 3]0 | - rg A*£rg A - sistema incompatible.
0 1 0]-1

2
0|=-6-6+1=-11#20 - rg A*=3

(RN
o W R

e Sia#2,a#%l - rgA*=rg A=3 - sistema compatible determinado.

2y+z=a 2y+z=a
1-a 1-a
(a-2)x+y+3z=0 _>y=—1=—1 - (@a-2)x+y+3z=0 _>y=—1=—1
(@a-Dy=1-a 2 (a-Dy=1-a a
Sustituyendo en la 12 ecuacion, obtenemos: -2+z=a - z=a+2
Empleando la 22 ecuacién, calculamos x:
(a—ax—1+3@+2)=0q(a—ax=1—3a—6-ax=i;3a
-a
También se podia aplicar la regla de Cramer:
0 2 1 0 2 11
A=la-2 1 3| - |Al=(@-2)(1-a) A*=la-2 1 3 0
0 a-10 0 a-101-a
a 2 1
0 1 3
« = l1-a a-1 0] -3a(a-1)+5(1-a) _(3a+5)(1-a) 3a+5
A (a-2)(a-1) (@a-2)(a-1) 2-a
0 a 1
a-2 0 3
y = 0 1-a 0 _—(a—2)(a—1)__1
A (a-2)(a-1)
0 2 a
a-2 1 0
0 a-11-a -(a-2)|21-a)-a(a-1 -2- -
- _~(a-2)[2(-a)-a@-1)] __(2-a)(a D yya

A (a-2)(a-2 a-1
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2) Dado el numero real a, se considera el sistema
Xx-ay+z=a
ax-y+z=1

—ax-y+z=a
a) Discuta el sistema segun los valores de a.

b) Resuelva el sistema para el caso a = 2.

1 —al
A=la -11
-a -11
1 -a 1 —al
Calculamos su determinante: |A|= |a -1 108501 |a -1 1/=2a@-1)=0-a=1,a=0
-a -1 2a 0 O
1 0 10
e Sia=0- A*=|0 -1 11| - rg A*#rg A - sistema incompatible.
0 -1 10
010 0
-11 1:—‘ 1 ;‘:17&0 - rgA*=3
-110
1 -111
e Sia=1- A*=| 1 -1 11| - rgA*=rg A - sistema compatible indeterminado.
-1 -111
1 21
e Sia=2- A=| 2 -1 1| - |Al= 4 (sustituyendo a =2)
-2 -11

Aplicando el método de Gauss para resolver el sistema:

1 -2 1|2 1 -2 1|2 1 -2 1|2
2 111 |oBFfrtte |2 -1 1|1 |oBFTHRAL|1 1 o1
2 -11[2 4 0 0|-1 4 0 0|1

El sistema triangular equivalente que hemos obtenido es:

1 6 3
-——+—+z=252z2=—
X=2y+z=2 4 4
x+y=-1 y——1+£——E
4x = -1 4 4
X = 1
X=-=
4
Por tanto la soluciéon del sistema es: (_1,_§,§j
4 44
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3) Estudiar el sistema para los distintos valores del parametro “a”. Resolver en caso de ser compatible.

2x-3y+z=0

x—ay—-3z=0

5x+2y-z=0
2 -3 1
A=|1 -a -3
5 2 -1

Al ser un sistema homogéneo el rang(A) = rang(A*), por tanto, admite la solucién trivial (0, 0, 0)
|[Al=(2a+ 2 +45) - (-5a+3-12) =7a + 56

[A|I=0 - 7a+56=0 -5 a=-8

Sia=-8 - rang (A) = rang(A*) = 2 < n®incognitas - S.C.I.

Sia= -8 - rang (A) = rang(A*) = 3 = n° incognitas - S.C.D.

Resolucién para a = -8

2 3 1 1 8 -3 1 8 -3
A=|1 8 -3|0ffrfh.|2 -3 1 D@jﬁggﬁfﬁﬁ 0 -19 7
5 2 -1 5 2 -1 0 -38 14
56N A
X=32-8y=3A———F=—
Xx+8y-3z=0 +8y =3
y-3z L x*8y =3z 19 19
-19y+7z=0 19y =7z y—ﬂ

19

Solucion: x =\, y = 7\, z = 19\



