11 Probabilidad

La probabilidad permite cuantificar el grado de ocurrencia de de-
terminados fenémenos.

Asi, el calculo de probabilidades se aplica a multitud de aspectos
de nuestra vida cotidiana.
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Recuerda

Los diferentes tipos de configuraciones de k elementos que podemos formar con n elementos son:

élmporta
el orden?

éSe repiten?

Configuracion

Variaciones de n elementos toma-

Ejemplo

Los nimeros de cuatro cifras diferentes que pueden formarse con los di-

k< n |dosde ken k. gitos 1,2, 3,4,5,6,7y8son:
Vie=n-(n—1)-..-(n—k+1) V,,=8-7-6-5=1680 nimeros
No -
Permutaciones de n elementos. Los niimeros de cinco cifras diferentes que pueden formarse con los di-
k=n gitos 1, 3,5, 7y 9 son:
Fy=a <= 1) @ 1=a P, = 5! = 120 nimeros
Si Variaciones con repeticién de n elemen- | Los niimeros de tres cifras que pueden formarse con los digitos 2, 4,6 y
Puede tos tomados de ken k. 8 son:
VR, =n* VR,, = 4°=64 nimeros
S, pero cada Permutaciones con repeticion de | Los nimeros de siete cifras que pueden formarse con 3 cuatros y 4 cin-
' nelementos del tipon, n,, ..., n. | coOsson:
elemento un -n L L
nimero pre- - el _ n! ss T .
determinado Bfy Al ! PR = T 35 niimeros
Combinaciones'dé ,; ele-rﬁentos tomados | Las configuraciones que podemos formar al extraer cinco carlas de una
de ken k. baraja de 48 cartas son:
No nl n 48 48!
P . S - s
™"k (0 — k) (k} Cs = [ 5] 5T, 131 1712 304
Na Combinaciones con repeticién de n ele- Las configuraciones que podemos formar al extraer cinco cartas de una
mentos tomados de k en k. baraja de 48 cartas con reposicién son:
Si n+k-1 48+5-1) (52
= 52!
CR., = Clp— = = ——— = 2598960
" [ k ] L [ 5 } [5) 51- 471
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Al estudiar un experimento aleatorio
hay que especificar claramente qué
se entiende por resultado.

Asi, por ejemplo, al lanzar un dado
puede interesarnos saber la puntua-
cidén que muestra su cara superior...
o la distancia a la que lo hemos
lanzado.

Sin embargo, si no hay posibilidad
de confusion, consideraremos como
resultados los que se derivan de
forma natural del contexto del expe-
rimento.

Los sucesos formados por un Unico
elemento se identifican con los su-
cesos elementales.

Experimentos compuestos

Un experimento es compuesto si
esta formado por varios experimen-
tos simples, simultaneos o sucesi-
VOS.

Asi, lanzar una moneda es un expe-
rimento simple, mientras que lanzar
una moneda y un dado, lanzar dos
monedas... son experimentos com-
puestos.

Para averiguar el espacio muestral
de un experimento compuesto es
util emplear un diagrama en &rbol.
Asi, por ejemplo, en el caso del lan-
zamiento de dos monedas:

G = (C; G}
c<

F: — (G 4)

¢ — (+,0)

+<
+ —— (+, +)

Q={(c. c) (¢, +), (+ ¢}, (+ )}

i1, Probabhilidad

1. Sucesos -

Al repetir un mismo experimento en igualdad de condiciones, puede que
obtengamos siempre el mismo resultado o que éste sea imprevisible. En
el primer caso, decimos que el experimento es determinista. En el se-
gundo, decimos que es aleatorio.

El primer paso que hay que efectuar para estudiar un experimento alea-
torio consiste en determinar el conjunto de resultados posibles. A cada
uno de ellos se le llama suceso elemental.

El conjunto de todos los resultados posibles se denomina espacio
muestral y se representa por la letra griega €.

Asi, por ejemplo, en el experimento aleatorio consistente en lanzar un
dado y observar su puntuacion, el espacio muestral es:

Q={1,2,3,4,5, 6}

Considera ahora la situacién A: obtener un ndmero par. Podemos expre-
sarla mediante el conjunto A= {2, 4, 6}, que es un subconjunto de €.

Se llama suceso a cualquier subconjunto de €, es decit, a cual-
quier conjunto de resultados posibles. Los sucesos se represen-
tan mediante letras mayusculas.

Decimos que un suceso se verifica u ocurre al realizar un experimento
aleatorio si el resultado obtenido forma parte de dicho suceso.

EJEMPLO 1

Tenemos una urna con ocho bolas numeradas del 1 al 8 y consideramos el
experimento consistente en extraer una bola y observar su nimero.

a) Determina el espacio muestral del experimento y define por extension
los siguientes sucesos:

A: sacar un nimero menor que 5 B: sacar un nimero par

b) Al extraer una bola de la urna se observa el niimero 8. Indica si se ve-
rifican los sucesos A y B.

a) Los resultados posibles son los nimeros del 1 al 8. Luego:
Q={1,2,3,4,5,6,7, 8
Por consiguiente:

A={1,2 3, 4} B={2, 4,6, 8)

b) Se verifican los sucesos tales que 8 sea uno de sus elementos. Asi
pues, se verifica B, pero no A.

ACTIVIDADES ||

1. Realizamos el experimento aleatorio en el que se extrae una carta de una
baraja espafiola y se mira su palo.
a) Determina el espacio muestral.

b) Define por extension los sucesos A: sacar orosy B: sacar copas o bas-
tos.

¢) Al extraer una carta, obtenemos un basto. Indica si se verifican los su-
cesos Ay B.



1.1. Suceso sequro y suceso imposible RECUERDA

» Se llama unidn de dos conjun-
tos Ay B al conjunto formado por
los elementos que pertenecena A
oaB.

De entre los sucesos que se pueden considerar al realizar un experi-
mento aleatorio hay algunos que poseen caracteristicas especiales.

Vamos a estudiar estos sucesos tomando como ejemplo el experimento
que consiste en lanzar un dado. AU B={x| xe Ao xe B}

e Se llama interseccién de dos
conjuntos Ay B al conjunto for-

Tipo de suceso Ejemplo mado por los elementos que per-
Se llama suceso seguro al que El suceso A: sacar un nimero menor tenecena Ay a B.
contiene todos los resultados po- | o igual que 6 esta formado por todos ANnB={x| xe Ayxe B}
sibles del experimento. Este su- los resultados posibles del experi- . )
ceso se verifica siempre y coincide | mento: ’ jsuen't'g‘g’: d'f;ra?’;g';’}lﬁ]etodfc’s C°(:“
; [ y ormado
con el espacio muestral €. A={12,3,4,5,6} por los elementos de A que no

pertenecen a B.

Este suceso se verifica siempre.
- - . 3 __p _ A-B={x| xe Ayxe B}
Se llama suceso imposible al | El suceso B: sacar un 0 no esta for-

5 : . ; Se llama conjunto i I
subconjunto de Q que no contiene | mado por ningln resultado posible del ¢ S lama con e s

que no tiene elementos. Se repre-

nlingt]n resultado posible del expe- experimento: senta por el simbolo @.
rimento. Este suceso no se veri- B-g

fica nunca y coincide con el con-

junto vacio @. Este suceso no se verifica jamas.

1.2. Operaciones con sucesos

Hemos visto que los diferentes sucesos asociados a un experimento
aleatorio son subconjuntos del espacio muestral .

Por tanto, podemos realizar con ellos las operaciones habituales con
conjuntos.

Unidn

Interseccion

Se llama unién de los
sucesos Ay B al suceso
formado por todos los re-
sultados que estan en A
o en B. Se representa por
AUB.

El suceso A U B se veri-
fica si se verifican Ao B.

Se llama interseccién de
los sucesos Ay B al su-
ceso formado por todos
los resultados que estan
en Ay en Balavez. Se
representa por A N B.

| El suceso A N B se veri-
| fica si se verifican simulta-
neamente Ay B.

Diferencia

Complemento

Se llama diferencia
entre el suceso Ay el
suceso B al suceso for-
mado por todos los re-
sultados que estan en
A, pero no en B. Se re-
presenta por A — B.

El suceso A — B se veri-
fica si se verifica A, pero
no se verifica B.

Se llama complemento o
contrario del suceso A, y
se representa por A, al
suceso formado por todos
los resultados del expe-
rimento que no estan en
A, es decir, a la diferencia
Q-A.

El suceso A se verifica si
A-B no se verifica A.

bl
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Representaremos por %(2) el con-
junto formado por todos los sucesos
asociados a un experimento.

9(€2), junto con las operaciones
unién, interseccién y complemento,
constituye un algebra de Boole.

Conmutativa

Asociativa
Idempotente
| FIJATE [ sl o i | 7Simp[iﬂcativa |
Puesto que:

Distributiva
(AUB)UC =AU (BU C)
(ANBYNC =AN(BNC) Existencia de

; elemento neutro
escribiremos simplemente: ———————

AUBUCY ANBNC VComphramentaclon

Involucion

Leyes de
De Morgan

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

(AUB)UC =AU (BUC)

Propiedades de las operaciones con sucesos

Se puede demostrar que las operaciones anteriores cumplen las propie-
dades de la siguiente tabla.

AUB=BUA ANB=BNA

(ANB)NC =AN(BNC)

AUA =A ANA=A

AUANB)=A AN(AUB)=A

AN(BUC) =(ANB)U(ANC)

AUD=A | ANQ=A
Al
ey I oy
AUA=Q , ANA=0
F-4
AUB=ANB ANB=AUB

EJEMPLO 2 EJEMPLO 3

Extraemos una carta de una baraja espanola y ob-
servamos su palo. Efectia las siguientes operaciones
con los sucesos P: sacar copas, Q: no sacar espadas
y R: no sacar ni oros ni espadas.

a) R b) RUQ ¢ RNQ d Q-P

Si designamos por O (oros), C (copas), £ (espadas)
y B (bastos) los cuatro palos de la baraja, tenemos
que: :

Q ={0,C, E B}

Asi pues:

P={C},; @Q={0C B} ; R={C B}
De esta manera:
a) R=Q-R={0,C E B}-{C B}={O, E}
b) RuQ ={C B}U{G C, B}:{O, C, B}
¢) RNQ={C BIN{O, C B}={(C B
d) Q-P ={0, C, B}-{C}={0, B)

| |

Lanzamos un dado y observamos su puntuacion.
Comprueba que se cumplen las leyes de De Morgan
con los sucesos A: sacar 2 6 3 y B: sacar mas de 4.

Expresamos los sucesos A, A, By B por extension:

A={2,3; A={1,4,5,6)
B={56}; B={(1,2 3,4}

Asi pues, para la primera ley de De Morgan:
AUB=Q-(AUB)=Q—({2,3) U {5,6)) ={1, 4}
ANB={1,4,56N{1,223,4={1,4}
Enefecto: AUB=ANB

De igual forma, para la segunda ley de De Morgan:
ANB=Q-(ANB)=Q-({2,3IN{56)=Q-T =0
AUB={1,4,56}U{1,2,3,4) ={1,2,3,4,5,6} =Q

Enefecto: ANB=AUB

ACTIVIDADES |

2.

A

Extraemos una carta de una baraja espariola. Considera los
sucesos A: obtener una espaday B: obtener un as, y des-
cribe por comprension y por extension los siguientes suce-
S08:

b) A

a) AnNB c) AUB d ANnB

11. Probabilidad

3. De una bolsa donde hay 20 bolas numeradas del
1 al 20, extraemos una. Comprueba que se cum-
plen las propiedades asociativa y distributiva con
los sucesos A: obtener numero par, B: obtener
numero primoy C: obtener un numero tal que la
suma de sus cifras sea 5.



1.3. Sucesos compatibles y sucesos incompatibles

Dos o mas sucesos son compatibles si pueden verificarse simultanea-
mente; es decir, si tienen al menos un resultado comun. En caso contra-
rio, son incompatibles y su interseccion es el conjunto vacio @.

Considera el experimento consistente en lanzar un dado. Los sucesos
A={2,3}, B={1, 2}y C={4, 5} cumplen lo siguiente:
Ay Bson compatibles, y By C son incompatibles.

Sean ahora los sucesos D= {1, 2}, E={4, 5} y F={6}. Observa en la fi-
gura 1 que todas las parejas posibles que se pueden formar entre estos
sucesos (Dy E, Dy F, Ey F) son incompatibles, ya que sus respecti-
vas intersecciones son .

Decimos que tres o mas sucesos son incompatibles dos a dos si es
incompatible cualquier pareja que se pueda formar entre ellos.

Sistema completo de sucesos

Considera de nuevo el experimento que consiste en lanzar un dado. Los
sucesos G = {1, 2, 3}, H= {4, 5} e /= {6} cumplen lo siguiente:

e Su union es el espacio muestral: GU HU [=Q

e Sonincompatibles dosados: GNH=@, GNI=@, HNI=&

Decimos que G, H e [forman un sistema completo de sucesos.

Si Q) es el espacio muestral de un experimento aleatorio, los su-
.~ cesos A, ..., A forman un sistema completo de sucesos si y
sdlo si se cumplen las siguientes condiciones:

S1. A,U...UA =Q
S2. A, ..., A, son incompatibles dos a dos.

EJEMPLO 4

FIJATE [

Tres o mas sucesos incompatibles
dos a dos son también incompati-
bles. Sin embargo, a la inversa no es
cierto: tres 0 mas sucesos pueden
ser incompatibles sin ser incompati-
bles dos a dos.

N

Extraemos una bola de una urna donde hay una bola blanca (B), una roja (R) y una negra (N). Averigua si son com-

patibles o incompatibles los sucesos U = {B, R}, V= {R, N} y W = {B, N}.

— ¢Forman U,V yW un sistema completo de sucesos?

Tenemos que UN VN W=@. Por tanto, U, Vy W son incompatibles.

— Para ver si U, Vy Wforman un sistema completo de sucesos debemos comprobar S1y S2:

S1: UU VU W={B RIU{R N}U{B, N}={B, R N}=Q = Se cumple.
S2: UnV={R}L Vn W={N}y Un W={B} = No se cumple.

Vemos que U, Vy Wno son incompatibles dos a dos, por lo que no forman un sistema completo de sucesos.

3

B

ACTIVIDADES 1

4. Dados el experimento que consiste en extraer una carta de una baraja espanola y los sucesos A: obtener un rey,
B: obtener copas o espadas, C: obtener una figura 'y D: obtener el tres de bastos, indica si los siguientes sucesos

son compatibles o incompatibles:

a AyB b) Ay C c) ByD d) A CyD e) A ByC

fl A ByD

5. Considera el experimento consistente en lanzar un dado con forma de dodecaedro regular, cuyas caras estan nu-

meradas del 1 al 12, y describe tres sistemas completos de sucesos.
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2. Definicion y propiedades de la probabilidad

En primero nos referimos a la probabilidad como una medida del grado
de certeza sobre la ocurrencia o no de un suceso. Recordemos las de-
finiciones experimental y axiomatica de la probabilidad y su relacion.

2.1. Definicion experimental

Efectuamos varias series de N realizaciones de un experimento aleato-
rio:

o El ntimero de veces que se verifica un suceso A en cada una de ellas
se llama frecuencia absoluta de Ay se simboliza por n,.

o El cociente entre las frecuencias absolutas y el nimero de realizacio-
nes, N, del experimento se llama frecuencia relativa del suceso Ay
se simboliza por f,.

A medida que aumenta el nimero de realizaciones del experimento, las
frecuencias relativas de un suceso tienden hacia cierto valor. Esta pro-
piedad permite dar la siguiente definicion experimental de la probabili-
dad de un suceso:

Dado cualquier suceso A asociado a un experimento aleatorio,
llamamos probabilidad de A, P(A), al numero hacia el que tien-
den las frecuencias relativas de A al aumentar el numero de rea-
lizaciones del experimento.

2.2. Definicién axiomatica
Aunque la definicion experimental que acabamos de estudiar parece
satisfacer la intuicion, tiene ciertos inconvenientes:

o Seria necesario repetir infinitas veces el experimento para conocer el
limite de las frecuencias relativas, lo que no es factible.

e Nada nos asegura que la regularidad de las frecuencias relativas sea
cierta para cualguier nimero de repeticiones del experimento.

Para superar estos problemas se da una definiciéon axiomatica de la
probabilidad de un suceso, matematicamente mucho mas rigurosa:

(5) Dado el espacio muestral Q asociado a un experimento aleato-
' | rio, ilamamos probabilidad a una funcion:
P:2(Q) - R
A - P(A)
que asocia a cada suceso A un numero real llamado probabili-
dad de A, P(A), y que cumple los siguientes axiomas:

Al. La probabilidad de cualquier suceso A es positiva o cero:
PA)z 0

A2. La probabilidad del suceso seguro vale 1:P(Q) =1

A3. La probabilidad de la unicn de un conjunto (finito o infinito)
de sucesos incompatibles dos a dos, A, ..., A, ..., es la
suma de las probabilidades de los sticesos:

P(A,U.. UAU..)=P(A ) +..+P(A)+..



Relacién entre las definiciones axiomadtica y experimental

Como es l6gico, las dos definiciones de probabilidad han de ser cohe-
rentes.

De hecho, los axiomas se corresponden directamente con propiedades
de las frecuencias relativas que se consideran evidentes por si mismas.

A continuacién, puedes comprobar la relacion entre los axiomas y di-
chas propiedades de las frecuencias relativas.

Definicion axiomatica Definicién experimental

Sirealizamos N pruebas de un experimen-
to (N > 0), el suceso A ocurrird n, veces

(n,=0).
P(A)20 A
" o Py 20
s >
o2 0= PA)
Sirealizamos N pruebas de un experimento
(N > 0), el suceso seguro £ ocurriré las N
veces.
P(Q) =1

%:1¢Pm%ﬂ

SiA,, ..., A, ..sonincompati- ~Realizamos N pruebas de un experimento

bles: (N=>0).

P(A U..UAU..)= Silos sucesos A,, ..., A, ...ocurren n, , ...,
n,, ..veces (n e n,, ... 20), el suceso
=PA)+ .t PA) ... A U..UAU .. ocurrira Mg+t 0,
veces, por ser A, ..., A, ... incompatibles.

Mg ooty +o Ny

=—L1 4.+
N N
n

+ﬁ+mﬁpwumu&u4:
= P(A)) + ...+ P(A) + ...

ACTIVIDADES |

6. La tabla de la derecha muestra

los resultados obtenidos tras Realizaciones del experimento ()

Suceso

efectuar diversas realizaciones 50 100 150 200 | 250 | 300 350
del experimento consistente en T '

extraer una bola de una urna | n, 34 73 113 191 275
que contiene ocho bolas blancas ~ Blanca | ' ; \

y dos bolas negras. f, 0,680 0,720 0,764 | 0,773

— Completa la tabla y comprue-
ba la definicion axiomatica de Negra

n
la pfObabl'ldad a partil‘ de di- f 0,320 | 0,270 0,236 0,227
chos resultados. 2

: o7 37 56 68 75

400

0,795

82




Demostracion de P2.
ACB = PA)<P(B)

Si A C B, de la figura se deduce
que:

B=AU(B-A)

Luego:
P(B)=P(AU (B-A))1]
Puesto que Ay B— A son incompa-

tibles, aplicando el axioma A3 se
tiene:

PAU (B-A)=P(A) + P(B-A) [2]

Asi, de [1] y [2] se obtiene que:
P(B)=P(A)+ P(B-A) 3]

Finalmente, como por el axioma A1

se cumple que P(B - A) 2 0, de
[3] se deriva que:

P(B) =z P(A)

2.3. Propiedades de la probabilidad
Las principales propiedades de la probabilidad son:

P1. Las probabilidades de los sucesos A y A suman 1:

©) Py +PA) -1
haec]
| |
P2. La probabilidad de un suceso A contenido en otro suceso B es
menor o igual que la probabilidad de B:

'@ ACB = P(A)< P(B)

|

P3. La probabilidad de la unién de dos sucesos compatibles Ay B es
la suma de sus probabilidades menos la de su interseccion:

'@ P(AU B)=P(A) + P(B)- P(AN B)

i

Estas propiedades son faciles de demostrar a partir de la definicion axio-
matica de probabilidad. En el margen puedes ver, a modo de ejemplo,
la demostracion de P2.

Halla la probabilidad de los sucesos C, CN C y B, sabiendo que:

3 1 2 3
P(A) = = P(ANB) =~ P(AUB) =2 P(C) = =
(A) 5 ( ) = ( ) 5 (C) 5
Como consecuencia de la propiedad P1, tenemos que:
= = 3 2
P(C)-e-P(C):1:>P(C):1—P(C):1—g=g

Puesto que C N € = @ y sabemos que P (@) = 0, entonces:
P(CN C)=P(@)=0
De acuerdo con la propiedad P3 de la probabilidad:
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(AN B)
Por consiguiente:

P(B) = P(AUB) + P(ANB) — P(A) = % 2 % _

&l
|

ACTIVIDADES |

=

7. Selanza un dado con forma de dodecaedro y se ob- | 8.

serva la puntuacion de la cara superior. Utiliza las re-
laciones de inclusion entre los siguientes sucesos
para ordenarlos de menor a mayor probabilidad:

A: sacar un multiplo de 4; C: sacar par
B: sacar un miltiplo de 3; D: sacar un nimero primo

11. Probabilidad

Se sabe que en el transcurso de una sesion de
bolsa, la probabilidad de que se devalie el dolar es
0,4; la de que se devalle el franco suizo, 0,06; y
la de que se devalle alguna de las dos monedas,
0,43.

Calcula la probabilidad de que al finalizar dicha se-
sidn se hayan devaluado las dos monedas.



3. Calculo de probabilidades

Veamos como obtener la probabilidad de un suceso en dos casos par-
ticulares: experimentos cuyos sucesos elementales son equiprobables
y experimentos compuestos.

3.1. Regla de Laplace

En cualquier experimento aleatorio en el que los sucesos elementales
son equiprobables podemos aplicar la regla de Laplace:

La probabilidad de un suceso A se obtiene dividiendo el nimero
| de resultados que forman el suceso A entre el numero de re-
sultados posibles.

Si llamamos casos favorables a los resultados que forman el suceso A
y casos posibles a los resultados posibles del experimento, tenemos:

_@ P(A) = Casos favorables a A

‘ Casos posibles
|

En el margen puedes ver la justificacion de este resultado.

Al extraer tres cartas de una baraja espafiola, ;cudl es la probabilidad del
suceso A: obtener tres figuras ?

En este caso, el espacio muestral esta constituido por todos los trios que
pueden formarse con tres cartas distintas de la baraja, teniendo en cuenta
que no importa el orden en que se extraigan.

El suceso A es el conjunto de todos los trios que pueden formarse con tres
figuras distintas cualesquiera:

A={(110,11C 12C), (10C, 11E, 12B), ...}

8
Calculamos, entonces, el nimero de casos posibles: Cyg4 = [ 8 } = 17 296

Como hay 12 figuras, el nimero de casos favorables a A es:Cyy; = [ 5 J =220

220
17 296

Y aplicando la regla de Laplace: P(A) = = 0,0127

4

RECUERDA

Dado un experimento aleatorio, de-
cimos que los sucesos elementa-
les son equiprobables cuando es
igualmente posible obtener uno
cualquiera de ellos.

Demostracion
de la regla de Laplace

Sea Q el espacio muestral de un ex-

perimento aleatorio con n sucesos

elementales equiprobables:
Q={w, .., 0}

Puesto que la union de los sucesos
elementales es el espacio muestral
y, ademas, son incompatibles dos a
dos, se cumple que:

1= PQ)=Plw, U.Un,) =
= P(oy) + ... + P(w,) = nP(n;)
n sumandos
Luego:

P;) = 1
n

Consideremos un suceso cual-
quiera A formado por k resultados:

A={w, .., o}

Razonando analogamente como
antes, se tiene que:

PA)=P(o, U..Ua)=
=P(w,) + ...+ P(w,) = kP(w)

sustituyendo P(w,) por su valor, tene-
mos:
k

PA) = —

Observa que 4 representa el co-
n

ciente entre el nimero de resultados
que forman el suceso A, k, y el ni-
mero de resultados posibles del ex-
perimento, n.

W

ACTIVIDADES &

9. Cogemos al azar una ficha de un juego de dominé. 11.
Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:
A: que sea la cinco doble a)
B: que la suma de los puntos sea 10

10. Un juego consiste en lanzar dos dados. Si la diferen-
cia entre los puntos de ambos es impar, ganamos.

En cambio, si la diferencia es par, perdemos. Calcula c)
la probabilidad de ganar y la de perder.

En una rifa de 100000 nimeros (del 0 al 99999) se
sortea un coche.

¢ Cual es la probabilidad de ganar el premio com-
prando 4 nimeros?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que la papeleta pre-
miada acabe en 27

& Cudl es la probabilidad de que la papeleta pre-
miada no acabe en 247




3.2. Diagramas en drbol

La probabilidad de un suceso en un experimento compuesto, puede cal-
cularse a partir de las probabilidades de los sucesos de los experimen-

tos simples que lo componen.

Los experimentos compuestos pueden representarse por diagramas en
arbol, donde cada resultado viene dado por un camino del diagrama, y

en el que cada rama tiene asignada una probabilidad.

Asi pues, para calcular la probabilidad de un suceso debemos tener en

cuenta:

D1. La probabilidad de un camino es igual al producto de las probabi-

lidades de las ramas de ese camino.

D2. La probabilidad de un suceso es la suma de las probabilidades de
cada uno de los caminos que conducen a la verificacion del su-

Ceso.

Veamos a continuacién unos ejemplos.

EJEMPLO 7 EJEMPLO 8

Lanzamos tres veces una moneda. Calcula la proba-
bilidad del suceso A: obtener tres caras.

Consideremos los sucesos C: obtener caray +: obte-
ner cruz. El espacio muestral del experimento es:

= {+++, ++C, +C+, C++, +CC, C+C, CC+, CCC}

Asi pues, el nimero de casos posibles es 8 y el ni-
mero de casos favorables al suceso A: obtener tres
caras es 1. Por tanto, aplicando la regla de Laplace:

LAY =
8 C > (6.C. > {C.C.C}) )
Comprobamos que este / -
resultado coincide con /c +
el que obtenemos si 1 &
empleamos un diagra- 7 <

ma en arbol.

o
c
Fijate en la figura. El <
camino sefialado es el i
Unico que verifica el su- <

ceso A: obtener tres
caras.

Luego, segln D1, se tiene:

PA) =— == =

Una bolsa contiene tres bolas rojas y dos bolas azu-
les. Extraemos, sucesivamente y con reposicion, dos
bolas y observamos su color. ;Cudl es la probabili-
dad del suceso S: obtener una bola roja y una bola
azul, sin importar el orden?

Consideremos los sucesos R: sacar bola rojay A:
sacar bola azul.

Elaboramos un diagrama
en arbol con los diferentes
resultados posibles, en el
que sefalaremos los cami-
nos favorables al suceso S.

Para calcular la probabili-
dad de cada rama utilizare-
mos la regla de Laplace.
Segun D1, la probabilidad
de cada camino es:

6
5525

2
, P{A R} = 23
5 5 25
Finalmente, segtn D2, si sumamos las probabilida-
des de cada camino, obtenemos la probabilidad del
suceso S

P({R, A}) =

Ry &0 B I
25 25 25

ACTIVIDADES |

12. Lanzamos dos dados. Calcula la probabilidad de ob-
tener un cinco en cada dado.

13. Lanzamos dos veces un dado con forma de tetrae-
dro. 4 Cuadl es la probabilidad del suceso A: la suma
de los puntos de las caras ocultas es un mdiltiplo de
dos?

14. Seandos urnas U, y U,. U, contiene una bola blanca

y dos negras, y U,, dos bolas blancas y una negra.
Se lanza una moneda y, si sale cara, se extrae una
bola de la urna U1 y, si sale cruz, se extrae una bola
de la urna U,. Halla la probabilidad del suceso A: 0b-
tener una bola blanca.



3.3. Tablas de contingencia

Un experimento compuesto también puede representarse a partir de
una tabla de contingencia.

Una tabla de contingencia es una distribucién en filas y columnas (una
matriz) referida a dos caracteristicas, en que cada una de ellas presenta
dos 0 mas sucesos. En los margenes de la tabla se indican las sumas
de las filas y columnas.

Veamos la forma de aplicar una tabla de contingencia para resolver un
problema de probabilidad.

Disponemos de dos bolsas, B, y B,. La primera contiene siete bolas blan-
cas y cinco bolas negras y la segunda, tres bolas blancas y nueve negras.
¢ Cuadl es la probabilidad de sacar una bola blanca de la bolsa B,? ; Cual

FIJATE

El resultado del ejemplo 9 coincide
con el que obtenemos si emplea-
mos un diagrama en arbol.

15. Resuelve la actividad 14 utilizando una tabla de contingencia.

es la probabilidad de obtener una bola negra? P(N) = 1.5 1.9 _
: ; 2 12 2 12
Elaboramos la tabla de contingencia. 4 9 14 7
T24 24 24 12
Blanca Negra Total
B, 7 5 12
B, 3 9 12
Total 10 14 24
Es posible determinar la probabilidad de cada uno de los sucesos obser-
vando las correspondientes celdas de la tabla.
La probabilidad de obtener una bola blanca de la bolsa B, es % = % (cel-
das 2 y 4 de la tercera fila). - 7
La probabilidad de obtener una bola negra es eV = PPy (celdas3y4ddela
cuarta fila).
Las tablas de contingencia y los diagramas en arbol =]
estan intimamente relacionados, de modo que po- Roja ' Azul Total
demos construir uno de ellos a partir del otro. ‘
A la derecha puedes observar la tabla de contingen- 1.2 i
cia correspondiente al ejemplo 8. extraccién ‘ 2 &
 Para calcular la probabilidad del suceso S: obtener | B
una bola roja y una bola azul sin importar el orden, L . 2 5
debemos sumar las probabilidades correspondien- — extraccion
tes a las casillas que verifican este suceso.
3 2 2 3 12 Total 4 10
PO ===-+=--=—=—
5 5 b5 5 25
ACTIVIDADES

16. Disponemos de dos dados trucados D, y D, . El primero tiene una cara con un «1», dos caras con un «2» y tres
caras con un «3» y el segundo, dos caras con un «1», dos caras con un «2» y dos caras con un «3». Se elige un
dado al azar. Elabora la tabla de contingencia y el diagrama en arbol correspondientes.

a) Determina la probabilidad de obtener un «2».

b) Si se ha obtenido un «3», ¢qué probabilidad hay de que hayamos elegido el dado D,?



W

Si accedes a la pagina www.ub.es/
stat/Grupsinnovacio/Statmedia/
demo/Temas/Capitulo1/BOCTm1t7.
htm, podras visualizar un ejemplo
de probabilidad condicionada y cal-
cular de forma interactiva la proba-
bilidad de un suceso condicionado a
otro.

FIJATE

Por la propiedad conmutativa de la
interseccion de sucesos:

ANB=BNA
Asi pues, la expresion:
P(AN B)=P(B)- P(A/B)
puede escribirse también como:

P(BN A)=P(B) - P(A/B)

 11. Probabilidad

4, Probabilidad condicionada

4.1, Concepto

En ocasiones, disponer de informacion previa sobre un suceso hace
que varie su probabilidad. Veamoslo mediante un ejemplo.

En un centro escolar de N escolares, n, | Chicas
tienen ordenador y n_ son chicas. Al ele-
gir un escolar al azar, estamos interesa-
dos en los sucesos A: escoger un escolar
gue tenga ordenadory B: escoger una
chica.

Para calcular la probabilidad de estos
dos sucesos aplicamos la regla de La-
place:

n n ' Chicos

Si n,, son los escolares que tienen ordenador y son chicas, la probabili-
dad del suceso A N B: escoger una chica que tenga ordenador sera:

P(ANB) = om
N

Supongamos ahora que queremos calcular la probabilidad de que un
escolar tenga ordenador, eligiendo solo entre la poblacion femenina.
Esto equivale a calcular la probabilidad de A sabiendo de antemano que
el escolar elegido es chica, es decir, que ha ocurrido B.

Esta probabilidad se representa por P(A/B) y se dice que es la proba-
bilidad de A condicionada a B. Asi:

P(A/B) = “om
m

Y dividiendo numerador y denominador por N se tiene que:

nom
Nom P(A N B)
P(A/B) = 92 — ri\rin =S
N

Si enunciamos esta conclusion de forma general, obtenemos:

Dados dos sucesos A y B, tales que P(B) = 0, se Hama‘proba—
. bilidad de A condicionada a B, P (A/B), al cociente:

P(A N B)

P(A/B) =~ o

De la probabilidad condicionada se deriva una expresion que resulta
muy til en el célculo de probabilidades en experimentos compuestos:

P(AN B)=P(B) - P(A/B)

Esta expresion es conocida como principio de la probabilidad com-
puesta o regla del producto.



4.2. Propiedades de la probabilidad condicionada

Las principales propiedades de la probabilidad condicionada son:

PC1. Si un suceso B esta contenido en un suceso C, entonces la pro-
babilidad de B condicionada a A es menor o igual que la probabi-
lidad de C condicionada a A.

I |

'@ Bc C = P(B/A)< P(C/A)

2

PC2. Si un suceso B esta contenido en otro suceso A, entonces la pro-
babilidad del suceso B condicionada a A es el cociente entre la
probabilidad del suceso By la probabilidad del suceso A.

Q BC A = P(B/A)=P(B)/P(A)

L)

PC3. Si un suceso A esta contenido en otro suceso B, entonces la pro-
babilidad del suceso B condicionada a A es igual a uno.

'@ ACB = P(B/A)=1

flesz)
Estas propiedades son consecuencia inmediata de las propiedades de
la probabilidad y de la definicion de probabilidad condicionada. En el

margen puedes ver, a modo de ejemplo, la demostracion de PC1.

Demostracion de PC1

Aplicando la definicién de probabili-
dad condicionada, tenemos que:

PiBjA) = S0
Poim = PG

Si B C C, podemos deducir que:
ANBCANC

Entonces, por la propiedad P2 de la
probabilidad, se tiene:

P(ANB)<P(AN C)
Y, puesto que P(A) > 0, se cumple
que:
P(AN B) < PlANC)
P(A)  — P(A)

Luego efectivamente se verifica el
enunciado de la propiedad PC1:

P(BIA) < P(CIA)

EJEMPLO 10 EJEMPLO 11 -

Lanzamos un dado. Calcula la probabili-
dad de que la puntuacion obtenida sea un
dos, sabiendo que dicha puntuacion es
un ndmero primo.

Hemos de calcular la probabilidad P(A/B),
donde A: obfener un dos 'y B: obtener un
numero primo.

Aplicaremos primero la ley de Laplace para
calcular las probabilidades P(A N B) y

P(B): Laplace, se tiene:

Considera el experimento lanzar un dado, y sean los sucesos:
A: sacar un numero > 1
B: sacar un nimero impar= 3
C: sacar un nimero = 2
Comprueba que se cumple la propiedad PC,.
Los sucesos A, AN By AN C son, respectivamente:
A=1{2,3,4,5,6} ; ANB={3,5} ; ANC={3,4,5,6)

Puesto que el nimero de casos posibles es 6, aplicando la regla de

1 7] 2 1 4 2
- P(A) = —,P(ANB) =~ =—,PANC)= —==
P(A N B) 5 (A) 6_( ) s =3l ) 53
P(B) = % = % Y por la expresién de la probabilidad condicionada:
1
Asi pues, por la expresion de la probabili- PANB) 3 2
dad condicionada, tenemos: PB/A) = PA) 5 5
1 6
P(ANB) g 1 2
PAB) = L8 _
(4/B) P(B) 2 4 P(ANC) 3 4
- P(C/A) = —=—Z1 -9 _ =
3 P(A) 5 5
Fijate en que conocer a priori que el resul- ' 6
tado es un ntmero primo influye en la pro- . . 2 4
babiiidad de:chlenar undos: Vemos, pues, que efectivamente: P(B/A) = = < = P(C/A)

ACTIVIDADES |

17. Halla la probabilidad de que al extraer una carta de
una baraja espanola sea el rey de espadas, sabiendo
que dicha carta es una figura.

18. Demuestra que si A N B = &, entonces se verifica
que P(B/A)=0



FIJATE §

Si A y B son independientes, se
cumple que:

P(AN B)=P(A)- P(B)
Esta definicién se puede generalizar
para mas de dos sucesos.

Asi, por ejemplo, tres sucesos A, B
y C son independientes si se cum-

ple:
P(AN B)=P(A)- P(B)
P(AN C)=P(A)- P(C)
P(BN C)=P(B)- P(C)
P(ANBN C)=P(A)- P(B)- P(C)

4.3. Sucesos dependientes y sucesos independientes

Al lanzar dos veces un dado, el hecho de que se verifique o no el suceso
B: numero par en el primer lanzamiento no influye en el suceso A: nu-
mero impar en el segundo lanzamiento, ni viceversa.

En este caso, la probabilidad de que ocurra un suceso no estd condi-
cionada a que ocurra el otro. Por tanto: -

P(A/B)=P(A) P(B/A)=P(B)
A partir del principio de la probabilidad compuesta, se tiene que:
P(AN B)=P(A)- P(B)
Diremos, entonces, que ambos sucesos son independientes.

Dados dos sucesos A y B, asociados a un mismo experimento

&

i aleatorio, diremos que A y B son independientes si se cumple:
P(A N B)= P(A) - P(B)

En caso contrario, se dice que A y B son dependientes.

Se extraen sucesivamente dos carfas de una baraja
espafola. Calcula la probabilidad de que las dos sean
bastos en los casos siguientes:

Procedemos de igual forma para calcular P(C/C,), :
aunque ahora debemos tener en cuenta si la primera
carta se devuelve al mazo o no antes de extraer la

a) Sin reemplazamiento de la primera carta extraida. segunda.

b) Con reemplazamiento de la primera carta ex-

g a) Tras la primera exiraccion, en el mazo quedan solo |
traida.

47 cartas, una menos que al principio. Ademas, sila |

Defiimos los Stice- carta extraida ha sido un basto, sélo quedan 11 de

sos C,: la 1.7 caria es

de bastos y C,: la 2.2

carta es de bastos, y

elaboramos un dia-

grama en arbol en el \ ?\oJE G,

EZEiﬁgzziacEOZfep?e e E‘< Por tanto: P(C, N C,) = % : % = 0,0585
P =

verifique el suceso co- €.g;c.

rrespondiente a cada

rama.

G2 C,>(P(C,NC,)

olCH ellos.
¢
P(C,)/ " 11
ey P(C,/Cy) = a7

e/q_) 62

b) Tras la primera extraccion, en el mazo hay las mis-
mas 48 cartas que al principio. Luego el resultado
de la primera extraccién no afecta al resultado de la |

Asi pues, la probabilidad buscada en ambos casos segunda. Asi pues, C, y C, son sucesos indepen- |

es la de la rama que verifica el suceso C, N G, dientes:
P(C,NC)=P(C)- P(C,/C,) P(C,/Cy) = P(C;) = %
Para calcular P(C,) aplicamos la regla de Laplace: Por tanto:
P(C,) = 12 P(C, N C,) = P(Cy) - P(C,/Cy) = P(C,) - P(C5) =
48 12 12

= —.— =0,0625
48 48

ACTIVIDADES |

19. Extraemos dos bolas de una urna en la que hay cinco bolas blancas y tres negras. Calcula la probabilidad de los
sucesos A: las dos bolas son negrasy B: la primera bola es blanca y la otra s negra en los casos siguientes:

a) Sin reemplazamiento de la primera bola extraida.

h) Con reemplazamiento de la primera bola extraida.

11. Prababilidad



4.4, Teorema de la probabilidad total

A partir del concepto de probabilidad condicionada, es posible enun-
ciar una regla practica para calcular la probabilidad de ciertos sucesos.
Considera para ello el siguiente ejemplo:

Una fabrica de tornillos dispone de dos ma-
quinas que elaboran el 75% y el 25% de la
produccién total.

0,75a 0,04

El porcentaje de tornillos defectuosos que
produce cada maquina es, también respecti-
vamente, del 4% y del 2%. ;Cual es la pro-
babilidad de que al escoger un tornillo al azar
éste sea defectuoso?

0,035
A

Considera los sucesos D: tornillo defectuoso,
M.: tornillo elaborado por la maquina 1y M,:
tornillo elaborado por la mdquina 2. Observa
el diagrama en arbol de la figura.

Segun el diagrama, podemos calcular la probabilidad de D a partir de
la suma de las probabilidades de cada rama:

P(D)=0,75-0,04 + 0,25 - 0,02 = 0,035
Observa que los términos de esta suma son:
P(M)=075 P(M)=025  P(DIM)=0,04  P(D/M,)=0,02
Asi pues, podemos expresar P(D) como:
P(D)=P(M,) - P(DIM,) + P(M,) - P(DIM,)

Si generalizamos este resultado, llegamos al enunciado del teorema de
la probabilidad total:

|

-@ Sea A, A, ..., A, un sistema completo de sucesos y B un su-
{ | ceso cualquiera, todos ellos asociados a un mismo experimento
aleatorio. Si P(A,), P(A,), ..., P(A,) son no nulas, se cumple
que:

P(B)=P(A,) - P(BIA))+ P(A,) - P(B/A,) +...+ P(A)) - P(B/A)

ACTIVIDADES

20. Disponemos de cuatro urnas con bolas, de tal manera que:

— En la primera urna hay cuatro bolas rojas y cinco blancas.
— En la segunda urna hay tres bolas rojas y ocho blancas.
— En la tercera urna hay cinco bolas rojas y dos blancas.
— En la cuarta urna hay dos bolas rojas.

Si elegimos una urna al azar y extraemos de ella una bola, ;cuél es la pro-
babilidad de que ésta sea roja? '
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Si accedes a la pagina http://tha
les.cica.es/rd/Recursos/rd98/Ma
tematicas/28/2.html, podras refor-
zar los contenidos desarrollados en
los apartados de la unidad, visitan-
do los capitulos que aparecen en la
pagina y resolviendo los ejercicios
propuestos.

B FIJATE B

En una situacién en la que sea apli-
cable el teorema de Bayes:

P(A,), P(A,), -.., P(A)) se llaman
probabilidades a priori.

P(A/B), P(A/B), ..., P(A/B) se
denominan probabhilidades a pos-
teriori.

P(B/A,), P(B/A), .... P(B/A) reci-
ben el'nombre de verosimilitudes.

m 11. Probabilidad

4.5, Teorema de Bayes

Vamos a estudiar el ejemplo del apartado anterior desde otro punto de
vista. Si sabemos que un tornillo es defectuoso, ¢cual es la probabilidad
de que haya sido fabricado por cierta maquina?

Calculemos la probabilidad de que el tornillo haya sido fabricado por la
méaquina 1, sabiendo que ha resultado defectuoso, es decir, P(M,/D).

Segun la definicion de probabilidad condicionada, tenemos:

P(M, N D)

P(M1/D) = P(D)

Por otro lado, del diagrama de la figura podemos cal-
cular la probabilidad de P(M, N D), que corresponde

P(MiND) a la de la rama sefalada:
P(M,N D) = P(M,) - P(DM,)

Si tenemos en cuenta ademas el teorema de la pro-
babilidad total:

P(D)=P(M,) - P(D/M,) + P(M,) - P(D/M,)

llegamos finalmente a:
P(M,) - P(D/M,)
(M,) - P(D/M,) + P(M5) - P(D/M,)

P(M,/D) =

Con los datos del ejemplo:

P(M, /D) = 0,75 - 0,04
1 0,75 - 0,04 + 0,25 - 0,02

= 0,857

Al enunciar de forma general el resultado anterior se llega al llamado
teorema de Bayes:

'@ SeaA, ..., A, ..., A, un sistema completo de sucesos y B un su-

| } ceso cualquiera, todos ellos asociados a un mismo experimento

' aleatorio. SiP(A), ..., P(A)), ..., P(A,) son no nulas, se cumple
que:

P(A,) - P(B/A))
P(A)) - P(B/A)) + ...+ P(A,) - P(B/A,)

P(A,/B) =

g

ACTIVIDADES

21. En un congreso se retinen 250 médicos del Benelux, de los cuales 115 son
holandeses; 65, belgas, y 70, luxemburgueses. De ellos, el 75 % de los ho-
landeses, el 60% de los belgas y el 65% de los luxemburgueses estan a |
favor de la utilizacion de determinada vacuna. Seleccionamos al azar uno
de los médicos y resulta estar a favor del uso de la vacuna. ;Cual es la
probabilidad de que sea de Luxemburgo?

\
| \!



RESOLUCION DE EJERCICIOS Y PROBLEMAS

¢ Cudl es la probabilidad de no coger ningtin doble al 29
seleccionar al azar tres fichas de un domind? ;Y la Los casos favorables a A son ( 3 ] = 1330, es decir,

2
EReRgena Juno) las formas de coger 3 fichas entre las 21 que no son do-

bles. Entonces, por la regla de Laplace:
Consideremos los sucesos A: no coger ningtn doble y

B: coger algun doble. Aplicaremos la regla de Laplace.
R P(A) = 7; 2:;(:3 = 0,406
Los casos posibles son los elementos del espacio
28 _
muestral, que consta de ( 3 ] = 3276 resultadosequi-  Para hallar P(B) basta con observar que B= Ay aplicar
| iedad P1 de | babilidad: P(A) + P(A) = 1.
probables, correspondientes a todas las formas de fug;(;l_:neda ¢ fa probabilica ) (A)

coger 3 fichas entre las 28 existentes.

P(B)=P(A)=1-P(A)=1—- 0,406 = 0,594

22. Calcula la probabilidad de que, al extraer cuatro car- 23. Efectuamos una apuesta de la loteria Primitiva.

e e L a) ¢Cual es la probabilidad de no acertar ningtin na-

a) Silas cartas se extraen simultaneamente. mero de la combinacién ganadora?
b) Silas cartas se extraen una tras otra, devolviendo b) ¢Y la de acertar los seis?
al mazo cada una antes de extraer la siguiente. Sol.: 2)0,4360; b) 7,151 - 10°®

Sol.: a) 0,0025; b) 0,0039

B Asi pues, la probabilidad buscada es la correspondiente

La encuesta a un grupo de 160 jovenes revela que a la rama que verifica el suceso 5,N S,
96 de ellos adquieren la publicacion A, 48 adquieren
la publicacion B y 16 adquieren la publicacion C. P(5,NS,) = P(S)) - P(5/S,)
(,Cua” es J,a probabfhdad de que af escoger a’ azar a Para calcular P(S:) ap“camﬂs la reg|a de Laplace:
dos de ellos sean compradores de la publicacion A? - 88

P(§) = —

160

Consideramos los su-
cesos S el primer
joven adquiere la pu-
blicacion A 'y S, el
segundo joven ad-
quiere la publicacicn
A, y elaboramos un

Procedemos analogamente para calcular P(S,/S)), te-
niendo en cuenta ahora que tras la primera exiraccién
quedan sélo 159 jévenes, uno menos que al principio.

Ademas, si el joven escogido adquiere la publicacién A,
sdlo quedaran 95 de éstos. Por tanto:

diagrama en arbol con P(S,/S,) = 95
los diferentes resulta- 2 159
dos posibles. Luego la probabilidad buscada es:
: : 96 95
P(S,NS,)=P(S,) - P(S,/S) = —--— =0,35685
(5118,) = PS) - PS:/S) = 355~ 159

24. El servicio de guardacostas alerta de que la probabilidad de que se produzca una tormenta de gran magnitud en
" las proximas 24 horas es del 85 %. Se sabe que Unicamente en un 3 % de las ocasiones en que se producen tor-
mentas de tal magnitud se generan olas de mas de 4 metros. ¢ Cudl es la probabilidad de que la tormenta anun-

ciada se produzca y que las olas que se generen sean de mas de 4 metros de altura? i,




Un 35 % de los socios de una asociacion juvenil son
seguidores de un grupo musical A; un 30 %, de otro
grupo B, y a un 15 % le gustan ambos grupos. Cal-
cula la probabilidad de que al elegir un socio al azar:

a) Sea seguidor de B, sabiendo que le gusta A.

b) Sea seguidor de ambos grupos, sabiendo que le
gusta, al menos, uno de los dos.

Consideremos el suceso A: al socio le gusta el grupo A

y el suceso B: al socio le gusta el grupo B.

De acuerdo con los datos del problema, tenemos las si-
guientes probabilidades:

P(A) = 0,35 P(B) = 0,30 P(ANB) = 0,15

_P(ANB) 015 _
a) P(B/A) = T hE 0,429
_P(ANB)N(AUB) _
b) P(ANBJAUB) = S -
P(AN B) 0,15

~ P(A) + P(B) - P(ANB) _ 0,35 + 0,30 + 0,15

25. Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleato-

rio, tales que:

P(A) = % P(B) = % P(AUB) = 2

~N |

a) Halla P(A/B)y P(B/A).
b) Determina si Ay B son independientes.
TR I
Sol.: a) 35 b) No

'

Laura y Javier se reparten los ejercicios que les ha
propuesto su profesora. Laura se queda con el 45 %
y Javier, con el resto. Por otro lado, sabemos que
Laura resuelve incorrectamente un 10 % de los ejer-
cicios que intenta y Javier, un 8 %.

26. Un 20% de los alumnos de un centro escolar prac-
tica el futbol; un 15%, el baloncesto, y un 10 %,
ambos deportes. Si se elige un alumno al azar, halla
la probabilidad de que:

a) Practigue ambos deportes, sabiendo que prac-
tica alguno de ellos. '

b) Practique el fatbol, sabiendo que no practica el

baloncesto.
Sol.:a) 0,4; b)0,1176

Consideramos los sucesos M: ejercicio mal resuello,
L: gjercicio hecho por Laura y J: ejercicio hecho por Javier.

Segun los datos del enunciado:
P(L)=0,45 P(J)=0,55 P(M/L)=0,1 P(M/J)=0,08

a) S&gun el teorema de la probabilidad total:

a) Halla la probabilidad de que al elegir la profesora
un ejercicio al azar esté mal resuelto.

b) Halla la probabilidad de que al elegir la profesora
un efercicio al azar haya sido hecho por Javier, sa-
biendo que estd mal resuelto. .

El enunciado es tipico de los problemas en los qgue se
aplican los teoremas de la probabilidad total (apartado
a) y de Bayes (apartado b).

P(M) = P(L) - P(M/L) + P(J) - P(M/J) =
=0,45-0,1 +0,55 - 0,08 = 0,089

b) Segun el teorema de Bayes:

PW) - P(M/J) .
P(J) - P(M/J) + P(L) - P(M/L)
B 0,55 - 0,08
"~ 0,55 - 0,08 + 0,45 - 0,1

Il

P(J/M)

= 0,4944

27. El 25% de los habitantes de un determinado pais
son rubios y los demds son morenos. Un 45 % de los
rubios y un 20 % de los morenos tienen los ojos azu-
les. Calcula la probabilidad de que al elegir un habi-
tante:

a) Tenga los ojos azules.

b) No tenga los ojos azules.

¢) Sea moreno, sabiendo que tiene los ojos azules.
d) Sea rubio, sabiendo que no tiene los ojos azules.

Sol.: a) 0,2625; b) 0,7375; ¢) 0,5714; d) 0,1864

11. Probabilidad

28. El 55% de los jévenes que frecuentan cierta disco-

teca son menores de 20 afos. Un 30 % de los meno-
res de 20 afos y un 25% de los mayores de esa
edad son chicas. Si se elige un joven al azar:

a) ;Cual es la probabilidad de que sea chica?

b) Cual es la probabilidad de que sea mayor de
20 anos, sabiendo que es una chica?

¢) ;Cuél es la probabilidad de que sea menor de
20 afios, sabiendo que es un chico?

Sol.: a) 0,2775; b) 0,4054; ¢) 0,5329



e Dado el espacio muestral Q2 asociado a un experimento
aleatorio, llamamos probabilidad a una funcion:

P:2(Q) - R
A — P(A)
(ue asocia a cada suceso A un numero real llamado

probabilidad de A, P(A), y que cumple los siguientes
axiomas:

A1l. La probabilidad de cualquier suceso A es positiva o
cero: P(A) =0

A2. La probabilidad del suceso seguro es 1: P(Q2) =1

A3. La probabilidad de la unién de un conjunto (finito
o infinito) de sucesos incompatibles dos a dos,
A, ... A, ..., es la suma de las probabilidades de
los sucesos:

PAU..UAU..)=PA)+.+P(A)+..

o Regla de Laplace: En una situacion de equiprobabili-
dad, la probabilidad de un suceso A viene dada por.la
expresion:

Casos favorables a A

P(A) =
(A Casos posibles

Cuestiones

29. Razona si los siguientes experimentos son aleatorios
o deterministas, y describe el espacio muestral de los
experimentos que sean aleatorios:

a) Lanzar una moneda y observar si sale cara o
cruz.

b) Verter aceite en un recipiente con agua y obser-
var si se mezclan.

¢) Extraer una carta de una baraja y mirar de qué
palo es.

30. Sean dos sucesos incompatibles. Los sucesos con-
trarios a éstos, json también incompatibles? Razona
tu respuesta.

"3, ¢ Entre qué valores esta comprendida la probabilidad
de un suceso? Razona tu respuesta.

e Dados dos sucesos Ay B, con P(B) # 0, se llama pro-
'babilidad de A condicionada a B, P(A/B), al siguiente
cociente: )

P(ANB)

P(B)

e Dos sucesos Ay B, asociados a un mismo experimento

aleatorio, son independientes si cumplen:

P(A N B)=P(A)- P(B)

P(A/B) =

En caso contrario, diremos gue son dependientes.

o Sea A, ..., A un sistema completo de sucesos y B un
suceso cualquiera, todos ellos aso_ciados a un mismo
experimento aleatorio. Si P(A,), ..., P(A ) son no nulas,
el teorema de la probabilidad total establece que:

P(B)=P(A,)- P(BIA)) +...+ P(A) - P(BIA,)

e Sea A, ..., A, ..., A, un sistema completo de sucesos y
B un suceso cualquiéra, todos ellos asociados a un
mismo experimento aleatorio. Si P(A,), ..., P(A), ...,
P(A ) son no nulas, el teorema de Bayes establece
que:

P(A) - P(B/A;)
P(A;) - P(B/A) + ... + P(A,) - P(B/A,)

P(A,/B) =

32. Sabiendo que la probabilidad de un suceso A es
P(A) = 0,6, ientre qué valores estara comprendida
la probabilidad de un suceso B incluido en A? Ra-
zona tu respuesta.

33. Dos sucesos incompatibles, ¢son independientes?
Razona tu respuesta.

Ejercicios y problemas

34. Calcula la probabilidad.de que al lanzar tres mone-
das obtengas:
a) Tres caras.
b) Al menos una cruz.

¢) Mas cruces que caras.

1 7 1
l:a)—=;b)—;¢) =
So a)g,)a,c)2




35. Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabilidad

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

.de los sucesos siguientes:

A:la suma de las caras es 5.
B: la suma de las caras es 10.
C: la suma de las caras es menor o igual que 5.

1 1 5

Sol: P(A)=—; P(B) = —: =—

ol: P(A) = 5 P(B) = 15 PE==

Se lanzan un dado y una moneda. Halla P(A U B)

siendo A y B los sucesos siguientes: A: la moneda

muestra caray B: el dado muestra una cara menor o
igual que 3.

Sol.: 3
4

Efectuamos dos extracciones con reposicion en una
urna que contiene cinco bolas numeradas del 1 al 5.

¢ Cual es la probabilidad de que la suma de los nu-

meros sea igual a cuatro?

En una urna hay tres bolas blancas, tres bolas rojas
y dos bolas negras. Se extraen dos bolas sin reposi-
cion. ¢Cudl es la probabilidad de obtener las dos
bolas negras? ¢Y sila extraccion es con reposicion?
Sol.: 2 , o
28 ' 16
En un trayecto de metro utilizamos dos escaleras
mecdnicas A y B. La escalera A estd averiada uno
de cada diez dias; la escalera B, uno de cada siete,
y las dos escaleras se averian independientemente.
Halla la probabilidad de que al efectuar un viaje:

a) Como minimo haya una escalera averiada.
b) No haya ninguna escalera averiada.

.¢) Haya exactamente una escalera averiada.

Sol.: a)i; b)gz; c)i

35 35 14

Efectuamos dos extracciones con reposicion en una

caja que contiene tres bolas numeradas del 1 al 3.

¢ Cudl es la probabilidad de que la bola 3 salga como
minimo una vez? Justifica tu respuesta.

SOI.:l 2
9

Lanzamos seis veces dos dados. ;Cual es la pro-
babilidad de conseguir como minimo un as doble?

Sol.: 0,1555

En una caja tenemos tres bolas blancas numeradas
del 1 al 3 y cinco bolas negras numeradas del 1 al 5.
Se extrae una bola y se consideran los sucesos A:
bola blanca y B: nimero mds pequefio o igual que
dos. ¢ Son independientes los sucesos Ay B?

11. Probabilidad

43.

44,

45,

46.

47.

Tres chicos y dos chicas se colocan en una mesa cir-

cular. Calcula la probabilidad de los sucesos A: las

dos chicas se sientan juntasy B: las dos chicas no se

sientan junias.

1 1

Sol.: P(A) = —; P(B) = —

(A) 5 (B) >

La tabla siguiente muestra el nimero de alumnos de

un centro escolar matriculados en cada una de las
modalidades del Bachillerato:

CcT Cs A

Chicos 164 92 50
Chicas 228 97 73

a) Halla la probabilidad de que, al escoger un es-
colar del centro al azar, éste sea un chico que
cursa la modalidad de Humanidades y Ciencias
sociales.

b) Halla la probabilidad de que, al escoger un
alumno al azar, éste curse la medalidad de Hu-
manidades y Ciencias sociales, sabiendo que es
un chico.

" Sol.: a) 0,1307; b) 0,3007

El 80 % de las personas que este verano subieron al
Aneto eran espainoles y el 60% de éstos tenian
menos de 30 anos. De los que no eran espafoles, el
30 % tenia mas de 30 afos. Escogida una persona al
azar, se pide:

a) Sino es espaiol, /cudl es la probabilidad de que
tenga menos de 30 afos?

b) Si es espanol, jcuél es la probabilidad de que
tenga mas de 30 afos?
¢) ¢Cual es la probabilidad de que tenga mas de 30
anos?
Sol.:a)0,7; b) 0,4; ¢) 0,38

Al llamar a la centralita telefénica de una oficina, la
probabilidad de que esté comunicando es 0,3 y la pro-
babilidad de que el telefonista nos diga que la ex-
tension que pedimos comunica es 0,2. Calcula la
probabilidad de que consigamos comunicar. con

la extensién deseada.
Sol.: 0,56

Se extraen dos cartas de una baraja espafnola de
40 cartas en dos extracciones consecutivas. Sean los
sucesos A;: la primera es figura; A, la segunda es
figura; B,: la primera es de oros; B,: la segun-
da es de oros. Halla la probabilidad de los sucesos
A NA,y B N B,en estos casos:

a) Hay reposicion de la primera carta.
b) No hay reposicion de la primera carta.

9 1
Sol:a) PA, NA) = — , P(B, NB,) = —;
ol:a) PIA N A) = 355 PBL N By) = 4g
b) PA NA) - 1 p@,NB,) = =

PR gt T TR T 52



48.

49,

50.

51.

~ B2,

53.

A unas jornadas cientificas asisten 100 cientificos,
de los cuales, 80 hablan inglés y 40, aleman. ¢;,Cual
es la probabilidad de que elegidos dos cientificos al
azar no puedan entenderse sin intérprete?

Sol.: 0,2424
Dos sucesos A y B son independientes. Sabiendo
que P(A) =0,92y P(B) =0,18, calcula P(AN B). ;Son

independientes los sucesos Ay B?

Sol.: 0,0656

Un estudiante de Gepgrafia busca una piramide de
poblacién en tres manuales. La probabilidad de que
la encuentre en el primero, el segundo o el tercer ma-
nual es, respectivamente, 0,5, 0,6 y 0,7. Halla la pro-
babilidad de que la encuentre:

a) Solo en un manual. 7
b) Exactamente en dos manuales.
c¢) Enlos tres manuales.

Sol.: a)0,29; b) 0,44; ¢) 0,21

La probabilidad de que un hombre y una mujer de
18 afnos vivan 50 afos mas es 0,6 y 0,7, respectiva-
mente. Calcula la probabilidad de que:

a) Ambos vivan 50 afios mas:
b) Viva solo la mujer.

¢) No viva ninguno de los dos mas de 50 ahos.

Sol.: a) 0,42; b) 0,28; ¢) 0,12

A un-paciente se le éplican tres sueros, independien-
temente, con probabilidades de éxito 0,9, 0,95 y 0,92.

" Halla la probabilidad de que el paciente sane.

Sol.: 0,9996

Los datos de votantes en las Ultimas elecciones co-
rrespondientes a una determinada ciudad muestran
que el 73,5% de los hombres censados ejercié su
derecho a voto, mientras que el porcentaje de muje-
res censadas que no lo ejercié fue del 42,9%. El
censo de esta ciudad esta compuesto por un 48 %
de hombres y un 52 % de mujeres.

De entre todas las personas censadas, escogemos
una al azar. Calcula la probabilidad de que esta per-
sona:

a) Haya votado.
b) Haya votado y sea hombre.

¢) Sabiendo que ha votado, sea mujer.

Sol.: a) 0,6497; b) 0,3528; ¢) 0,4570

54.

55.

586.

57.

58.

59,

En un pais se sabe que una de cada 145 personas
tiene una determinada enfermedad. En este mismo
pais se dispone de una prueba para detectar la
enfermedad, bastante fiable, pero no del todo se-
gura. Concretamente, si un individuo tiene la enfer-
medad, la prueba da positiva en un 96% de los
casos, mientras que si no la tiene, la prueba da po-
sitiva en un 6% de los casos. Si un ciudadano se
hace la prueba y el resultado es positivo, ¢cual es la
probabilidad de que el d|agnost|co sea erroneo?
Sol.: 0,9

En un plato hay 20 cerezas, 4 de las cuales estan pi-
cadas. Una de ellas se cae en otro plato que conte-
nia 6 cerezas picadas y 18 sanas. Si cogemos, al
azar, una cereza del segundo plato, calcula la proba-
bilidad de que:

a) Haya caido una cereza picada, sabiendo que la
gue hemos cogido del segundo plato estaba pi-
cada.

b) Haya caido una cereza sana, sabiendo que la
que hemos cogido del segundo plato estaba pi-
cada.

Sol.: a) 0,2258; b) 0,7742

Se tiene una baraja espaiiola completa y otra baraja
de 4 cartas con los cuatro reyes. Se escoge al azar
una carta de la baraja de 4 cartas y se introduce en
la baraja completa. Calcula la probabilidad de que al
extraer una carta de esta ultima baraja sea el rey de
espadas.

Sol.: 0,0255

Una fabrica produce tres tipos de boligrafos diferen-
tes, A, By C. El nimero de unidades producidas de
cada uno de ellos es el mismo y salen defectuosos
un 15 %o de todos los de tipo A, un 3%. de todos los
de tipo By un 7 %. de todos los de tipo C. En un con-
trol de calidad se detecta el 70 % de todos los holi-
grafos defectuosos de tipo A, el 80% de los de tipo
By el 90% de los de tipo C. Los boligrafos defectuo-
sos detectados en ese control se tiran. Si cogemos al
azar uno de estos boligrafos defectuosos que se ha
tirado, halla la probabilidad de que sea de tipo A.

Sol.: 0,5469

Accede a la pagina www.ugr.es/~jsalinas/bayes.
htm y utiliza la calculadora de Bayes para comprobar
los resultados obtenidos en las actividades 54 y 55
de esta unidad. ’

Accede a la pagina www.isftic.mepsyd.es/w3/re
cursos/bachillerato/matematicas/probabili
dad/index.html, donde encontraras explicaciones
muy amenas sobre probabilidad. Realiza las activi-
dades interactivas para el alumno.




