ety Sistemas de ecuaciones lineales

2° Bachillerato

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Introduccidn

Partimos de que hemos estudiado las matrices y determinantes.

Una expresion de la forma a x, +a,X, +...+a,X, =b es una ecuacion lineal con n

incognitas.

Los nimeros a; se llaman coeficientes; y a “b” se le Ilama termino independiente. La linealidad
viene dada por que las incognitas “x;” tienen exponente 1 y no se multiplican entre si.
Se llama solucidn de esta ecuacién a cada una de las n-tuplas valores de los x;, que hacen que

se cumpla la identidad.

Decimos que dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

1.1 Sistema de ecuaciones lineales. Soluciones.

Asi un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es un conjunto de igualdades de la

X X, +o 8, X, =y E,
Ay X + 80X, +.+ 3, X, =0, E,

2n*n

forma:

a X +a X +..+a,.X =b, E

m

Las incognitas son X, X,,..., X, ; también utilizaremos x, y, z, t, ....

Los coeficientes son las ajj, que es el coeficiente de la incognita x; de la i-ésima ecuacion.
Los términos independientes son los b;
Diremos que una n-tupla (sy, S,...,sn) €S una solucion de un sistema de ecuaciones
lineales cuando al sustituir las incognitas por los nimeros s; se verifican todas y cada una de las

igualdades.

Resolver un sistema de ecuaciones es hallar todas sus soluciones.

Poner un ejemplo
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1.2 Tipos de sistemas de ecuaciones lineales.

Los sistemas de ecuaciones pueden clasificarse segin dos criterios.

1) Segun el valor de los términos independientes seran:

Homogéneos, cuando todos los términos independientes sean nulos.

2x+y=0

Ejemplo:
{SX -7y=0

No homogéneos, cuando algun término independiente es no nulo.

X+y+z=0
Ejemplo: 2X—y =2
X—y+3z=1

2) Segun el numero de soluciones que tenga. Un sistema de ecuaciones puede tener una

solucion Unica, multiple o no tener solucion:

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO S.C.D. si tiene una Unica solucién

X—2y+3z=0
Ejemplo: < 2x+y—-z=3 Solucion (1, 2, 1)
X+2y-52=0

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO S.C.I. si tiene infinitas soluciones.

X—2y+3z2=0 5 3.7
Ejemplo: { 2x+y—-z=3  Solucion (_Ta +5 d ,aj (nota: E3=E;+E))
3Xx—y+2z=3 aeR

SISTEMA INCOMPATIBLE S.1I. si no tiene solucién.

X—2y+3z=0
Ejemplo: 1 2x+y—z=3 no tiene solucidn. (nota: Es=E,-2E;, para los primeros
oy—r7z=7

términos pero no para los términos independientes).

Clasificar un sistema por este criterio se denomina DISCUTIR el sistema.
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1.3 Expresiones de los sistemas de ecuaciones lineales.
Podemos expresar un sistema de 3 formas diferentes:

X +apX, +ta X, = bl
Ay % + 80X, +..+ 8y, X, =D,

1) General
A, X +a,,X +...+a, X, =b

ail a12 a:Ln Xl bl a11 a12 ain bl

aZl a22 e aZn . X2 _ bZ A* _ a21 a22 e a2n bZ
2) Matricial B

a'ml am2 amn Xn bm a'ml a'm2 a'mn bm

— —_—
Matriz de coeficientes Matriz de  Matriz de Matriz ampliada

incognitas  tnos.indep.

simbdlicamente AX=B

De forma maés abreviada y para su resolucién por Gauss se suele utilizar la matriz
ampliada A*.

3) Vectorial C; X +C,X, +..+C X, =B
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X + X+t a X, =b

TEOREMA DE
ROUCHE-FROBENIUS
Un sistema es compatible
& ran(A)=ran(A*)

METODO DE GAUSS

a; a, a, | (X b,
Ay X + 3K, +.+ X = bz A Ay Q0 X b, C1X1 +C2X2 +..+ Can =B
a'm1X1 + am’)x’) + e + amn Xn = bm aml am2 amn Xn bm
Estandar Matricial Vectorial
los b= -
todos losb=0 ™1 S oGENEOS
EXPrESIONES valor de los by
s NO HOMOGENEOS
algun p;=
existencia SISTEMAS DE clases 9 !
——— ECUACIONES [
Soluciones§ L|NEALES
no | INCOMPATIBLES
una
DETERMINADOS
soluciones COMPATIBLES
., Si
resolucion INDETERMINADOS
infinitas
[ |
METODO MATRICIAL REGLA DE CRAMER

ESCALONAR LA
MATRIZ AMPLIADA

RESOLVER LA ECUACION

MATRICIAL AX=B
MEDIANTE X=A"'B
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2. Teorema de Rouché-Frobenius. Sistema compatibles

El teorema de Rouché-Frobenius nos da la condicidn necesaria y suficiente para la
existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.

Teorema de Rouché-Frobenius:

“Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es compatible ( tiene solucion) si, y solo

si, el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el rango de la matriz ampliada.”

Sistema compatible <> ran(A)=ran(A*)

Demostracion:

=) Sea S un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es compatible = existe al
menos una solucion sy, Sy....., S,. Tomando la expresion vectorial del sistema

S= Cx+CX% +..+C X, =B sisy, sy,...., sp. essolucion de S < C§ +C,8, +..+Cs, =B
< B es combinacion lineal de C,,C,,...C, < ran(C,C,,..,.C,)= ran(C,GC,,..,.C,,B)
< ran(A)=ran(A*)

<) Si ran(A)=ran(A*) la tltima columna de la matriz ampliada es combinacion lineal de las

restantes columnas, ya que cualquier menor principal de A* lo es a su vez de A < existen n
nUMeros sy, Sy, ...., sy talque C;S, +C,8, +...+C S, =B « sy, 5,,...., sp. €s solucion de S.

En la discusion de un sistema de ecuaciones lineales utilizamos las consecuencias que se

deducen de este teorema, siendo n=n° de incognitas:

e Siran(A)#ran(A*) entonces el sistema es incompatible (S.1.)
e Si ran(A) = ran(A*) entonces es sistema es compatible y si ademas
ran(A)=ran(A*)=n entonces es un sistema compatible determinado (S.C.D.)

ran(A)=ran(A*)<n entonces es un sistema compatible indeterminado (S.C.1.) con

n-ran(A) grados de libertad.
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2X+3y—4z=2
Ejemplo: Clasificar: < x— y— z=1
X+2y+ z=0
2 3 -4
Calculemos el ran(A) |1 -1 -1=-16#0 = ran(A)=ran(A*)=n=3 = SCD
1 2 1
X—-2y+3z2=0
Ejemplo: Discutir: < 2x+y—-z=3
3X—-y+2z=3
1 -2 3 1 _>
Calculamoselran(A) 2 1 -14=0 vy ‘2 1 ‘=5¢0 = ran(A)=2
3 -1 2

Calculamos el ran(A*) partimos del menor de orden 2 no nulo, anterior y lo orlamos con

la columna 2 nos da el det(A) que ya hemos visto es nulo, asi que probamos con la columna de

1 -2 0
términos independientes: 2 1 3 =0 = ran(A*)=2.
3 -1 3

Luego ran(A)=ran(A*)=2<n=3 = S.C.I. con un grado de libertad.

X—2y+3z=0
Ejemplo: Discutir: < 2x+y—-z=3
oy—rz=7
1 -2 3 1 _2
Calculamoselran(A) 2 1 -1/=0 vy ‘2 1‘:5;1:0:>ran(A):2
0 5 -7

Calculamos el ran(A*) partimos del menor de orden 2 no nulo, anterior y lo orlamos con

la columna 2 nos da el det(A) que ya hemos visto es nulo, asi que probamos con la columna de

1 -2 0
términos independientes: 2 1  3=20-#0 = ran(A*)=3.
0 5 7

Luego ran(A)#ran(A*) = S.1.
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2X—5y+4z+u=-3
Ejercicio 1: Estudiar la existencia de soluciones del sistema siguiente: { x—2y+z—-u=5
X—4y+6z+2u =10

Solucién: ran(A)=ran(A*)=3<n=4 = S.C.I. con un grado de libertad.

ax+y=a’
X+ay=1

Ejercicio 2: Discutir el siguiente sistema en funcion del parametro “a”: {
Solucion: |[A=a”-1
e Sia=tl,entonces ran(A)=ran(A*)=2=n = S.C.D
e Sia=lran(A)=ran(A*)=1<n=2 = S.C.I.
e Sia=-1ran(A)=1#ran(A*)=2 = S.l.
Ejercicio 3: Estudiar la existencia de soluciones del sistema de ecuaciones lineales dependientes

2x+y-2=0

(P2

del pardmetro “a” <ax—y—-z=a-1
3Xx—-2az=a-1

Solucion: |Al=2a”+4a—6 =2(a—1)a+3)
e Sia=-3y a=l,entonces ran(A)=ran(A*)=3=n = S.CD.

e Sia=-3, entonces ran(A)=2y ran(A*)=3 = S.I.

e Sia=1, entonces ran(A)=ran(A*)=2<n=3 = S.C.I.

X+y+z=2

. i . ) , ) X+2y—-32=8

Ejercicio 4: Discutir el sistema segtin los diferentes valores de “a”: 1
ax—y-z=

X—y+z=-2

Solucion: Si ran(A*)=4 entonces es S.l. Como |A*| = —8(a— 2) tenemos:

e Sia=2,entonces ran(A)=3=ran(A*)=4 = S.I.

1 1
e Sia=2, como 2 —3=-8%0 entonces ran(A): ran(A*)=3=n= S.C.D.
-1 1
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3. Métodos de resolucion de sistemas.

Recordemos que para resolver los sistemas, podemos transformarlos en otros
equivalentes mas simples, entendiendo por sistemas equivalentes dos sistemas que tienen las

mismas soluciones.

Las transformaciones que podemos realizar para transformar un sistema en otro

equivalente son:
e Intercambiar de orden 2 de sus ecuaciones.
e Intercambiar de orden 2 de sus incognitas.
e Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un mismo nimero.
e Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de ella con las otras.

Existen tres métodos para la resolucién de sistemas de ecuaciones:

3.1 Método de Gauss

El método de Gauss es una generalizacion del método de reduccion conocido para

sistemas de 2 6 3 incdgnitas. Y la estrategia es la ya conocida y utilizada para matrices.

A X+ X+ A X, = b1

Ay X + 80X, +.+ 8, X, =D,

Consiste en, partiendo del sistema transformarlo en

A Xy + A%+ + 8, X, =D,

A X + A X, o+ A X, =b1

_ a'y, X, +..+a',, X, =b, .
otro equivalente de la forma: (forma escalonada del sistema)

]
mm-n

a Xy +eet @'y X, =0’

; 8, .. &, b

Ay Ay o

n

Si utilizasemos la forma matricial ampliada el proceso es

a a

ml m2 mn

similar a escalonar A*, como lo hemos hecho para el célculo de rangos.
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Para discutir un sistema escalonado (todas las ecuaciones son linealmente
independientes) nos fijamos en la Gltima ecuacion:
e Siesresoluble el sistema es compatible si ademas
El n° de ecuaciones = n° de incégnitas es S.C.D. (ax;=C)
El n° de ecuaciones « n° de incognitas es S.C.I. con n°® de incognitas - N° de ecuaciones
grados de libertad (0x;=0)
e Sino es resoluble (0=C)
En el caso de SCD la solucidn se obtiene por sustituciones sucesivas ascendentes, de la
ultima ecuacion obtenemos una incognita que sustituimos en la inmediatamente superior de
donde se obtiene otra que a su vez, junto con la primera, se sustituye el inmediatamente superior

y asi sucesivamente hasta llegar a la primera.

X—2y+3z=0
Ejemplo: Resolver: { 2x+y—-z=3
X+2y—-52=0

x—2y+32:0E . X=2y+3z=0 1 [x-2y+3z=0 X—2y+3z=0
4

2_2 1

2X+y—-2=3 = 5y—7z:3E:E y—22:OE:5E y—-2z=0
Xx+2y-5z=0 | 4y-82=0 | b5y-7z=3 37=3
DeE; = z=1

De E; = y-2=0 = y=2
DeE; = x-4+3=0 = x=1
Solucién del sistema (1, 2, 1)

1 -2 3 0 1 -2 3 0 12 3 0
Matricialmenteseria |2 1 -1 3|=|0 5 -7 3|=|0 1 -2 0] yluego
1 2 -50 0 4 -80 00 3 3

la resolucion es como arriba:

X=2y+2=0

Ejercicio 5: < —2x+5y—-z=5
X+y+-22=-3

Solucion: (1, 2, 3)
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3X—-y+z=3
Ejercicio6: < —-y+z=1
X=2y—2=2

Solucién: (6/9, -7/9, 2/9)
Para resolver en el caso de S.C.I. dependiendo de r parametros, pasamos r variables al 2°

miembro, y resolvemos como en el caso anterior.

3X—-7y+2z=0
Ejemplo: <—2x+2y-z=3
X—5y+2=3
3X-7y+2z=0 X—-5y+z=3 £ 2t X_5y+2=353+52 X—-5y+z=3
Solucion: < —2x+2y-z=3 = 3x—7y+22=0E§2>E1 8y-z=-9 = {8y-z=-9
X—-5y+z=3 —-2X+2y-7=3 -8y+z=9 0=0

= S.C.I. dependiendo de un parametro, pasamos una variable al 2° miembro y realizamos un

. . . X—-5y=3-«
cambio z=a y resolvemos mediante sustitucién ascendente:
8y=a-9
De E2 = X = ﬂ
DeE; = y= a9
8
Soluciones del sistema : [_3a8_21’ agg, aj son infinitas soluciones.
aeR
Ejercicio 7: Discutir y resolver X-z=-y
icio 7: Discuti Ver:
y Z=6+5y
Solucién; (6+4a, a, 6+5aj
aeR
2X—-y+2=2 ot 16
Ejercicio 8: Discutir y resolver: { 3x+y+z=0 Solucién: (_T%t)
3x—4y+2z=6 (<R
X—y+z-t=1
Ejercicio 9: Discutir y resolver: { 2x+y—z+4t=5 Solucion: (2—p,1+a-28, a, 'B)%EE
X+2y—-2z+5t=4
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2X—-y+2=2
Ejemplo: { 3x+y+z=0
3X—4y+2z=1
2X—-y+2=2 . 2X—y+2=2 e 2X—y+2=2
Solucion: < 3x+y+z=0 E:>1 X+2y=-2 = < x+2y=-2 esS.L
3x—4y+2z=1  |-x-2y=-3 0=-5
X—2y+3z=-3
Ejercicio 10: Discutir y resolver: 2X+y=2 Solucion S.1.
—-X—8y+9z=3

Ejercicios de planteamiento.

3.2 Meétodo de la matriz inversa

Este método consiste en expresar el sistema en forma matricial A.X=B y despejar la

matriz X, siempre que exista A™: X=A".B

3.3 Regla de Cramer

Definicion: Un sistema de ecuaciones lineales con n incdgnitas se dice que es Cramer <

. =0

e n°de ecuaciones = n° de incognitas

Esto quiere decir que el sistema tiene que ser compatible determinado. También se
pueden resolver por Cramer los sistemas compatibles indeterminados, introduciendo los
parametros necesarios, como veremos con un ejemplo.

La solucion de un sistema de Cramer se obtiene de la siguiente forma:
“El valor de cada incognita es el cociente de dividir el determinante formado por la matriz de los
coeficientes sustituyendo en ella la columna correspondiente a los coeficientes de la incognita
buscada por la columna de términos independientes, por el determinante de la matriz de los

coeficientes.”
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X
B e ttax =h [ G Sl (R El
Sep )2 T Yo Tt B Xy =By 1 A o G | | K :
a,X +a,X, +..+a, X =h, a, a, .. a,/)\Xx b,
< AX=B (como [A|=0 = JA™) = X=A"B sabemos que
Ay Ay
Ar Ay A X K:' IN K\' b,
i(AY : X kvl ha |1 p
Al = Ad|J'£IA) :ﬁ A, A, A luego 2 | _ |A| |A| |A| 172 ] de aqui
Ain A2n Am Xn h Azn ﬂ bn
AIA A
obtenemos los valores de cada incdgnita, asi
gesartrollo b1 a12 ain
blA11_|_b A21+ +b A1 determmanteib a,, a,,
l |A| por la |
olimna
n an2 ann
a11 b, .. a,
_bA,+b A+ +b A, 1Ay b o
anl bn ann
&y 8, o B
_bA DA DA, TR Ay b,
a, a, .. Db
X—Yy+5z2=13
Ejemplo: Resolver el sistema: {3x—2y+z =12
X+y+2z=9
Solucion: primero hay que ver si es de Cramer. Det(A)=25#0.
Aplicamos la regla:
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13 -1 5
12 -2 1
9 1 2 100
e X= = =4
25 25
1 13 5
12 1
1 9 22 25
[ y:—:—:l
25 25
1 -11
-2 12
1 1 9] 50
o I=——"T=—=2
25 25

Solucién del sistema (4, 1, 2)

X—-y+z=7
Ejercicio 11: Resolver: < x+3y—2z=0
2X+2y—2=2

Solucion: det(A)=2, solucién del sistema (5/2, -7/2, -4)

Ejemplo de resolucion de SCI por Cramer:

X—-2y+2=3
Resolver: 12x—3y—-2z=5
x—3y+5z=4
1 -2 1 1 _2
2 -3 -2=0y|, _3‘=1¢0 = ran(A)=2
1 -3 5
1 -2 3
Orlando el menor de orden 2 para A* 2 -3 5/=0 = ran(A*)=2
1 -3 4

Luego el sistema es compatible indeterminado dependiendo de un parametro. Observando el

menor de orden 2 # 0, vemos cuales son las ecuaciones linealmente independientes, y por tanto

X—2y=3-«
el sistema es equivalente a y que podemaos resolver por Cramer:
2X—-3y =5+2«
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3—aa -2 ‘l 3—«a
5+2a -3 2 5+2a
—ﬁ—70{+1 y—ﬁ—4a—l
2 -3 2 -3

Soluciones del sistema: (7o +1, 4a —1, c)

aeR

3X-7y+2z=0
Ejercicio 12: Resolver < —2x+2y—-z=3
X—-5y+z=3

Soluciones del sistema (—305—21, a—9, aj
8 8 aeR

4. Sistemas con parametros

Un sistema lineal es dependiente de uno o mas parametros si alguno de sus coeficientes o
términos independientes es variable.

Para discutir estos sistemas de ecuaciones lineales se emplea sobre todo el teorema de
Roucheé-Frobenius.

Su resolucién se hace como un sistema normal para cada caso.

Si estudiamos los rangos por Gauss es recomendable arrinconar el parametro en la ultima

ecuacion.
. N . X—3y=2
Ejemplo: Discutir y resolver cuando sea posible
2x+ay=>5
Solucion: y = y
2x+ay=5 (a+6)y=1
e Sia=-6 = S.l. no hay solucion
e Sia#-6 = S.C.D. solucion: (2a+15’ L) son infinitos sistemas cada uno con una
a+6 a+6

solucion Unica.
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ax+y+z=1
Ejercicio 13: Discutir y resolver: { 4x+ay+2z=a
8Xx+4y+2az=2a

Solucién: det(A)= 2(2-a)%(a+4)
e Sia#2ya#4 = ran(A)=ran(A*)=3=n° incognitas = SCD
e Sia=2 ran(A)=ran(A*)=1 < n°incégnitas=3 = SCI

e Sia=-4 ran(A)=2#ran(A*)=3 = SI

X+2y=3
Ejercicio 14: Discutir y resolver: ¢ 2x—y =1
4x+ky =7

Solucioén: si k#3 = S.1., sik=3 = S.C.D (1,1)

5. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones es homogéneo cuando todos los términos independientes son

nulos
X+y—-z=0
Ejemplo: < 2x+3y—-2z=0
-X+3y+4z=0

Es evidente que estos sistemas tienen al menos una solucion (0,0,0) conocida como
solucion trivial. Por tanto todos son sistemas compatibles.

Lo interesante es que tengan mas soluciones es decir que sean SCI. De echo hay autores
que no consideran la trivial como una solucién y por tanto dicen que un sistema homogéneo
tiene solucion solo cuando es SCI.

Se resuelven de forma similar a los generales.

2X+3y-2=0 2x+3y-2=0

Ejercicio 15: Resolver a) ¢ x+y+2z=0 b) ¢ x+y+2z=0
—-X—-72=0 —-X+2y+22=0

X+y-z=0 X+y+z=0

Ejercicio 16: Resolver a) ¢ 2x+3y—2z=0 b) {2x-y+z=0
~4x—-Ty+4z=0 y+2z=0
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