MATEMATICAS 11 1

m Determinantes

DEFINICION DE DETERMINANTE

Consideramos el cuerpo de los numeros rélgsel conjunto de matrices cuadradas s@rev,(R).

Vamos a asociar a cada matriz cuadrada un numakoquee se denomina el determinante de A y se denot

por det(A) ol Al.
M, OC-R

A O0-|Al
El determinante de una matriz cuadrada de ordenllamadeterminante de orden.n

Los determinantes constituyen una herramienta rotgnpe y eficaz en numerosos problemas geométyicos
algebraicos.

Determinantes de orden 2

a21 22

a a
A :( ) 12] - 1Al = det(A) = 8,,8,, ~ 84,8,

Ejemplos
—12 = = - = —1: . —_— . - =
), o =(D-3-2 (4=3+8=5 ‘Dz 3‘ 3.3-0.(-1)=9

Determinantes de orden 3

Los determinantes d&den tres se definen como:
~|Al'= 81189853 T 8138585, +8,,85385 T 81385,85 T 81,8,5385, T 8338,,8,,

Pierre Sarrus establecié una regla para calcudaddterminantes de orden 3.

Los términos con signo + estan formados por
los productos de los elementos de la
diagonal principal y los de las diagonales
paralelas con su correspondiente vértice
opuesto

1 13
A= 23
31 2 933
Ejemplos
1 2 3
a)-1 1 0/=1-1.2+(-1)(-1)-3+2-0-2-2
2 -12
121

Los términos con signo — estan formados
por los productos de los elementos de la
diagonal secundaria y los de las diagonales
paralelas con su correspondiente vértice
opuesto

+1-32(1)-2-(1)-0-1=2+3 -6+4 =3

b)2 1 4[=1-1-2+2-1-1+2-4.3-1-1-3-22-2-1-4-1=2+2+24-3-8-4=13

312
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JMre  Determinantes MATEMATICAS I 2

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1. El determinante de una matriz cuadrada coincideetde su traspuestaA = OA' O
Ejemplo:
-1 2‘ -1 -4

UAL=
2 3

=-3+8=5 DA‘D:‘ ‘=—3+8=5

2. Si permutamos dos filas (o columnas) de una matrideterminante cambia de signo.

Ejemplo:
121 214

OAC= |2 1 4/ =2+2+24-3-8-4=13 [BIF|1 2 1|=8+4+3-24-2-2=-13
312 312

3. Si multiplicamos una fila (o columna) por un numkroel determinante de la matriz queda multiplecad
por dicho ndamero.

Como consecuencia de esta propiedad, SiM, y kR - [k - A= K'-0AO

Ejemplo:

-1 2

OAC=
b

-2 4 -2 4
=5 OB= =-6+16 =10 2 - AlF =-12+32=20
-4 3 -8 6
4. El determinante de una matriz es cero si:

a) Tiene dos filas (o columnas) iguales.

b) Tiene dos filas (o columnas) proporcionales.

c) Tiene alguna fila (o columna) de ceros.

d) Siuna fila (o columna) es una combinacion lineabttas filas (o columnas).

o El inverso de esta propiedad también se cumplégees, si un determinante es nulo hay una
combinacion lineal en sus filas (o columnas).

Ejemplo
3 4 -1
IAl=| 7 3 0| =-9-7-12+28=0; la1?fila es combinacion lineal de las otras dos (F, =F, +F,)
-4 1 -1
340
IBl=| 6 8 0| =24-24=0;la1?y 2*fila son proporcionales (F, =2-F)
111

5. El determinante de un producto es igual al proddettos determinantes:
CA-B= DAD-0BO
Ejemplo:

-1 2 -4 6
OAC= =5 [B[F =6 — OA-BLF 19 =-36+66 =30

-13

Leiza H.



JMre  Determinantes MATEMATICAS II 3

6. Si una fila (0o columna) de una matriz se puedercateponer como suma de dos sumandos, el

determinante es igual a la suma de dos determmaetéas matrices que se obtienen de A sustituyendo
dicha fila (o columna) por la fila formada por efinper sumando y por el segundo sumando,
respectivamente.

all + I:)11 a12 I:)12 a13 + b13 a11 a12 a13 bll b12 bl3
a'21 a22 a23 = a21 a22 a23 + a21 a'22 a23
a31 a32 a33 a31 a32 a33 a31 a32 a33
Ejemplo:
-12 . -1 2 -1 2| [-12
OAC= =-5+10=5 ; Descomponiendo en dos: = +
-5 5 -4-1 3+2| |-4 3| |-12
-10 , 2-3 0 2 0] |I-.8 0
B+ =-3 ; Descomponiendo en dos: = + =6-9=-3
13 -1+2 3| |-1 3 2 3

Si a una fila (o columna) le sumamos una combimelii@al de otras filas (o columnas), el determiean
no varia.

o0 En la combinacion lineal no tienen por qué figuoatas las restantes filas (o columnas); de heaho, n
es habitual que ello ocurra.

Ejemplo:
-3 10
OACF -2 0 1| =1+2+6=9
1 21

Sumamos a la fila F3 la combinacién lineal F, — F,, es decir, sustituimos F; porF3 + F, — F,

310 310
-2 0 100 R03[-2 0 1[=9
121 030

Sumamos a la columna C; el doble de Cs, es decir, sustituimos C; por C; + 2 Cg

310 310
2 0 1|/0gQdga~|0 o0 1]/=9
030 030

o Es importantetener en cuenta que la fila (o columna) a la gumeasnos (o restamos) la combinacion
lineal no se puede ver multiplicada por ningin nnei cambiada de signo, porque entonces si que
varia el determinante.

Ejemplo:
OAC= =2+2+24-3-8-4=13

w N e
R RN
N AP

Si sustituimos la fila F; por la combinacién 3 - F; — F3:

121 051
DACE |2 1 4|00 00|21 4/=39
312 312

Leiza H.
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MATEMATICAS 11

CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDEN n

4

3.1. METODO de GAUSS para calcular determinantes de  cualquier orden:

La propiedad “un determinante no varia si sumamoasaalinea otra paralela multiplicada por un narhero

nos permite hacer ceros para conseguir el detentairte una matriz triangular.
El determinante de una matriz triangular es igbpt@ducto de los elementos de la diagonal.

Es importante tener en cuenta

0 La linea a la que sumamos la combinacion linease@uede ver multiplicada por ningln nimero, ni

cambiada de signo, porque entonces varia el detante.

o Al permutar dos lineas el determinante cambia gieosi

Ejemplos

1. Aplicar el método de Gauss para calcular el determinante de cada matriz:

121 121 121
a)A=|-14 -3 DEHB-106 2|00000-106 2| >|A[=0
0 3 -1 03 -1 2 000
111 11 1 11 1
bB=|5 3 4| ORI H-|0 -2 1| 0BTFQ.|0 2 -1| - |B|=-6
-20 2 02 4 00 3
180 180 -1 00
c0C=2 1 4/00QR00G|1 4 O0|0FHLO-|1 4 0|—>|C|=-16
1-34 1-34 1 -3 4
11-11 11 -1 1 11 -1 1 11 -1
20 -4 0 0 -2 -2 -2 01 2 0 01 2
d) | D| = nfspsganen 0 O - 0 N
)||2221525:§1004— A R e A
121 1 01 2 0 0 -2 -2 -2 00 2
11-11 11-11
012 0 0120
0 B 0 =6
00 2 2 AHETlh o 2 o
00 4 - 000 3
10 -2 4 10 -2 4 10 -2 4
20 3 1 00 7 -7 01 3 -8
e) |E| = nspsganes O HEin. - (-7
)||o421gﬁﬁ10421 HE: ()001—1
21-10 01 3 -8 04 2 1
10 -2 4 10 -2 4
_ 01 3 -8|_ .. 01 3 -8
OBHD. 7 O B8P 7 =7-23=161
00 -1 00 1 -1
0 0 -10 33 00 0 23

Leiza H.



JMre  Determinantes MATEMATICASII 5

3.2. METODO de LAPLACE para calcular determinantes  de cualquier orden:

Sea A M,, matriz cuadrada de orden n.

* Se llamamenor complementarialel elemento ade una matriz A al determinante de orden n —€ qu
resulta de suprimir la fila i y la columna j dentatriz A. Se designa por;M

* Se llamaadjunto del elemento ade una matriz A al valor: Aij = 1y M;; .

. . . . |+ si i+ es par
Es decir, el adjunto dg as el menor complementario “con signo™ . J p
- si i+j es impar

Ejemplos
121

SeaA=|2 1 4
312

El menor complementario del elemento a,; es el determinante que la matriz de orden 2 que se obtiene al
eliminar de A la fila 2 y la columna 3:

12

=1-6=-5

12
Menor del elemento a,3: M,, =‘ ‘

31
Adjunto del elemento ay3: Ags = (<1)° ">+ Mpz =—(-5) =5

Los restantes menores con sus correspondientes adjuntos son:

14 2 4
M,, = =2_4=_2 M,, = =4-12=-8
A=|2 14 12 A=|21 4 32
12) Ap=(E1)tt My =-2 312 AL=(1'? Mp=8
21 2 1 21
M,, = =2-3=-1 M,, = =4-1=3
A=2 1 31 A= 1 12
31 12

Az = (—1)2 ot Mp; = -3

11 21 2 4
M,, = =2-3=-1 M,, = =8-4=4

A= 32 A= 14 14
Ay = (-1)7"% Mp=-1  An=(-1)°" My =4

1 1 11 12 12
M,, = =4-2=2 M,, = =1-4=-3

A= 2 4 A=|2 1 21
Ap=(-1)>"? Mg =-2 Ag=(-1)*"" Mgz =-3

METODO de LAPLACE «El determinante de una matriz cuadrada es iglaasama de los elementos de una
fila (o columna) cualquiera multiplicados por sdguatos correspondientes».

El determinante de una matriA es igual a la suma de los productos de los elesetd cualquier fila (o
columna) por sus correspondientes adjuntos.

En el caso de una matriz de orden 3, desarrollandieterminante por los elementos de la primeagesi

|A| = a11"6‘11 +a, 'A12 +ta, 'A13

Leiza H.



JMre  Determinantes MATEMATICAS I 6

121
a) Calcular (2 1 4
312

Desarrollando el determinante por los elementos de la primera fila, obtenemos:

121
14 2 4 21
214 =1-‘ ‘—2-‘ ‘+1-‘ ‘= (2- 4)- 2(4-12)+ (2- 3)=-2+16-1=13
12 32 31
312
10-24
20 3 1
b) Calcular:
04 2 1
21 -10

Conviene desarrollar por una linea que contenga el mayor nimero de ceros posibles.

Desarrollando el determinante por la segunda columna, obtenemos:

10 -2 4
1 -2 4 1 -2 4
20 3 1 ver w
=4.(-*2{ 2 3 1/+1C1"?{ 2 3 1=-4-35x 21= 161
04 2 1
2 -1 0 02 1
21-10

3.3. METODO PRACTICO (o Método mixto) para calcular ~determinantes de cualquier orden:

Antes de desarrollar por una fila (o columna) paplace conviene hacer el mayor nimero posible s ce

en ella. Si todos los elementos de una fila sooscealvo uno de ellos, el determinante es iguptalucto
de dicho elemento por su adjunto.

Aplicando reiteradamente esta propiedad para cairsega matriz triangular se demuestra facilmemte e

siguiente resultado:

“El determinante de una matriz triangular coincimbn el producto de los elementos de su
diagonal principal”.

0 4 3 2
-3 2 5
Calcular
-2 2 -1 -3
4 1 5 1

Empleando el método de Gauss para hacer cero:

0 4 3 2 0 4 3 2 0 4 3 2 43 2
1 -3 2 5 1 -325 1-325
o0 O O B P - =(-D*?*|8 0 -5|=
-2 2 -1 -3 Qﬁlﬁi 0 -43 7 S@F@ 0 8 0 -5 D 10 7
4 1 5 1 0 5 3 -5 0 -10 7
8 -5
=-3-(-1"" 1 ‘ =3-(56-5)=153

Leiza H.



JMre  Determinantes MATEMATICAS II 7

RANGO DE UNA MATRIZ

o Definicién: Un conjunto de vectores déimealmente dependientése suele abreviar comal.) cuando
uno de ellos puede expresarse como combinaciomllide los restantes. En caso contrario, son

linealmente independientegl.i.).

Sea A0 My «n, matrizde orden m x n
o Definicion Se llamarango o caracteristica de una mattize denota rg(A), al n°® de filas o columnas
linealmente independientes.
* El rango por filas es el mismo que el rango pourwias.
* | A] =0 = Los vectores fila o columna son linealmente deeamnes.

o Definicion Dada una matriz, umenor de orderk es cualquier determinante de ordleque podemos
obtener suprimiendo filas y/o columnas.

Ejemplos
1 30
Dadalamatriz A={2 1 4
1 -2 4
- . 1 4
o Suprimiendo la fila 1 y la columna 1 obtenemos el menor de orden 2: 5 4 =4+8=12
I ' 2 4
0 Suprimiendo la fila 1 y la columna 2 obtenemos el menor de orden 2: 14 =8-4=4
- . 13
0 Suprimiendo la fila 2 y la columna 3 obtenemos el menor de orden 2: 1 -2 =-2-3=-5

o IMPORTANTE El rango de una matrizAlOM,«, €es el orden del mayor menor no nulo de dicha

matriz.
Ejemplos
1 3 0
1) Dadalamatriz A={2 1 4|, calcular su rango:
1 -2 4

0 |A|=4+12-24+8=0—rg(A)<2

1
0 Suprimiendo F3 y C3 obtenemos el menor de orden 2: ‘ ) 1‘ =1-6=-5#0—-rg(A) =2

2 10
2) Dadalamatriz A=|0 1 4|, calcular surango:
0 23

0 Calculamos | A | desarrollando por los elementos de la 12 columna:

1 4
|A|:2-‘ ) 3‘:2-(3+8):22¢0—>rg(A):3

Leiza H.



JMre  Determinantes MATEMATICAS II 8

4.1. Calculo del rango de una matriz por determinantes

Sea A una matriz de orden m x n. Vamos a ver uceglimiento ordenado para hallar el rango de unazanat
orlando menores:
Antes de empezar podemos descartar una fila o oalsm

0 Todos sus elementos son ceros.

0 Hay dos filas (o columnas iguales)

0 Unafila (o columna) es proporcional a otra.

0

Una fila (o columna) es combinacion lineal de atras
Procedimiento :

1) Empezamos eligiendo un menor de orden 2 no-putg (A) > 2

o Sitodos los menores de orden 2 que pudiéramosfarubriendo ordenadamente toda la matriz fueran
nulos, concluiriamos que rg (A) = 1.

2) Al menor anterior le vamos orlando sucesivamémsiguiente fila y el resto de columnas, esrgdeci
vamos calculando sucesivamente cada uno de losresede orden 3 posibles.

o Siencontremos uno de estos menores no rulg (A) > 3

o Sitodos los menores de orden 3 que pudiéramosfarubriendo ordenadamente toda la matriz fueran
nulos, concluiriamos que rg (A) = 2.

3) Asi sucesivamente, diremos que el rango de watezmde orden m x n es k si todos los menores d
orden k + 1 son nulos.

4) ObservacionSi A es una matriz de orden m x#rg (A) < min (m, n)

Ejemplos

13
1) Si A:[Z 4]—>rg(A):2 yaque |A|=4-6=-220

1 31
2) Determinar elrangode A=|2 1 4
1 -3 4
13
‘2 1‘—1—67:0 - rg(A)=2
1 31
o |Al=2 1 4/=4-6+12-1-24+12=-3 _ rg(A) =3
1 -3 4
1 -3 1
3) Determinar elrangode A={2 1 -2
3 2 -1

L3 v620 - (A) =2

o |Al]=Oyaque F3=F2+F1

Leiza H.
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4.2, Calculo del rango de una matriz por el método de Gauss.

Las transformaciones que podemos realizar a un@zrsat que su rango varie son:
o0 Permutar dos filas o columnas.
Multiplicar o dividir todos los elementos de unia f columna por un nimero no nulo.

Sumar a una fila (o columna) otra fila (o colummalitiplicada (o dividida) por un numero real.

Suprimir filas o columnas cuyos elementos son t@eoss.

Suprimir fila (o columna) proporcional a otra f{lacolumna)

O O O o o

Suprimir fila (o columna) que sea combinaciondinge otras filas (o columnas)

Calcular el rango de una matriz mediante el méwel@auss consiste en aplicar estas transformaciones
elementales a dicha matriz con objeto de consegaimmatriz triangular.

Una vez aplicado este proceso, el rango de lazregrel niumero de filas no nulas de la matriz otdéen
Este proceso se puede realizar también operandasanlumnas.
Ejemplos

Aplicar el método de Gauss para calcular el rango de cada matriz:

1 2 1 121

. 121
a)A=|-14 3| 0BF™H-|0 6 -2 DD_}(O 3 1] — Por tanto, rang(A) = 2
0 3 -1 03 -1
111 111 111
byB=|5 3 4| OBIFHH-|0 2 1 |0BTP3-| 0 2 1 | - Portanto, rang(B) = 3
-2 0 2 02 4 003
-3 3 6 0 0 O
coC=/1 -1 2| OHATI|1 -1 2| Portanto, rang(C) =1
2 -2 4 00 O
1 4 2 -1 1 -4 2 -1
3 -12 6 -3 00 0 0 t4z2
d)yD= OG0o O 0.|0 7 -4 3 rang(D) = 3
) 2 _1 O 1 E§=Ei—§il 0 7 _4 3 QFQ?)I;Z - g( )
0 0 25 -10
0 1 3 -1 01 3 -1

Observacion :

La desventaja del método de Gauss es que a vehaseaéaborioso conseguir la matriz triangular. élar

se recomienda calcular el rango por menores, peicaado cuando proceda alguna de las transformesio
permitidas en el método de Gauss.

Leiza H.
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MATRIZ INVERSA

o Definicién: Sea A M, matriz cuadrada de orden n. hmatriz inversade A, se designa coro ', es
aquella que verifica:

Si una matriz tiene inversa se denormmegular o inversible en caso contrario, se llars@mgular.

0 Teorema: Una matriz A posee inversa |A|#0

1

Al

Atiene inversa- A-A =ATL A=l < |AT||A]=1= |AT = si]A[£0

o Propiedades de la matriz inversa
1- (A-By'=B*- A" OABOM, cuadradasy regulares
2- (AHT=A

3.- Siuna matriz A tiene inversa, ésta es Unica.

5.1. Calculo de la inversa de una matriz por determinantes

o Definicién: Llamamosmatriz adjuntade A, se denota por Adj A, como la matriz cuy@srentos son
los adjuntos de los elementos de la matriz A. Egde

A, A, ... A,

Ay A, ... A

AdjA = |, siendo A el adjunto del elementq de la matriz A

Anl An2 Ann

o Teorema Dada la matriz A1 M, tiene inversa si y solo si |&|0. En tal caso, se verifica:

A7 =T (AdjA)

Al

Ejemplos

. 4 6 :
1. Calcular la matriz inversa de A=[1 2] - |A|=8-6=2— Existe A™

2 -1
Adj A= Loat=l
-6 4 2

2 -6 L Comprobacién: A-A™ 46 L 1o
= ion: A- = . =
2 12 —% 2 01

501
2) Calcular la matriz inversade A=|3 1 0 - |A|=15-2=13
203
Calculamos los elementos de la matriz adjunta:
3 9 -2 3 0 -1
AdjA={ 0 13 0| - A™'= A’1=i -9 13 3
-1 3 5 13 -2 0 5

Leiza H.
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5.2. Calculo de la matriz inversa empleando el método de Gauss

1°. Construir una matriz del tipo M = (A | 1), dscir, A esta en la mitad izquierda de M y la nzatri
identidad | en la derecha.

2°. Utilizando el método Gauss vamos a transfotenanitad izquierda, A, en la matriz identidad, giera
esta a la derecha, y la matriz que resulte erdeldarecho seréa la matriz inversa. A

Ejemplos

2 3
1. Dada la matriz A = (1 2) , determinar su inversa.

. . 23|10
Construimos la matriz M =
1201

N |
o

- F1=F1-3F2 -
[ |

Nl N|lw
|
N |

|_\

2. Dada la matriz A = ( j determinar su inversa.

2 4110

3 -110 1

2 4110 1 1 -2
- F2=3F1-2F2 - -~ F1==F1 -
_ 0 -10|3 -2 2 0 -10

W N

10
- F1=F1+2F2 -,

o
'—\

'5‘|cjJ N |
gl O
=
W o
gl gN

1
10
-3

10

Por tanto, la matriz inversa es: A™* =

gl 0N

Leiza H.



JMre  Determinantes MATEMATICAS I 12

1. Calculo de determinantes de orden 2y 3

1.1. Calcula el valor de los determinantes de estas matrices:

-2 1 12 -4 1 -1 5 -6 3 -4 7 -1 13 6
a)(7 12} b)(—g 3] C)[s —2] d)(3 —6] e)(l 5] f)[z 4} g)(e 2]

Solucién: a)-31;b)0;c)1;d)-12;e)19;f) 30;g)-10

1.2. Calcular el valor de los siguientes determinantes, aplicando la regla de Sarrus:

3 2 - -1 4 6 3 4 2 3 22 -2 -2 - 9 03
a4 0 3| b2 31 ¢l|20-3 d|-150 el2 -1-3 fH|-110
2 -3 5 -8 17 9 -13 5 2 3 2 0 0 2 0 2 1

Solucién: a) 11;b)0;¢)11;d)0;e) 12;) 3

2. Propiedades de los determinantes

2.1. Calcular el determinante de la matriz traspuesta de estas matrices.
1 -22
a)A:[_Z 1} b)B=[-1 4 0
o 3 0 2

ab
2.2. Sea la matriz A =( dj' Si |A| = -1, calcula aplicando las propiedades de los determinantes:
c

d 2a 2b 3c 3d
a)C IO)ac C)a d)Ca e)C
ab b d c d d b -2a —-2b
Solucién:a)1;b)-1 ;¢c)2;d)1;e)6
abc
2.3.Si |A|= d e f|=4, utilizar las propiedades de los determinantes para hallar razonadamente:
g h i
-a b ¢ g h i a d 3g 2a 2b 2c
a) |-2d 2e 2f b) [2A| c)la b c d)|b e 3h e)|-d -e —f
-g h i def c f 3i lglhli
22 2
29 2h 2i b 3a c 2a+3d 4c+6f 2b+3e a b-2a a-c
il a b c g)|h 3g i h)y| -d —2f —-e i)ld e-2d d-f
d+2a e+2b f+2c 2e 6d 2f g 2i h g h-2g g-i

Solucién: a) -8 ;b)32 ;c)4;d)12;e)-4; f)8;9)24 ; h)16 ; i)-4

2.4. Sin desarrollar los determinantes, demostrar la identidad:
1a® a’l |bc a a’
1 b®> b’l=|ca b b’
1¢® c® lab c ¢

(Ayuda: Multiplica por abc la 12 columna del 1° determinante)

Leiza H.
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2.5. Si el valor del determinante de la matriz A es 5 calcular razonadamente el determinante de la matriz B:

abc 2a 2c 2b
|Aj=lp g r|=5 B =|2u 2w 2v
uv w 2p 2r 2q

Solucion: [B| =40

2.6. Demostrar, sin desarrollar, que el siguiente determinante vale O:
lab+c
|A|l=1 b a+c
lc a+b
(Ayuda: Propiedad 7: C3=C;, + C3)

2.7. Justifica sin desarrollar que los determinantes son nulos:

31 -6 6 13 8509 3 -10
a)5 4 -10 b)[2 5 4 cla 13 d)5 4 1
23 -4 86 7 234 9 14 3

2.8. Aplicando propiedades de los determinantes, comprueba que:

1 1 1 a a+b b
a)la b c|=(b-a)(c-a)(c-b) b)lb a b =(a—b)3
a® b® c? 2a 3a a+b

2.9. Sean las matrices:

CL) Y )

Comprueba si se verifican las siguientes igualdades. Si alguna se verifica, decide si se trata de alguna
propiedad general de los determinantes. En caso contrario, busca un ejemplo que no lo cumpla:

a)[2-A=2:[A b [A+B[=|Al+[B]  c)[c-2-B=|]-2:]f  d)|A-B[=[A[H

3. Calculo de determinantes de orden superior a 3

3.1. Calcular por el método de Gauss (i.e., haciendo ceros bajo la diagonal) los siguientes determinantes:

1111 1234 10 -1 2 1321 3221
-11 11 2121 23 2 -2 3532 1112
a) b) €) d) €)

-1-111 0011 242 1 3632 4313
-1-1-11 3412 315 -3 6 453 4302

Solucién: a)8 ; b)0;c)-72;d)-2;e)2

3.2. Calcular por el método de Laplace:

30 -20 -1 3 20 4 3 -1 1 3 3 -14 1234
2 4 0 1 2 2 0 -4 -3 0 2 0 -1 -5 0 6 2121
a) b) <) d) e)

10 -3 -2 1 0 0 -2 -2 0 3 -2 -2 -4 0 2 0011
1-11 0 1 -10 0 -1-20 -1 -1 2 1 -2 3412

Solucién: a)41 ; b)-8;¢c)3;d)34;e)0
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3.3. Calcular por el método mas conveniente (preferentemente por Laplace , haciendo ceros previamente):

1 2 34 2 3 21 0 2 -3 -1 1 21 -1 1 -1-10

-1 2 35 -1 1 11 332 0 -2 2 -1 2 2 21 1
a) b) c) d) e

2 2 04 -1-111 -2 0 3 -2 2 31 -2 0 0 2 1

-3 -2114 -1 -1-11 -1 -2 0 -1 3 2 1 -2 -1 2 1 3

Solucién: a)-92 ; b)12;c)-55;d)1;e)-5

3.4. Hallar el valor de a que hace que la matriz sea singular, es decir, |A] = 0.

1 2 -2 3 1 -10 2
111 0 1a 30 2 1 0 -12
— a —
aylla 1 b)|a a 1 c) d)
) 2 3 4 6 0 1 1 2
11a -a 1l &
5 3 -10 4 -1 2 -1a
Solucién: a) a=+1 ; b)a=xla=0;c)a=6;d)a=-2
3.5. Calcular el valor de los siguientes determinantes:
a+l a a a 1 1 1 1 at+t2 1 1 1
a a+l a a l+a 1 1 1 1 a+2 1 1
a) b) c)
a a a+l a 1 1+b 1 1 1 1 a+2 1
a a a a+l 1 1 1+c 1 1 1 1 1

Solucién: a)4a+1 : b)-abc ; c)(a+1)*

4. Rango de una matriz

4.1. Calcular el rango de las siguientes matrices:

) 1 s 6 -9 35 -2 1 -4 0 2 6 1 3
a)A=| 20] b)B=|-8 12 | ¢)C=|1 4 5 |dD=|-2 8 3| e E=[-2 3 0 5
12 -18 8 11 -11 3 1 -2 2 24 3 19
351 1231 -1 2-100 12 0 3
6 10 2 00 2 -1 _
NF= o 1 0)G=[4562 1| WH=| _ ° hl=|0 1 -1 -2
1003 4 2730
4 5 2 20 -10

Solucion: rg(A)=2,rg(B)=1,rg(C)=2,rg(D)=3,rg(E) =2, rg(F) =2, rg(G) =3, rg(H) = 4, rg(l) = 2

4.2. ;Para qué valor de m el rango de la matrices 2?

1 4 6 1-230 11 1 m 1 O
ayA=|4 m 6 by|]2 3 0 -1 c)|l -m 1 d|-12m -2
-5 3 -7 4 -1 6 m 1 1 m 1 -1 2

Solucién: aym=-2;b)m=-1;c)m=x1;d)m=0,m=1/2

4.3. Calcular el rango de cada matriz segun los valores de los parametros:

2x-6 x -1 1 x -1 1 x 1 0 11 -1-a x 1 0
a) x x -1 b2 1 -x 2 c)|-12x 2] dja -1 1 a| e|x 2x X
4 4 x-4 1 -1-1x-1 1 -1 2 11 1 a 0 x 3x

Solucién: a)rgA=2six=2,x=6;b)rgA=2six=2;¢c)rgA=2si x=0,x=1/2;d)rgA=2sia=-1,e)rgA=1si
x=0,rgA=2six=3/5
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4.4. Calcular el rango de cada matriz segun los valores de los parametros:

a+l 1 -a b b aa al0Ob 2
ayl 1 a+l1 0 2b b)yla b a c)|laa 4 4
a 1 1 0 aahb DOaz2hb

Solucién: a)rgA=2 b=0(a=0,a=-1);b)rgA=0a=b=0;rgA=2 a=b#0, b=-2a#0 ;c)rgA=1sia=0,
b=2,rgA=2sia=0b#2,a#0,b=2

5. Inversa de una matriz

5.1. Calcular la matriz inversa cuando exista de las siguientes matrices:

b)

o[22

22

o

o[13

30
-5 2

5.2. Calcular la matriz inversa cuando exista de las siguientes matrices:

1414 121 210 11 3 1 -1 -1
a)|0 2 4 b)|0 1 0 c)|0 13 d|1 512 e)|-1 0 3
001 203 211 -13 6 -2 5 -3
413
1 -2 4 3 6 -1 2 2 15 8 3
Solucion: At=|0 /2 2|;AY=|0 1 0| A'=|3 1 -3|;Notieneinversa;A*=|9 5 2
0 0 1 2 4 1 -1 0 1 5 31
5.3. Determinar para qué valores del parametro a existe la inversa de la matriz:
0765 10 -1 1-1-1 4 3 a alo
a)|3 4 a b)|]0 a 3 c)|1-10 dj21 2 e)|013
705 4 1 -a 10 a aa -1 all
Solucién: a)a#5,b)a#1,a# 3;c)Siempre;d)a#1;e)a#0
6. Ecuaciones matriciales
. 13 21 , -12 5
6.1. Hallar la matriz A que haga que =A- Solucion:
4 2 5 3 2 0
. 12 01 .
6.2. Sean las matrices A = 01 yB= 1 ; hallar una matriz X talque A-X+B=A
) 3 -3
Solucién:
-1 2
. 2 3 . 11 _ -1 -2
6.3. Dada la matriz A = , hallar una matriz X tal que A-X-A = Solucion:
12 23 1 1
6.4. Resolver la siguiente ecuacién matricial X - A = B + C, donde:
112 200 110 69 -14 -6
A=|3 46| B=|1212|C=|010 Solucién: [-2 1 O
4 2 9 201 012 15 -3 -1
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7. Repaso

a-1 2 a-1
0 a+l1 -1-a
1 1 a

a) Halle los valores de a para los cuales la matriz A tiene inversa.

b) Busque, si es posible, la matriz inversa de A en el caso a = 0.

PAU.7.1 . Dado el nimero real a se considera la matriz A =

X b c-4
PAU.7.2.. Dados los niumeros reales a, b, ¢, X, se consideremos lamatriz A=|a x 3

bc x
a) Halle los valores de a, b, c, x, para los cuales A es antisimétrica. (A es antisimétrica si A' = -A).
b) Sia=b =c =1, halle el rango de A segun los valores de x.

c) Sia=b =c =0, resuelva la ecuacion |A + A| = 0.

21 -1
1-10
PAU.7.3. Sean las matrices A=|{0 1 2 yB:[Z o 3}
00 1

a) Calcule, si es posible, la matriz inversa de la matriz A.
b) Resuelva, si es posible, la ecuacién matricial X - A = B.
a+l 2 a+l
PAU.7.4. Se considera la matrizzA=| 0 a-11-a
1 1 a

a) Obtenga los valores del nimero real a para los que A tiene matriz inversa.
b) Halle, si es posible, la matriz inversa de A en el caso a = 0.

lal
PAU.7.5. Dado el nimero real a se considera la matriz A=|1 1 0

l1ado0
a) Halle los valores de de a para los cuales la matriz A tiene inversa.
b) Obtenga la matriz inversa de A en los casos en que exista.

21 -1 11-1
PAU.7.6. Se consideran las matrices A=|0 1 2 [yB=|0 1 1
101 120
Resuelva, si es posible, la ecuacion matricial A - X =B
0 2 1
PAU.7.7. Dada lamatrizz M=| 1 1 1
-1 -2 -2
a) Halle, si existe, la matriz inversa de M.
2
b) Calcule la matriz X que cumple X-M + M =2M .
PAU.7.8. Sea consideran las matrices
0 13 101
P=|2-a 1la|l yQ=/02 -1
3 3 a 112

a) Segun los valores de a [OR, estudie el rango de P.
b) Paraelcasoa=1, halle Xtalque P - X =0Q.
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