SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Cuestiones previas (pagina 36)

1.

:Se mueve nuestro planeta a la misma velocidad en todos
los puntos de su 6rbita alrededor del Sol?

No, porque seguin la segunda ley de Kepler cuanto mayor sea
la distancia entre el Sol y la Tierra, menor sera la velocidad. La
Tierra se mueve mas deprisa en el perihelio que en el afelio,
pero barre areas iguales en tiempos iguales.

¢Por qué razén la mayoria de los cuerpos que componen el
sistema solar orbitan en torno al Sol casi en el mismo plano?

Porque el momento angular de traslacién de un planeta alre-
dedor del Sol permanece constante en direccion.

;Por qué el eje de rotacién terrestre se mantiene paralelo a
si mismo mientras la Tierra orbita en torno al Sol?

Por la ausencia de momentos de fuerza netos actuando sobre
la Tierra. Esto explica la secuencia regular de las estaciones.

Se afirma que la fusion de los casquetes polares por un au-
mento de la temperatura planetaria produciria un ligero
alargamiento de los dias. ;Sabes por qué?

La distribucién de masa varfa, y por tanto el momento de
inercia. La conservacion del momento angular exige que
varie la velocidad angular.

Actividades (paginas 37/57)

il Alavista de la figura, ;en qué punto del epiciclo se veria

mas brillante el planeta desde la Tierra? ;En qué zona del
epiciclo pareceria retrogradar el planeta si el centro del
epiciclo no se moviera?

Se veria més brillante en el punto B, y parecerfa retrogradar
también cuando el planeta estuviera recorriendo el tramo de
epiciclo proximo a B. Obsérvese que ambos giros se produ-
cen en sentido antihorario.

;Qué observaciones realiz6 Galileo para comprobar la
ausencia de paralajes?

Galileo comprobé que las estrellas no parecian aumentar a
través del telescopio, lo cual le hizo pensar que estaban muy
lejos, tanto que no era posible detectar ningtin paralaje.

Los seis meses transcurridos entre el 21 de marzo y el 21 de
septiembre tienen mas dias que los comprendidos entre el
21 de septiembre y el 21 de marzo. ;Se te ocurre alguna
razén? ;Entre qué fechas estarda mas proxima la Tierra al Sol?

En efecto, el tiempo comprendido entre el equinoccio de
septiembre y el de marzo es menor que el que transcurre en-
tre el equinoccio de marzo y el de septiembre. La razon es
que ni la orbita terrestre es un circulo perfecto ni el Sol esta
en su centro. En consecuencia, y de acuerdo con la segunda
ley de Kepler, la velocidad orbital de la Tierra es algo mayor
cuanto mas proxima esta al Sol, cosa que ocurre durante el
invierno boreal.
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(4] A partir de los datos orbitales terrestres con respecto

al Sol (T = 365 dias Y reriena = 1,496 + 10" m), determina
cuanto tarda Jupiter en completar una 6rbita alrededor del
Sol (en segundos y afios terrestres) sabiendo que su distancia
al Solesde 7,78 - 10" m.

Dato: el valor de la constante de Kepler, k, es el mismo para
todos los planetas que orbitan alrededor del Sol.
De la tercera ley de Kepler sabemos que:
2
TZ = kR3 = Tfﬁpiter :hm
3
RJBL‘inter RTierra
Por tanto:
2 — T2 RJl’in!er 3 =187 107
TJu’pi(er - T‘nerra Y

RTierra

Typiter = 4 328,77 dias = 11,86 afios = 3,74 10° s

Si una particula se mueve a lo largo de una recta, ;tendra
momento angular cero con respecto a un origen cualquiera
elegido al azar? ;Tendrd momento angular cero con res-
pecto a algun origen especifico? Razona tu respuesta.

Su momento angular no sera cero, salvo que el origen elegi-
do se encuentre en la recta del movimiento, en cuyo casor y
P serian paralelos.

Un cuerpo de 2 kg de masa se mueve a lo largo de una
recta con una velocidad constante v = 3j m/s. Determina
su momento angular con respecto al origen (0, 0) cuando el
cuerpo estd en los puntos (2, 0), (2, 1) y (2, 2) de la misma
recta. ;Qué conclusién obtienes respecto del momento
angular de un cuerpo que se mueve con movimiento recti-
lineo uniforme?

Punto (2, 0): F=2im
L=7xmv = 12k kg m*/s
Punto (2, 1): F=2+jm

Punto (2, 2): F=2+2m

L =12k kg m%/s

En consecuencia, el momento angular de un cuerpo con
movimiento rectilineo uniforme es constante.

Demuestra que el momento angular de una particula
de masa m, que se mueve con velocidad v a lo largo de
una recta cuya distancia minima al origen es d, es cons-
tante y tiene por valor L = mvd en cualquier punto de la
trayectoria.

El médulo del momento angular viene dado por la expresion:
L=rmvsena

donde « es el angulo que forman 7 y V. Sin embargo, como
puede comprobarse en la figura:

rsena=d

Por lo que:
L = mvd = constante

(8] ¢Permanece constante el momento angular de un

electrén en una 6rbita determinada segun el modelo de
Bohr? Explicalo.

El segundo postulado de Bohr establece, efectivamente, la
constancia de dicha magnitud como consecuencia del carac-
ter central de la fuerza electrostatica entre nucleo y electrén.
De ahi también que el modelo de Bohr supusiera érbitas
planas para el movimiento de los electrones.

Teniendo en cuenta tu respuesta a la actividad anterior,
ipuede usarse el valor del momento angular para caracte-
rizar una determinada 6rbita? ;Conoces algin ntimero
cuantico referido al momento angular?

Efectivamente, al tener valor constante para cada 6rbita, el
momento angular sirve para caracterizar las 6rbitas del &to-
mo de Bohr. El niimero cuantico referido al momento angular
es n, el nimero cuantico principal.

{Qué significado fisico tiene el postulado de Bohr segtin el

nh
cual mvr = —2
27

La formulacién del segundo postulado de Bohr es:
L= m.r = nh

Luego el momento angular caracteriza las distintas drbitas de
Bohr a través del nimero cuantico principal, n.

Una pelota unida a una cuerda se hace girar en circu-
los horizontales alrededor de un eje, permitiendo que la
cuerda se vaya arrollando en torno a dicho eje. ;Permanece
constante, aumenta o disminuye la velocidad de la pelota a
medida que la cuerda se arrolla? ;Cémo lo explicarias en
términos del momento angular?

Suponiendo que el efecto del peso es pequerio en el lapso de
tiempo considerado, puede afirmarse que el momento angu-
lar es constante, es decir:

L = mvr = constante

Puesto que el radio disminuye al ir enrollandose la cuerda,
para mantener L constante es preciso que la velocidad vaya
aumentando progresivamente.

Teniendo en cuenta que la masa de la Tierra es de
6+ 10* kg, que su distancia media al Sol es de 1,496 - 10" m
y que su periodo orbital es de 365 dias, determina:

a) El valor de su momento angular de traslacién respecto
al Sol.

b) La velocidad areolar del movimiento de traslacién
terrestre (expresando sus unidades).

¢) A partir del valor anterior y dando por cierto que la dis-
tancia al Sol permanece invariable en el transcurso de un
dia, determina qué distancia recorre la Tierra en un dia
durante su movimiento orbital. Comparalo con el que se
obtendria al dividir la longitud orbital entre los 365 dias.

a) El momento angular de traslacién es:

L=mrv=mre =

2
=6-10% (1,496 - 10")? - T

(365 - 24 - 3600)
L=2675"10"kg m/s’
b} La velocidad areolar del movimiento de traslacién es:
dA 1 1 21
Pl el B vier
=2,23-10"ms
¢) A partir de la velocidad areolar podemos determinar el
area que barre la Tierra en un dia:

Adia = Vareolar * 24 -3600 = 11926 : 1020 I'T\2

Para desplazamientos pequefios comparados con la érbita
completa, como es el recorrido de un dia, se puede aproxi-
mar el drea barrida al area del triangulo (figura 1.21):

Rd
A:7: 1,926 - 10%° m?

De donde resulta que el desplazamiento d de un dia es:
" d=2575-10°m = 2,575 - 10°km
Por otro lado, sabemos que la Tierra describe aproximada-
mente una circunferencia, luego la distancia recorrida en un
dia serd la longitud de dicha circunferencia dividida por 365:
27 1,496 - 10"
g 2™ 1496107

= 2,575+ 10° km
365

Bl Demuestra que la constancia del momento angular orbital

es coherente con la segunda ley de Kepler. Razona si dicha
constancia es también coherente con la primera ley.

Como sabemos, la velocidad areolar es equivalente a L/2m. Si
el momento angular es constante, lo sera la velocidad areolar.
Esta constancia es la que establece la segunda ley de Kepler.

Por otro lado, si el momento angular es constante, la 6rbita
debe quedar siempre forzosamente en el mismo plano, que
es lo que afirma la primera ley de Kepler.

Determina la posicion del centro de masas del sistema
constituido por tres particulas de masas m;, = 2 kg, m, =
= 4 kg, y m; = 6 kg, situadas, respectivamente, en los pun-
tos (0,3, 1), (4, 1,2) y (5,0, 0). Expresa su posicién en nota-
cién vectorial.
Hacemos uso de la expresion 1.12:
Mygalfen = 2007 + 3] +K) + 4(4i +] + 2k) + 6(57 + 0f + 0k)
Migufon = 461 + 10] + 10k
Few = 3,831 + 0,83 + 0,83k

Una particula de 4 kg se mueve en la direccion del eje X
con una velocidad de 3 m/s, y otra de 2 kg lo hace en la misma
direccién con una velocidad de —2 m/s. ;Cuél es la velo-
cidad del centro de masas? ;Y el momento lineal total del
sistema?

Aplicando la expresion 1.14:
L 43+2:(-2)

v Tt
™ 442

- 8
i=—i=—im/s
6 3
Y, por tanto:

P =81 kg m/s
Tres particulas de masas m; = 2 kg, m, = 0,5 kg, y m, =
= 1 kg, se mueven segun las trayectorias 7, = t’i — 2tj m,

=3 —tf+ %k m y ¥y = 2ti + 2tj + tk m, respectiva-

mente. Calcula:

a) Ty en funcién del tiempoyent = 1.

b) El momento lineal del sistema en t = 1s.
¢) Lafuerza neta que opera sobre el sistema.
d) La aceleracién del centro de masas.

a) Aplicando la expresion 1.12, se obtiene:

—

(1,56 420+ 20— 2,5tf + (058 + 0 k
4 Fe(t) =

3,5

Por lo que:
Few (1)=1,571 —0,71] + 0,43k m
b) Teniendo en cuenta que:
T’)CM = mtotaIT7CM = mtotal
se obtiene:

—

Pew= 4,50 +4t+2)7 — 2,5+ (t+ 1)Ekg m/s
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Y, por tanto,ent=1s: )
Bow (1) = 10,57 —2,5] + 2k kg m/s
¢) Como:
- dp
entonces:
F=(9t+4)7 +kN

d) La aceleracién del centro de masas sera:

~ _ F _9t+4- 1 -
7, = i+——km/s’

Mygral 35 3,5
iCrees que puede considerarse el momento de inercia una
propiedad fundamental de la materia del mismo modo que
la masa?

El momento de inercia no es una propiedad de la materia. La
masa es una propiedad inherente a todo cuerpo material, y
su valor es caracteristico de cada cuerpo o particula; es decir,
a cada cuerpo le corresponde una tnica masa. Por el contra-
rio, un mismo cuerpo puede tener infinitos momentos de
inercia en funcion del eje elegido.

Con el propésito de calcular el momento de inercia de un
cuerpo en rotacion, ;puede considerarse la masa del cuerpo
como si estuviese concentrada en el centro de masas?
;Por qué?

No, porque en la determinacion del momento de inercia es
esencial la forma del cuerpo; si el eje de rotacién pasara por
el centro de masas, el momento de inercia seria cero. Eso
ocurriria, por ejemplo, en el caso de una esfera homogénea
(maciza o hueca) que girase alrededor de un eje que pasa por
su centro; no puede suponerse que la masa de la esfera esta
concentrada en el centro de masas. Este concepto, sin embar-
go, si es aplicable en la dindmica de traslacion.

Existe, sin embargo, un equivalente al centro de masas en ro-
tacion, que seria aquel punto donde podemos suponer con-
centrada la masa del sélido, girando a una distancia tal del
eje (distancia denominada radio de giro) que su momento
de inercia con respecto a ese eje fuese igual al de todo el soli-
do. La localizacién de dicho punto es muy sencilla. Por ejem-
plo, si consideramos el caso de una esfera sélida homogénea
de masa m que esta rotando alrededor de un didmetro, la dis-
tancia (radio de giro) a la que estarfa dicho punto especial se
hallarfa igualando el momento de inercia de la esfera con el
que tendrfa toda su masa concentrada en dicho punto:

2
= mr’=mR*
5

donde R es el radio de giro. Resolviendo, obtenemos:

2
R=,/—"-r
5
Si dos discos del mismo peso y espesor se hacen de
metales de diferentes densidades, ;tendran el mismo
momento de inercia? Si no es asi, demuestra cual de ellos
tiene mayor momento de inercia.

Los dos discos tienen la misma masa y diferente densidad,
por lo que tendran también distinto volumen. Dado que el
volumen viene dado por wr’h, donde r es el radio del disco, y
h, su espesor, y puesto que tienen el mismo espesor, la dife-
rencia de volumen se manifestara en distinto radio, que sera
mayor cuanto mayor sea el volumen, es decir, cuanto menor
sea la densidad.

En el enunciado no se indica el eje de rotacion alrededor del
cual giran los discos. Supongamos que se trata de un eje que
pasa por el centro y tiene la direcciéon perpendicular al disco.
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Segun la expresion 1.17, el momento de inercia es tanto ma-
yor cuanto mas alejadas del eje estéan las distintas particulas
que forman el disco. Esta observacion cualitativa es suficiente
para concluir que el disco con mayor radio (menor densidad)
tiene mayor momento de inercia. Se obtiene la misma con-
clusion si consideramos que el momento de inercia de un
disco alrededor del eje indicado es I = mr’/2, que sera tanto
mayor cuanto mayor sea el radio.

;Existe algtin momento de fuerza responsable de la rotacion
de los planetas y satélites? ;Qué consecuencias se extraen
de tu respuesta?

Sobre cualquier punto de un planeta o satélite actta princi-
palmente la fuerza gravitatoria del Sol o, en el caso de los sa-
télites, la que ejerce el planeta mas préximo, y podria pensar-
se que existe un momento de fuerza. Sin embargo, al ser los
planetas esféricos y presentar una distribucion simétrica de la
masa, la resultante de la fuerza gravitatoria debe pasar por el
centro de los planetas o satélites, con lo cual el momento de
fuerza resultante es nulo. En consecuencia, el momento an-
gular de rotacion de los planetas permanece constante.

Sobre la polea de la figura 1.39 (a) se ejerce directamente
una fuerza de 30 N. Si el radio de la polea es de 10 cm, su
masa es de 1,5 kg, y su momento de inercia viene dado por
la expresion I = 1/2 mr?, jcudl serd su velocidad angular al
cabo de 10 s?

La fuerza F produce un momento que da lugar a la rotacion
de la polea. Como la fuerza es tangencial, el momento de
fuerza vale M = Fr, donde r es el radio de la polea. Aplicando
la expresion 1.19, podemos obtener la aceleracion angular y,
de ese modo, la velocidad angular en funcién del tiempo:

1

F,:Emlza

donde m es la masa de la polea. Resolviendo:
2F
o =——= 400 rad/s’
mr
Por lo que:
o(t=10s) = at=4000 rad/s
Fijate en la figura 1.39 (b). ;Se obtendria el mismo resulta-

do si en lugar de ejercer directamente una fuerza de 30 N
colgédramos un peso de 30 N?

El caso es, ahora, cualitativamente muy distinto, pues la fuer-
za tangencial cuyo momento produce la rotacion de la polea
es la tension de la cuerda. Por una parte, tenemos la ecuacion
de traslacion de la pesa:
P—T=ma
y por otra, la de rotacién de la polea:
1
Tr=—mra
2

Puesto que a = ar, sustituyendo en la primera ecuacion y re-
solviendo el sistema resultante, se obtiene:

a=———— =787rad/s’

Porlo que:
o =at=787rad/s
Resultado muy diferente, por tanto, al del caso anterior.

Dos cuerpos esféricos en rotacion alrededor del eje
que pasa por sus respectivos centros tienen la misma masa
pero distinta densidad. Si el momento angular de rotacién
de ambos es idéntico, ;es entonces también idéntica su
energia cinética de rotacion?

A igualdad de masas, si las densidades de ambas esferas son
distintas, también lo serdn los volimenes y, en consecuencia,
los radios. Por otro lado, la energia cinética de rotacion es:
1_5 P

Ec rotacion = 5 I(,l) = ?I—
Ahora bien, I = 2mR?/5, luego es diferente para ambas esferas.
En consecuencia, la energia cinética de rotacion también lo
sera.

Resuelve el orden de llegada a la base de un plano inclina-
do de altura h de los siguientes cuerpos: una esfera maciza,
una esfera hueca, un cilindro macizo, un aro y un bloque
rectangular de hielo.

Para los cuatro primeros objetos trabajaremos en el supuesto
de ausencia de deslizamiento. En tal caso, la fuerza de roza-
miento no realiza trabajo y la energia mecanica se mantiene
constante en todo el proceso, es decir:

E, E, =E

pinicial — “cbase ¢ base traslacion + Ec base rotacion

1 1 1 I
mghzfmv2+—1w2:—mvz<1+ 2>:>
2 2 2 mr

== _29h

1+

mr?

Para el bloque de hielo, supondremos que no existe roza-
miento, luego:

E,

p inicial = Ec base traslacion
1
mgh zzmv2:> v’ =2gh

Por tanto, sin hacer ninguin otro calculo, vemos ya que el
hielo es el cuerpo que llega antes, pues es el que alcanza la
mayor velocidad. En cuanto a los cuatro cuerpos rodantes,
vemos que cuanto mayor es su momento de inercia menor
es su velocidad. En consecuencia, el orden de llegada sera:

1. Blogue de hielo (v> = 2gh)

. Esfera maciza (v> = 10gh/7)
. Cilindro macizo (v* = 4gh/3)
. Esfera hueca (v = 6gh/5)

. Aro (V> = gh)

v A W N

Teniendo en cuenta los valores de los momentos de inercia
ofrecidos en la figura 1.35, compara las velocidades al lle-
gar a la base de un plano inclinado de altura h de una esfe-
ra maciza que se desliza y rueda.

a) Cuando la esfera se desliza, toda la energia potencial
inicial se transforma en cinética traslacional, por lo que la
velocidad del centro de masas en la base del plano sera:

v="\2gh
b) Cuando rueda, la energia potencial se transforma en tras-
lacional del centro de masas y en rotacional de la esfera,
de modo que:
1
2

Teniendo en cuenta que o = v/r, y resolviendo v, se
obtiene:

1 2 1 1
= + = 2 =1 _ 2
mgh 2mv2 <5mrz>m =gh 2V2+5r2u)

velocidad que es menor que la anterior.

140 Determina las aceleraciones de descenso de un cilin-
dro macizo y de una esfera maciza, ambos de la misma ma-

sa y radio, que ruedan sin deslizarse por un plano inclinado
de 30°.

a) Si la distancia que recorren en el plano es de 5 m, jcon
qué velocidad llega cada cuerpo a la base del plano?

b) ;Cuanto tarda cada uno en llegar a la base?
a) Para cualquier cuerpo rodante que baja por un plano incli-

nado, la velocidad al llegar a la base viene dada por la
expresion que vimos en la actividad 24:

2gh
I

mr?

donde h=dsen 0 = 5sen 30° = 2,5m.

VE=S

1+

Asi pues, para determinar la velocidad basta con sustituir
el valor del momento de inercia y la altura recorrida. El
momento de inercia del cilindro macizo es mR*/2, mien-
tras que el de la esfera maciza es 2mR?/5. Las velocidades
de llegada de ambos cuerpos seran, por tanto:

4 10
Veilindro = 3 gh=572m/S Vegera = /7 gh=5,92 m/s

b) Tanto el cilindro como la esfera tienen un movimiento
uniformemente acelerado, por lo que:

VZ
V=V+2s=a=—
2s

Sustituyendo los valores de la velocidad final, resulta que
Acilindro — 3126 m/SZ y aesfera = 315 m/sz'
Por otro lado, sabemos que:

1 2s 10
s=—at=t= [—= [—
2 a a

Sustituyendo los valores de la aceleracion, resulta que:
tcilindro = 1175 S; tesfera = 1,69 S

Cuestiones y problemas (paginas 60/61)

Guia de repaso

il ;Qué innovaciones introdujo Ptolomeo en la teoria geo-

céntrica? ;Qué problemas parecian resolver?

Véase el apartado «Teoria geocéntrica de Ptolomeo» (en el
subepigrafe 1.1).

{Qué tipo de velocidad parece mantenerse constante en el
transcurso del movimiento planetario?

La velocidad areolar.

Define la magnitud que se usa para describir el movimiento
de traslacion de los planetas. ;Cudles son sus caracteristicas?
El momento angular (véase el subepigrafe 3.1).

:{Qué agente dinamico puede producir cambios en el
momento angular de un cuerpo?

El momento de una fuerza (consltese el subepigrafe 3.2).
¢En qué condiciones se mantiene constante el momento

angular? Pon ejemplos de movimientos en los que perma-
nece constante el momento angular.

Véase el subepigrafe 3.2. Son ejemplos de este tipo de movi-
miento los del sistema solar, el de un tiovivo, los saltos de
trampolin, etcétera.

;Cudles son los correspondientes similes en la dindmica
rotacional para fuerza, masa y momento lineal?

El momento de fuerza, el momento de inercia y el momento
angular respectivamente.

;Qué es el centro de masas de un cuerpo? ;Qué tiene de
particular dicho punto?

Véase el epigrafe 4.
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B Completa el siguiente cuadro:

Magnitud y expresion Magnitud y expresion
Cualidad en movimientos en movimientos
lineales de rotacion

Posicion del movil X 0

locidad del movil Ll

vi y=— w=—
Velocidad del m r it
v dV
Acelerac‘lon = o
tangencial dt
Aceleracion _ e
centripeta b ¢
Resistencia
amodificar el estado m 1
de movimiento
Medida =
de la cantidad P L
de movimiento
Agente capaz ~
de variar > dp —
la cantidad F= TiF M= ot
de movimiento
i 1
Energia a§oclada Lo 2
al movimiento h)
Leyes de Kepler

9] La Estacién Espacial Internacional (ISS) orbita a una
altura media de 340 km sobre la superficie terrestre. Tenien-
do en cuenta que la distancia Tierra-Luna es de 380000 km
y que el periodo lunar es de 2,36 - 10° s, determina cuanto
tarda la ISS en dar una vuelta completa a la Tierra.

Dato: radio terrestre = 6370 km

En el sistema gravitatorio formado por la Tierra y sus satélites
se cumple la tercera ley de Kepler, es decir, los cuadrados de
los periodos son proporcionales a los cubos de los radios
de las orbitas:

T = kR?

T2 T Rss |3
s :£:>T2 _( ISS) Tiuna

3 3 ISS ™
RLuna RISS

Por tanto:

Sustituyendo los datos, resulta:
N 6370 + 340
TISS = e ——
380000
= T, = 5537,38 s = 92,3 min

3
) (2,36 10%* =

[ Marte orbita a una distancia media de 1,517 UA alrededor
del Sol. A partir de los datos orbitales terrestres, determina
la duracion del aflo marciano.

Dato: 1 UA = distancia media Tierra-Sol
Sabemos que para el sistema gravitatorio formado por el Sol y
sus satélites se debe cumplir la tercera ley de Kepler, es decir:

2 2 3
TMarte _ bﬂ T _ RMarte T
R3 - R3 = IMarte = R Tierra
Marte Tierra Tierra

Sustituyendo los datos, resulta:

Thore = V(1,517 T = 1,868Tr,.,,, = 682 dias

Momento angular y su conservacion en traslacion

[l Una particula se mueve a lo largo de una recta. Si la tnica
informacién de que disponemos es que el momento de
fuerza que acttia sobre ella es cero, respecto de un origen
no especificado, ;podemos concluir que la particula se
mueve con velocidad constante?

. Interaccion gravitatoria

No puede concluirse que la velocidad de la particula sea nece-
sariamente constante. Si el origen se encuentra en la recta del
movimiento y la fuerza que actda sobre la particula tiene
también esa direccién, entonces el momento de fuerza es nulo,
pero la particula no se movera con velocidad constante.

[P [¥Ni] Una particula se mueve con velocidad constante v a
lo largo de una recta cuya distancia a un origen O es d. Si
en un tiempo dt el vector de posicion barre un érea dA, de-
muestra que la velocidad areolar es constante en el tiempo
e igual a L/2m, expresion en la que L es el momento angular
de la particula con respecto al origen citado.

vdt o—V .

Como puede observarse en la figura, el drea dA sefalada es la
diferencia entre el area del tridangulo en el que r, es la hipote-
nusay la de aquel en quer, es la hipotenusa.

<

Asi pues:

1 1
dA:3chosot-d—Er1 cosB-d=

1 1
=3d(r2cosoz—r1 cos B):Edvdt

Con lo que:

dA 1 1 L
- = dV =
dt 2 2 m
B [@N8 A una particula de masa m se le imprime una velo-
cidad —vyj en el punto (—d, 0) y empieza a acelerarse en
presencia de la gravedad terrestre.

a) Determina una expresion para el momento angular
como funcién del tiempo, con respecto al origen.

b) Calcula el momento de fuerza que actiia sobre la
particula, en cualquier instante, con relacion al origen.

¢) Con los resultados obtenidos en a) y b), comprueba que
M= dL/dt.

a) El momento angular viene dado por L=7 X'p, donde:
F=—di+yjm

p=mv= —mvf' kg m/s
Asi pues:

~-
<O~
=

o| = mvdk kg m*/s

|
3
<
o

donde v =y, + gt, por lo que:
L=mlvy+ gt) d k = (mv,d + mgdt) k kg m%/s
Es decir:
L = (L, + mgdt) k kg m*/s
b) El momento de fuerza es:

R A A ,
M=FXF=|—(d y 0| =mgdkNm
0 -mg O

¢) Puede verse que:

M= dL  d(L, + mgdt) k
dt dt

Una pequeiia esfera de 300 g de masa atada a una
cuerda de masa despreciable de 1 m de longitud gira con
una velocidad de 2 m/s alrededor de un punto O de un eje
en el plano horizontal. En cierto momento, la cuerda em-
pieza a arrollarse alrededor de dicho punto, de modo que
su longitud libre va decreciendo. Determina:

=mngNm

a) El momento angular inicial alrededor del punto O.

b) El valor de la velocidad lineal de la pelota cuando se ha
arrollado 0,75 m de cuerda.

¢) Analiza la validez de la suposicion que has hecho para
resolver el apartado anterior.

d) Teniendo en cuenta que la variacién en médulo de la ve-
locidad lineal exige la existencia de una fuerza tangen-
cial, realiza un diagrama de la situacién y discute acerca
de cémo aparece dicha fuerza tangencial y a qué se debe.

La situaciéon descrita en el enunciado se muestra en el si-
guiente dibujo:

=

L Vo V>V,
m = 0,3 kg

a) Como se ve, el vector de posicion es perpendicular en
todo momento a la velocidad de la esfera, luego el mo-
mento angular inicial es:

Ly=rmv=1-03"2=0,6kgm?s
b) El momento angular se mantiene constante, pues la fuer-

za centripeta que actia sobre la esfera es de tipo central,
con lo que el momento de la fuerza es nulo. Por tanto:

L = constante = 0,6 kg m*/s
Y, en consecuencia:

L,=rmv,=025-03v,=06=
=V, =8m/s

¢) Hemos supuesto que no hay mas fuerza que la centripeta
que ejerce la cuerda, pero también esta el peso, que pro-
duce cierto momento de fuerza que imprime un movi-
miento de caida a la esfera. La aproximacion puede valer
si la velocidad de la esfera es suficientemente grande,
de modo que la esfera se mantiene aproximadamente en
posicion horizontal en todo el proceso. También hemos
supuesto despreciable la friccion de la esfera con el aire.

d) La tensiéon que ejerce la cuerda sobre la esfera es la
responsable de su movimiento. Esta tension viene dada
por la siguiente expresion:

v, L\1 [* constante

r mr mr’

Es decir, la tensién aumenta proporcionalmente al cubo
del radio a medida que este disminuye. En consecuencia,
la velocidad serd inversamente proporcional al radio. Aho-
ra bien, la trayectoria que sigue la esfera no es un circulo
perfecto sino una espiral.

En consecuencia, la tensidn presentard una pequefa com-
ponente en direccidon tangencial a la trayectoria, tal como
se observa en el dibujo:

® o

T,: componente tangencial de d
T.: componente centripeta de T

Esa componente en la direccién tangencial es la res-
ponsable de la aceleracién tangencial que experimenta la
esfera.

Posicion y movimiento del centro de masas

[H Tres particulas de masas m, = 5 kg, m, = 3 kg y m, = 2 kg,
se mueven segun trayectorias determinadas por:
Fo= @8+ 17 +28] +4km
f,=(28—-07 -5 m

Fy=4C7 + 287 + 28k m

a) Establece la posicion del centro de masas del sistema en
funcién del tiempo y en el instante en que t = 1s.

b) Halla el momento lineal del sistema en funcién del
tiempoy cuandot = 1s.

¢) ;Qué fuerza neta opera sobre el sistema?

d) ;Cudl ha sido el desplazamiento del centro de masas
entret=0yt=1s?

e) ;Cual es el momento angular de la particula 1 respecto
del origen cuando t = 1 s?

a) Aplicando la expresion 1.12:
_ myF, + m,F, + msf,
r =
e m, +m,+ m

Sustituyendo los datos, obtenemos:
Few ()= (0,88 +2,1% — 0,3t + 0,5) 7 +
+(E—-1,10)7 + 042 +2) km
que en el instante en que t = 1 s, vale:
Fou (1) =3,17 —0,1] + 2,4k m
b) El momento lineal del sistema sera:

— — d_r)CM
pCM (t) = m(otavaM = mtoral
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Por tanto:
Pew (0=10kg - (248 +42t—03)7 +
+(32—220] + 08tk m/s] =
= (242 + 42t — 3)T + (302 — 220)  + 8t k kg m/s
Yent=1s:
Pew (1) =637 +8f + 8k kg m/s
¢) La fuerza neta que opera sobre el sistema sera:
- dp.
F=(48t+42)i + (60t —22)] +8kN
d) El desplazamiento del centro de masas entre 0y 1 s es:
AF ey =T (1) =T (0)
Como 7 (1), mientras que 7 (0) = 0,51 + 2k:
AF =2,6i —0,1] + 0,4k m
Es decir:
|AFcy] = 2,63 m

e) Para hallar el momento angular de la particula 1 con res-
pecto al origen cuando t =1 s, hay que calcular previa-
mente los vectores posicién y velocidad de dicha particula
en ese tiempo:

T, (1) =4i +2f +4km y V, (1) =6] + 6 m/s

Por lo que:
| E A
L(M=FXmv,=|4 2 4=
30 30 O

= —120i + 120f + 60k kg m?/s

@ En una buena aproximacién, podemos suponer que Jupiter
y Saturno concentran la mayor parte de la masa planetaria
del sistema solar. Suponiéndolos alineados en conjuncién
con respecto al Sol y haciendo uso de la tabla de datos del
sistema solar en las paginas finales del libro, determina:

a) La posicion del centro de masas correspondiente a
ambos planetas.

b) La posicion del centro de masas (con respecto al centro
solar) del sistema Sol-Jupiter-Saturno, suponiendo que
estos ultimos estan en conjuncion con respecto al Sol.

¢) A la luz del anterior apartado, ;podria inferir un hipoté-
tico astrénomo de un exoplaneta la presencia de pla-
netas alrededor del Sol? ;Seria capaz de distinguir de
algtiin modo si se trata de uno o de dos planetas?

En el siguiente dibujo se muestra la situaciéon descrita en el
enunciado. El sentido comtin nos dice que el centro de masas
del sistema Jupiter-Saturno se encuentra entre ambos plane-
tas, y que debe estar mas préximo a Jupiter que a Saturno:

Sol Jupiter Saturno

& (=
centro de masas del J
sistema JUpiter-Saturno

a) La posicion del centro de masas del sistema Jupiter-Satur-
no respecto al origen, que es el centro del Sol, sera:

_ Mygpier* 7,78 10" + Moo+ 143107

I
o mmpiter + Msaturno
~1,9:107-7,78 +5,68-10°- 14,3 10M =
1,9+10% + 5,68 -10%
1,9:7,78 45,68+ 14,3 i
rem= =9,27-10"' m

1,94 5,68 10"

1. Interaccion gravitatoria

b) Siincluimos el Sol en el sistema anterior, el centro de masa
del sistema sera:

1
. Mso 0+ mJlinter + Saturno 9’28 10

F'em
Mg + mJt‘inter + Saturno

26 1
_ 24,6810 3(-)9,28~ 107 - 1264,3 — 1,155 10° m = 1,66 Re,
1,98-10" + 24,68 - 10

¢) Si, pues el Sol orbita alrededor de un centro de masas que
no coincide con su centro, y el hipotético astronomo extra-
terrestre podria deducir, si dispusiera de una tecnologia sufi-
cientemente desarrollada, la presencia de planetas orbitan-
do en torno suyo. Asimismo, del tipo de movimiento del Sol
(o de cualquier otra estrella) puede inferirse si es uno o si son
varios los planetas que orbitan a su alrededor. De este modo
se ha postulado la presencia de planetas orbitando alrede-
dor de algunas estrellas cercanas al Sistema Solar, si bien se
trata de medidas que requieren una altisima precision y los
resultados no han sido concluyentes hasta la fecha.

Eligiendo como origen de referencia el centro de la
Tierra, y teniendo en cuenta que la masa de la Luna es
0,012 veces la masa de la Tierra, determina a qué distancia
del centro de la Tierra se encuentra el centro de masas del
sistema Tierra-Luna. Comparala con el radio de la Tierra y
saca las conclusiones oportunas.

Datos: derraruna = 384000 km; r; = 6370 km
Aplicando la expresiéon general:

_omXetmx

Xem
my +myg

_ m;+0+ 0,012 m;- 384000

1,012 m;
Aqui hemos supuesto que x; = 0, al considerar que el origen
se encuentra en el centro de la Tierra. Asi pues, el centro de

masas del sistema Tierra-Luna esta en el interior de la Tierra, a
4553,3 km de su centro.

=4553,3 km

Si bien ambos astros se mueven en torno al centro de masas,
la Tierra queda practicamente inmévil, y es la Luna la que gira
en torno suyo.

Rotacion del sélido rigido y conservacion
del momento angular

[ ;Qué sentido tiene el acto instintivo de extender los brazos
en cruz cuando tratamos de conservar el equilibrio? ;Por
qué los funambulistas hacen equilibrios en la cuerda
ayudados de un palo largo?

En esencia, se trata de aumentar nuestro momento de inercia
para disminuir la posibilidad de «rotacién» (con la consiguiente
caida) alrededor de la linea de equilibrio.

Las pequenas variaciones imprimidas en el momento de iner-
cia con la barra permiten al funambulista compensar los
desequilibrios puntuales y, con ello, evitar la caida.

Bl ;Por qué cuando caminamos no lo hacemos a «pifién fijo»;
es decir, por qué no adelantamos simultaneamente el
brazo y la pierna del mismo lado?

Si camindramos a «pinon fijo», el brazo y la pierna adelanta-
dos del mismo lado crearian un par de fuerzas con el brazo y
la pierna que se quedan atras, lo que produciria una pequefia
rotacion alrededor del eje vertical que pasa por nuestro cen-
tro, dando lugar a ese extraito andar de «robot.

Pl Una persona se encuentra en pie sobre una plataforma que
gira alrededor de un eje vertical. En un momento dado, se
siente mareada y trata de desplazarse hacia el eje con la in-
tencion de asirse a él. ;Crees que ha tomado la decisién
mas acertada? ;Por qué?

Ha tomado la peor decision. Al dirigirse hacia el eje, el momento
de inercia del conjunto (plataforma + persona) disminuye, por
lo que la velocidad angular de rotacién aumenta vy, con ella, el
mareo de nuestro personaje.

Pil La polea de una maquina de Atwood tiene una masa de
1kg y un radio de 20 cm. A ambos lados de la polea cuel-
gan dos pesas de 250 g y 320 g, respectivamente. Determi-
na la aceleracion que adquieren las masas, asi como los va-
lores de la tension a ambos lados de la polea. ;Qué
porcentaje de error cometemos al no tener en cuenta el
movimiento de la polea? (Considera la polea como un
pequefio cilindro homogéneo.)

La figura muestra las fuerzas que acttian sobre cada cuerpo:

m=1kg

20 cm

T, T,
0,25 kg 0,32 kg
m,g m,g

Hay dos ecuaciones de traslacion de m, y m,, y una de rota-
cién de la polea:

mg—T,=ma=T,=m,(g—a)

L—mg=ma=T,=m,(g+a)

1
(T,~ Ty r=la=(T,~T) rzimﬂ%
1
—T,= 5 ma
Sustituyendo las expresiones obtenidas para T, y T, resulta:

1
my(g—a)—m,(g+a)=—ma

2
1
(m]—mz)g=<m1+m2+5m)-a
m,—m
a=—MTMG o eop e

T mym,+1/2m
T,=293N;T,=261N
Operando en la maquina de Atwood, obtendriamos:
m;—m
a=M"M)G 5035 s
m, +m,
Por tanto, se comete un error del 88 %.

22} El radio solar es de unos 6,96 + 10° m, y su periodo de
rotacion es de 25,3 dias. ;Cual seria su periodo de rotaciéon
si se colapsara formando una enana blanca de 4000 km de
radio, sin variacion apreciable de masa?

En ese hipotético proceso se conservaria el momento angu-
lar, por lo que:

2 2
lo=Tw'=—mre==—m{)w
5 5
Como w = 27/T, llegamos a:
p 2T 2w ;, (ry

— ()2
T ) T T

De donde:
r , )
T= " =0,000835dias=1min 12's

Dos masas de 2 kg y 3 kg, respectivamente, se en-
cuentran en los extremos de una varilla rigida horizontal
de 30 cm de longitud y de masa despreciable. El sistema
comienza a girar alrededor de un eje vertical que pasa por
el centro de la varilla a razén de 3 rad/s. ;Cuanto vale el
momento angular del sistema? Si en un momento dado las
dos particulas empiezan a desplazarse una hacia la otra
con velocidades respectivas de 0,8 cm/s y 0,5 cm/s:

a) Determina una expresion para el momento de inercia
del sistema en funcién del tiempo.

b) Halla la velocidad angular del sistema al cabo de 10 s.

¢) Si para que las particulas comiencen a moverse, ha sido
necesario impulsarlas en la direccion radial, ;es licito
pensar que el momento angular no sufre variaciones?

o, = 3rad/s

1>

15cm 15cm

2 kg 3kg

El momento de inercia inicial es:
Iy=mri+myr}
Y sustituyendo los datos:
I,=2kg-(0,15m)*+3 kg~ (0,15 m)>=0,1125 kg m?
Por lo que el valor de su momento angular sera:
Livicial = Iowo = 0,337 5 kg m?/s
a) El momento de inercia en funcién del tiempo es:
10 =m, (d, — v,t)* + m,(d, — v,t)’ =
= I(t)=2-(0,15—0,008t)* + 3 - (0,15 — 0,0051)* =
=2,03-10"—-9,3-107°t+0,1125 kg m’
b) El momento de inercia a los 10 s valdra:
1(10)=0,0398 kg m*
Y como el momento angular se conserva:

Lywg
I
c) Si, pues al ser las fuerzas radiales, resulta que M=FXF=

=0, lo que implica que el momento angular es constante.

[iwy=T0'= o= =8,48rad/s

Una particula de 10 g de masa que se mueve con una
rapidez v, = 15 m/s choca tangencialmente contra la peri-
feria de una esfera sélida de 1 kg de masa y 20 cm de radio
que estaba en reposo. Si la particula queda adherida a la
esfera y esta puede comenzar a girar sin friccion alrededor
de un eje que pasa por su centro, determina:

a) La velocidad angular con la que girara el sistema.
b) La energia se disipa en la colision.
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a) El momento angular inicial del sistema es el de la particula
con respecto al centro de la esfera:

Ly=mvyr=0,01kg-15m/s-0,2 m=0,03 kg m*/s
Después de la colisiéon, el momento angular es:

2
et (e )= (Em o)

En ausencia de fuerzas externas momento angular se con-
serva es decir, L, = L' por tanto:

. 0,03kgm?/s

I'=To'=03=w= = 1,83 rad/s

2
—m+m'|r
b) La energia disipada en la colision viene dada por:
1 1
AE= Emvg i I'(w')*=1,125J—0,027 J=1,098 J

por lo que se disipa el 97,6 %.

El problema de los cuerpos rodantes
25| Una esfera maciza rueda por dos planos inclinados

que tienen la misma altura, pero diferente inclinacion.
;Llegara la esfera al final con la misma velocidad en ambos
casos? ;Tardara lo mismo en llegar al final?

La velocidad al final de ambos planos es la misma si la altura

de partida era idéntica, pues la ecuacién general referida a la
energia mecénica es la misma: E; o0 = Epinicials

Sin embargo, no tardan lo mismo en llegar en un caso y en
otro. La razon es la diferente aceleracion lineal del centro de
masas en cada caso. La fuerza de friccion, F,, produce el mo-
mento de fuerza necesario que incrementa la velocidad an-
gular a medida que la esfera desciende. Entonces, podemos
aplicar a la esfera que rueda sin deslizarse dos ecuaciones:

e Ecuacion de rotacién:
Fr=Ila = Fr= 2 (M> = F,:gmaCM
5 r 5
o Ecuacion de traslacion:
mgsen 0 — F, = macgy
donde ag, es la aceleracién del centro de masas.

Resolviendo el sistema, observamos que la aceleracion del
centro de masas es:

5
aCM:7gsen6

Por tanto, puede concluirse que, cuanto menor sea el an-
gulo, la aceleracion es menor y, por tanto, sera menor el
tiempo que emplea la esfera en llegar a la base del plano.

26] Una esfera sélida de masa m y radio r rueda sin desli-

zarse por un plano inclinado de angulo 6. Demuestra que
el minimo valor del coeficiente de rozamiento estatico ne-
cesario para garantizar la rodadura sin deslizamiento vale
n=2/71tg0.

Consideremos un cuerpo que baja rodando por un plano in-
clinado, tal como se observa en el dibujo:

@ I. Interaccidn gravitatoria

Podemos plantear una ecuacion para el movimiento de tras-
lacién y otra para el movimiento de rotacion, suponiendo
que el cuerpo no se desliza:
mgsen 0 —F,, = ma
la la
Froz'R:IazﬁiFroz:F
Combinando ambas ecuaciones, resulta:
la
mgsen —— = ma
R
gsen®
I

e
mR?

I
gsen9:<ﬁ+1>a:>a:

Pero, por otro lado, sabemos que la fuerza de rozamiento
viene dada por la expresién:

F.., = mg cos 0
Si introducimos este valor en la ecuacién de rotacion, resulta:
mgsen 6 — pmg cos 6 = ma=a = g(sen 6 — p. cos 0)
Igualando las dos expresiones obtenidas para la aceleracion,
resulta:
sen 0
I
mR?

=sen O — pcos 0
1+

Ahora podemos introducir el valor del momento de inercia,
que para la esfera es 2mR?/5:

sen 0 sen 0
= =sen 0 — pcos =

2 7
1+= =
5 5

5
:>7sen6=sene~pucose

2 2
—7sen9: —pc056:>u=7tge

;Podrian diferenciarse dos esferas idénticas, de la misma
masa y radio, que fueran una hueca y otra maciza? ;C6mo?

Los momentos de inercia de una esfera maciza y una hueca
son, respectivamente:

2 2
Liacia = —=MR*  Liyecs = ng

maciza
5

2

Las esferas podrian distinguirse dejandolas rodar por un
plano inclinado. Como se ha visto en la actividad 22, la acele-
racion de caida para un cuerpo que rueda por un plano incli-
nado viene dada por la expresion:
_ gsen®
I
1+—
mR

Al tener un momento de inercia menor, la esfera maciza caera
con mayor aceleracién y llegard antes a la base del plano.

Dos esferas de la misma masa pero de distinta densidad se
dejan caer rodando por un plano inclinado. ;Llegan a la vez
a la base del plano?

Como hemos visto en actividades anteriores, la aceleracién
de caida de la esfera viene dada por la expresion:

_ gsen®

1
mR’

1+

Ahora bien, si se trata de dos esferas de la misma masa pero
distinta densidad, la expresion I/mR’ es idéntica para ambas,
eigual a 2/5. En consecuencia, podemos asegurar que las dos
esferas llegaran a la vez.
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SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Cuestiones previas (pgina 62)

1.

;Qué atrae con mas fuerza a qué: la Tierra a la Luna o la
Luna a laTierra? ;Y en el caso de una piedra y la Tierra?

Se atraen con la misma fuerza en magnitud pero sentidos
opuestos.

¢Cuales de las siguientes afirmaciones te parecen correctas?

a) Un cuerpo mas pesado siempre caera mas deprisa que
otro mas ligero.

b) La Tierra atrae a todos los cuerpos en su superficie con
la misma fuerza.

a) Falso. Caen con la misma aceleracién siempre que despre-
ciemos el rozamiento de los cuerpos con el aire.

b) Falso. La Tierra atrae a todos los cuerpos que se encuen-
tran en la superficie con la misma aceleracion pero distin-
ta fuerza.

Imagina que te encuentras dentro de una nave espacial sin
referencias visuales con respecto al exterior. ;Podrias dis-
cernir de alguna manera si en un momento dado te hallas
en 6rbita alrededor de la Tierra o, estas precipitandote ha-
cia ella?

Si estas en ingravidez es cuando estas en orbita, lo puedes
comprobar si sueltas un objeto y observas que se mueve a la
velocidad de la nave.

(A qué se deben las mareas? ;Cuantas se producen en un
dia? ;Qué son las mareas vivas? ;Y las muertas?

Las mareas se deben fundamentalmente a la accion de la Lu-
na sobre la Tierra. Se producen dos mareas altas y dos mareas
bajas.

Las mareas vivas se deben a la influencia de la Luna y del Sol
sobre la Tierra. Cuando los dos efectos se suman dan lugar a
las mareas de flujo maximas.

Al igual que las mareas vivas, las mareas muertas también
se deben a la influencia de la Luna y el Sol sobre la Tierra.
Sin embargo, al contrario de las mareas vivas, cuando
ambas contribuciones se contrarrestan dan lugar a las ma-
reas muertas.

Actividades (paginas 63/77)

[l Supongamos que el movimiento de la Luna se compone de

otros dos: uno de ellos de avance y el otro de caida hacia la
Tierra, regido este ultimo por las ecuaciones de caida libre.
Con los datos que se ofrecen, y siguiendo las sugerencias
de la figura 2.2, contesta a las siguientes preguntas.

a) ;Qué angulo se ha desplazado la Luna en 1 hora?
b) ;Qué altura h ha «caido» la Luna en esa hora?

¢) ;Qué valor de aceleracion g, de caida corresponde a esa
distancia y ese tiempo?

d) ;Cuéantas veces es menor ese valor que el valor g;=
= 9,8 m/s?, que corresponde a la superficie terrestre?

e) ;Cuantas veces es mayor la distancia Tierra-Luna que el
radio terrestre?

f) ;Qué relacion puedes encontrar entre la variacion de la
aceleracién y la de la distancia?

Datos: radio terrestre = 6 370 km; distancia Tierra-Luna =
= 384000 km; periodo sidéreo lunar = 27,31 dias
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La situacion descrita en el enunciado es la siguiente:

Luna

Tierra

a) El periodo sidéreo lunar, expresado en horas, es de 655,44 h.
En este tiempo, la Luna ha descrito 360° por lo que, en 1
hora, el angulo « es de:

360°

655,44

b) La altura h (véase la figura 2.2) que la Luna ha «caido» en
esa hora es:

h=d—dcosa=d(1 —cosa)=17627,75m

) Elvalor de aceleracion de caida que se corresponderia con
esa distancia en 1 h (3600 s) se obtendria de la siguiente
manera:

o =0,549°

1 2h
h :ng =g = 0,002 7 m/s>

d) Dividiendo el valor de g en la superficie terrestre entre g,
se obtiene:

It ~3600

[}
e) Al dividir ambas distancias, resulta:
d
—=60
Iy

f) Queda claro que, al aumentar la distancia 60 veces, la ace-
leracion gravitatoria ha disminuido 3 600 veces, es decir,
60’ veces. Asi pues:

st
977

Determina el valor de «la fuerza requerida para man-
tener a la Luna en su érbita» (en palabras de Newton) ha-
ciendo uso de los datos de masas de la Tierra y de la Luna,
asi como de la distancia entre ambos. ;Qué aceleracion
comunica dicha fuerza a cada uno de los cuerpos celestes?
La fuerza gravitatoria entre la Tierra y la Luna es:
mym

dr
6-10"kg-72-10%kg

(3,84 - 10° m)?

F=G

F=6,67-10" N m%kg*:

=1,95-10"N
Dicha fuerza comunica a la Tierra una aceleracién de valor:
a =L=M:334- 107° m/s?
" m; 598-10% 7'
Y alaLuna:
F  1,95-10% S,
a=—= =2,71-10"m/s

m, 7,34 107

El ;Qué le sucede al peso de un objeto si sumasa se triplica a la

vez que también se triplica su distancia al centro terrestre?
La expresion de la fuerza gravitatoria es:

F=G MTierram

r2

Si se triplica tanto la masa m como la distancia r al centro de
la Tierra, resulta:

F/: G MTienaz3m
or
Operando queda:
’ 1 MTierram 1
F==G—F—=—F
3 r 3

Luego la fuerza queda dividida por tres.

Dos esferas idénticas de radio r y densidad p estan
en contacto. Expresa la fuerza de atraccién gravitatoria
entre ambas como funciénder, py G.
Teniendo en cuenta que m = pV = p - 4/3 7w’ y que la distan-
cia entre los centros de las esferas es 2r, entonces:

mm

F=G =G (2/3 pwr)’ = 4/9Gp’w’r*
o (2/3 pmr) /9Gp“m’r

¢A qué distancia del centro lunar es atraida con una fuerza
de 1 N una masa de 1 kg?
La fuerza con que la Luna atrae a una masa de 1 kg sera:
mm
r2
7,20 - 107 kg - 1 kg
r2

F=G

=6,67 10" N m¥%kg* -

=1N

Despejando 1, resulta:

r=V6,67-10"Nm%kg’- 7,20 - 102 kg - 1 kg/1 N =
=2,19+10°m = 2190 km

Dos esferas de 200 kg se encuentran separadas 1 m a
lo largo del eje Y. Halla la fuerza neta que ejercen sobre
una pequefia masa de 0,1 kg situada sobre el eje Xa 0,25 m
del punto medio de las esferas. (Expresar el resultado en
notacién vectorial y calcular el médulo de la fuerza neta).

El diagrama de las fuerzas originadas por las dos masas se
observa en el siguiente dibujo:

Y
5 < m = 200 kg
F
0
e m =0,1kg
\ 0 0,25m X
F,
R 4 m = 200 kg

El valor de la fuerza que cada masa m ejerce sobre m’es:

’

F=G—5
rZ

Siendo r* = 0,5 + 0,25° = 0,312 5, por lo que sustituyendo:
F=4,27-10"°N

Como se desprende de la figura, las fuerzas F, y F, son iguales
en valor y pueden descomponerse en las componentes x e ,
siendo:

Fiy,=—Fcosa
F, = —Fsena
F,, = —Fcos a

Fy=—Fsena

Donde'sen a = 0,5/\/0,37 =0,89y cos a= 0,25/\/O,3W
=045
Por lo que:

F,=—192-107°7 +38-10°f N

Fy=—192-10"°7 —38-10°] N
Asi pues, la fuerza neta es:

F=-384-10"°] N

Siendo su valor 3,84 - 107° N.
Si la masa de la Luna es 0,012 veces la de la Tierra, y su
radio es aproximadamente 1/4 del terrestre, da un valor

aproximado de la aceleracién de caida de los objetos en la
superficie lunar.

Utilizando los datos ofrecidos, tendremos:

g=GM_g002m) _
=G Ty

I’f 1 2
(&)
=0,192-g,= 1,88 m/s’

A partir de la expresion de la aceleracién de caida
libre, demuestra que, si consideramos los planetas como
cuerpos esféricos, puede escribirse:

a—iG
=3 Gmpr
donde p es la densidad media del planeta.

4
Teniendo en cuenta que m=pV=p 3 «r’, donde r es el

radio del planeta, se obtiene la expresion pedida, al sustituir
esta igualdad en la expresion 2.8:

—pmr’

a=G e = 3 Gmpr
Obsérvese que la expresion obtenida nos da tnicamente la
aceleracién en la superficie del planeta (o para alturas muy
pequefas comparadas con ella).

El didametro de Venus es de 12120 km y su densidad
media es de 5200 kg/m®. ;Hasta qué altura ascenderia un
objeto lanzado desde su superficie con una velocidad
inicial de 30 m/s?

La aceleracién de la gravedad en la superficie de Venus viene
dada por la siguiente expresion:

=G MVenus =G pVenusVVenus _
Gvenus — RZ - RZ
Venus

Venus

= ; GTrpVenusRVenus

Sustituyendo los datos, resulta una gravedad de 8,8 m/s.

Puesto que el objeto lanzado hacia arriba experimenta un
movimiento uniformemente acelerado, podemos aplicar la
ecuacion que relaciona velocidades con espacio recorrido:

Vz = Vg + 2gyméx
En nuestro caso, la aceleracion es negativa y la velocidad final
es la del punto mas alto, esto es, cero:

0=30"—-2-88" yun=51,14m
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[l Teniendo en cuenta que la masa del Sol es de unos 2 - 10*
kg, calcula el valor de k para los planetas del sistema solar y
exprésalo con sus correspondientes unidades del SI.
Sustituyendo los valores ofrecidos en la expresion 2.9, se ob-
tiene:

B 47’
= 6,67 10 "N m*/kg*- 2 - 10* kg

=296-10 "s*m™

[l Elsatélite de Jupiter llamado io tiene un periodo de revolu-
cion de 42 horas 29 minutos, y su distancia media a Jupiter
es de 422000 km. ;Cual es la masa de Jupiter?

A partir de la tercera ley de Kepler, y sustituyendo los valores
ofrecidos, se calcula el valor de la constante k en el caso de
Jupiter:
2 2
=L3:—(1529403 ~=3,112-10 s’ m"’
r (4,22-10%)
Después se halla la masa de Japiter a partir de la expresion
2.9:
47’

Myapiter = k_G =19-107 kg

[l Marte se encuentra a una distancia media del Sol de
227900000 km. ;Cuantos dias dura el ailo marciano?

Se trata de determinar, a partir de la tercera ley de Kepler, el
periodo de Marte usando el valor de la constante k obtenido
en la actividad 10.

T =kr*=296-10"-(2,279-10")?®=3,5-10"
T=592-10" s = 685 dias

Bl siel periodo de un péndulo simple que oscila bajo dngulos
pequeiios viene dado por T = 2p\/ l/g:
a) ;Qué le ocurriria a dicho periodo si lo alejaramos hasta
el doble de la distancia que hay entre el péndulo y el
centro de la Tierra?

b) ;Qué le ocurriria en ese mismo caso a su frecuencia de
oscilacion?

a) Al duplicar la distancia, el valor de la aceleracion de la
gravedad se reduce a la cuarta parte; es decir:

9
=3

Al sustituir este nuevo valor en la expresion del periodo,
observamos que este se duplica:

/ ! /
I
} Vg PVga Vg

b) Si se duplica el periodo, Ia frecuencia se reduce a la mitad.

[l Haz una estimacion del valor de la aceleracion de marea en
la zona mas proxima a la Luna. ;Qué elevacion de marea
produciria dicha aceleracién, en condiciones ideales,
actuando durante media hora?

Dato: La masa de la Luna es 0,012 veces la de la Tierra.

La aceleracién de la marea en el punto mds cercano a la Luna
viene dada por la expresion 2.14. Sustituyendo d, y d; por
sus respectivas expresiones matematicas, resulta:

Ahora bien, como veremos en el epigrafe siguiente, el radio

de la Tierra es mucho menor que la distancia Tierra-Luna,

luego la expresién anterior se puede aproximar a:

2rr 2r;

== =0012-Gm;—-
r

rr?

amavea = 0101 2 GmT :

@ I. Interaccion gravitatoria

Sustituyendo, resulta:
2:637-10°

= 6,67-107"-6-10%  ——————=
0.012-%: (3,84-10%°

marea

=1,08-10"°m/s’
Si consideramos que el valor de la aceleraciéon de marea se

mantiene aproximadamente constante durante media hora,
la elevacion que se producira sera:

1
y=zat2:1,75m

Debe hacerse notar que este ejercicio no es mas que una mera
aproximacion.

Supongamos una masa m’ sobre la superficie de un
satélite de masa m y radio r que orbita a una distancia d al-
rededor de un planeta masivo de masa M. Teniendo en
cuenta que el limite de Roche seria la distancia critica d en
la que la fuerza de marea sobre m’ originada por el planeta
se iguala a la fuerza de atraccién gravitatoria que el satélite
ejerce sobre m), demuestra que el limite de Roche viene da-

do por la expresién:
2M 1/3
m

La fuerza de marea que ejerce el planeta masivo sobre el
pequeno satélite seré:

Fmarea = G d3 ! m’
Mientras que la fuerza gravitatoria que ejerce el satélite sobre
la masa m’es:

7

mm

rZ

F

gravitatoria —

G

En el limite de Roche, ambas fuerzas se igualan, es decir:

M2r mm’
d3 “m=G rz

Despejando la distancia:

13
r(ZM)

Demuestra que si en la anterior formula expresamos las
masas en funcién de las densidades y volumenes del
planeta y satélite, se obtiene la siguiente expresiéon mas
util para el limite de Roche, que solo depende del radio del
planeta y de las densidades de ambos cuerpos:

d — R( prlaneta )”3

Psatslite

G

Si expresamos las masas en funcién de la densidad y el
volumen de los planetas:

4 4
M= ; pR3 ! pplanela; m= 5— T”j * Psatelite

2M _ 2jance ( 5)3

m Psatétite \ I
Si sustituimos este cociente en la expresion hallada en la acti-
vidad anterior, resulta:

d — R( 2pplaneta )1/3

Psatélite

Cuestiones y problemas (paginas 80/81)

Guia de repaso

¢De qué tipo lleg6 a imaginar Kepler que podia ser la fuer-
za responsable del movimiento de los planetas? ;A qué
asociaba la causa de dicha fuerza?

Kepler situaba la causa del movimiento de los planetas en el
Sol. La razén que daba era que la fuerza con que el Sol movia
a los planetas disminuia con la distancia, del mismo modo
que lo hacfa su propia luz. Por ello, dicha fuerza debia ser al-
go inherente a la sustancia solar. Seducido por los estudios
de Gilbert sobre magnetismo terrestre, Kepler llegé a supo-
ner que la fuerza que dimanaba del Sol era magnética.

¢Cudl parece ser el origen de la idea contenida en el libro Il
de los Principia de Newton, segtn la cual la caida de los
cuerpos y los movimientos planetarios obedecen a un
mismo tipo de fuerza?

Los calculos que Newton realizd en 1666, en los que supuso
que la Luna «cafa» hacia la Tierra de forma continua, de igual
modo que un proyectil se precipita parabdlicamente a tierra.

Asi, hall6 que la aceleracién con que caia cumplia con la regla
del inverso del cuadrado de la distancia.

iCual es el origen de la insistente suposicion de que la
fuerza responsable del movimiento de los planetas debia
cumplir la ley del inverso del cuadrado de la distancia?

La suposiciéon de que la fuerza era centripeta, junto con el
cumplimiento de la tercera ley de Kepler.

¢Por qué no aparece la constante de gravitacion G en los
Principia? ;Qué impedia a Newton conocer su valor?

Porque no se conocia la masa de la Tierra.

¢Qué precauciones considerarias necesario tomar si te vie-
ses en la tesitura de tener que reproducir el experimento
de Cavendish? ;Por qué es tan dificil su reproducciéon?

Habria que evitar, por ejemplo, las posibles perturbaciones
producidas por corrientes de aire. Debe, pues, reproducirse el
experimento en condiciones de vacio.

Segun el material que se emplee, ha de procurarse también
que no se produzcan interacciones de naturaleza electrosta-
tica.

{Como se llega a la conclusién de que la masa inercial y la
gravitacional son la misma magnitud?

Se llega a esa conclusion a partir de la observacion experi-
mental de que la aceleracién de la gravedad es la misma para
todos los cuerpos, independientemente de su masa.

¢Qué razones llevaron a suponer que la fuerza gravitatoria
entre masas varia conforme al inverso del cuadrado de la
distancia?

La respuesta a esta cuestion es la misma que se dio para la
cuestion 3.

¢Te parece licito considerar que G es una constante verda-
deramente «universal»? ;Qué otras constantes universales
conoces?

Si es licito, mientras no se demuestre lo contrario. Existen
otras constantes universales, como la de Avogadro, la de
Boltzmann, la masa y la carga del electrén, la velocidad de la
luz en el vacio, la constante de Planck, las masas y cargas de
particulas elementales o la constante de Hubble.

:{Cémo podria incidir en el fenémeno de las mareas un
calentamiento global del planeta? ;Qué consecuencias
podria tener dicha incidencia?

Un calentamiento global del planeta que provocase la fusién
de los casquetes polares conllevaria un aumento de la masa
acuosa del planeta y, por tanto, problemas de anegacion de
zonas hoy habitadas debido a un ligero incremento de las
mareas.

iPor qué el efecto de marea de la Luna sobre la Tierra es
mayor si la-fuerza gravitatoria del Sol supera a la ejercida
por la Luna?

Porque, como ya se ha comentado y puede observarse en el
ejercicio resuelto nimero 6 de la pagina 77, las fuerzas y ace-
leraciones de marea varian conforme al inverso del cubo de
la distancia.

¢Cudntas mareas se producen al dia en una localidad costera?
;Cada cuanto tiempo?

Al dia se producen dos mareas altas y dos mareas bajas. Las
mareas altas se producen cada 12 h y 26 min y el tiempo que
transcurre entre una marea alta y una marea bajaesde 6 hy
13 min.

Ley de gravitacion universal

[} Dos masas aisladas se atraen gravitacionalmente. Si una es

el doble que la otra, ;cémo seran, en comparacion, las fuer-
zas que actuan sobre cada una de ellas? ;Qué pasara a las
fuerzas si la distancia entre las masas se reduce a la mitad?
¢Cémo serédn, en comparacion, las aceleraciones que adqui-
rirdn las masas?

Las fuerzas, segtin se desprende de la formulacion de la ley
de gravitacién y de la tercera ley de Newton, seran iguales y
de sentidos opuestos. Si la distancia se reduce a la mitad, el
valor de la fuerza se cuadruplica.

En cuanto a las aceleraciones que adquirirdn ambos cuerpos,
el de doble masa tendré la mitad de la aceleracion que el
otro.

Determina la fuerza que acttia sobre la masa m’de la
distribucién que se aprecia en la figura.

mc=2kg

‘\;’ mp=3 kg

ma=2kg( 10 m £ 10 m I;m5=0,5kg

La fuerza total resultante en la direccion del eje X viene dada
por:
'’ m’ o o
F= 67 (=m, — mgcos 45° + my, cos 45° + my)
de donde:
F,=-0,02172-G
De manera andloga, la fuerza total resultante en la direccién
del eje Yes:
/ m, o o
F= 67(m35en 45° 4+ m¢ + mgp sen 45°)
de donde:
F,=0,09656 - G
Por lo que:
F'=-0,02172-Gi +0,09656-Gj N

cuyo valor es:

F'=G\(—0,02172) + (0,096 56)* = 6,60 - 10 2N
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14 Dos masas puntuales iguales de 5 kg se encuentran
situadas en los vértices inferiores de un triangulo equilate-
ro de 40 cm de lado.

e . 1,
Si se coloca en el vértice superior una tercera masa m'":

a) ;Qué aceleracion adquiere esta Gltima masa en ese pun-
to (exprésala en notacién vectorial)?

b) ;Descendera con aceleracion constante?

¢) ;Qué aceleracion tendra en el momento de llegar a la
base del triangulo?

La representacién vectorial del problema se aprecia en la

siguiente figura:

a) Puesto que las masas en los vértices inferiores son iguales,
las componentes x de la aceleracion que cada una de ellas
comunica a m’se cancelan, de modo que la aceleracion total
que adquiere m’sera:

— = 2
Ao = —20,j M/s

donde:
a,=G mz cos 30°

Sustituyendo m =5 kg y d = 0,4 m, se obtiene:
— -97 2
Ao = —3,6°107° m/s
b) No lo harad con aceleracién constante, pues a medida
que desciende las componentes y de la aceleracion dis-
minuyen.
¢) Puesto que se mueve en la direccion del eje Y, su acele-
racion total sera 0, al estar en el punto medio de las dos
masas iguales.

Dos masas puntuales de valor m se encuentran situa-
das sobre el eje Y en las posiciones y = +a ey = —a, mien-
tras que una tercera, m,, se encuentra situada en el eje Xa
una distancia —x del origen, como se indica en la figura.

Gm

mo
—a

@m

a) Demuestra, detallando todos los pasos y argumentando
la respuesta, que la fuerza que las dos masas idénticas
ejercen sobre m,, es:

2G mmyX -

b) ;Qué expresion se obtendra si situamos la masa m, a

una distancia mucho mayor que a?

Fe
El diagrama de fuerzas es el siguiente:
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Y
- m .
g
a \\\\\
,”/( e mo
0 .. X X
5 //,
T
A mae

a) Elvalor de la fuerza que cada masa ejerce sobre m; es:
mm mm,
=G 5

r o+ a)
Al descomponer ambas fuerzas en sus componentes x e y,
vemos que las componentes y se anulan entre si, de modo
que la fuerza neta resultante sobre m, es, como se aprecia
en la figura:

F=G

F=—2Fi
Aplicando la ley de gravitacion universal:

mm X mmgx
FX=Fc050L:G(X2 g =

T az) ’ (Xz T az)vz - (X2 T az)a/z
Asi pues, en forma vectorial:

(XZ + aZ)}/Zi
b) Si x>>aq, entonces (x* + a’)*? = x’, quedando la anterior
expresion de la manera:

. mm 5
F=-2G &

Que serd la que resultara de suponer la masa m, atraida
por una Unica masa puntual de valor 2m situada a la dis-
tancia x.

[[@ ;Dénde sera mayor el periodo de un péndulo, en el
ecuador o en los polos?

Segln la expresién utilizada en la actividad 13, el perio-
do de un péndulo serd mayor en el ecuador, donde el valor
de g es ligeramente menor. Este hecho era conocido por
Newton, ya que Richter habia llevado a cabo mediciones del
periodo de un péndulo en la Guayana francesa en 1672y
observado que el péndulo oscilaba méas lentamente. A raiz
de ello, Newton concluyé que la Tierra debfa estar abultada
en su zona ecuatorial y achatada por los polos.

Imaginate que la ESA (Agencia Espacial Europea) organiza
un concurso de ideas en los centros de ensefianza sobre
posibles experimentos para llevar a cabo en un satélite que
se halle en 6rbita alrededor de la Tierra. Alguien propone
analizar el movimiento de un péndulo en el interior del
satélite. ;Qué te parece la idea?

La idea no resultaria en absoluto, pues el péndulo no oscila-
rfa. En realidad, todos los objetos en el interior de la estacion
orbital estarian cayendo libremente, lo que les conferiria
esa situacion de «ingravidez», que no significa ausencia de
gravedad.

[ ;Qué le ocurriria a un péndulo si, de repente, la Tierra
aumentara su velocidad de rotacién? ;Se veria afectado
el péndulo si se encontrara en los polos?

Como se tendra ocasion de analizar en detalle en la siguiente
unidad, la aceleracién gravitatoria efectiva que actuaria sobre
los cuerpos en latitudes no polares seria ligeramente menor,
al aumentar la aceleracién centrifuga.

En consecuencia, el periodo del péndulo aumentaria, con lo
que oscilaria mas lentamente. Por el contrario, en los polos no
se verfa afectado el valor de g, aunque aumentara la velocidad
de rotacién.

Imaginate que un planeta aumentara de tamafio sin alterar
su densidad. ;Se elevaria o disminuiria el peso de los cuer-
pos en su superficie?

Tal y como se desprende de la actividad 8 de la pagina 66, es
posible expresar la aceleracion de la gravedad superficial en
funcion de la densidad del siguiente modo:

4
=—Gmt|
g=3 amip

Al'aumentar el tamano el planeta, se incrementa r y, si no
varia la densidad, el valor de g se elevaria, por lo que el
peso de los cuerpos en la superficie se incrementa lineal-
mente con la distancia o radio.

Unos astronautas, al llegar a un planeta desconocido de
gran tamafo, ponen su nave a orbitar a baja altura del
planeta y con los motores desconectados. ;Cémo podrian
estimar la densidad del planeta usando solo un reloj?

Silos astronautas sittan la nave en una érbita baja a la veloci-
dad orbital adecuada, lo tnico que tienen que tener en cuen-
ta es el tiempo que tardan en efectuar una 6rbita completa
(periodo T). Con esto ya pueden estimar la densidad del
planeta del modo que sigue. En primer lugar, como la acele-
racion centripeta de la nave es la aceleracion gravitatoria,
ambas expresiones se igualan:

g=wr
Puesto que la orbita es de baja altura, cabe suponer que r es
el radio del planeta. Expresando la aceleracién de la grave-

dad en funcion de la densidad del planeta (véase la actividad
8), y teniendo en cuenta que w = 27/T, se obtiene:
4 Gmrrp = Lﬂz “F
3 &
Despejando la densidad, se concluye que:
3w
TGP
Asi pues, como puede observarse, todo lo que necesitamos la
densidad del planeta es un reloj para medir T.

p

{Qué pasaria si desde una nave orbital se dejase caer un
objeto?

Permaneceria orbitando en posicién paralela a la nave, pues
tanto esta como el objeto se encontrarian en caida libre. Lo
verfamos, pues, en reposo relativo con respecto a la nave.

En la superficie de un planeta cuyo radio es 1/3 del
de la Tierra, la aceleracion gravitatoria es de 5,8 m/s% Halla:

a) Larelacién entre las masas de ambos planetas.

b) La altura desde la que deberia caer un objeto en el
planeta para que llegara a su superficie con la misma
velocidad con que lo haria en la Tierra un cuerpo que se
precipita desde 50 m de altura.

a) La aceleracion gravitatoria de la Tierra:

m
G— =9,8m/s’
It
mientras que en el otro planeta:
mp
— = 5,8 m/S2
I
Dividiendo ambas expresiones, se obtiene:

2
myry
—L2 =1,69

plT

como r, = ry/3 se tiene que:

2
myry 1
_T'zr._: 1,69
mery 9
de donde:
m
—L =151

" P
o bien, a la inversa:

m
—2=6,57-102
my

b) Las velocidades con que llegan al suelo los objetos que
caen libremente son:

v="V2gy
Puesto que en ambos casos la velocidad debe ser la misma:
V2g1y: =V 295yp = gryr = oy
Despejando el valor de y,.
_ 9t

Yo=""y;=8445m
9p

PE| Considerando que la densidad media de la Tierra es de

5500 kg/m? y teniendo en cuenta el valor de su radio, haz
una estimacion del valor de la constante G.

Expresando el valor de g en funcion de la densidad y despe-
jando G, resulta:

39
4rp

4
g:§G'nrpéG:

Sustituyendo los valores:
fins 3:9,8m/s’ B
416,37 -10° m - 5 500 kg/m?
=6,68-10""" N m?’/kg’

Una masa cae con una aceleracién de 3,7 m/s® sobre
la superficie de un planeta sin atmésfera cuyo radio es 0,4
veces el terrestre.

a) ;Cémo es la masa de este planeta en relacién con la
terrestre?

b) ;Qué velocidad deberia llevar una nave para orbitar a
500 km sobre la superficie del planeta?

¢) ;Cuanto tardaria en efectuar una érbita completa a esa
altura?

a) La aceleracion superficial en el planeta es:

m

gp =G —=3,7 m/s
Ie

Y en laTierra:

my

gr=G— =98m/s’
It

Dividiendo ambas expresiones, se obtiene:

mer; 3,7

miry 9,8
de donde:

m

—=0,06

my

b) Teniendo en cuenta que la aceleracién gravitatoria es
centripeta, se obtiene:

m_ v
& d
Despejando el valor de v:
= Gmp
V4
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donde: i
d=r,+500 km = 0,4+ 6 370 km + 500 km = 3048 km
Sustituyendo los valores, se obtiene:

v =2806,7 m/s
<) Como:
_ 2md
=T
Entonces:
_ 2md

T="""=68235s=0,08 dias
v

Supongamos que la Tierra tiene una densidad media
p. Determina cual seria el valor de g sobre su superficie si:
a) El didmetro fuese la mitad y la densidad fuese la misma.
b) El diametro fuese el doble sin variar la densidad.

Usando la expresién de g en funcion de la densidad:
e G|
=—_—0Gm
g 3 p

se observa que:
a) Si el radio se reduce a la mitad, entonces:
, ]
g=5 ]
b) Si el radio se duplica, entonces:
g=2g
La masa lunar es 0,012 veces la terrestre y su radio es
0,27 veces el terrestre. Calcula:
a) La distancia que recorreria un cuerpo en 3 s cayendo
libremente.
b) La altura a la que ascenderia un cuerpo lanzado vertical-
mente hacia arriba si con la misma velocidad se elevara
en Tierra hasta 30 m.
La aceleracion de la gravedad en la superficie lunar viene
dada por la expresion:
Muuna _ 0012 My,
Riuna 0,27%* Riiera
a) Para hallar la distancia recorrida en la caida, hacemos uso
de la ecuacion del movimiento de caida libre:
y=129f=72m
b) La altura a la que se elevaria en un lanzamiento vertical
vendra dada por la expresion:
Vo
2g,
Comparando las alturas que alcanzarian en la luna'y en la
Tierra, lanzados con la misma velocidad, se obtendria:
Moo 29y 950,98 qg37m
hy 29, vo/29; 9u 1,6

=0,164 6Jriera = 1.6 m/sz

gLuna = G

L

Dos planetas extrasolares A y B presentan la misma

densidad, pero el radio de A es el doble que el de B.
Demuestra c6mo seran en comparacion los pesos de una
misma masa m en sus respectivas superficies.
El peso de una masa m en la superficie de un planeta de
masa My radio R puede expresarse en funcion del radio y la
densidad del planeta:
MrT = G%ﬂR3p‘%:§ﬂTGRpm

Si la densidad de ambos planetas es la misma, la relacion
entre el peso en el planeta Ay en el planeta B sera:

Py Ra

Py Ry

P=G

=2=Py=2P
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La densidad de Marte es 0,71 veces la de la Tierra,
mientras que su didmetro es 0,53 veces el terrestre. Deduce
y explica cémo serdn, en comparacion, los pesos de una
misma masa m en Marte y en la Tierra. ;Cual es el valor de g
en la superficie de Marte si en la Tierra es de 9,8 m/s*?

4 )
Haciendo uso de la expresion g = 3 Gmrpr, se obtiene:
gu _ ABGT071pr-053r _ o
gr 4/3 Grpyly

Puesto que P = mg, resulta claro que el peso de una misma

masa en Marte es 0,38 veces el correspondiente en la Tierra.
; 2 ]

Y teniendo en cuenta que g; = 9,8 m/s’, por tanto:

Priare _ Gvane
Priera  Gtierra
despejando queda:
Guorte = 0,38 * Griorea = 3,7 M/S°

Gravitacion y tercera ley de Kepler

P¥] ;Qué condicién cumplen los satélites que emiten seiales
de TV? ;A qué distancia deben orbitar?
Deben ser geoestacionarios, es decir, orbitar con el mismo
periodo que el de rotacion terrestre (véase el problema
resuelto numero 4 de la pagina 76).

E] ;Seria posible situar un satélite estacionario sobre nuestro
pais?
No serfa posible situar un satélite permanentemente sobre
nuestro pafs, porque el centro o foco orbital de este satélite
debe ser el centro terrestre, por donde pasa la direccién de
accion de la fuerza gravitatoria.

Bl Calcula la masa de Marte sabiendo que Fobos, uno de sus
dos satélites, completa una 6rbita de 9300 km de radio

cada 0,32 dias.
La aceleraciéon centripeta de Fobos es la gravitatoria, de
modo que:
G L;— =w’r
Despejando la masa, tenemos que:
o’ 4w’
M="6 ~ GF

Sustituyendo los datos correspondientes, llegamos a:
m=6,23-10" kg

Para obtener este resultado, T se ha expresado en segundos,

y r, en metros.

EP] Halla cuantas veces es mayor la masa solar que la terrestre
a partir de los datos orbitales de la Luna alrededor de la
Tierra y de esta alrededor del Sol.

Aplicando la tercera ley de Kepler al movimiento orbital de la
Luna alrededor de la Tierra y conociendo el valor de la cons-
tante k para un satélite alrededor de la Tierra (subepigrafe
3.2), se obtiene:
4’
P=kdi=—-"d
L TL GmT TL

Haciendo lo propio en el caso del movimiento orbital de la
Tierra alrededor del Sol, se obtiene:
2
4T g
TS
Gmg

T3 =kdys=

Dividiendo ambas expresiones, obtenemos:
2 3
T _ Msn,
2 3
T3 mydrs

Es decir: 5
ms  Tidys

R ]
my  Trdy,

Considerando los siguientes datos:
T,=2731dias; d;= 149600000 km
T = 365,25 dias; d;, = 384000 km
cabe concluir que:

ms
—=33-10°
my
Es decir, la masa solar es 3,3 - 10° veces la terrestre.

EE] ;Cual seria la masa de la Tierra, comparada con la real, para

que la Luna girase en torno a nuestro planeta con el perio-
do actual, pero a una distancia dos veces mayor?

Aplicando la tercera ley de Kepler para el caso real:
4’ P

Gmy

7=

Por otro lado, si d’=2-d y se mantiene el periodo, ten-
dremos:

= .
Gm;

Igualando ambas expresiones, se llega a que:
mi=8-m;

Es decir, la masa ficticia deberia ser 8 veces la real.

34 El satélite de Jupiter llamado lo orbita a una distan-

cia del centro planetario de 422 000 km, con un periodo de
revolucién de 1,77 dias. Con estos datos, calcula a qué dis-
tancia se encuentra Europa, otra de sus lunas, si su periodo
de revolucion es de 3,55 dias.

Teniendo en cuenta que el valor de la constante k es el
mismo para ambos casos, e igualando a partir de la tercera ley
de Kepler, obtenemos lo siguiente:

2 2
Tlo _ TEuropa
3 3

fo Europa

Despejando la distancia a que se encuentra Europa, se obtiene:
TEuro 3
- pa
dEuropa - dlo N
Tfo

Sustituyendo los datos correspondientes que nos facilita el
problema, concluimos que:

dEuropa = 1/59 k dlo =671144 km

35] La masa de Saturno es 95,2 veces la de la Tierra.

Encélado y Titan, dos de sus satélites, tienen periodos de
revolucién de 1,37 dias y 15,95 dias, respectivamente. Deter-
mina a qué distancia media del planeta orbitan estos
satélites.

En ambos casos se aplica la tercera ley de Kepler:
2 2

L — GmSalurnoT

k 47

d _ < GrnSaturnoT2>]/3
47°

ComMO Meyyme = 95,2 - My =5,71- 10 kg, al sustituir en la ante-
rior expresion, se obtiene:

dEncéIado =237520 km
Arign = 1223161 km

=

donde:

36} El Apolo VIIl orbité en torno a la Luna a una altura de

su superficie de 113 km. Si la masa lunar es 0,012 veces la
terrestre y su radio es 0,27 veces el terrestre, calcula:

a) El periodo de su érbita.

b) Su velocidad orbital y su velocidad angular.

a) Puesto que la aceleracion centripeta de su 6rbita es la
gravitatoria, al igualar, se obtiene:

m, 47’
¢F P
de donde:
P 41?P
Gm,

Teniendo en cuenta que:
r=r +h=1833km
Sustituyendo los valores, se obtiene:
T=7113s
b) Su velocidad orbital sera:
2mr
v=—-=1618m/s
T
Y su velocidad angular:
v -4
m:7:8,8- 10 " rad/s
Con los datos ofrecidos en el ejercicio anterior, halla:

a) La distancia que recorreria un cuerpo en un segundo
cayendo libremente en la superficie lunar.

b) La altura a la que ascenderia un cuerpo lanzado vertical-
mente si con esa velocidad se eleva en la Tierra hasta
20 m.

Para resolver ambos apartados, debemos calcular la acele-
racion gravitatoria en la superficie lunar, que sera, aproxima-
damente:

m 0,012-m

gL:GTL: zT
1t 0,27 1)

9.=0,164 - g; = 1,60 m/s*

a) Asi pues, la distancia que un cuerpo recorreria en un
segundo cayendo libremente en la superficie lunar seria:

1
y:EthZZO,81 m

b) Teniendo en cuenta que la altura maxima que alcanza un
objeto al ser lanzado verticalmente es:
_v
y=-2
29
y si las velocidades de lanzamiento son iguales desde la
Tierra y desde la Luna, entonces:

291y =29y,
donde:

Ir
YW="—"y=121m
L a. T

Bl La masa del planeta Saturno es 95,2 veces la de la Tierra, su
radio es 9,4 veces el terrestre, y su distancia media al Sol es
de 1427000000 km. Calcula:

a) La duracion de su afo en dias terrestres.

b) El valor de la gravedad en su superficie en relacién con
el terrestre.

a) Por aplicacion de la tercera ley de Kepler:

T=Vkd
donde k esigual a2,96- 10" s?m > (véase la actividad 10
de la pagina 67).
Sustituyendo los valores, se obtiene:
T=9,274-10%s = 10734 dias
b) El valor de la gravedad superficial de Saturno es:
gs= Gr—ni

r
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Como ms=952-my, y rs=94 Iy podemos concluir que:

—6 22 M 089,
Js 9,4 rT)z / (e}
=95 _ 1,08
gt

Bl Marte se encuentra un 52 % mas alejado del Sol que la

Tierra. Con este dato, determina la duracién del afio marciano
en dias terrestres. Dato: afo terrestre = 365 dias

Segun la tercera ley de Kepler, T> = kR’. Es decir, T’/R’ es cons-
tante. Por tanto:

2 2 2 3
TMarte o Tﬁerra ( TMarte) o ( RMarte )
=— = —
L EMarle R‘ﬁe"a Tﬂerra RTiena

Ahora bien, sabemos que Ryaie = 1,52Rrers Y que el periodo
de la orbita terrestre es de 365 dias, luego:

T 2
(—“u) =1,52=3,5118

TTiena
Tyae = 1,874 Triorra = 684 dias terrestres

Japiter tiene una masa 320 veces mayor que la

terrestre y un volumen 1320 veces superior al corres-

pondiente a la Tierra. Determina:

a) A qué altura h sobre la superficie de Jupiter deberia
encontrarse un satélite en 6rbita circular, para que su
periodo de revolucién fuese de 9 h y 50 minutos.

b) ;Qué velocidad tendra el satélite en dicha orbita?

Datos: Ry = 6,37 + 10° M; My, = 6 - 10 kg

a) En el sistema gravitatorio creado por Jupiter, la constante
de la tercera ley de Kepler sera:

ko = 4n’ - 4n’
Jupiter —
= GMJ(inter GMTierra 320
Por otro lado, sabemos que la aceleracion de la gravedad
terrestre viene dada por la expresion:

GM
= Tema — 2
Orierra — Rz = GMTlena - gTierraRTlerra
Tierra

Ahora ya podemos expresar la constante de Kepler para
Jupiter en funcion de datos conocidos:
k — _L
sopter gTierraR%iena 320
Conocida Ky Podemos aplicar la tercera ley de Kepler
para determinar el radio de la drbita del satélite, convir-
tiendo previamente el periodo a segundos:
T2 i 35400”
R?atélite =_=dle —s =404+ 10* =
Kypirer 3,10 10
= R = 1,59+ 10°m
Para determinar la altura, calculamos el radio de Jupiter.
Los voltimenes son proporcionales a los radios al cubo:
RJsupiter =1320- R’?’ierra = Rmpiter = 10197 : RTierra = 710 : 107 m
La altura del satélite sobre la superficie de Jupiter se obtie-
ne restando al radio de la 6rbita el radio de Jupiter, de
donde resulta que h = 8,95 - 10" m, es decir, 89527 km.

b) Igualando la fuerza gravitatoria y la centripeta:

=3,10-10""°

mm
r r
Se obtiene la velocidad orbital del satélite a la distancia r:

v="\gm/r=28-10"m/s

@ I. Interaccion gravitatoria

El fendmeno de las mareas

Compara el efecto de marea que la Tierra produce sobre la
Luna con el que la Luna ejerce sobre la Tierra. ;Aclara el re-
sultado por qué la Tierra no muestra siempre la misma cara
ala Lunay, sin embargo, esta si lo hace?

Seguin hemos visto en el epigrafe 5 de esta unidad, la acelera-
cién de marea que la Tierra ejerce sobre la Luna es, aproxima-
damente:

Mientras que la aceleracion de marea que nuestro satélite
ejerce sobre la Tierra es:

m2r;
d3
Al dividir ambas expresiones, se obtiene:

a+.=G

oL 8

air My
Teniendo en cuenta que el radio lunar es de 1 873 km y que
la masa de la Luna es 0,012 veces la terrestre, puede compro-
barse que la aceleracién de marea de la Tierra sobre la Luna
es unas 24,5 veces mayor que la producida por la Luna en
nuestro planeta.

Esa es la razon de que haya sido la Luna la que disminuy6
mas rapidamente su rotacion hasta acoplar sus movimientos
de rotacién y traslacion.

En el apogeo (punto de la 6rbita mas lejano de la Tierra)
la Luna esta 1/9 mas lejos de la Tierra que en el perigeo.
Calcula en qué porcentaje disminuye la fuerza de marea
cuando la Luna esta en el apogeo.

La aceleracion de marea y, por tanto, la fuerza de marea, es
proporcional al inverso del cubo de la distancia Tierra-Luna,
es decir:

Froes @12

marea
Donde r es la distancia Tierra-Luna. La relacion entre la fuerza
de marea en el apogeo y en el perigeo sera:

Fapogeo _ porse _ <_9_>3 =0,729
F perigeo I 10

apogeo
Es decir, la fuerza de marea en el apogeo es, aproximadamente,

un 73 % menor que en el perigeo; por lo que, disminuye en
un 27 %.

;En qué estacion del afio y bajo qué condiciones lunares se
producirian las maximas elevaciones de marea?

Teniendo en cuenta que las méaximas elevaciones (mareas
vivas) se producen cuando se suman las contribuciones de la
Luna y el Sol, es decir en periodos lunares de plenilunio o
novilunio y considerando las dependencias con el inverso
del cubo de la distancia a cada uno, es facil entender que la
circunstancia de méaxima elevacion de marea requiere:

o Minima distancia lunar: luna en perigeo.
o Minima distancia solar: invierno boreal o verano austral.
@ Luna nueva o luna llena.

Por tanto, las condiciones mas favorables tendran lugar en
nuestro invierno y dandose la coincidencia de que en el mo-
mento de luna llena o nueva, esta se encuentra en el perigeo
o0 en sus proximidades.
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SOLUCIONES .DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNDO

Cuestiones previas (pagina 82)

1.

w

;Qué interacciones se describen mediante el concepto de
campo?

Interaccion gravitatoria entre masas, interaccion eléctrica
entre cargas...

;Qué diferencia conceptual crees que existe entre la idea
de campo y la de accién a distancia?

Accion a distancia

o Se requiere la existencia de, al menos, dos cuerpos. Un
solo cuerpo no genera acciéon alguna.

o Elespacio es el marco absoluto e invariable en el que suce-
de la interaccion.

o La interaccién es instantanea, de modo que las leyes
newtonianas no se modifican (por ejemplo, el principio de
accion y reaccion).

Concepto de campo

o Se requiere la existencia de un solo cuerpo para originar
un campo. El segundo cuerpo tan solo atestigua la existen-
cia del campo.

o Son las distorsiones de las propiedades asociadas al espa-
cio-tiempo las responsables de la interaccion.

o Las interacciones se propagan a la velocidad de la luz, lo
que modifica aspectos esenciales de las leyes de Newton
(por ejemplo, el principio de accion-reaccion).

;Crees que seria necesaria la misma velocidad para hacer
escapar un cohete de la Tierra que para hacerlo de la Luna?
;Por qué?

No, porque es caracteristica del cuerpo celeste depende de
suy de su radio la Tierra.

;Qué conoces de los agujeros negros? ;Por qué se deno-
minan asi?

Los agujeros negros son como una masa muy grande con-
centrada en un punto que crea un gran campo gravitatorio,
es decir, que tiene una gran fuerza de gravedad. Se deno-
minan asi porque absorben muchisima energia (igual que el
color negro), son como sumideros de energia.

Esta fuerza de gravedad es tal que impide que la luz salga del
campo de atraccién, resultando por ello invisible.

;Tienen los satélites en 6rbita que usar permanente moto-
res para mantenerse en la misma?

No, porque la fuerza centripeta coincide con la fuerza gravita-
toria.

Actividades (paginas 85/97)

;A qué distancia de un cuerpo de masa 3m tiene el campo
gravitatorio el mismo valor que a una distancia r de un
cuerpo de masa m?

Puesto que g = Gm/r, si la intensidad de los campos creados
por my por 3m es la misma, se cumple que:

3m m
G="—r=—
&7
A_1
£ 7P

Despejando d, resulta:

d=\[3r

1. Interaccion gravitatoria

Pl Si el campo gravitatorio debido a una masa vale g a una
distancia r, ;a qué distancia de la masa valdra la mitad?

El médulo del campo gravitatorio creado por una masa m es:

m
g= 67
A cierta distancia, d, el campo vale la mitad, es decir:

M 1 m 1, 1
9=0 77597, 7% P

Despejando d, resulta:

d:‘\/ir

Bl silaTierra fuese una corteza esférica y se practicase en ella

un orificio, ;qué movimiento describiria una pelota que
fuera lanzada al interior de dicho orificio?

Puesto que el campo en el interior de una corteza esférica es
nulo, la pelota no estarfa sometida a ningtn tipo de acelera-
cién y describiria un movimiento rectilineo uniforme.

[ si cavaras un hipotético tiinel que se extendiese desde el

lugar en el que te encuentras hasta los antipodas (supo-
niendo que la Tierra tiene densidad constante), ;qué tipo
de movimiento describiria una pelota que se dejara caer
por dicho tinel? Explicalo con todo detalle.

Como el campo en el interior de una esfera sélida viene dado
por la ecuacién 3.3, el peso de la pelota en el interior del hi-
potético tunel variaria conforme a la expresion:

'
P=-6G % v,

Por tanto, la fuerza que actuia sobre la pelota responde a la

expresion tipica de una fuerza restauradora, dirigida siempre

hacia la posicién de equilibrio ("= 0) y que varia proporcio-

nalmente con la distancia y en sentido opuesto. En conse-

cuencia, la pelota oscilaria continuamente de un extremo al

otro del hipotético tunel.

Nota: como ejercicio de ampliacién, en la UniDAD 7, dedicada
al estudio del movimiento oscilatorio, puede sugerirse a los
alumnos que demuestren que el periodo de dichas oscilacio-
nes es igual al periodo orbital que tendria un cuerpo a una
distancia equivalente al radio terrestre.

5] Dos esferas A y B tienen la misma densidad, pero el

radio de A es el triple del radio de B.

a) ;Qué relacion guardan los respectivos valores del
campo en un punto P equidistante de los centros de las
esferas?

b) Si la separacion entre los centros de las esferas es d, ;a
qué distancia de la esfera A se encuentra el punto en el
que el campo resultante es nulo?

La situacion descrita en el enunciado se observa en el

siguiente dibujo:

a) El campo creado por la esfera A en el punto P sera:

m, 4 R

Grop =G5 =376p "5

En la expresion anterior, hemos puesto la masa como
producto del volumen por la densidad.

Por su parte, el campo creado por la esfera B en el punto P
sera:
my 4 (R34 R’
= G— =—mG = — _—
e e B L T

Por tanto, la relacion entre los dos campos sera:

9a-sp =27
gB—)P
b) A cierta distancia del centro de la esfera A, los campos
creados por ambas esferas son idénticos, si bien con senti-
dos opuestos. En ese punto, por tanto, g, = gg_p. Si
llamamos r a dicha distancia:
R 4 R
—Gp— =—mGp ————
3P T3P =y
Simplificando términos y tomando las inversas, resulta:
27(d—r’=r=
r

3V3
Agrupando términos y despejando, obtenemos:
r=0,839d

=>d-—r=

@ Haz una estimacién del valor de g en la cima del Everest,

teniendo en cuenta el valor de 9,8 m/s? al nivel del mar.
iCrees que es correcto utilizar 9,8 m/s* como valor general
para toda la superficie terrestre?

Dato: altura del Everest: 8,9 km

Aplicando la expresion 3.4, en la que h = 8900 m, obten-
dremos:

_ 2
g’Everest - 9177 m/s
Como puede comprobarse, la generalizacion del valor aproxi-

2 .
mado de 9,8 m/s” para toda la corteza terrestre es vélida para
la mayor parte de las situaciones.

Considerando que en la superficie de Marte g es 3,72 m/s?,
calcula cudl seria el valor de la gravedad en la cima del
monte Olimpo, que, con sus 25 km de altura, es el monte
conocido mas alto del sistema solar.

Aplicando de nuevo la expresion 3.4, y tomando como radio
promedio para Marte 3,38 - 10° m, el valor de g'en la cima del
monte Olimpo de Marte sera:

g’ =3,66 m/s
Es decir, ha disminuido en un 2 %.

Dibuja una gréfica de las variaciones de la aceleracion de la
gravedad, g, en funcion de la distancia r al centro de la
Tierra. ;A qué profundidad, x, por debajo de la superficie
terrestre hay que descender para que un cuerpo pese lo
mismo que a una altura h sobre la misma?

La gréfica pedida es idéntica a la zona de la izquierda de la fi-
gura 3.12.

La segunda parte de la pregunta se refiere, en consonancia
con el epigrafe, a alturas pequenas. En consecuencia, la
condicién que debe cumplirse es:

m 2h
G—}r'zg(] ~—):>
Iy r;

:gr’=g<1 —ﬁ>
I It

De donde se obtiene:

r'=r—2h
Puesto que r’ es la distancia desde el centro terrestre hasta el
punto considerado, la profundidad pedida sera: x = 2h.

Bl ;Por qué produce la rotacion terrestre un abultamiento

ecuatorial y un achatamiento por los polos en nuestro
planeta?

En la zona ecuatorial, la aceleracion centrifuga alcanza su ma-
ximo valor, al ser también maxima la distancia al eje de rota-
cion. Al actuar, en este caso, en la misma direccion que g, el
valor de G .. €5 algo menor. Por esta razén, la Tierra pre-
senta un abultamiento en la zona ecuatorial. Por el contrario,
en las zonas polares, la aceleracion centrifuga es nula, ¥ G e
=g, por lo que su valor es mayor. De ahi que la Tierra pre-
sente un achatamiento en las zonas polares.

[l Determina qué angulo separa la vertical de la direccién

radial en una latitud de 40°.

La relaciéon que existe entre la componente horizontal y la
radial de g r.q» NOS da la tangente del angulo «, que separa
la vertical de la direccion radial y es:

2
_ W'I7COS @ sen ¢

tg a =0,0017

g — w’r;cos’ @
Por lo que a = 0,097°,
Para obtener este valor, se ha tenido en cuenta que o =

= 2m/86 400 rad/s. Obsérvese que la desviacion de la vertical
con respecto a la direccion radial es sumamente pequena.

[ calcula los valores de la gravedad efectiva en las latitudes

canarias (aprox. 28°) y cantabricas (aprox. 43°). Considera
g=9,81 N/kg.

La gravedad efectiva viene dada por la expresion 3.5, en la
que se observa la variacion con la latitud del lugar, ¢ La velo-
cidad angular de la Tierra puede ponerse en funcién del
periodo de rotacion: w = 2m/T. Sabemos que el periodo es de
24 horas, es decir, de 86400 s. Por tanto:

2
9canarias = 9 — (m) =6,37-10°- cos® 28 = 9,783 7 m/s*
_ 2w \? 6 2
Gcantabria = 9 — seane) = 6,37 - 10°+ cos* 43 = 9,792 0 m/s’

[ Determina el campo producido en el punto P por la distri-

bucién de masas de la siguiente figura.

5kg 9P
55 m
J _________ L
10kg 3kg

Representemos primero los vectores de campo producidos
por la distribucion de masas en el punto P.

AY
gip
Skg e >
0.3~
' - X
; ) /A/gz
i5m /,/’/ 93
[ S 1 )
10kg 3kg

El campo total serd la suma vectorial de los campos origi-
nados por las distintas masas:

Jow =91 179>+ 75
Para la masa m,, el campo creado sera:

5kg -

omy '~

m, -
7‘:‘ =—6,67-10""Nm%kg*:
1

gi=—G

=-3335-10"7 N/kg
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Asi, para la masa m,, tendyemos que:
— m -7 mz b -
G,=—G—3 cosai — G5 senaj=
2

5

10 k
=—6,67-10" N m¥kg’ S

(Vizsm)
(10 74 5 7>:
V125 125

= (—4,772-10727 — 2,386 - 10" "2j) N/kg

Y, para ms:

-

j:

3kg
— my—=_ P | 212 .
g3=—Gr—§j— 6,67-10""'Nm/kg 5m)?

=—8,004-10""%j N/kg
Entonces, el campo total sera:
Gow=(—8,107-10721 = 1,039-10 "' j) N/kg
Y su modulo sera:
g=1,317-10" N/kg
(B ;Cuénto trabajo se realiza al desplazar una masa de 1000 kg

desde la superficie terrestre hasta una distancia igual a tres
veces el radio de la Tierra?

El trabajo serd igual a la variacion negativa de la energia
potencial, por lo que:

| W:#Gmm-QGEMQ:

Iy 3ry
— 2 g 419 167%)
371

El signo negativo del trabajo significa que se realiza contra la
atraccion gravitatoria.

] Un sistema consta de cuatro particulas de 10 g situadas en
los vértices de un cuadrado de 20 cm de lado. ;Cual es la
energia potencial del sistema?

La energia potencial del sistema sera:
Eptotal = Ep12 i Ep13 s Ep14 + Ep23 + Ep24 + Ep34
Las distancias r5 Y 4 son las diagonales del cuadrado y valen
0,28 m. Sustituyendo los valores, se obtiene:
1 1 1

1
| e X * -2 . -2 - o -
| Ep(ota| =-G-10 10 (0[2 i 0,28 0,2 0,2

1 1 a4 2 ) B
Tos o,z) Gl (o,z 0,28
=-18-10""J
H Cuatro masas de 2, 4, 3 y 0,4 kg, respectivamente, se
encuentran en los vértices de un cuadrado de 2 m de Iado:
;Cuénto vale el potencial en el centro del cuadrado? ;Qué
energia potencial adquirird una masa de 10 kg colocada en
dicho punto?
‘ La distancia de cada vértice al centro del cuadrado es igual a
\/5 m. Asi pues:

| o
| v=- 5 (5 m)

Sustituyendo los datos queda:
V=—4,43-10""J/kg
Por su parte, la energia potencial que adquiriria una masa
m’ = 10 kg situada en dicho punto sera:
E,=m'V=—-443-10")
16 El potencial gravitatorio debido a cierta masa varia a
lo largo de la direccion X seguin la expresion:

2-1077
V(x) = —J/kg
X

@ I. Interaccion gravitatoria

Determina:

a) El valor de la masa, considerada puntual, que origina
dicho potencial.

b) La expresion vectorial del campo gravitatorio en x =
=10myenx=20m.

a) Sabemos que el potencial creado por una masa puntual
viene dado por la expresion:

m
V(X) = —67

b) El campo es el gradiente del potencial cambiado de signo:

Por tanto:
Gx=10)=—2-10"i
Gx=20)=—5-10"7

@ ;Qué valor tiene el campo gravitatorio en el punto Adela

figura 3.23? Razona tu respuesta.

En dicho punto, los campos gravitatorios lunar y terrestre son
iguales y de sentidos opuestos, por ello el campo neto es nulo.

;Cuanto vale la velocidad de escape del Sol a una distancia
igual al radio orbital terrestre? ;Qué te sugiere el resultado?

La velocidad de escape de la atraccion gravitatoria solar a esa
distancia (149 600 000 km) es:

V= 26Gms =42230 m/s = 42,23 km/s
N r

La conclusion que se extrae de este resultado es que la velo-
cidad de escape terrestre no es suficiente para abandonar el
campo gravitatorio solar. Como se comenta en el texto, las
sondas que han abandonado el sistema solar han tenido que
adquirir la velocidad necesaria haciendo uso de la llamada
«asistencia gravitacional.

Cuestiones y problemas (paginas 102/103)

Guia de repaso

[ ;Qué importante diferencia se establece a partir de los tra-

bajos de Maxwell en el tratamiento de la interaccion a lar-
ga distancia y que marca una significativa diferencia entre
el concepto de campo y el de accién a distancia?

Las interacciones entre cuerpos a distancia no son instan-
taneas, sino que se propagan a la velocidad limite de la luz.

Pl ;Qué se entiende por campo gravitatorio?

Campo gravitatorio es aquella region del espacio cuyas
propiedades son perturbadas por la presencia de una masa m.

El ;Qué magnitudes se utilizan como inherentes o propias del

campo gravitatorio? ;Y cudles se usan para describir la
interaccion del campo con una particula testigo?

Las magnitudes que definen el campo son la Intensidad del
campo en un punto y el potencial del campo.

Las magnitudes que se utilizan para describir la interaccié’n
del campo con una particula testigo son la fuerza que actua
sobre la particula como medida de la interaccion, y la energia
potencial de la particula asociada a su posicion relativa en el
campo.

El ;Cual es la expresion para la intensidad del campo debido

a una masa puntual en un punto P distante?
G =—Gm/r"u, o bien g = F/m’

donde m es la masa que origina el campo y m; la testigo.

Bl ;Cémo es el campo gravitatorio debido a una corteza

esférica en un punto exterior? ;Y en uno interior? ;Podrias
demostrar tu respuesta a esta ultima cuestién desde un
punto de vista cualitativo?

El campo gravitatorio debido a una corteza esférica en un
punto exterior es idéntico al que se obtendria si toda la masa
de la corteza estuviera concentrada en su centro. En un pun-
to interior el campo es nulo. Véase la demostracion dada en
la pagina 87.

iBajo qué aproximaciones equivale el campo creado por
una esfera sdlida en un punto exterior de esta al de esa
misma masa considerada puntual y concentrada en el
centro de la esfera?

Hay que suponer que la densidad de la esfera es uniforme o
varia solo con la distancia al centro, o decir, de modo isotrépico.

iDe qué forma varia el campo en el interior de una esfera
sélida? ;Bajo qué suposiciones?
Varia linealmente con la distancia al centro hasta hacerse

cero en dicho punto. La suposicién que hay que hacer es que
la densidad de la esfera es uniforme.

¢{Cémo se modifica la aceleracion gravitatoria efectiva en
la superficie en funcién de la altitud? ;Y en funcién de la
latitud?

2h
En funcién de la altitud: gerecivs = 9 (1 = —)
It
En funcion de la latitud: gupees = g — ©°r; COS” @
¢En qué condiciones es licito utilizar el término mgh, en el
que g es constante?
En pequenas alturas (véase la pagina 93).
:Qué significado fisico tiene hablar de energia potencial de
un conjunto de particulas?
La medida del trabajo que deberia realizarse para separar el

sistema hasta hacer infinita la distancia entre las particulas.

iCudl es el significado fisico de la energia de amarre o de
ligadura?
Es la energia que debe transferirse por unidad de masa para

que un cuerpo abandone completamente un campo gravita-
torio.

{Qué le ocurriria a un cuerpo lanzado desde la Tierra a una
velocidad de 11,2 km/s si tenemos presente su situacion en
el sistema solar?

Que no llegaria a abandonar el sistema solar.

El campo gravitatorio

Dos cortezas esféricas de distinto radio tienen la mis-
ma masa. ;Son iguales los valores del campo que originan
en un punto situado a la misma distancia de sus respec-
tivos centros?

Si, siempre y cuando el punto considerado sea exterior a
ambas cortezas.

Dos cortezas esféricas de la misma densidad tienen distin-
to radio. ;Son iguales los valores del campo que originan
en un punto equidistante de sus respectivos centros?

Aigualdad de densidad, la corteza de mayor radio (mayor su-
perficie) tendrd mayor masa, por lo que el campo originado
por ella en un punto equidistante sera también mayor. Si
consideramos la densidad como superficial, la masa de cada
esfera vendra dada por p4rr?, con lo que queda clara la inter-
dependencia entre la masa y el radio de la corteza.

15] Observa que la variacién de g con respecto a r en el

interior de una esfera sélida puede expresarse mediante la
igualdad g = — kr'u,. En consecuencia, ;como varia la fuerza
gravitatoria con la distancia en el interior de dicha esfera?
iQué fuerzas de las que estudiaste en 1.° de Bachillerato
variaban de igual manera con la distancia?

Varia del modo en que lo hacen las fuerzas restauradoras,
como las eldsticas, estudiadas en 1.° de Bachillerato. En este
caso, la posiciéon de equilibrio seria el centro de la esfera
(suponiendo constante la densidad).

Sean dos masas m, y m, orbitando alrededor del cen-
tro de masas del sistema con idéntico periodo T, a distan-
cias respectivas r, y r,. Dado que es la interaccién gravitato-
ria mutua la que proporciona la fuerza centripeta necesaria
a cada una, demuestra que debe cumplirse que:

m, _n

m, - r
La situacion descrita en el enunciado se muestra en el
siguiente dibujo:

'

'
'
i
'
=
|
l
\
\

\
\

m

La fuerza gravitatoria que ejerce la masa m, sobre m, es igual
y de sentido contrario a la que ejerce m, sobre m,. Estas dos
fuerzas son las responsables de los respectivos movimientos

giratorios en torno al centro de masas, es decir:
m1V$ - m1V§ mlvfﬂ _ m1V§r2

n r I'% rﬁ

Ahora bien, el cociente entre la velocidad lineal y la distancia al
centro de masas es la velocidad angular, idéntica para ambas
masas. Por tanto, podemos simplificar la anterior igualdad:
my _h
mr, =myr, = —=—
> N
Es decir, cuanto mds grande sea una masa respecto a la otra,
menor serd el radio de su érbita respecto al radio de la otra
masa.

¢Qué tipo de movimiento describiria una particula en el in-
terior de un hipotético ttinel que se cavara desde un punto
de latitud 60° N-longitud 0° hasta otro de latitud 60° N-lon-
gitud 180° si la particula se abandonara en la entrada del
tunel?

Describira un movimiento oscilatorio bajo la accién de una
fuerza variable con la distancia.

Como puede observarse en el dibujo, en este caso es la com-
ponente x de la fuerza gravitatoria la que varia con la distan-
cia (la componente y es compensada por la reaccién normal
de la pared del tunel), con lo que:

mm mim
Fe=Fsenf=—G—5—rsenf=—G—.

7 7

X
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Es decir, se trata de una fuerza restauradora del tipo F = —kx.

[ Sise mantuviera constante la densidad de la Tierra:

a) ;Coémo variaria el peso de los cuerpos en su superficie si
su radio se duplicara?

b) ;Cémo variaria el peso de los cuerpos en su superficie si
su didmetro fuera la mitad?

‘ a) Puesto que podemos expresar el campo gravitatorio
\ superficial en funcion de la densidad como:

4Gr
=—Gm
9 3 p

\ si el planeta aumenta de tamafio sin variar la densidad,

‘ el peso de los cuerpos en la superficie se incrementaria
linealmente con r. Concretamente, el radio (o el diametro)
se duplica, el peso también se duplicaria.

b) Haciendo uso de la misma expresion que en el apartado
anterior, si el didmetro se reduce a la mitad, g también lo
haré en la misma proporcién, luego el peso se reducira

también a la mitad.
\
\

B Considerando que el periodo de un péndulo en la super-
ficie terrestre viene dado por T= 2m(l/g)'"*, donde I es la
longitud del péndulo, analiza si un reloj de péndt{lo que
funcionase bien en nuestras latitudes se atrasaria o se
adelantaria en las siguientes situaciones:

a) El reloj es trasladado al polo Norte.
i b) El reloj es trasladado al ecuador.
i ¢) Elreloj asciende a gran altura en un globo aerostatico.
|

d) El reloj desciende a gran profundidad en el interior
terrestre.

e) El reloj viaja en el interior de una estacion orbital.

a) El periodo disminuye y, en consecuencia, el reloj se
adelantaria, pues g aumenta.

|
‘ b) Ahora g disminuye y el periodo aumenta, por lo que el
‘ reloj se atrasarfa.

¢) Sucede lo mismo que en b).

d) En este caso, g disminuye con respecto al valor superficial
y el reloj se atrasaria al aumentar el periodo.

e) El reloj no funcionarfa al estar en situacién de caida libre.
P ;En qué lugar pesa mas un cuerpo: en la superficie de

nuestro planeta, a 2000 m de altura o a una profundidad
de 2000 m?

El mayor valor de g corresponde a la superficie de nuestro
planeta, por lo que sera ahi donde pese mas.

@ I. Interaccion gravitatoria

Pil En un planeta cuyo radio es un tercio del terrestre, la acele-

raciéon superficial es de 5,4 m/s>. Determina cuanto vale
comparativamente la densidad (suponiendo que sea cons-
tante) del planeta en relacion con la densidad terrestre, py
(considerandola también constante).

El valor de la aceleracion gravitatoria de la Tierra es:
g = % Gwrpr = 9,8 m/s’

En el caso del planeta:
gp= % Gropp = 5,4 m/s”

Dividiendo ambas expresiones:

'oPp _

0,55
Py
Como r, = 11/3, entonces:
P _055=
3 pr
= pp=165"p;

22) Halla la altura sobre la superficie terrestre a la que

debe colocarse un satélite artificial para que su peso se
reduzca en un 20 %.

Dato: radio terrestre = 6370 km

El satélite debera situarse en un punto tal que la intensidad

del campo valga:

0,8-9g=784m/s’
Por tanto, a partir de la expresion:
my
- G S50
9=

se puede obtener r:

r= | M 744642,6 m=7144, 64 km
g

Como r=r; + h, la altura a la que debe colocarse el satélite
sera:
h=r—r=774,64 km

23] Halla el valor que tiene el campo gravitatorio en la

superficie del planeta Jupiter, teniendo en cuenta que su
masa es 300 veces la de la Tierra, y su radio, 11 veces mayor
que el terrestre.

El valor del campo gravitatorio en la superficie de Jupiter sera:

ﬂ_G?»OO-mT

=G—=6G-—"35=248g
9 2 (11-17)? T

Es decir:
g,=24,3m/s’

El campo gravitatorio desde un enfoque energético

FZ} Sientendemos que la energia potencial es algo asi como la

capacidad de realizar un trabajo en funcién de la posicion,
;consideras acertado el criterio de que la energia potencial
es cero en el infinito?

Como la intensidad del campo, por definicion, tiende a cero
en el infinito, lo mas légico serfa considerar el valor cero de
energfa potencial a distancia infinita, entendiendo que, al
tender el campo a cero, también lo hace la fuerza gravitatoria
capaz de realizar el trabajo, por lo que el cuerpo, a distancia
infinita, perderia dicha capacidad.

PH Sielegimos como criterio que la energia potencial es cero

en la superficie terrestre, ;cuanto valdria en el infinito?

El trabajo realizado por la fuerza gravitatoria al desplazar un
cuerpo de masa m desde el infinito hasta la superficie de
nuestro planeta viene dado, en todos los casos, por:

W:f F-dF = —Gmm’f %dr:

Y puesto que el trabajo equivale a la variacion negativa de
energia potencial:

W= —AE,
llegamos a:

’

mm

—AE,=E,.—E,,=G
r
Asi pues, queda claro que si elegimos como valor cero el de
la energia potencial en la superficie, el valor de la energia
potencial en el infinito sera:

’

mm

E,.=G

donde r es el radio terrestre. Debe entenderse que, sea cual
sea el criterio de energia potencial cero elegido, el resultado
del calculo del trabajo efectuado debe ser el mismo.

26 a) Determina la velocidad con que llega a la superfi-

cie terrestre un cuerpo que se deja caer desde una altura h
no despreciable medida desde la superficie. Demuestra,
asimismo, que si h es despreciable comparada con el radio
terrestre se obtiene la expresidn:

v=\2gh

b) Determina la velocidad con la que llegard a la superficie
terrestre un objeto que es abandonado en reposo a una
altura de 5000 km sobre ella.

a) Para efectuar el calculo, consideraremos que la energia
mecanica del cuerpo se conserva en la caida. Es decir:

(E)e=(E.+Ey),
Sustituyendo llegamos a:
mm 1 mmm
—-G—T—=—m’+ <~G L)
r 2 It
Si despejamos v y desarrollamos la expresién teniendo en
cuenta que r = r; + h, obtenemos:

h
= [2Gm. ——
Y G "R+rh

Esta es la expresion general de la velocidad de un objeto
que cae desde cualquier altura, por grande que sea, cuan-
do llega al suelo. Observemos que, si consideramos que la
altura h es pequefia comparada con el radio terrestre, po-
demos despreciar en el denominador r;h frente a rZ, con lo
que nos queda la conocida expresion (valida sélo para al-
turas pequenas):
v="V2gh

b) La expresion general de la velocidad puede simplificarse
del siguiente modo:

,_ [26me b _\/2 b
7R 1+ hr I ¥ iy

Sustituyendo el valor de la altura h, resulta:

5-10°
5-10°
6,37 10°

v = 2:9,8-
1+

=7409,7 m/s

En este célculo no se ha tenido en cuenta la friccion del
aire, que frena a todo cuerpo en su caida.

Si el campo en el interior de una esfera sélida homogénea

varia conforme ar, ;cémo lo hara el potencial en funcién de
ren el interior de dicha esfera?

El potencial en el interior de la esfera variara conforme a . La
razon es que, si consideramos los puntos situados a lo largo
de una direccion en el interior de la esfera, la relacién que
existe entre el campo y el potencial en los puntos de dicha
recta viene dada por la expresion g = —dV/dr, por lo que V
debe depender de r” para obtener la correspondiente varia-
cién lineal de g con .

¢Qué puede decirse del potencial gravitatorio en el interior
de una corteza esférica?

Puede decirse que serd constante. Usando la relacion entre g
y V(g = —dV/dr), dado que g = 0 en el interior de una corteza
esférica, el potencial ha de ser constante.

Tres particulas cuyas masas son 2, 4 y 0,3 kg se
encuentran situadas en los vértices de un triangulo equila-
tero de 8,66 m de altura. ;Cudl es la energia potencial del
sistema?

La energia potencial del sistema sera:

G
E;= 7 (mymy + mym; + myms)
donde:
h
|[=———=10m
sen 60
Por tanto:

E,=—6,53-10""J

¢A qué altura de la superficie terrestre ascenderia un
objeto lanzado verticalmente desde dicha superficie con
una velocidad de 5 km/s?

El objeto lanzado verticalmente alcanzara la altura méaxima
cuando E g, = 0, por lo que:

Ecinicial + Ep inicial — E

p final
de donde:
1 mm mm
—mg—-G——=-G——
2 Iy r+h

Simplificando, cambiando de signo e invirtiendo términos se
obtiene:

Vort

- 2Gm; — Vir,
Sustituyendo los valores:
h=1590460 m = 1590,46 km
Luego:
1 _rrth
2y _ s 2G6m;

It
Despejando hy simplificando, resulta la siguiente expresion,
que permite obtener la altura:
2Gm; — ry

=r+h
26my —viry

)] Dos masas puntuales de 10 kg cada una se encuen-
tran fijas en dos puntos separados por una distancia de
1 m. Una tercera masa de 0,5 kg se abandona en un punto
A equidistante de ambas y situado a 30 cm por encima del
punto medio B del segmento que las une. Calcula:

a) La aceleracién de la tercera masa en los puntos A y B.
b) La velocidad que llevara cuando pase por el punto B.
¢) El tipo de movimiento que describe.

3. El concepto de campo en la gravitacion @




La figura siguiente ilustra el enunciado del problema:
m’ =0,5kg
A

m,=10kg

a) Segun se desprende de la figura:

r=%0,52+ 0,3°=0,58 m

05
sen o= 0,58
El dngulo « es:
a=59°

La intensidad del campo debido a m, en el punto A es:

% (—sen 59°7 — cos 59°)) m/s’

y la del originado por m, es:

_9)1:6

m g 03

g,= 672 (sen 59°7 — cos 59°j) m/s’

Asi pues, la intensidad del campo en el punto A, teniendo
en cuenta que m, =m,, es:

Ga= —ZGm—z1 -cos 59°] = —2-107°] my/s’
r

Es decir, la aceleracién gravitatoria debida a m, y m, en el
punto A es2-10"°m/s’.

Sin embargo, en el punto B, la aceleracion gravitatoria
total es cero, pues los dos campos se anulan mutuamente.

b) Por el principio de conservacion de la energia mecanica,
se cumplird que:
AE .= —AE,
es decir:
Eg—En= EpA - EpB
donde E., = 0.
Por supuesto, la energia potencial en A es:

m
Eya=mVy=m (—267)
Sustituyendo los datos:

EpA=—1,15-10‘9J

mientras que la energia potencial en B es:
m
‘ EPB=m’VB=m’<f267>
Sustituyendo los datos:
E,y=—1335-10")
Asi pues:

%m'v2 =Ex— Ez=185" 107"°)

Despejando la velocidad, se obtiene:
v=27-10"m/s

¢) Las condiciones del movimiento en el que la v, es igual a
cero en el punto A y distinta de cero en el punto B, y la
aceleracion es distinta de cero en el punto A y cero en el
punto B, para, a continuacién, invertir su sentido.
Estas condiciones, permiten predecir que el movimiento
de la particula sera oscilatorio y que tendra como punto
de equilibrio el punto B.

@ I. Interaccion gravitatoria

32 Cinco masas de 4 kg cada una estan en posiciones

equidistantes sobre el arco de una semicircunferencia de
80 cm de radio. Una masa de 0,5 kg se sitia en el centro de
curvatura de dicho arco. Determina:

a) La fuerza que actua sobre dicha masa.
b) La energia potencial de dicha masa en ese punto.

a) La siguiente figura ilustra el enunciado de este problema:

m m m

'
Al ser iguales las cinco masas, la fuerza resultante sobre m
es:

-

Frow = (F+2-Fsen 459 j N
Es decir:
- mm'’ -
Fmtal = [GT (1 + \/i)]] N

Sustituyendo los valores, se obtiene:

—

Frow =502-107°F N

b) La energia potencial de la masa m’en el punto indicado
es:

Ep:m'v:m'(~c-;—5'm): ~8,34-107°J
r

Movimiento de cuerpos en campos gravitatorios

BBl Un satélite artificial en movimiento circular alrededor del

planeta O es acelerado cuando pasa por el punto P. Razona
cuél de las siguientes figuras refleja la nueva orbita en la
que se movera el satélite.

A la vista de las posibles 6rbitas, el satélite sigue teniendo
energia total negativa tras pasar por P, es decir, describe una
elipse. Si suponemos que, tras la aceleracion, el satélite sigue
sujeto exclusivamente a la atraccién gravitatoria que ejerce el
planeta O, este debera estar situado en uno de los focos de la
elipse que describe la trayectoria. En consecuencia, la trayec-
toria valida serd la a.

Bl Un objeto celeste que proviene del exterior del sistema so-

lar pasa muy cerca de la atmésfera terrestre con una veloci-
dad de 15 km/s. ;Quedara fijado en una orbita alrededor
de la Tierra? ;Quedara capturado en el sistema solar?

El objeto no quedara fijado en ninguna érbita alrededor de la
Tierra, dado que su velocidad es superior a la de escape te-
rrestre. Sin embargo, si quedara atrapado en el sistema solar,
pues su velocidad es inferior a la que se requiere para escapar
del sistema solar. No se consideran aqui posibles asistencias
gravitatorias que podrian catapultarlo fuera del sistema.

EH Si el radio lunar es 0,27 veces el terrestre y la masa lunar es

0,012 veces la terrestre, ;cual es la velocidad de escape de
la superficie lunar? ;Cuanto valdra la energia de ligadura
lunar por kilogramo de masa?

Considerando en la expresién 3.12 la masa y el radio lunar en
comparacion con los datos terrestres, podemos concluir que:

=2,35 km/s

Vescapelunar = 0121 : Vescape terrestre

Por otra parte, sustituyendo los valores ofrecidos en la expre-
sion de la energia de ligadura, comprobamos que en el caso
lunar vale:

Eligadura !unar/kg = 01044 ! Eligadura terrestre 2176 ' 106 J

iPuede orbitar un satélite en torno a la Tierra sin que su
plano orbital contenga en su interior el centro terrestre?

No puede orbitar en esas condiciones. La fuerza central que
mantiene al satélite en drbita ha de estar dirigida hacia el
centro terrestre, lo que obliga a que la Tierra esté contenida
en el plan orbital.

Desde la superficie terrestre se lanza un satélite; al
llegar a la maxima altura r medida desde el centro terrestre,
se le comunica una velocidad horizontal. ;Qué ocurrira en
cada uno de los siguientes casos?

Gm;
P
b) k;x’velocidad comunicada estd comprendida entre v, y
2v,.

¢) La velocidad comunicada es mayor o igual a \/Ev,.

a) La velocidad comunicada es v, =

a) La energia mecdanica del satélite tras proporcionarle la
velocidad horizontal es:

1. Gmm
r 2 r 2
Se trata de una velocidad negativa, luego el satélite
describird una érbita cerrada. Ademas, seguin se ha visto en

el subepigrafe 5.3, la velocidad suministrada es la que da
lugar a una 6rbita circular.

Gmim 1 Gmy
E=——+4—m

b) En este caso, la energia sigue siendo negativa, pero mayor
que la requerida para una érbita circular. Por tanto, la 6rbi-
ta serd eliptica.

¢) En ese caso, el cuerpo abandona el campo gravitatorio te-
rrestre, siguiendo una trayectoria parabolica (si v = \/Ev])
o hiperbdlica (si v > \/Ev]).

La distancia de la Tierra al Sol es de 152 100 000 km
en el afelio, mientras que en el perihelio es de 147 100 000
km. Si la velocidad orbital de la Tierra es de 30270 m/s en
el perihelio, determina, por conservacién de la energia
mecdnica, cudl sera su velocidad orbital en el afelio.

La energia mecanica en el perihelio es:

Eoh = Econ T Eqpn :%mva,h + <~G—m:ﬂ>
ph
Sustituyendo los valores, se obtiene:
Epn =—2,69-10")
La energia mecanica se conserva, luego:
Ecsrt Epaf: Eph
Por tanto:
E = Eph - Epaf: Eph - (*Gmr—ﬁfm)
a

Sustituyendo los datos, se obtiene:
E. . =257-10")

Como:

El resultado sera:
Ve =29247,5m/s

EEl Los agujeros negros se denominan asi porque su increible

densidad hace que su accién gravitatoria sea tan intensa
que ni la luz tiene suficiente velocidad de escape para salir
de él. A la distancia critica en la que este hecho sucede (me-
dida desde el centro del agujero) se la denomina «radio de
Schwarzchild». ;Cual seria este radio para un agujero de
diez masas solares?

En el limite del radio de Schwarzchild, la velocidad de escape

es ¢, por lo que:
2Gm 2Gm
c=./ >r=—j
r c

Sustituyendo los valores, se obtiene:
r=29644 m= 29,64 km

Determina la velocidad de escape de la superficie
de un planeta cuyo radio es un tercio del terrestre, y cuya
aceleracién gravitatoria en la superficie es de 5,4 m/s>.

Datos: R=6370 km; G=6,67 - 10""" N m*/kg’; M; = 6 - 10** kg
La velocidad de escape sera:

[ 2G 2G
V= rm: r2m~r=\/2g’r

donde r=r;/3, por lo que:
v=V2/3 g’y =4800 m/s

Para ello, se ha considerado que r; = 6400 km.

Una sonda espacial de 1000 kg se halla en una érbita
circular de radio 2R alrededor de la Tierra. ;Cuanta energia
se requiere para transferir la sonda hasta otra érbita circu-
lar de radio 3R? Analiza los cambios en la energia cinética,
potencial y total.

La energia potencial viene dada por la expresion general:

Gmm
r

E =

p
Si las orbitas son circulares, se debe cumplir la siguiente
igualdad:
mv: _ Gmm
r P

Por tanto, la energia cinética valdra:

Gm;m
2r

En ambas expresiones, r es el radio de la érbita. Para la pri-
mera Orbita, obtenemos:

1]
E.=—mv’ =
2

Gmim Gmm Gmm
Ep1 = 2; 7 a = 4; = Etotall = 4’;
Mientras que para la segunda érbita:
Gmm Gmmm Gmym
Ep27 3/_; L= 6;‘-\; :EmtalZ:_ 6;

La energia necesaria para transferir la sonda de una 6rbita a

otra serd la diferencia entre estas dos energias totales:
Gmm (1 1 Gmm
AE =gy =g | | ==
R 6 4 12R

Sustituyendo los valores, esta energia resulta ser de 5,24 - 10° J.

Tanto la energia potencial como la cinética en la segunda 6r-
bita tienen valores que resultan de multiplicar por 2/3 los de
la primera 6rbita. Sin embargo, en el caso de la energia po-
tencial, esta aparente reduccion es en realidad un aumento,
al tratarse de una energia negativa. Del mismo modo, la ener-
gia total de la segunda ¢rbita es 2/3 de la energia total de la
primera 6rbita. Sin embargo, al tratarse de una energia nega-
tiva, en realidad se ha producido un aumento de energia,
como puede verse en el signo de AE, positivo.

3. El concepto de campo en la gravitacion @




Un satélite artificial de 1200 kg de masa describe
una érbita circular a una altura de 2300 km sobre la super-
ficie terrestre. Determina su momento angular con respec-
to al centro terrestre.

El momento angular es L =7 X P. Luego su médulo serd L =
— mrv, donde res el radio de la 6rbita: r=R + h = 8,67 - 10°m.
Sabemos que la fuerza centripeta que mantiene al satélite en
su orbita es la fuerza gravitatoria:

mv  Gmm Gmy
_—= ==
r r
Sustituyendo en la expresion del médulo del momento
angular, resulta:
L =mrv =707 - 10" kg m*/s

Lo calculado es el médulo del momento angular. La direccion
del vector L sera perpendicular al plano de la érbita, mientras

que el sentido viene determinado por la regla de la mano
derecha.

= 6794 m/s

Las grandes estrellas (de masas superiores a 1,4 ve-
ces la solar) acaban el ciclo de sus vidas colapsandose o
aplastandose gravitacionalmente, formando diminutas es-
trellas de neutrones de unos 40 km de diametro. Sup6n
que eso pudiera sucederle al Sol, que tiene 1,39 - 10° m de
didmetro y que gira una vez cada 27 dias.

a) ;Cual seria la nueva velocidad angular de «Sol neutréni-
co», expresada en vueltas o revoluciones por segundo?

b) ;Cual seria la gravedad superficial en la estrella de neu-
trones formada?

¢) ;Cual seria la velocidad de escape de su superficie?

Nota: considera que la masa del Sol sigue siendo la misma
durante el proceso.

@ 1. Interaccion gravitatoria

a) En el proceso de colapso de las estrellas de gran tamaio,
el momento angular se mantiene constante al no existir
fuerzas externas capaces de modificarlo. Sabemos que
L=lo.

El momento de inercia para una esfera maciza que gira
alrededor de un diametro es:
2

|==mR’
5

Puesto que el momento angular se conserva:

Lo, = Lw, =

= Riw, = R,
En esta expresion, conocemos Ry, R, y la velocidad angular
w,, que podemos expresar como 27/27 rad/dia.

Sustituyendo los datos, resulta que w, = 2,81 - 10° rad/dia,
lo cual corresponde a un periodo T= 2,236 - 10~% dias =
=~ 0,002 s.
Es decir, el periodo de rotacion resulta ser de unas dos
milésimas de segundo.

b) La intensidad del campo gravitatorio en la superficie de la
estrella colapsada sera:

1,98-10°

(2-10%
¢) La velocidad de escape viene dada por la siguiente

expresion:
. | 2GMsy
RSoI neutrénico

Sustituyendo los datos, resulta una velocidad de escape
de 1,15 - 10° m/s.

M,
g=G—R§°‘ =6,67-10" =3,3-10" m/s’
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