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, leccion, finalizamos el bloque de dinamica. Aplicarert
b al ¢ ar un sistema de particulas a un caso con el solido rigido. Se .
~ de un sistema ideal, que constituye un valioso modelo en el estudio del movimiento de o

sOLIDO RIGIDO

hora los resulta
, el solido rigido. Se tra

cuerpos poco deformables, como es el caso de la mayorfa de los solidos.

Como sabemos, el movimiento de un sélido indeformable puede ser descompuesto en

dos:

— El movimiento de traslacién del sélido como un todo, esto es, el movimiento del CM,
cuyo estudio ya se ha realizado en el tema anterior. '
__ El movimiento de rotacién del sélido respecto a su centro de masas.

Al haber estudiado ya el movimiento de traslacién, centraremos {m’est.ra atencién.?n el
estudio de los movimientos de rotacién del cuerpo, esto es, en la dmafmc.a.de rotacion.

Para ello, tendremos que establecer un conjunto de ecuaciones y principios capaces dei
describir el movimiento de rotacién; es decir, tendremos que elaborar un esquema form?
que desempefie en la dinamica de rotacién el mismo papel que la ley fundamental de la
dinamica, el principio de conservacién de la cantidad de movimiento, etc., desempefian en

la dinamica de traslacion.

Comenzaremos determinando cual es el agente dindmico en una rotaciér}; una vez ca-
racterizado, analizaremos su relacion con los cambios producidos en las rotac1ones._SL'1rglra
asi una nueva magnitud, el momento de inercia, que va a dgsempenar un papel similar al
que le corresponde a la masa en los movimientos de traslacion. i :

Por dltimo, la aplicacién al modelo «sélido rigido» de los conoc1rfnentos dg que dispo-
nemos sobre energfa cinética de un sistema de particulas completara el estudio de su mo-

vimiento.

1. QUE ES Y COMO SE MUEVI

Un solido rigido es aquel cuerpo cuya forma no
se modifica mientras se mueve, aunque esté so-
metido a la accién de una fuerza.

Por tanto, en un sélido rigido, la distancia entre
sus partes permanece inalterada a lo largo del tiem-
po.

En realidad, los sélidos rigidos no existen. Todos
los cuerpos se deforman en cierta medida al estar
sometidos a la accién de fuerzas que actiian sobre
ellos. B

Al suponer que los cuerpos son totalmente rigi-
dos, establecemos un modelo con el que estudiar la
realidad.

No obstante, la mayoria de los sélidos no suelen
presentar alteraciones observables en su forma
cuando actia sobre ellos una fuerza, como ocurre
con una bola metalica o una rueda.
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Un sélido rigido es aquel en el que la distancia entre dos
puntos cualesquiera del mismo permanece constante.
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Puesto que vamos a estudiar el movimiento de
un cuerpo rigido, analicemos previamente cémo
puede ser dicho movimiento.

El cuerpo puede trasladarse sin girar sobre si
mismo:

Como se trata de un cuerpo rigido, todas sus par-
tes se trasladan en cada instante con la misma ve-
locidad y aceleracién.

El cuerpo puede asimismo girar en torno a un eje
sin desplazarse.

En este caso, la rigidez del cuerpo nos asegura
que todo él se movera con la misma velocidad an-
gular, actuando la misma aceleracién angular en
cada instante. Sin embargo, la velocidad y la ace-
leraci6n lineal no seran iguales para todos los pun-
tos del cuerpo: las partes mas alejadas del eje gi-
raran con mayor velocidad.

Por dltimo, el movimiento méas general del cuer-
po es aquel en el que éste gira y se traslada simul-
taneamente.

Este movimiento podemos considerarlo como la
combinacién de una traslacién y una rotacién. El
movimiento del cuerpo de la figura puede consi-
derarse como la combinacién de una traslacién del
centro de masas desde A hasta A’ y una rotacién
en A’, respecto al CM.

El movimiento de traslacién del sélido rigido ha
sido estudiado en el tema anterior, al considerar el
movimiento de traslacion del cuerpo como el de un
punto, el CM, en el que se supone concentrada
toda su masa. Por tanto, analizaremos ahora el mo-
vimiento de rotacién del sélido alrededor de un eje,
al que denominaremos eje de rotacion.

Para simplificar el estudio, consideraremos que el
eje de rotacién pasa por el sélido, en la mayoria de
los casos, por el CM del cuerpo, aunque en el trans-
curso de la leccién veremos qué sucede cuando el
eje de rotacién no pasa por dicho punto.

Sin perder rigor en nuestro estudio, podemos su-
poner que el eje de rotacién permanece fijo, ya que
si no fuese ast, siempre podriamos encontrar un sis-
tema de referencia (el del CM) respecto al cual el
sélido sélo girase sin que existiesen traslaciones.

i

!

!

!

i |
icm
|

i

!

!

!

!

|

e e . e o <onwmi

En esas condiciones, cada particula del sélido
describe un movimiento circular alrededor del eje
de giro.




Si fijamos ahora el origen de un sistema de re-
ferencia sobre el eje de giro, una particula i, cuyo
vector de posicién es r;, describird un movimiento
circular, cuya velocidad angular viene dada por:

_de
Tt

donde @ es el angulo girado en ese tiempo.

La velocidad angular podemos representarla
como un vector, perpendicular al plano del movi-
miento, cuyo sentido es el de avance de un tornillo
que girase como el cuerpo.

Recuerda que si v; es la velocidad lineal de la par-
ticula respecto a O,

Vi—_—(l)xrj

Observa que @ se expresa sin subindice, ya que
al considerar el cuerpo rigido, todas sus particulas
giran con la misma velocidad angular.

Por tanto, la rotacién del sélido podemos carac-
terizarla por el vector velocidad angular, alineado
con el eje de giro y con el sentido que se ha indi-
cado.

Si la rotacién no es uniforme, aparecera una ace-
leracién angular:

La aceleracién angular es un vector con la misma
direccién que o, siendo su sentido el de o si ésta
aumenta o el contrario si @ disminuye.

2. QUIEN PROVOCA LAS ROTACIONES

Sup6n que deseas hacer girar al objeto de la fi-
gura, inicialmente en reposo, en torno al eje dibu-
jado. ¢Cémo procederias?
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1. Cierto objeto de forma esférica gira, sus-
pendido de un hilo, con una velocidad an-
gular de 0,1 rad/s. Calcula la velocidad de
traslacion lineal de un punto de su super-
ficie, si esta situado:

a) Sobre el eje de giro.

b) En un punto separado una distancia
igual al radio del eje de giro.

¢) En un punto equidistante de los dos
anteriores.

El radio de la esfera es 10 cm.

~ Sol.: 0 mks; 0,01 m/s; 0,007 mfs.

Observa que si el cuerpo no esta apoyado en nin-
gin otro objeto, la accién de una Gnica fuerza s6lo
sirve para desplazarlo, pero nunca para hacer que
gire. La respuesta es sencilla: bastaria con aplicar
dos fuerzas F y F’ como las que se indican en el
dibujo, para conseguir el giro que se pretende. Para
provocar una rotacion es necesario el concurso de
un par de fuerzas.

El par de fuerzas esta constituido por dos fuerzas
iguales, paralelas y de sentido opuesto, cuyos pun-
tos de aplicacién estan separados cierta distancia.

Si el eje sobre el que deseamos que gire el cuerpo
esta fijo, parece que basta con una fuerza para con-
seguir el giro; es lo que ocurre con una puerta al
abrirla. Pero se trata sélo de una apariencia, ya que
al estar el eje fijo, cuando apliquemos una fuerza,
aparecera sobre los puntos del cuerpo en contacto
con el eje ofra fuerza igual y de sentido opuesto,
ejercida por el eje, de tal modo que el giro resulta
originado por un par de fuerzas.

Para caracterizar los pares de fuerza se define una
nueva magnitud vectorial, el momento del par, M.

Si O es el punto de aplicacién de una de las fuer-
zas del par y r es un vector cuyo origen es Oy cuyo
extremo es el punto de aplicacion de la otra fuerza,
el momento del par es:

M=rXxF

M es un vector que coincide con el momento del
vector F, y cuyo médulo,

M=F-r-sena=F-d

resulta ser el producto de una de las fuerzas por la
distancia perpendicular que las separa.

De ese modo, el momento del par respecto a un
punto fijo O, es una magnitud vectorial, perpendi-
cular al plano formado por r y F, cuyo sentido viene
dado por la regla de avance del tornillo.

En situaciones semejantes a la de la apertura de

- una puerta, es decir, cuando se ejerce una tnica

fuerza y donde la otra fuerza del par es la reaccién
ejercida por el eje fijo, se suele hablar de momento
de la fuerza respecto al punto fijo, punto en el que
actda la fuerza de reaccion.

La definicién de momento de una fuerza nos per-
mite calcular qué valor toma la magnijtud causante
de una rotacion; cuanto mayor sea el momento,
mayor serd la rotacion que produce. Observa que
el momento aumenta cuando aumenta la fuerza
aplicada, pero también cuando aumenta la distancia
r. Por tanto, podemos obtener una velocidad an-
gular de rotacion elevada ejerciendo una fuerza pe-
quefia, siempre que se aplique adecuadamente.
Ten sin embargo en cuenta que también influye la
posicion relativa de r y F (es decir, del dngulo que
formen estos dos vectores)

EJEMPLO

Considera el caso de una puerta que puede girar
sobre sus bisagras y que se encuentra inicialmente
en reposo.

Imaginemos que aplicamos las fuerzas represen-
tadas en la figura.

Freaccién

Para hacerla girar, podemos aplicar la fuerza en
cualquiera de las posiciones indicadas.

Si aplicamos la misma fuerza en todos los casos,
observaremos que la aceleracién angular del giro es
mayor cuanto mas elejada esté la fuerza del eje de
giro, lo cual, segiin nuestra definicién, se corres-
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ponde con el mayor valor del momento del par, por
ser mayor la distancia al eje de giro, donde se pro-
duce la reaccion.

Hay fuerzas que, por intensas que sean, no pro-
vocan ningun giro. Tal es el caso de la fuerza Fy,
puesto que ésta se anula con la reaccion del eje,
al coincidir sus direcciones con la linea de accion.
Por tanto, no constituyen ningun par.

En el transcurso del tema manejaremos cuerpos
que giran respecto a un eje fijo, en vez de girar res-
pecto a un punto fijo. En ese caso, el momento de
la fuerza depende del punto del eje que se consi-
dere:

Eje fijo

El momento de F respecto a O es diferente del momento
de F respecto a O', pero sus componentes en la direccién

del eje son iguales.

No obstante, sea cual sea el punto del eje con-

siderado, la componente del momento en la direc-
cién del eje resulta ser idéntica para todos los pun-

tos.
En efecto, el momento respecto a O es:

M=rXF
y respecto a O,
M =x xF
En la figura se observa que:
r=00" +r

Por tanto,

M = (00’ + r') Xx F= (00’ x F) + (r' X F) =
= (00’ X F) + M’

Sin embargo, el vector 00’ esté situado sobre el
eje, de modo que el vector (00" x F), al ser per-
pendicular a 00’ y a F, no tiene ninguna compo-
nente segin el eje. Se deduce entonces que las
componentes de M y M’ sobre el eje de giro son

“iguales.
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Para un eje fijo, se define el momento de la
fuerza respecto al eje como la componente en la
direccién del eje, del momento de la fuerza respecto
de cualquier punto de éste.

Al ser el momento de la fuerza respecto a un eje
fijo independiente del punto del eje que se consi-
dere, elegiremos por conveniencia el punto mas
préximo al punto de aplicacion de la fuerza. Ese
punto (O) es el pie de la perpendicular al eje trazado
desde el punto de aplicacién de la fuerza. De ese
modo,

MO=rXF

En la mayoria de los casos que trataremos, la
fuerza estara aplicada tangencialmente a la periferia
del cuerpo, como se aprecia en la figura, y en ese
caso F sera perpendicular a r, por lo que:

Mg| = [t xF|=r-F
Si al mismo tiempo, como en la figura, el eje es
perpendicular al plano formado por ry F, entonces

M, es paralelo al eje de rotacion, coincidiendo, por
tanto, con su proyeccion.

e fijo

LM
Momento de la fuerza respecto al eje fijo.

En estos casos, el momento de la fuerza respecto
del eje resulta ser simplemente el producto de la
fuerza por la distancia al eje.

MF=F'F

T

Ten en cuenta, ademas, que no todas las fuerzas -

producen movimientos de rotacion:

—_ Si la direccién de la fuerza coincide con la di-
reccion del eje fijo de rotacion, el momento de
la fuerza respecto a cualquier punto del eje serd
nulo.

__ Si la direccion de F coincide con la direccion de

r, el momento respecto del eje también es nulo.

S o S R

1. Los cuerpos de la figura pueden girar alrededor
de un eje cuando sobre ellos acttan determi-
nadas fuerzas. Si se ejercen las fuerzas que se
indica, encontrar en cada caso el momento de
las fuerzas, respecto al eje de rotacién.

S
=5

En todos los casos bastara con multiplicar el va-
lor de la fuerza que acta por la distancia al eje
de rotacion.

a) M,=5-0,02=01N-m
b) M,=5-0,02=01N-m

La direccion y sentido son los que se indican en

la figura, donde se ha dibujado también la fuerza

de reaccién debida al eje, que constituye, junto
con la fuerza que se aplica, el par responsable
de la rotacién.

c) En este caso actian varias fuerzas, cuyos mo-
mentos son distintos. Por tanto, el momento
resultante sera la suma vectorial de todos
ellos.

El médulo de cada momento resulta ser:

M =5-004=02N-m
M,=5-002=01N-m
M;=5-0,06=03N-m
Por tanto, el momento resultante sera:

M=01+03-02=02N'm
en el sentido de M, y M.

Observa que el giro debido a la fuerza F, es-de
sentido opuesto al provocado por F, y Fs. De

ahf el signo negativo en el célculo del momento
resultante.

. En la figura adjunta, supén que el eje Y es el eje

de rotacién del cuerpo y que la fuerza aplicada
forma un valor F = 2i + j — 2 k N.

a) Calcula el momento de F respecto al punto
O, para el que la posicion del punto de apli-
cacién de la fuerza F es r = 3i m.

b) Idem respecto a O/, situado en la posicion
—3j respecto a O.

c) Comprueba que las componentes de M, y
M’; en la direccién del eje, son iguales.

El momento de F respecto a O, sera:

i j k
M=rxF=|3 0 0/=6j+3kN-'m
2 1=2

El momento de F respecto a O’ esM = ¢’ X F. En
la figura se observa que

r=00+r=3j+3i

por lo que:
i j k

Myg=|3 3 0|=—-6i+6j—3kN-m
2 1-2

Como puedes observar, la componente segiin el
eje Y es idéntica en ambos casos. Ese valor es
precisamente el del momento de la fuerza res-
pecto al eje de giro.
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92 Resolver el mismo problema que en el ul-
timo ejemplo para el caso en que
F=2i-2k vy r=3i+3k. Comprueba que
M=r-F=12 N-m.

3. Calcula el médulo, la direccién y el sen-
tido del momento resultante respecto al
eje de giro, de las fuerzas que actian so-
bre el cuerpo de la figura.

Ahora que hemos determinado que es el par fie
fuerzas quien provoca la rotacion, vamos a estudiar
si existe una relacién entre el momento de' la fuerza
aplicada vy la aceleracion angular producida en el

cuerpo que gira. .

Es decir, buscamos una expresion analoga a la
establecida en la dinamica del punto material que
relaciona la fuerza aplicada al mismo y la acelera-
cién producida.

Segun lo que acabamos de ver, tal relacion debe
ser directa: cuanto mayor sea el momento, mayor
sera la aceleracién angular provocada.

En el dispositivo de la figura, supondremos que
la masa de la cuerda es despreciable y que en el
instante inicial la polea no gira.

Al tirar de la cuerda con una fuerza constante, F,
comunicamos a la polea cierto momento, referido
al eje de giro y cuyo valor es M = r X F.
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4. De una polea de 2 kg de masa y 5 cm de
radio cuelga un cuerpo de 5 kg, que des-
ciende con velocidad constante.

a) Calcula el valor de las fuerzas dibujadas
que acttian sobre la polea.
b) Halla el momento resultante de esas
fuerzas respecto al eje de giro de la po-
~ lea. ¢Debe existir alguna otra fuerza so- I
 bre la polea? ‘

gl e ooN
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Dicho momento produce una aceleracion angular \
o constante, la cual puede calcularse midiendo la |
cantidad de cuerda que se desenrolla.

Si en un intervalo de tiempo t se desenrolla un
trozo de cuerda de longitud d como consecuencia
de la aplicacion de la fuerza constante F, la cuerda
adquirird una aceleracién a, o sea se desenrollara
segn un movimiento uniformemente acelerado. La
longitud d desenrollada, o lo que es igual, la distan-
cia recorrida por el extremo de la cuerda, sera:

1
d = ? -a- t2
Recordando que:
a
X = —
R
podemos escribir:
1
d = 7 o R . tz
y por tanto,
d
=92.
“ R-t?

Al realizar la experiencia con distintos valores del
momento, para lo cual basta con aplicar diferentes
valores de la fuerza, se obtienen diferentes valores
para la aceleracion angular, verificandose la siguien-
te relacion:

— = constante
o

¢Qué significado fisico tiene esa constante?

A la vista de las semejanzas con lo que ocurre en
las traslaciones, donde F/a = m, podemos estar ten-
tados en afirmar que esa constante es la masa de la
polea. De hecho, si sustituimos la polea por otra de
la misma forma, pero cuya masa es diferente, en-

contramos que la relacion M/« adquiere otro valor
distinto al anterior.

Sin embargo, si sustituimos la polea por otra de
la misma masa y radio, pero de caracteristicas di-
ferentes, como la que se aprecia en la figura, la
constante de proporcionalidad varia.

Por tanto, esta constante no puede depender tini-
camente de la masa del cuerpo que gira, sino que
influye también la forma geométrica del mismo.

No conocemos ninguna magnitud fisica que haga
referencia al conjunto masa-geometria de un cuer-
po, aunque podemos adelantar su significado: la
constante M/« representa de algiin modo la «iner-
cia» del cuerpo a girar sobre su eje. Cuanto mayor
sea esa magnitud, menor seré la aceleracién angular
producida por el momento de la fuerza.

Podriamos proseguir ahora la via experimental e
investigar los factores de los que depende esa mag-
nitud, hasta encontrar una definicién acorde con los
resultados. Pero no lo haremos asi; vamos a utilizar
los conocimientos que poseemos de la leccién an-
terior para llegar a definir dicha magnitud.

5. Intentar predecir cual de las dos poleas, di-
bujadas en las figuras anteriores, adquirira
mayor aceleracion angular para un mismo
momento aplicado.

6. ¢Cuales seran las unidades en el S.I. de Ia

i constante de proporcionalidad entre el

& momento y la aceleracion angular que
~ produce?

. ¢Cual de los dos cuerpos de la figura pre-
sentard mayor inercia a la rotacion?




4. MOMENTO ANGULAR DE UN SOLIDO R

En el apartado anterior hemos cometido un «de§-
liz» que empieza a ser habitual: se ha tratad? al s6-
lido como un todo, considerando que acfa.xa una
Gnica fuerza externa sobre él. Con esa simplificacién
podemos perder informaci6n, como ocurre con la
nueva magnitud, ya que ésta depende,‘e%demas de
la masa, de la forma geométrica del solido, como
se ha puesto de manifiesto. .

Estudiemos, pues, el solido rigido como un sis-
tema de particulas cuyas distancias mu.tua.s. per-
manecen inalteradas e investiguemos el significado
que tiene el momento angular para éste.

Supongamos que cierto objeto, que podemf)s
considerar solido rigido, gira alrededor de un eje,
con cierta velocidad angular @.

Si fijlamos un sistema de referencia cuyo origen
O esté sobre el eje de rotacion, una particula del
sélido, de masa m;, se mueve con una velocidad:

V,-=0,J-rj-senCI)=u)-R1-
De ese modo, el momento angular respecto a O,
~ sera:
L; =1 X my;
ahora bien, como
V=0 X1

el vector v, es perpendicular al plano formado por
o y r; y por tanto, es perpendicular a r; Por tanto,

L=Ll=m-15v

Aligual que hicimos al definir el mome.nt-o de una
fuerza respecto a un eje, podemos definir el mo-
mento angular respecto al eje de giro como la com-
ponente, segtn el eje de giro, del momento angular
respecto a cualquier punto del eje.
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De acuerdo con esta definicion, el momento an-
qular respecto al eje serd la proyeccion de L; res-
pecto al eje de giro, esto es:

Lige = m; - 1;- V- COS (/2 — @) =2
m;-r;-vi-sen @ =m;- R+ vi=m;- R~ o
Si lo anterior lo consideramos para todas las par-

ticulas del sélido rigido, la componente,‘segﬂn el eje
de giro del momento angular total, sera:

Leje= b mthz]w

A la cantidad

se le denomina momento de inercia del cuerpo
respecto del eje considerado y se obtiene su-
mando para cada particula el producto de su masa
por el cuadrado de la distancia al eje consxderadq.
El momento de inercia se representa por ['y su uni-
dad S.L es el kg - m?.

Mas adelante, veremos que esa magnitud es pre-
cisamente la que buscamos. Podemos ahora escri-
bir:

Leje=1'0‘)

expresion que es valida para la componente del
momento angular segtin el eje de giro, pero no para
el momento angular total. No obstante, puede (i?;
mostrarse que para todos los cuerpos en rptamon
existen al menos tres direcciones, perpendiculares
entre si, denominadas ejes principales de rota-
cién, respecto de los cuales el momento angular
total esta alineado con el eje de giro. En tal caso, la
expresion anterior puede escribirse en forma vec-
torial:

L=1o

y el momento de inercia se denomina entonces mo-
mento principal de inercia.

Si el cuerpo es simétrico, los ejes principales de
rotacién coinciden con algin eje de simetria. En lo

que sigue, siempre que nos refiramos a un cuerplo ‘
que gira alrededor de un eje, supondremos que 10

hace alrededor de un eje principal, por lo que uti-
lizaremos la expresion vectorial. Observa que en esé
caso, el eje de rotacion pasa por el centro fie m'ilsas
del sélido, punto contenido en el eje de simetria.

EJEMPLO

El cilindro de la figura, cuando gira alrededor de
un eje principal (eje de simetria), presenta un mo-
mento angular total alineado con el eje de giro, sien-

do su direccién y sentido los del vector velocidad
angular.

Eje principal / ! Eje no principal
de giro L ge=lo
L=lw

En otro caso, el momento angular total del cilin-
dro no esta alineado con el eje de rotacién y, por
tanto, no tiene la misma direccién y sentido que la
velocidad angular. Sélo podemos afirmar que

Leje—_—I'(l)

El movimiento en estos casos es demasiado com-
plejo para estudiarlo ahora. Olvidaremos estos ca-
sos, limitdndonos a aquellos en los que la rotacién
tiene lugar a lo largo de alguno de los ejes princi-
pales.

Vimos en la leccién anterior que sélo los mo-
mentos de las fuerzas externas que actian sobre el
solido pueden modificar el momento angular:

dL
7 = Mext
donde L y M,,, se determinan respecto al mismo
punto, en nuestro caso cualquier punto del eje de
rotacion.

Si suponemos que tanto la masa como la forma
geométrica del cuerpo permanecen invariables, el
momento de inercia sera constante y por tanto:

_dL  d(lo) _ g do

T T Ta  a b

expresiéon que se conoce con el nombre de ecua-
cion fundamental de la dinamica de rotacién.

Observa que la constante de proporcionalidad
que buscabamos entre el momento de la fuerza y
la aceleracion angular que provoca, es el momento
de inercia referido al eje de rotacién.

De lo anterior se deduce que, dado el momento
de inercia de un cuerpo, podemos conocer la ace-
leracién angular que adquirira, cuando se le aplique
una fuerza de momento no nulo.

Observa que, en ausencia de fuerzas externas o
cuando las fuerzas externas tienen momento nulo
respecto al eje de rotacion, la aceleracion angular es
nula y, por tanto, el cuerpo gira con velocidad an-
gular constante. Es un resultado anélogo a la ley de
inercia, aplicado a las rotaciones.

EJEMPLO

El momento de inercia de una polea de 10 cm

de radio respecto a su eje de rotacion es
0,02 kg - m?,

La polea, inicialmente en reposo, lleva enrollada
una cuerda de masa despreciable, de la que se tira
con una fuerza de 9,8 N. Se pide:

a) La aceleracion angular de la polea.

b) La longitud de cuerda desenrollada si se tira du-

rante un segundo, manteniendo constante la
fuerza.

c) ¢Qué sucedera cuando deje de actuar la fuerza?

a) La aceleracion angular de la polea podemos ob-
tenerla a partir de la expresion:

M=] «

La tnica fuerza externa de momento no nulo
que actia sobre la polea es la que ejercemos al
tirar de la cuerda, dado que su peso, al estar
aplicado sobre el eje, tiene momento nulo.

En estas condiciones el momento de la fuerza
respecto al eje de giro sera:

M=F-R=98-01=09N-m

Por tanto,

o = M/I = 0,98/0,02 = 49 rad/seg®




Su direccién y sentido son los que se indican en
la figura.

b) Para calcular la longitud de cuerda desenrollada,
debemos tener en cuenta que el extremo de la
rmisma se mueve con una aceleracion lineal cuya

relacién con la angular es:
a=a-R=49-0,1 =49 m/s’

El extremo de la cuerda habra avanzado una
distancia:

1 2_ 1 49.1=245m
d=—é—-a t 5 i

c) Sila fuerza deja de actuar al cabo d(? ese tiempo
y despreciamos el efecto del rozamiento, la po-
lea seguira girando con velocidad angular cons-
tante a partir de ese momento.

5. CALCULO DE MOMENTOS DE INERC

Hemos visto que el momento de inercia es tan
importante en el movimiento de rotacién como lo

es la masa en el de traslacion. o
Para un sistema de particulas como el solido ri-

gido que gira alrededor de un eje, se <':leﬁne el mo-
mento de inercia respecto al eje de giro, como ya

sabemos, por:
I= Z m,' * R’2

donde m; es la masa de cada una de las parﬁ.culas
que constituyen el sistema y R, su distancia al eje de

rotacioén.

Cuando se tira de la cuerda, de masa des-
preciable, con una fuerza de 9,8 N, se ob-
serva que el dispositivo adquiere una ace-
Jeracion angular de 49 rad/s". Determina:

Un solido rigido puede ser considerado como un
sistema continuo, en el que no se distinguen las par-
ticulas individuales; por tanto, la expresion anten.or
debe modificarse, transformando la suma en una in-

tegral para todo el cuerpo:

I=SR2-dm

En ocasiones, ciertas partes del sélido son des-
preciables frente a otras y se le puede tratar como
si fuera un sistema discreto, formado por las. partes
no despreciables. Observa los ejemplos siguientes.

EJEMPLOS

1. Cada una de las masas del cuerpo que se re-
presenta en la figura, es de 1 kg y la masa de las
varillas puede considerarse despreciable.
Calcula el momento de inercia respecto al eje de
giro representado en la figura.

20cm

10cm

En ese caso, podemos considerar el cuerpo
como un sistema discreto:

[=Ym-R?=1-005%+1-005%+
+1-0,05% + 1-0,05% = 0,01 kg - m?

2. Calcula de nuevo el momento de inercia, su-
poniendo que el eje de rotacién es el que se in-
dica en la figura:

En este caso, el momento de inercia del cuerpo
respecto al nuevo eje de rotacién, seréa:

I=1-012+1-012+1-012+1-0,12 =
= 0,04 kg - m?

El resultado, mayor que en el caso anterior, nos in-
dica que es mas dificil hacer girar el cuerpo sobre
esfe eje. El cuerpo presenta mayor inercia a la ro-
tacion en este caso.

6. Con los mismos datos de los ejemplos, calcula el momento de inercia del cuerpo respecto a

cada uno de los ejes de giro que se indican:

Si consideramos sélidos continuos y de forma
irregular, los célculos para determinar momentos de
inercia se complican, haciendo que perdamos de
vista el significado fisico del momento de inercia.
Recuerda que el momento de inercia pone de ma-
nifiesto la inercia a la rotacién que presenta un cuer-
po al girar sobre cierto eje.

Por otro lado, la definicién del momento de iner-
cia nos indica que su valor depende de la masa total

del cuerpo y de su distribucion alrededor del eje de
giro, de modo que, cuanto mas lejos del eje se dis-
tribuya dicha masa, mayor resulta el momento de
inercia.

Proponemos a continuacién una serie de ejem-
plos y ejercicios en los que no son necesarios cal-
culos rigurosos. Con ellos pretendemos afianzar la
idea que tenemos del momento de inercia.
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6. CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR

El estudio del momento angular en el sélido ri-
gido, nos ha permitido introducir el momento de

inercia y establecer la ecuacion:
L=/w

que caracteriza el momento angular de' un sélido
que gira alrededor de uno de los ejes pn.nc1pales.
A partir de la ecuacién anterior y sablend.o que
s6lo los momentos de las fuerzas externas al sisterna
pueden modificar el momento angular del mismo:
dL
—CIT = Mext
obteniamos la ecuacion fundamental de la dinamica
de la rotacién, en el supuesto que no variase el mo-
mento de inercia del cuerpo: '

M=Ia
Por tanto, en ausencia de momentos externos, el
momento angular del cuerpo permanece constante:

i]';=0:>L=1m=cte

dt

Si el momento de inercia permanece constante,
la velocidad angular también debe hacerlo. Pero si
ol momento de inercia varia, la velocidad angular
lo hara en sentido opuesto, de modo que perma-
nezca inalterado el momento angular.

La patinadora de la figura gira con cierta veloci-
dad angular:

|

L St S

Despreciando los efectos debidos al rozamiento
con el hielo, las tGnicas fuerzas que actian sobre ella
son el peso y la reaccion normal del suelo, que se
compensan mutuamente. Podemos asegurar que
no actia ningin momento externo sobre la pati-
nadora; por tanto, ésta debe mantener constante su
momento angular.

Ello supone que, mientras no mueva 195 brazos
ni las piernas, girara con la misma velocidad con
que lo hacfa.

Ahora bien, si encoge los brazos, acerca parte de
la masa del sistema al eje de giro y su momento de
inercia disminuye, por lo que, para mantener cons-

tante el momento angular, la velocidad angular ha
de incrementarse. Efectivamente, esto es lo que ha-
cen los patinadores para describir giros a gran ve-

locidad. -

21. Sobre un disco con un momento de iner-
cia 1;, que gira con velocidad angular o,
se deja caer ofro disco que no gira, con
un momento de inercia l, respecto del
mismo eje de giro. 4
A causa del rozamiento entre ambos,
acaban por moverse con la misma velo-
cidad angular o'. Calcula el valor de di-
cha velocidad angular.

Sol.: ' = (I/(l; + L) w.

929 Es corriente oir en la actualidad que, si

no se pone remedio, pueden fundirse los

casquetes polares de la Tierra, como

consecuencia del efecto invernadero pro-
ducido por los contaminantes emitidos a

la atmésfera.

¢Afectaré la fusion de los casquetes, qu
~ supondra un aumento del nivel medio d

los océanos, a la duracion del dia?

. ¢Qué sucederia, con respecto a la dura
cion del dia, si todos los habitantes de

No podemos finalizar sin exponer, una vez mas,
las analogias que existen entre la dinamica de la
traslacion y la dinamica de la rotacion.

En la dinamica de la traslacién, la cantidad de
movimiento caracterizaba el movimiento de un
cuerpo. En torno a esta magnitud se establecian to-
das las leyes de la dinamica.

En la dindmica de la rotacién, es el momento an-
gular el que caracteriza el movimiento de un cuer-
po. De ahi derivan las leyes de la dinamica.

Comparando las dos expresiones, p = mv y
L = Im, observamos que el momento de inercia de-
sempefia el mismo papel en la rotacién que la masa
en la traslacion, al igual que la velocidad angular
desempeiia el papel de la velocidad lineal.

En la traslacion son las fuerzas las responsables

Masa m (kg)
Velocidad v (m/s)
Aceleracién a (m/s?)
Fuerza F (N)

Cantidad de movimiento

P =m: v (kg- m/s)
Ecuacion fundamentai -
F-oma

~ Principio de conservacién

y

Al igual que vimos al estudiar la dinamica de la
traslaci6n, vamos a resolver ahora una serie de pro-
blemas en los que un sélido rigido esta girando.

Como normas generales para la resolucién de es-
tos problemas, podemos citar las siguientes:

— Analizaremos el tipo de giro que presenta el
cuerpo, identificando el eje de rotacion.

— Determinaremos el momento de inercia del
sélido, respecto del eje de rotacion.

Magnitudes para el estudio de la dinamica de traslacién y sus equivalentes en la rotacién.

7. ALGUNOS PROBLEMAS DE DINAMICA DE LA ROTACION

de la variacion de la cantidad de movimiento. En la
rotacion son los momentos los responsables de la
variacién del momento angular.

En un sistema cuya masa no varia, la ecuacién
fundamental de la dinamica de la traslacién era
F = m - a. Lo mismo ocurre en la rotacién, cuando
no varia el momento de inercia: M = /- ¢.. El mo-
mento ocupa el lugar de la fuerza y la aceleracién
angular el lugar de la lineal.

Finalmente, los principios de conservacion, tanto
de p como de L, son principios universalmente
aceptados y verificados, aun en aquellos casos en
que alguna de las leyes de Newton parece no tener
validez.

El cuadro que sigue, nos muestra un resumen de
las analogias citadas:

Momento de inercia I (kg - m?)
Velocidad angular o (rad/s)
Aceleracién angular a (rad/s?)
Momento de la fuerza M (N - m)
Momento angular
L =1-o (kg-m?%s)
Ecuacion fundamental
M=1a

~ Principio de conservacién

— Analizaremos las fuerzas externas que acttan
sobre el solido y calcularemos sus momentos
respecto del eje de rotacion.

— Aplicaremos la ecuacién fundamental de la
dinamica de la rotacién.

Por supuesto, en cada caso, de acuerdo con el
enunciado del problema, habra que identificar qué
es exactamente lo que se nos pide y cuéles son los
datos de que se dispone para calcularlo.
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Poleas con pesas colgando

Este tipo de problemas se caracte.ﬁza por presegé
tar un cuerpo de caracteristicas vanablgf, cgpaz
girar sobre un eje fijo, debidc3 ala accu;n e unas
masas que cuelgan unidas a él por cuerdas. N

En estos casos, ademas del cuerpo que gira, exis
te otro que se traslada, por lo que sera ndecelsat;?
utilizar también la ecuacion fundamental de la di

namica de la traslacion.

EJEMPLO

i de 0,5 kg
Supén que las poleas de la flgura son de 0,
vl ‘;E_J, deqmasa, siendo sus radios respectivos 6 y
8 cm. Ambas estan unidas.

De la grande cuelga una masa de 500 g, y de la

pequefia una de 300 g.

Calcula la aceleracion angular de la polea y las

tensiones de las cuerdas.

El s6lido rigido que gira es el sistema formac}o por
las dos poleas adosadas, girando en torno al eje que
pasa por su centro. Considerando cada pglea como
un disco homogéneo, el momento de inercia de

cada una respecto de dicho eje sera:

1 2 _ L 1,008 =
Il=?-M1-R =3 1-0,08
= 0,0032 kg - m?
1 o_ 1 05.006 =
L= —2—-M2-R2 =3 0,5 - 0,06
= 0,0009 kg - m*
El momento de inercia total del dispositivo re-
sulta, i
[=1 + L =0,0041 kg - m
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Sobre la polea acttan las tensiones Ty y Toyel

peso total del dispositivo (M; + Mp) - g, tal como se

aprecia en la figura.

De ellas, las tnicas que tienen un momer;to no
nulo respecto al eje de giro, son T,y Ty, por lo que
podemos olvidar el peso de la polea en lo que con-
cierne a la rotacion.

Los momentos que corresponden a estas fuerzas
sonTy Ry Ty Ro. o '

Estos momentos son de distinto signo, ya que
producen giros en sentidos opuestos. Si, arbltr.;na-
mente, asignamos un sentido de giro como positivo,
el momento total resultante sera:

Tl'Rl—Tz'R2=0,08'T1—0,06'T2

De ese modo, la ecuacion fundamental de la di-

namica de la rotacion se convierte en:

0,08 - T, — 0,06 - T, = 0,0041 - «

En ella tenemos tres incégnitas, por lo que resulta

imprescindible disponer de otras dos ecuaciones.

En este caso podemos obtener dichas ecuacio-
nes aplicando la ecuacion fundamental de la di-
)

namica de traslacién a cada una de las masas que

cuelgan.
Asi, para la primera masa,

m-g—Thi=m-a

49 — T, =05 a

y para la segunda,

T,—my-g=my-a

T2 = 2,94 = 0,30 + ag

Teniendo en cuenta que las aceleraciones lineales
estan relacionadas con la aceleracién angular de las
poleas:

al:a‘Rl
32=0('R2

las ecuaciones anteriores equivalen a:

49-T,=0,04 - «
T,-2,94=0,018 " «

Con estas tres ecuaciones podemos calcular qué
valor toman las tres incégnitas, que resultan ser:

o= 25,7 rad/s?
T,=3,8N
T2 = 3,4 N

Si el resultado de la aceleracién angular fuese ne-
gativo, ello querria decir que el sistema gira en sen-

tido opuesto al que hemos considerado como po-
sitivo.

25. De una polea, constituida por un disco
metalico de 1 kg de masa y-5 cm de ra-
dio, cuelgan por cada lado sendas masas
de 1 y 0,5 kg respectivamente, unidas
por medio de una cuerda de masa des-
preciable. Determinar:

:Iéﬁgalar de la polea y

- a) La aceleracion
ueven las

Movimiento conjunto de traslacién 1]
rotaciom

En algunos problemas solemos encontrar cuer-
pos que ruedan sobre una superficie, como es el
caso que se muestra en la figura:

Vv
s :::m*
/ ‘\\
1' 'l:m 3
i GM cvi

En estos casos, el eje de rotacién, que pasa por
el centro de masas, no esté fijo, por lo que debemos
aplicar cuidadosamente los conocimientos adquiri-
dos en la leccién.

Como ya vimos, el movimiento de un cuerpo po-
demos suponerlo descompuesto en dos, uno de
traslacién del centro de masas y otro de rotacién
«respecto del CM». Podemos utilizar entonces la
ecuacién fundamental de la dindmica de traslacién
para el CM y la ecuacion fundamental de la dina-
mica de rotacién para el giro, respecto al CM.

EJEMPLOS

Un cilindro macizo de masa m y radio R esta ini-
cialmente en reposo sobre una superficie horizontal.

Se aplica tangencialmente una fuerza F, tal como
se aprecia en la figura, y el cuerpo comienza a rodar
«sin deslizar» por la superficie.

Calcula la aceleracion angular y la aceleracién li-
neal del centro de masas y la fuerza de rozamiento
que permite el movimiento.

En este caso, el cilindro gira respecto a un eje que
pasa por el centro de masas, al tiempo que éste se
desplaza.
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El momento de inercia del cilindro respecto al eje

que pasa por el CM es:

e
2

Las fuerzas que acttian sobre el cilindro son las

I= m- R?

que se indican en la figura. De ellas, P y N tienen
momento nulo respecto al CM.

Observamos que, aunque el enunciado no dice

nada acerca de los rozamientos, su existencia es in-
dispensable para que el cuerpo pueda girar, al for-
mar parte del par de fuerzas responsable de la ro-
tacion.

En cuanto a la rotacién del cuerpo respecto del

CM, los momentos de las fuerzas externas que ac-
taan seran F - Ry F, ‘R, de modo que el momento
resultante respecto del eje que pasa por el CM es:

(F+F) R
ya que ambas fuerzas producen giros del mismo
sentido. De ese modo, la ecuacion fundamental de

la dinamica de rotacién queda:

1
(F+F,)-R=—2—mR2<x

que tras simplificar, se convierte en:

F+F,=—;—-m-R-oc

En cuanto a la traslacién del centro de masas, la
resultante de las fuerzas externas que actiian es:

F—F,
y la ecuacién fundamental:
F-F=m-a

Si el cuerpo «rueda sin deslizar», se ha de verificar
necesariamente que

a=wo-R
y por tanto, la ecuacién anterior se transforma en:

F-F=m-R-«

Las ecuaciones,
F-F=m-a

F+F,=—;—mRaf

permiten, conocida F, determinar la aceleracu?n an-
gular y la lineal, asi como la fuerza de rozamiento.
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Un resultado curioso que se obtiene al sumar las
ecuaciones anteriores y expresando la aceleracion

angular en funcién de la lineal, es:
4 F
a= 3 m

Como vemos, la aceleracion resulta ser mayor
que si consideramos el cuerpo puntual y desprecia-
mos los rozamientos (a = F/m).

25. El cuerpo de la figura es similar al clasico
yo-yo. Supén que esta formado por un
disco homogéneo de 250 g de masa y 3
cm de radio. Determina la aceleracion
angular del disco y la lineal del CM. Cal-
cula, asimismo, la tension de la cuerda.

Sol.: 6,53 m/s%; 217,8 rad/s%; 0,82 N.

26. Supon que el cilindro de la figura, de
masa m y radio R, rueda en todos los ca-

s0s sin deslizar.

7. ENERGIA CINETICA ASOCIADA A LA ROTACION DEL SOLIDO RiGIDO |

Para concluir el tema, abordaremos los aspectos
energéticos, prestando especial atencién a la ener-
gia cinética de rotacién del sélido rigido.

Antes de determinar la expresién que correspon-
de a la energia cinética del sélido rigido, podriamos
proceder a extrapolar las analogias sefialadas entre
las traslaciones y rotaciones, razonando como sigue:
si el momento de inercia del sélido desempeiia el
mismo papel que la masa en las traslaciones, y la
velocidad angular el papel de la velocidad lineal, de
la definicién de energia cinética, E, = 1/2 - M - v2
deberfamos obtener para la energia cinética de ro-
tacién la expresion E, = 1/2 - [ - o?.

Veamos que, efectivamente, ocurre asi:

Si el sélido rigido gira alrededor de un eje, cada

una de sus particulas se mueve con una velocidad
angular o, idéntica para todas ellas. Se cumple:

vi= -k
donde R; es la distancia al eje de giro.

En estas condiciones, la energia cinética de cada
particula es, por definicién:

Eo=—-m-v

y la energia cinética total asociada al sélido que gira,
sera:

expresion en la que [ es el momento de inercia res-
pecto al eje considerado.

La expresion anterior es valida sea cual sea el eje
de giro, pues la relacién entre la velocidad lineal Y
la angular es general.

Ahora bien, cuando el eje de rotacién sea un eje
principal, la expresién anterior puede escribirse
también en la forma:

L2
E. =
© 2.1

Ya que entonces se cumple que L = [ - .

Si el sélido presenta un movimiento conjunto de
traslacion y rotacién, como es el caso de los cuerpos
qQue ruedan por una superficie, la energfa cinética

tendra dos contribuciones: una debida a la rotacién

(Eccm), y ofra debida a la traslacién (1/2 - m - v2,),
o sea:

1
EC:ECm—*"?'m‘Vz

cm

Asi pues, en ese caso, tendremos:

1 1
Ec e Icm L2 + . w2
2 (D o m- vg,

donde hemos puesto I, queriendo indicar que se
trata del momento de inercia respecto a un eje que
pasa por el CM.

EJEMPLO

Desde cierta altura h, sobre un plano inclinado,
se deja caer una bola maciza, de masa my radio R.
La bola baja rodando por el plano sin deslizar.

Calcula su velocidad, al llegar a la base del plano,
si parte del reposo.

Aunque este problema puede resolverse dina-
micamente si se conoce la inclinacién del plano, va-
mos a ver cémo resulta mucho mas fructifero re-
solverlo por consideraciones energéticas.

Si el cuerpo se encuentra, inicialmente, en reposo
a una altura h, la energia mecanica del cuerpo, es
simplemente su energia potencial:

Ep:m.g.h




A medida que el cuerpo comienza a d.es‘c_ender,
esta energia se transforma en energia‘ Fmehca de
rotacién respecto al CM, y energia cinética de tras-
lacién, ya que el cuerpo gira y se desplaza. )

Al llegar a la base del plano, toda la’e-nergla po-
tencial se habra transformado en cinética, por lo
que podemos escribir:

m-g-h=—;—-1cm-m2+%-m-vfm

Al ser una bola maciza, el momento de inercia
respecto a uno de los diametros es:

2

Icm=_'m.R2

y puesto que rueda sin deslizar, v, = © - R.
Por tanto,

- 1
1(2 2| (Yem ) 202
m-g-h=?(—5—-m-R) (R2 )+ 5 Vem
Eliminando m, nos queda:
2 9 L 5 7

g'h=—ch+—'ch= 'ng
10 2 10
y finalmente:
10
= [—-g-h
Vi 7 g

que, como vemos, resulta ser independiente de la
masa y del radio de la bola.

La energfa cinética de la rueda es la suma .c}e la energia
cinética de traslacion del CM y la de rotacién alrededor

del CM.
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27. Desde lo alto de un plano inclinado, se
dejan caer un cilindro, un aro y una es-
fera maciza del mismo radio, que ruedan
por el plano sin deslizar.

a) ¢Quién llega al suelo con mayor ve-
locidad?

b) Si, ademas, suponemos que tienen la
misma masa, ¢quién llega al suelo
con mayor energia cinética?

¢) Justifica que las respuestas a Ias' dos
preguntas anteriores son compatibles.

98. Calcula la energia cinética de rotacion de

la Tierra, considerada como una esfera
de 6 500 km de radio y 5,98 10P* kg de
masa.
Compararla con la energia cinética de
traslacién de su centro de masas, SUpo-
niendo que la distancia Tierra- Sol es de
150 millones de km.

Sol.: 2,67+ 10% julios; 2,67 10 julios.

ejercicios

| de

32. Cuatro nifios de igual masa se balancean sobre una barra uniforme, de 4 m de longitud,
que se apoya sobre un pivote en su punto medio. Se sitian dos nifios a la derecha del
pivote, uno en el extremo y otro a 1 m del centro. En el otro lado, se sitta un nifio a
1,7 m del centro.

¢Donde debe situarse*el otro nifio para que la barra permanezca en equilibrio?

Sol.: a 1,3 m del centro en el lado izquierdo.

33. Un cuerpo, de 1 kg de masa, se mueve con una velocidad constante de 9 m/s, describiendo
una circunferencia de 7 m de radio. Calcula su momento angular respecto al centro de la
circunferencia. ¢Cual es el momento de inercia respecto a un eje que pasa por el centro de

la circunferencia y es perpendicular al plano del movimiento? ¢Cual es la velocidad angular
con que gira la particula?

Sol: L = 63k kg - m?/s; 1 = 49 kg - m%; w = 9/7 rads.

34. Una mesa circular puede girar sobre su eje vertical, con velocidad angular constante. Sobre
la mesa hay un recipiente circular, que gira con la mesa. En su interior hay un bloque de
hielo, de espesor uniforme, que gira con el recipiente. Si se funde el hielo Y no escapa nada

de agua del recipiente, jaumentara o disminuiré la velocidad angular? Considera despre-
ciable el rozamiento.

35. La Luna gira en torno a la Tierra, de modo que siempre vemos la misma cara. Calcula la
relacion que existe entre el momento angular respecto a la Luna debido al giro de la Luna

sobre si misma y el momento angular respecto a la Tierra debido al giro alrededor de la
Tierra (considera en este caso la Luna como puntual).

Sol. Lot 2R/ R, = radio de la Luna
" Lgo  5R# Rq = distancia Tierra-Luna

36. Un cilindro homogéneo, de 20 cm de radio, esta girando, a razén de 100 r.p.m., alrededor
de un eje que pasa por su C.M., paralelo a su generatriz. Para conseguir detenerlo se aplica

una fuerza tangencial constante de 100 N y el cilindro se detiene 10 segundos. Encontrar
el momento de inercia del cilindro.

Sol.: 19,1 kg - m?.
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37. Calcula el momento de inercia de la molécula de CO, con respecto a un Ieje qt};; ;&;sa :1
) través del centro de masas, perpendicular al eje de la molécula. La m_c;loecu a es 1%
stomo de C se encuentra en el centro. La distancia C—0 es 1,13 107 - m.

Sol.: 6,78 - 107% kg - m?.

38. Tres esferas de masas 1. 2 y 3 kg respectivamente (que pt leden considerarse como pun-

’ y g t ( X 1 1 o )

] tuales), estan unidas entre si mediante una barra de masa despreciable, existiendo una se
)

paracion entre cada dos de ellas de 1 m.

i 1 j icular a
a) Determinar el momento de inercia del sistema respecto de un eje perpendic

or el C.M. del mismo. ' . ' i
b) I%l;ielzr):;relap; el momento angular del sistema respecto al eje anterior cuando gira co.

velocidad angular de 5 rad/s alrededor del eje descrito en a).

la barra

Sol.: 3,33 kg - m%; 16,65 kg - m?/s.

A gi to a
1 ta girando a 1 000 r.p.m. respec
ili de 10 kg de masa y 0,10 m de radio, es ' ' '
9. :{gndziz’ pasa pof su centro. ¢Cual es la fuerza tangencial ngcesana para detenerlllcé, ssex
:zer]emqos que frene, tras recorrer 1 500 vueltas, contadas a partir del momento en q

aplica la fuerza de frenado?

Sol.: 0,29 N.

mento de inercia 1, gira en el sentido de las agujas de

iratorio, de radio R y mo .
- (uJ: z{jellao?) éqon velocidad angular w,. No existen rozamientos, pero sobre el borde del plato

) ; ; ) G T
se mueve una mosca, de masa m, en sentido contrario al de las agujas de ug r:éc;)é C?Cémo
velocidad, respecto a la Tierra, v. La mosca encuentra una r;uga de pany se de by

¢l
varia la velocidad angular del plato al detenerse la mosca:

lwo—mRv
[ + mR?

Sol.: ' =

1 i } inclinado
41. Un cilindro homogéneo, de masa m y radio r, rueda sin desbzar,d p?r u:e };gtzioé e
: ) i elaa
] rizontal. Encontrar las expresiones .
ue forma un angulo con la ho n il
gel cilindro v la lineal del centro de masas. Encontrar la expresion de la fuerza de
que permite que el cilindro ruede sin deslizar.

Sol:a=2/3gsenf; a=alF =12ma.

42. Se deja caer una bola maciza, de 1 kg masa, desd'e lo alto de un plano inclinado 307,
] observandose que la bola rueda sin deslizar. Determina:

a) La fuerza de rozamiento que permite que la bola ruede sin deslizar.

b) La aceleracion angular de la bola y la lineal del centro de masas si el radio est = 5cm.

Sol: a) 1,4 N; b) 3,5 m/s2, 70 rad/s®.

43. Elradio de una moneda es 2 cm y sumasa 5 g. La moneda rueda sin deslizar por un plano

inclinado 30° a 6 r.p.s. Encontrar el valor de su velocidad cuando descienda 1 m por el
plano.

Sol.: 2,67 m/s.

44. Una bola de billar recibe un golpe con un taco. Si conocemos la velocidad inicial con que
sale impulsada la bola, vq, su radio, R, la masa, M, y la fuerza de rozamiento que le permite
rodar sin deslizar, F, ;cuanto avanzara la bola antes de detenerse?

7 Mv3
Sol:d=—_—"2
10 F,
45. De los dos extremos de una cuerda arrollada a una polea, cuelgan dos masas, m, ymy La
masa de la polea es M. Suponiendo que el sistema se mueve solidariamente v que la cuerda

no desliza por la garganta de la polea, escribe las expresiones de la aceleracion que actia
sobre las masas que cuelgan y la tensién a cada lado de la polea. El radio de ésta es R.

Sol:a = g- (m; — my)/(m; + my + M/2);
T, = gm; - (2my + M/2)/(m; + my + M/2):
Ty = gmy - (2m; + M/2)/(m; + m, + M/2).

46. Un disco gira libremente con una velocidad angular de 1 500 rev/min, alrededor de un eje
vertical que pasa por su centro. Un segundo disco, montado en el mismo eje encima del
primero, esta inicialmente en reposo. El momento de inercia del sequndo disco es doble
que el del otro. Se deja caer sobre el primero y, finalmente, ambos giran juntos, con una
velocidad angular comtn. Calcula la nueva velocidad angular. Comparar la energia cinética
de rotacion del sistema, antes y después del choque de los dos discos.

Sol.: w = 52,36 rad/s; E, = 1/3E,,

47. Una persona esta sentada en un taburete giratorio y sostiene un par de pesas de gimnasia,
situadas a 1 m del eje de rotacion de la silla. Se le comunica a la silla una velocidad angular
de 4 rad/s, después de lo cual acerca las dos pesas a 25 cm del eje. El momento de inercia
de la persona, respecto al eje de giro, puede considerarse constante y de valor 8 kg - m?.
Las pesas tienen una masa de 12 kg cada una y pueden considerarse puntuales. Despre-
ciando el rozamiento, ;cual es el momento angular del sistema? ;Cual es la velocidad an-
gular después de que las dos pesas se aproximan al eje? Calcula la energia cinética del
sistema antes y después de la operacion, ja qué se debe la diferencia?

Sol.: 128 kg - m%/s%; 13,47 rad/s; 256 J: 862,32 J.

48. Dos nifios, ambos con una masa de 30 kg, estan sentados cada uno en un extremo de una
barra horizontal, de 2,5 m de largo y 12 kg de masa. La barra gira con una velocidad angular
de 10 r.p.m. respecto a un eje vertical que pasa por su centro. ;Cual sera la velocidad
angular, si cada nifio se mueve 50 cm hacia el centro de la barra? ;Cémo varia entonces
la energia cinética de rotacion del sistema?

Sol.: w = 2,62 rad/s; AE. = 82,46 J.




verticalmente sobre una mesa, se deja caer sobre una superftcze_ hc:]-
omogénea de 15 cm de longitud,

. boligrafo colocado :
9 g;on;;%uponiendo el boligrafo en forma de varilla h

encontrar: | ‘ o
a) Momento de inercia del boligrafo respecto a un eje perpendicular al mismo que p
por su base.

instante de chocar con la mesa. Considerar f1ue el
ergia potencial (¢cudnta?) y en su caida ésta se

b) Velocidad angular que poseera" en el
boligrafo, inicialmente, tiene cierta en
transforma en cinética de rotacion.

Sol.: 0,0075M; 14 rad/s.

EJERCICIOS DE SELI

d angular debe girar una plataforma horizontal para que un cuerpo situado

L. e velocids dialmente? El coeficiente de rozamiento es

j i6 i deslizar ra
a 3 m del eje de rotacion empiece a
0.1, v la aceleracion de la gravedad 9,8 m/s”.
Propuesto en 1980.
Sol.: = 0,57 rad/s.

| 5 formada
2. Calcular el momento de inercia de una barra homog?nea v quebrzdal de T:;azi m, for
. por dos lados perpendiculares entre si, uno de longitud a y otro ae longt .

a) Respecto de un eje que contenga el lado a.

de un eje que contenga el lado Za. . |
l:)) gzsgzgttg ds un ej‘e que siendo paralelo al lado 2a pase por el extremo libre del lado a

(Los resultados deben expresarse en funcion de my de a).
Propuesto en 1981.
Sol: 8/3-m-a5 1/3-m- a% 7/3-m-a.

trolar la velocidad de rotacion
eré la relacion de velocidades
en cruz y to-

3. Un patinador se desliza sobre hielo de modo que puec.ie c?]n
. sobre si mismo extendiendo o encogiendo los brazos. (Cual s e
que existe entre las posiciones extremas, con los brazos totalmente ex
i ?
talmente recogidos sobre el cuerpo: |
dos brazos recogidos puede considerarse como un
i o}
cilindro de 15 cm de radio y 72 kg de masa. Con los brazos extendidos el cuerp

. ; ¢
puede considerarse como un cilindro de 15 cm de radio y 64 kg de masa, mientra

i i erpo de
que los brazos pueden considerarse como una varilla perpendicular al cuerp

1,5 m de larga y 8 kg de masa.

Nota: Supodngase que el cuerpo con los

Propuesto en 1982.
Sol.: 2,74 veces.

4. Un cilindro homogéneo de 40 cm de radio y 10 kg de
masa, tiene libertad para girar en torno a su eje de si-
metria sobre cojinetes carentes de friccion. Supongamos
que stbitamente, tal como se indica en la figura, se aplica
una fuerza de 10 N que se mantiene constante y tan-
gencial a la superficie lateral. Calctilese:

a) La energia cinética a los'2 seqgundos de haber apli-
cado la fuerza.

b) El trabajo realizado por dicha fuerza durante este
tiempo.

Propuesto en 1983.
Sol.: 40 J.

5. La figura representa un cilindro macizo y homogéneo de
20 cm de radio y 20 kg de masa. En la periferia va arro-
llado un hilo ideal de cuyo extremo libre cuelga una masa
de 8 kg Por una hendidura muy fina se le arrolla otro
hilo ideal a una distancia del eje horizontal de 10 cm, en

cuyo extremo libre se le aplica una fuerza constante de
200 N. Calcular:

a) El momento de inercia del cilindro respecto de un eje
que coincide con una generattriz.

b) La aceleracion con que asciende la masa m.

¢) La aceleracion angular del cilindro.

d) La tensién en el hilo que sostiene la masa.

Propuesto en 1986. m
Sol.: a) 0,4 kg - m?; b) 1,2 m/$; ¢) 6 rad/s*; d) 88 N.

6. Una bola homogénea de acero de 1 kg de masa, rueda sin deslizar sobre un plano horizontal
con una velocidad de traslacion de 20 m/s. Encuentra en su camino un plano inclinado que
forma un angulo de 30° con el plano horizontal y asciende por él. Prescindiendo de roza-
mientos, se pide:

a) La energia cinética total de la bola cuando aborda el plano inclinado.
b) La distancia recorrida por la bola sobre el plano inclinado hasta que se para.

Se recuerda que el momento de inercia de una esfera homogénea, de masa M y radio R,

2
respecto a uno de sus diametros, es: 1 = = M - R% Témese g = 9,8 m/s*.

Propuesto en 1984.
Sol.: 280 J; 57,14 m.

7. Si el momento de una fuerza y el trabajo se definen ambos como el producto de la fuerza
por la distancia, ;en qué difieren?




